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I1.

I. INMLEDNING

I de siste 10 Arene har det skjedd en rask utvikling ni3r det
gjelder metoder for rangering av avlsdyr. Spesielt har Cornell-
skolen i USA under ledelse av nrof. dr. Henderson virt den ledende
pé dette omrddet. Mye av teorien er noksi komplisert, og i mange
arbeider er teorien beskrevet pd et usammenhengende og heller
vanskelig sett.

Hensikten med dette kompendiet er derfor 4 summere opp teorien
uten & legge hovedvekten pd teoretiske bevis. Derimot vil hoved-
vekten bli lagt pa 4 illustrere ulike metoder ved bruk av
nummeriske eksempler. Etter som en har kommet lengst i anvendelse
av metodene pd storfe (ndtkreatur), vil eksemnlene selvsagt ogsa
fi en viss "slagside” i den retningen. Det bdér imidlertid under-
strekes at metodene er generelle, og de kommer sannsynligvis til

4 bli brukt ogsd pé andre dyreslag i fremtiden.

Det er 8nskelig at studentene har innhentet forkunnskaper mot-
svarende Searle (1967), Fimland (1972) og deler av Searle (1971)
fér dette kompendiet leses.



II

IT. KORT REPITISJON OMKRING GENERELLE LINEARE MODELLER

A. Definisjon

La den generelle linedre modellen vire:
Yy = Xbte

hvor y er en Nx 1 vektor av observasjoner
X er en Nxk matrise av konstanter
b er en kx 1 vektor av parametrer

€ er en Nx1 vektor av ukjente elementer
Vi skal sd se pd noen spesialtilfeller.

B. Regresjonsfunksjon

Ved analyse av en simpel (enkel) regresjonsfunksjon har en
félgende modell:

y; = oatbiX; +e, i=1,2, ..., N

Hvis alle observasjonene skrives f3r en:

i

Yi a+b,X; +e;

Y2 a+bX; +e;

Y3 a+b;Xs+e;

yN=oz+1's1)(N+e1\T

sonm gir:

B2N 1 X1 a e
Y2 1 X2 [bJ €2

Ys = 1 X3 + es

1.
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Som reduserer til den generelle modell:

0

y = Xb+e
For 4 f& trening i 4 benytte matriser er det viktig § ha en viss
kjennskap til hvordan ulike matriser ser ut. En vil derfor gi
gjennom ulike matrise-operasjoner og vise hvordan ulike matrise-
uttrykk ser ut.

S I B X,
X'X = »
X, X, X5 ... X 1 X,
1 X,
1 Xy
- . -
v 12 T 1eX
i=1 i=1 1
N N
T 1eX. r X2
i=1 ? i=1 ?t
_ N - _ -
N I X N X.
N N
r X. T X2 X. X2
i=1 1 j=1 1

hvor X' er den transponerte ('transpose’) X.
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Vi har videre at:

™ ~ - -
- - N N
1 1 1 ... 1 Y1 I l-yi z Y3
X'y = ) i=1 ) i=1
N N
XI Xz X3 e e . X Y2
" I ! R !
VA
N

Hvert enkelt element av disse matriser skulle vire kjent fra fér.

La oss utvide modellen til en multippel regresjon med 3 uavhengige
variable:

Yi =“+blxi;+bzxiz+baxis+ei , 1=1,2,3, ... ,N

Hvis alle observasjonene skrives, fir en:

Y1 = a+b1X;y +b,Xy,+bsXys+ e,
Y2 = a+bi1Xay baXap +b3Xas e,
YN T a-rbIXNii-bszzi-bSXNa+ ey
som gir:
_ _ “ r A -
Y1 1 X11 X2 X13 a e
Y2 1 X2, X22 X23 b, P
= bz +
. b,
L. p
YN L Xy, Xy, Xy, °N

som reduseres til den generelle form:

Yy =Xb+e



Vi har her at:

X'X

siden

Vi har videre at:

X'y

o

R

rX. X,
1)

1

X1,
X12
X13

1

X1

XIZ

X1,

X23

X,
X2
IX1X,

IX1X,

X11
1 X21

Y1

Y2

II

Xi2 X,
X22 X2
X, Xy
N
L 1-X
i=1 1
N
I X. X
j=1 11
N
T X. X
i=1 12
N
T X2
i=1 12
£Xs |
IX:X,
TX2X4
£X?
N ]
s
N
N =
LX Vs
N
I X, vy.
=1 13 I;J L.

4.

Zy

ley

X2y

ZX3Y
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C. Enveis-variansanalyse

En enveis-variansanalyse modell kan skrives:

Yi'

j =uHtrtogte;s i=1,2,3, ... ,,3j=1,72, ... , n

)

Hvis n, =p for alle i, er materialet balansert dvs. antallet
for hver klasse er likt. N&r alle observasjonene skrives far en:

Yin = ut oo + e

Yiz = utao, tey:
= 3+ +

Y21 = U + 02 + ez

Yan, = M * oz * €an,
= ta_+e

YQI s a a,
= + +

an U Q €

an



son gir:
— - o~ = = -
Y1 1 IJJ] 1 0 0 .
Yiz 1 1 0 0 .
Yin, 1 1 0 O
Y21 1 0 1 0 .
= +
anz 1 0 1 0 N
0
yq1 1 0 0
_yqnq_ L1 L__0 0 0

Dette kan da skrives:
y = 1u+xlg+§

hvor 1 er en Nx 1 vektor av entall.

y=I[1:Xi] Ju| +e
gJ

som reduseres til den generelle form:

= XD"PQ

o1

Q2

II

6.

€1

€12

€2n

q1

en
Mg
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Det er sdrlig to egenskaper ved X; som en b&r merke seg. Det for
det fdrste at det eksistcrer bare et entall og resten nuller nr.
rekke (linje) av X,. For det andre vil antallet av entall pr.
kolonne vire n., der i er den ite kolonne, i =1, 2, ... , a. En
matrise med disse egenskaper gir ofte under navnet "incidence”

matrise.
X'X={1:X1}' {1:)(1}
1' [1: X1] N 1'X1
X; Xil1 XX,
1'X1 = {n; N2 nyg « . . nq}
Xj1 = {1'X;, }!
—h1 0 0 0 7]
0 s 0 ° 0
0 0 N 0
X{Xl = . .
0 0 n
N q
Derfor er:
N n; n, nq ]
ny n; 0 0
s 0 .
X'X = . . .
nq 0 . . nq
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X'Y ={1:X;}'Y

1! .y..
= Y =
X{ XjY
(Y. ] (Y- ]
Zylj Y1
Iy, .
i YZJ i Y
Iy .
_ yQJ_ _qu

D. Toveis-variansanalyse
En toveis-variansanalysemodell kan skrives:

Yijk T u*tajtbyte;

hvor i =1, 2,3, ... ,a,j=1,2,3, ... ,0p, og n;; er
e

antall observasjoner i den ijt cella. Denne modellen kan skrives:

Yy = lp+Xya+ Xob+e

hvor y er en Nx 1 vektor av observasjoner

X1 og Xz er "incidence" matriser med dimensjonen Nxq og Nxp
henholdsvis. I den generelle fornm gir dette:

[1:X,:X;] u + e

<
1

a

b

1]
>
o

+
l0]



Vi har s at:

X'X

hvor

=[1:X;:X,1"! [1:X;:X,]

1'
= Xi

1'1

1'X,
1'Xe

XiXy

X1X,

X3X,

n

[1:X1:X2]

(n,. 0
O nz.
0

ni, N2

N2, Nsa2

a
| 21
n_, 0
0 n,,
0

1'X,
X1 X,

X2 X,

I

9.



11 10,

sd X'X vil bli av typen:
— ]

~
- ; . e e e e e - : - - '
1 0 !
i \ []
n, ! | n.. !
i. ni‘ l ij |
1 0 \ i
v oo \\EN | '

= mm e e e - - - - .- - - - - - w = -

Den viktigste konklusjon fra disse matrise-uttrykkene er at X'X
er alltid symmetrisk. Generelt gjelder det at for en gitt matrise
X vil X'X og XX' vire symmetrisk.

En viktig egenskap ved en matrise er antallet avlinelre uavhengige
kolonner eller rekker (linjer). Denne egenskap er definert som
rank og vil bli symbolisert ved r (X) (Searle, 1967;"Chapter 5)

For en matrise X'X med dimensjonen kx k vil det bare eksistere en
invers av X'X, hvis r(X'X) = k. Matriser av typen X'X vil som
regel ha en rank som er 1lik antall frihetsprader. Derfor vil
regresjonsanalyse medf#re at X'X er full rank, mens varians-
analysemodeller ("'design models') férer til at rank er mindre enn
dimensjonen av matrisen X'X.

Hvis en matrise av dimensjonen Nx k har rank som er mindre enn k,
vil en eller flere av kolonnene kunne uttrykkes ved hjeln av de
uavhengige kolonner. En matrise gitt ved:
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1 1 0|

1 1 0
x =

1 0 1

1 0 1

L e

har r (X) = 2. La oss definere X = {X; : X2} hvor X; er 4x2 og
r (X;) = 2. En kan da finne at:

X2 = X1C

dvs. X, er en linedr kombinasjon av X,

- - e — - -

0 1 1 1 0
0 1 1 -1 0
X2= = - =
1 1 0 1
1 1 0 1
-1
sd C = -1 | tillfredsstiller denne likhet.

For statistiske modeller vil en ofte si at ¥ av dimensjonen Nx k
ikke er av full rank hvis r (X) < k. En kan derfor uttrykke den
delen av cen matrise som iike er av full rank (X;). ved hjelp av
den delen som er av full rank (X;) for alle typer av matriser.
Dette vil bli nirmere bechandlet senere.

E. Lbsning til normal-ligningecne

La oss som tidligere forutsette at en random variabel kan beskrives
ved félgende linedre modell:

Yy = Xbte

hvor y er en Nx 1 vektor av en observerbar random variabel
X er en Nxk matrise av konstanter
b er en kx1 vektor av ukjente nparametre som skal estimeres

er en Nx1 vektor av en ikke-observerbar random variabel

10



I1 12.

Den minste mengde (set) av forutsetninger som mi vidre tilfreds-
stilt er:

i) E(e) = 0
ii) E(ee') = Icé, hvor I er en Nx N enhetsmatrise (identity)
iii) X er en gitt mengde av konstanter

Som en konsekvens av den mengde forutsetninger som er definert
ved i, ii og iii, kan félgende bli avledet:

iv) E(y)
v) E(be')

E(Xb+e) = Xb fra i og iii

bE(e') = b0 =0 fra i

Den firste forutsetning sier at E(ei) = 0 for alle i dvs. at e;
er en random variabel hvor forventningen er 1ik null. Forutset-
ning (ii) kan en vise pé f&lgende mite:

E(ee') = E [ e
[e; e2 - | =
€2 N
—E(ef) E(61 sez) L E(el aeN)—
E(ez,e,) E(e}) o o e E(ezseN)
E(ey,e1) E(ey,e2) . . . E(eﬁ)
L -
-, -
Oq 0 0
0 o? 0
= € = Ig?2
2
0 0 ce j
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Uttrykkene pd hoved-diagonalen (''the main diagonal’') viser at
E(ei) = oé for alle i dvs. e; har konstant varians som er 1lik o
Elementene utenom hoved-diagonalen (“the off-diagonals’) viser

) =0 for s £ 0, dvs. e; er parvis ukorrelerte

2
eu

ogsa at E(et, €r4s
{hvis e;” N (0, 0;) betyr dette at ¢; er parvis uavhengige,
tegnet ~ erstatter "er fordelt som'"). Forutsetning (iii) er slik
4 forstd at X er en fiksert mengde {set) av verdier dvs. X er
ikke framkommet som et resultat av en sampling prosess (Graybill,
1961 s. 109). Hvis X er en uavhengig regresjonsvariabel med
verdier mellom 56 og 100, vil en ny sampline av Y som gir X
verdier mellom 100 og 150 ikke ndédvendigvis gi samme regresjons-
funksjon. Derfor vil egenskapene (“'the proverties') av de
utviklete estimatorer og deres tester vire totalt betinget av

den gitte X.

Siden b er en vektor av konstanter, og X er en fiksert matrise,
vil vektoren ¢ tilfredsstille en random vektor bare i de til-
feller at y er en random vektor. Dette kan vi vise ved fdlgende
ligning:

e = y-Xb

Derfor er den ikke-observerbare ¢ en linedr funksjon av den
observerbare y og er dermed en random variabel hvis y tilfreds-
stiller dette kravet i tillegg til forutsetning (iii).

Med basis fra den observerte matrise X og den observerte random
variabel y, skal vi nd utvikle estimatorer for b og cé og under-
sbke en del egenskaper ved disse estimatorer.

Ved hjelp av ligningen y = Xb + e kan restkvadratsummen for den
random variable bli utledet:

]
(¢]
N
[}
[¢]
10
]

(y-X0)' (y- Xb)
(¥'-B'X")(y- Xb)=y'y - b'X'y - y'Xb + b'X'Xb

Y'y-2b'X'y +b'X'Xb

siden y'Xb er en “scalar" og derfor y'Xb = (y'Xb)' = b'X'y
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For 34 finne den vektor av b som gir minimum kvadratsumrest,
differensierer vi ligninpen ovenfor med hensyn pa b:

§ (e'e)

= - 2X'y + 2X'Xb
5 b

Ved 4 sette denne ligningen 1lik null fir en félgende:

X'Xb = X'y

som kalles normal-ligningens. Fra normal-ligningene ser en at
X'Xb er en linedr funksjon av den random variable y. Det er
derfor avgjdrende at y er en vektor av representative verdier
for den populasjon som en vil applisere resultatene pa, dvs.
det m3 vdire en random variabel.

Om e-elementene er korrelerte, kan en pi samme sett bevise at
normal-ligningene er:

XV-1Xb = X'V-ly

hvor V er var.-kov.-matrisen for e [dvs. e'e = (y- Xp)'V’l(y-Xp)].



III 1.

111, METODE TIL * BESTEMME HVA SOM ER ESTIMERRART 06 IKKE

ESTIMERBART I STATISTISKE MODELLER

Til grunn for en vektor av observasjoner lipgger det en statistisk
modell. Denne modellen kan inneholde flere effekter (variasjonsidr-
saker), og den enkelte effekt kan vire “"fixed" eller '"random'".

For sclve estimeringen md en avgjére hva som er estimérbart og
ikke estimérbart i modellen.

La den generclle modellen vire som vist nedenfor:
Yy =Xb+e

vektor av observasjoner

[ 2 24
" 0

vektor som inneholder "fixed' effekter

<
L}

matrise (designed matriX) som spesifiserer b

1D
[

vektor som inneholder “random'" elementer
Det enkleste tilfellet for estimering har en ndr X er av full
rark (r=rank). Med full rank forstidr en at ikke noe avhengighets-

forhold eksisterer mellom rekker eller mellom kolonner.

Hvis X ikke er av full rank blir spdrsmilet om estimering mer

komplisert. I det f8lgende vil en gi inn pi metoder til 3 bestemme
hva som er estimérbart i slike tilfeller. En vil forelbpig bare
pépeke at r(X'X) betyr rank av X'X.

A. Samspill er tilstede

La oss betrakte félgende numeriske eksempel:

Frekvenstabell

b, bs bs by Sum
a, 2 3 1 2 8
az 1 - 2 1 4
as 2 - 3 - 5
Sum 5 3 6 3 17
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De tilh&rende summer er:

b, b, bs b, Sum
a, 8 15 2 6 31
a, 3 - 6 2 11
as 12 - 6 - 18
Sum 23 15 14 8 60

Modellen for dette eksemplet kan i detalj sies & vire:

Yijk =+ ai+-bj+ abij*'eijk , hvor

M5 oay (i=1, 2, 3) ; bj (3=1, 2, 3, 4) er "fixed".
eijk er '"random" med V(e) = Io?(V=varians).

Uttrykt ved hjelp av den fdrstnevnte modellen (y=Xb+e) fir en:

b' = (u a1 a» as by b, by by ab;; ab;, abys abyy aby; abas abay
abs; absj)
y = Y 10 |
__Yaas_l

X-matrisen er satt opp pd side III 3.

En er interessert i 4 finne ranken av X'X (en forutsetter at
X'y"'X=X'X). La oss nid sette opn X'Xb = X'y numerisk. En hen-
viser til side IIT 4.

Ved & studere X'Xb kan en se félgende:

~ A ~

p-ligningen = Zai-ligningene = ij-ligningene = ¥ Eabij~ligninqene.
i j i

o
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Videre, hver ai-ligning ;abij—lipningene

J

hver g.~1igning Zéb..-ligningene

J i 1)
Ut fra dette eller fra mer konvensjonelle metoder til 4 bestemme
rank (Searle, 1967) kan en konkludere at r(X'X) =9, dvs. antall
celler med observasjoner i hver av tabellene pi side IIT 1 og 2.
En submatrise som er av full rank i X'X er markert pd side III 4.

Hvilke ledd eller funksjoner er si estimérbare? La oss sette

X=(X;X;) hvor X; er de 9 siste kolonnene (seksjonen av full
rark) av X og XiC=X, dvs. de férste 8 kolonnene av X {seksjonen
av ikke full rank). Dette betyr at C har f6lgende form:

— —

(o]

9x8 -

o e el b et e o
OO O O O ke e
O O NS O o O
H - O O O 0 O O O
O OO RO 0D
[ T S I N = T = Y o S WP

O O OO OO
O O OO O O

-

T -

Videre la vektoren A vire av samme dimensjon som b. De funksjonene
en dnsker 4 estimere kan da sies 4 vidre av folgende form:

* * * * * . .
A'b = [ua; ... by ab;; . ab3s] b hvor Yoeffisientene
\ - ) 1 N )
] ]
Az a1

u*, af osv. kan viire 0 eller en konstant forskjellig fra 0. En kan

f.eks. nevne at hvis en &nsker & estimere U, blir:

—

A'b = [1 0 .... 0] u = u hvor u* = 1.

abss

For & finne de restriksjonene (""constraints’) som en mi ta hensyn
til ved vurdering av estimérbarhet foretar en félgende multinlika-
sjon:

* * * * * x* * %* *
ajC = [ab;, ab;, ab;; ab;y ab,;, abys abay abs, abjs]
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1 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 =
1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 0
L1 0 0 1 0 0 1 0,
C
[, * -

abli + abl, + abls + abl, + ab3y + abis + abh, + abl, + abl,
abfl + abtz + 3b?3 + abtu
aby, + abys + aby,,
abs, + aby,
ab?l + ab:1 + ab:I
asz +
%

* %
ab;; + .abyy + abss

* *
aby1y + . abay

. -

De betingelsene som md vire oppfylte nir en vurderer estimérbarhet
er derfor at (NB pd venstresiden av ligningene har vi koeffisien-
tene i a; ettersom X;C=X,):

® »*

* * * *
ay = aby, +ab;z +ab;s+ ab;,

* * % % * * * * *
abyy +abyy +abys+ab;y +abyy + aby; + abyy + absyy + abas

* * *

az = aby; + abys + aby,
* *
ab“ + 8.b33

% % *

b1 = ab“ + ab“ + ab31

*
ab;,

o
N
[

ONONCNONC!
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(@ b3 = abys + abj, + abl,s

by = abju + abj,

La oss ta noen eksempler for & illustrere metoden:

a. Er u estimérbar? If6lge betingelsen ovenfor mid koeffisienten
for u (altsa u*) vire 1ik summen av koeffisientene for sam-
spill (ab?;+ ..,+-ab:3 ; se (:) ). Nir vi bare betrakter u,
vil koeffisienten for u vire 1, mens koeffisientene for sam-
spill (ab;j) er null. [A'b=yu betyr A' = (1 0 0 ... 0)].
Altsi betingelsen i (:) er ikke oppfylt [13#0+ ...+ 0], og
derfor er ikke u estimérbar.

b. Er u+a, +b; +ab,; estimérbar? Tar vi férst for oss u, ser

en at koeffisienten for u er 1lik koeffisienten for ab;; (se
(:) ). Videre er koeffisienten for a; (se (:) ) og b; (se (:) )
lik koeffisienten for ab;;. En kan derfor konkludere at
u+a;+b; +ab,; er estimérbar.

c. Er u+a,; estimérbar? Ifdlge (:) og (:) er summen av koeffi-
sientene p3 hdyresiden av likhetstegnet 1ik null. Koeffisien-
tene pid venstresiden er (:) . Fdlgelig er u+ a; ikke estimér-
bar.

d. Er a;-a; estimérbar? Ved & sjekke (:) og (:) kan en slutte
at denne differansen ikke er estimérbar (koeffisientene for
samspill er null).

e. Er u-+a1-+6.-+ab1. estimérbar? I dette tilfellet vil rekke-
vektoren foran kolonnevektoren b bli som félger:

1 1 1 1 1 1 1 1

De aktuelle betingelser er onpfylte, os funksjonen ovenfor
er estimérbar.
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ormen nar samspill-

e

Fra side IIT 4 ser en at X'Xb vil ta denne f

Samsnill er ikke tilstede

leddene utelates:

B.

X1 (full rank)
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Det neste blir da 4 finne C. Denne kan finnes ut fra félgende
identitet:

X;C = X; , og derfor er
__1 . -
1 1
1 1
C= 1.1 o
-1 0
-1 0
Folgelig
@jC = [a] a; a3 bY by bl 1 1]
1 1
1 1
-1 0 =
-1 0
-1 0 -

[ * * * * *
=la;ta+as~-b;~by~-by
* * *
a; *az+a;

Videre er o) = [bf u™

Betingelsene for estimérbarhet blir da:
@ by =al +al +a} - bl - b - b

*

ON

La oss ta noen eksempler i dette tilfellet opsi:

* * *
a; + a; + a,;

a. Er u estimérbar? I si fall mi koeffisienten for p" vire 1lik
summen af + a; + as (se (:) ). Denne betingelsen er ikke
onpfylt, og pu er ikke estimérbar.

b. Er a;-a, estimérbar? Her skal b: = 0 hvilket den er (se (:) ).
En kan opsd merke seg at a;-a, ikke var estimérbar nir sam-
spill var inkludert.
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c. Er p+a, +12 Ajb. estimérbar? La oss anta at I X = 1.
j 33 | X i
En far da félgende rekkevektor foran b:

.1100_1,1_1._1.]

A R

Koeffisienten for p er 1lik af+ a:+ a:. Det foreligger heller

ikke noen uoverstemmelse med (i). Derfor er u+ a; + ;Ajbj

estimérbar. Det samme kan sies om u+ ;Aiaid-bj hvor’
o : i

z.:Ai - 1 .

i

En kan ogsd merke seg at nir samspill ikke eksisterer sd kan

en estimere gjennomsnittet for en celle (subclass) hvor

Eii = 0. Estimatet er u*-ai4-bi.

C. Enklere metode til 3 bestemme estimérbarhet

Den metoden som er beskrevet i det foregiende kan sies & vire den
sikreste for 4 finne hvilke ledd eller funksjoner som er estimér-
bare. Ulempen er imidlertid at den kan vdre noe komplisert. I det
folgende vil en g8 inn pd en roe forenklet metode som férst og
fremst kan vire berettiget nidr samspill er tilstede.

La koeffisientene for abij bli betegnet med Aij (nii> 0), koeffi-
sienten for ay med Ai og koeffisienten for b, med \.. Koeffisien-
ten for u blir da A.. . De estimérbare funksjonene vil da vire av
ftélgende form:

i ?Aij(u4-ai4-bj+-abij), hvor alle Aij = 0 for nij = 0. (nij er

frekvensen av ijte undergruppe) .

En setter sd opp en tabell hvor '"fixed" effektene og de tilhdrende
koeffisienter inngéir:

b, b, by by
a A11 12 Ais Al Ay,
az A2 - A2 Ay Az,
as Asi - Aas - As
A A2 Al Aoy Al
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Den videre fremgangsmidten vil s3 bli illustrert gjennom en del
eksempler.

a. Er a, estimérbar? I dette tilfellet blir tabellen som nedenfor:

b, b, bs b
ay 0 0 0 0 1
az 0 - 0 0 0
2, 0 - 0 - 0
0 0 0 0 0

£ ~
Koeffisienten for y

En ser av denne tabellen at blant annet Ai, + Ap. + As.¥ A,.,

med andre ord inkonsekvens.

Derfor er a; ikke estimérbar.

b. Er u+a, estimérbar? En setter si opp den tilhdrende tabellen:
by ba bs by
a 0 0 0 0 1
a 0 - 0 0 0
as N - 0 - 0
0 0 0 0 1

Her ser en blant annet at A, + A_ o+ A_g+ A_,

uta;

er ikke estimérbar.

Er b;-b, estimérbar? Tabellen er da:

.., sd

b, b, bj by
a; 0 n 0 0 0
az 0 - 0 0 0
as 0 - 0 0 0
1 -1 0 0 n

En kan konkludere at b;-b, ikke er estimérbar fordi blant

annet Ap; +Az; + As, + A
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Ut fra disse eksempler skulle det gd frem at enhver funksjon

uten abii ikke er estimé&rbar.

d. Er p+a; +b; + ab,; estimerbar? Tabellen blir na:

b b2 b, by
a; 1 0 0 0 1
a, 0 - 0 e 0
aj 0 - 0 - 0
1 0 0 0 1

I denne tabellen finner en ingen inkonsekvenser fordi:

A1+ 221+ A3 = A,

A1+ A2+ i3+ Ay =

i
>
—

Ait A 2+ 3t A 4=

[
>

A, v Az, v Ay, =,
Funksjonen er derfor estimérbar.
e. Er a; +%(b1 +ab;, +bs+abys+by +abyy)-

[az + —é—(b, +aby,, +bg+abyg+by+ abz.‘)] estimérbar?

Denne differansen er 1lik (a; +ab;,) - (a2 + aba.) hvor kolonnene

1, 3 og 4 inngdr i gjennomsnittene (ab,.; ab.). Tabellen blir
ni:

b, b, b, by
a; % 0 % % 1
v | 3 I
a; 0 - - 0 0
o | o | B (B | o

Det foreligger ikke noen inkonsekvenser sd differansen er
estimérbar.



ITI 13.

Fra disse eksemplene kan en legge merke til at ikke noe tilfreds-
stillende estimat av rekke- eller kolonnemiddel, eller rekke-
eller kolonnedifferanser er oppndelig nidr enkelte celler er uten
observasjoner.

Hva ville situasjonen bli om alle celler hadde observasjoner?

q

En kan da definere rekkemiddel som u+a,+ I Aj(bj4-abij) hvor
j=1

gkj = 1. q er antall fylte celler i den enkelte rekke. I dette

]

cksenplet vil q=4. Hvis i=1, blir tabellen som vist nedenfor:

bl b2 b3 bu
1 1 1 1
21 7 7 T T 1
az 0 0 0 0
as; 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
q s q 4
4 1
Konklusjon: up+a; + I Z-(bj-*abli) er estimérbar fordi ingen
5=1 :

inkonsekvenser foreligger i tabellen.

Til slutt skal en bare minne om at ved & telle opp antall fri-
hetsgrader vil en oppnd rank for den matrisen (X'X) en arbeider
med. En vil illustrere dette for eksemplet pd side ITI 1.

Samspill er tilstede:

u tar 1 frihetsgrad

a; tar 2 frihetsgrader [3 - 1]

bj tar 3 frihetsgrader [4 - 1]

abij tar 3 frihetsgrader [ (4-1)(3- 1)-antall tomme celler]
Tilsammen

(rang): 9 frihetsgrader




ITI 14.

Samsnill er ikke tilstede:

u tar 1 frihetsgrad
ay tar 2 frihetsgrader [3- 1]
bj tar 3 frihetsgrader [4 - 1)
Tilsammen
(rang): 6 frihetsgrader

Som en ser blir tallverdiene for rank de samme som tidligere.

I kapittel V  vil en ogsi komme noe inn pd estimérbarhet.

D. Reparameterisering

En mye benyttet metode for & 1&se normal-ligningene er reparame-
terisering, som betyr at for modellen Yy = Xb+ e vil vektoren b
bli transformert til en vektor ¢ som er o = U;b, hvor hvert
element av o er estimerbart (Graybill, 1961 s. 227-241). Det er
spesielt en metode som er benyttet, nemlig summen av effektenc
for hver klassifisering er 1ik null.

La oss f8rst bruke félgende modell for & illustrere metoden
(Fimland, 1972):

=u+a +e,,
H 1

Yij ij

som kan skrives:
Y = lp+Za+e

hvor 1 er en Nx 1 vektor av ett-tall.

Z er en Nxq matrise av en og null, hvor det forekommer
bare ett entall og resten null i hver rekke av Z.
Definer ogsd Z = [Z, : Z,] hvor Z, er Nx 1 vektor.



Hvis "constraint" er:

i

Derfor kan vi erstatte a

q

™M
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. q-1
lai =0 vil aq = - izlai .
q-1
med - I a; for de observasjoner hvor
i=1

a_ opptrer, samtidig md modellen skrives:

q

ij

q q
L a z ai
=p+a,+ i=1 i=1 + e;.
q q J
y y
a a.
PP | R |
=u+1—1 + i—l—l +ei_
q q J
|- ~ 3 ~- 2
*'/*/
= u +a.+e..
i ij

1"+ 22"+ e

Grunnen til denne omskriving er at elementene av vektoren
* % *
[uaiaz

. a:_ll vil vire estimerbare, mens elementene av
vektoren b' = [paja, . . . aq_ll ikke er estimerbare (Graybill,
1961 s. 229 ; se fordvrig appendiks 1). Det er viktig 4 vire
oppmerksom pd at ''constraint" skal vidre ikke estimérbar funksjon.

La 6 observasjoner for den gitte modell vire fordelt ved
i=1, 2, 3 0og j=1, 2, da vil en ha at (Xai = 0).

Y1
Yi2
Y21
Y22
Y3
Y32

* *
u o+ a,
* *
u +ta,
* *
|l *+a,
* *
u +a,
* * *
H - a;- a
* k.4 %*
H =-a;-a;

+

+

+

€1,
€12
€2,
€22
€31

€32

. * * *
siden a3 = -a; -~a,



ITI 16.

Dette gir:

som generelt kan skrives:
y =y +Ta"+ e
hvor T er en Nx (gq- 1) matrise

g* er en (q-1)x1 vektor av de (q- 1) forste element av a;.

Normal-ligningene for denne modellen vil vire:

l-,\*'. =
[1'1 1'T u 1'y
1 1T |2 |1
L A L® t

og estimatoren er gitt ved:

[u*] = [111 e 1y
a*l = |11 T'T T'y
-—311 Slz- 1')_'_' 1l'y
= = S
Sa21 S22 T'y T'y

siden r (S7!') = g = dimensjonen av S7!.

Vi vil her fi estimater av de (q- 1) férste element av a*,

A Q'IA
dermed vil a* = - 3 ar
1 i=1 *



En kan derfor finne at:

~x q"la*
Var (a_) = Var (- I a.)
q i=1 1

= Var (-a?~ a2 =+ o« .- aq-l)

Var (af) + Lar (ag) + ... + Var (a;_l)

+ 2 ¥ Kovar (af, af)
R - 1 J
i<j

' 2
1 Ss,1 Ue

Ved reparameterisering blir summen av henholdsvis bade
parametrene og estimatene 1lik 0. Derimot ved

q ~ - 13 -

Ia; = 0 blir summen av estimatene 1ik 0.

i=1

E. Innféring av "constraints" ni selve estimatorene

Dette er behandlet i kapittel V.

111 17,
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Appendiks 1

En vil nd diskutere den egentlige teorien som ligger bak bruken av

z a, = 0. Vi har at X'X er en positiv "semidefinite" matrise
i=1
(Graybill, 1961 s. 3) med r(X'X)=r=q< k, derfor eksisterer det

en ''nmonsinguldr" matrise W med dimensjonen kx ¥ slik at:

wx'xw= |B 0
0 0

hvor B er en rxr matrise med r(B) =r=q (Graybill, 1961 s. 235).
Hvis vi deler Wi W =1[W;, : W,] , hvor W, er kxr, fdr vi félgende:

W} WIX'XW, WIX'XW, B 0
XX [ W; . Wz] = ,
WiX'XW,  WIX'XW, 0 0

W

N -

Dette medfdrer at r(WiX'XW,) =r(W;X')=r, (Graybill, 1961 s. 3,
teorem 1.20). Dessuten vil W;X' =0, siden W;X'XW, =0. En null-
matrise som er lik og av typen A'A(A'=W;X') kan bare vire riktig
hvis A' eller A er null matriser (Graybill, 1961 s. 2). '

Vi kan ogsd skrive modellen:

Yy = Xb+e somy = XW(W) 'b+e

uten i forandre den originale modellen. Hvis vi definerer:

U,

W l=U = far vi:
U,

Y = Xww'b+e

]

X[wy @ Wl U,
b+e
U,

leljlb + X‘NzUzt_J +e

som reduseres til:

Yy = XW1U1]2+§ s siden XW, = 0,
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Ved & definere M=XW, = [1:T] og ) = U;b hvor
r(M) =r =9, kan en derfor 18se normal-ligningene for:

M'MA = M'y
Fra den definisjon av W og W™! som her er gitt, har vi at:
WW"1 =1 = W1U1 +W2U2

U, U, Wy UV, I 0
mens W=y = [W:: W] =
UZ Uzwl Usz 0 I

sd UyW;, = I, mens M = W,U; # I. I denne utledning er U, generell
sid enhver funksjon o = U,b som er estimérbar kan benyttes og en
av disse var vist ved det férste eksemplet (s. III 15). Den
matrise U; som der ble benyttet er:

3 1 1 1
U, =% 0 2 -1 -1
0 -1 2 -1

Ved & multiplisere Uib vil en finne at dette er identisk til
vektoren [u” a} as. . . a;_ll' som ble definert pad s. III 15.

En skal ta noen eksempler:

Forst:
3 1 1 1 u Ju+a, +ax+asg
Ub =3 | o 2 -1 -1 a; | = % 2a; - a, - a,
0 -1 2 -1 as -a; + 2a; - as
"t .-aa_ -

* .
 Er u estimérbar? u*==u-+%-[a14-a24-a3}= u
)

og derfor eru* estimérbar.

so Er a? estimérbar? % [2a; - a; +a3] = % {3 a;-(a;+ay+tajz)] =
Zai *
31"*3— , og derfor er a; estimérbar, osv.
—~

0
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Generelt vil en ha at:

[ q 1 1 .. 1 1
0 g-1 -1 ..-1 -1
U1=-§- ) :
i 0 -1 -1 g-1 -1 |

En har derfor at forventningen av estimatoren er:

E(1) = EQUM)"IM'y

]

(M'M)"M'E(y)

(M'M)~IM'MA

* -
[u u+a
L a” a-1la

q
)}

hvor a ai/q og 1l er en (q-1)x1 vektor av et tall.

i=1

Derfor er estimatene forventningsrett for den forhdndsbestemte
linedre kombinasjon av parametrene.

For toveisklassifisering, hvor der er p og q klasser i hver,
vil U; bli:

4 1 1 1 1 1
D [ p p q L[] ° L] L] [ q
o pt . _.1_1 4 .. 9
P P P
o - 1 p-1 _1_1
b p P »
Ul = 0 - % . . L]:‘l_ -% 0 ° 0
0 . . o 9t _ 21 1
a " q q
. -1 g-1 -1
2] ¢ q
0 0- 1 q-1 _1
Q e q
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"’

IV, DEFINISJON AV "BEST PREDICTOR” (BP)., "BEST LINEAR PREDICTOR’

(BLP) 06 "BEST LINEAR UNBIASED PREDICTOR” (BLUP)

1. Prediktorer som minimaliserer '"mean square error"

La oss tenke oss at vi har en registrering y;, som vi skal
benytte for 4 estimere ("predict'") y,. Vi forutsetter at v, og
y2 har samme fordeline med varians- kovarians matrisen 1lik Vo?,
videre at E(y,) = u; oe E(y:) = u,. Félgelig er y, nrediktor og
y2 prediktand. Vi vil med andre ord ha en nrediktor med samme

forventning som prediktanden. Bvilke kriterier skal vi legge
til grunn ved valg av prediktor? I f8lge Schaeffer (1975) kan
en summere opp dette pad fdlgende mite:

a. Den beste prediktor vil vére y, selv, men denne er jo ukjent.

b. En annen mulighet ville vire & 1la y, = p,, men da mi en
kjenne p, uten feil.

c. Hvis yu, er ukjent, kan vi forutsette at u, = u, og si la
Y2 = Ya

d. Et logisk krav til prediktor er at E]yz-y2!k er minimum.
Vanligvis settes k=2 hvilket innebdrer at nrediktor
minimaliserer "mean square error of prediction" (MSE).

Det kan bevises at for en hvilken som helst fordeling av y,; og
Y2, er den prediktor som minimaliserer MSE 1lik: y, = E(ya2|y:1)
(leses: forventningen av y, gitt y,;).

Om y, og y, er normalfordelte og en kjenner u;, u, 02 0g o}
blir:

012

Y2 = E(y2]y1) = uz+ (yi-wu1)

01

Her er: o;, kovariansen mellom y,; og vy

of

variansen av vy,

~

Under disse forutsetningene er y, forventninesrett, og en
linedr funksjon av y;. En sier at y, er BP.
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Kjenner vi imidlertid ikke fordelingen av y, og y,, kan vi

begrense oss til line#dre prediktorer. I dette tilfellet er
ogsa:

A

Y2 = Uz*'clz

(y1 - u1) , hvor
01

y2 er forventningsrett, og minimaliserer MSE. Her er y, BLP.

En bdér merke seg her at u;, pa, 0:2 og o forutsettes kjent.

En ytterligere vanskelighet onpstdr om bare varianser og

kovarianser er kjente. Da er vi nédt til & forutsette at

Hy = W2 = plel. p; = ua = 01, oc s estimere y ved bruk av
"Generalized Least Squares" (GLS). Videre ma vi kreve at
E(y2) = E(y2). Siledes, y, = u+ 2% (yy-u) , hvor

u = GLS - estimator av u. g

~

Her er y, forventningsrett, en linedr funksjon av y:, og ya

minimaliserer MSE. En sier at y, er BLUP.

2. BLUP for elementer i linedre modeller
La oss gi ut fra f6lgende linedre modell:
y = Xb+Zu+e , hvor

y er en nx 1 vektor av observasjoner

[~

er en px 1 vektor av ukjente konstanter ('"fixed effects')

c

er en qx 1 vektor av ikke-observerbare variabler ("random
effects')

er en "random'" vektor av ikke-observerbare variabler forbundet

[L¢]

med hver registrering (nx 1 vektor)

X{nx p matrise med rank = r<min (n, p)] og Z (nxq matrise)
er to matriser, som beskriver sammenhengen mellom y, b og u.
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En forutsetter at (E = "expectation''):

— — -

E y Xb
u = 0 og
e | 0
Var.-Kov. | y | |V 26 R
u | = | 62' @ 0 a2
| e | R0 R |

Sdledes er f.eks.:
E(yy') - (Ey)? =
E[ (Xb+ Zu+e)(Xb+ Zu+e)']- (Xb) (Xb)' =
E[Xbb'X" + Zub'X' + eb'X" + Xbu'Z' + Zuu'z" +
eu'Z’ + Xbe' + Zue' +ee']- [Xbb'X'] =
E(Zuu'Z') + E(ee') = (ZGZ' + R)g? = Vg?
La oss ta et eksempel. Vi forutsetter 3 hanndyr med henholdsvis

3 dotre, 2 dotre og 1 datter. Fareffekten betraktes som random.
Modellen blir da:

Yij TH TS5 844
s; = NID (o, o;)
5 = NID (0, o¢?)
E(s, €) =0
i =1, 2,3

Bruker vi '"mixed'" modell far vi:

Yy = Xb+Zu+e , hvor

Y' = (Y11 Y12 Y13 Y21 Y22 ¥31)
b =
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u' = (s1 sz s3)
e' = (e11 e12 €13 €21 €22 €3y)
X'=(1 11 1 1 1)
7' = 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1
E(uu') = 1 0 07
0 1 0 o; = Iao; = Go2
0 0 1
02
Sidledes: G = Ig—i
02
R = 1 0 0 0 0 o0
0 1 0 0 0 O
0 0 1 0 0 0O
=IG
0 0 0 1 0 0O
0 0 0 0 1 o
6 0 0 0 0 1

Modellen kunne ogsd ha virt skrevet som "fixed" modell, dvs.:
Y =Xb+I, hvor I = Zu+e ,

Var.-Kov. (Z) = Vo?. Som kjent kan en da finne "maximum likeli-
hood" (m.1l.) estimatoren av b (eller "generalized least-squares
estimator" ved ikke spesifisert fordeling av %), her betegnet
som § ndr I er normalfordelt, pi félgende sett:

xvv-l xi_; = le“‘lr

b = (X'VTIX)"IX'V-ly
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En forutsetter at koeffisientmatrisen er ikke-singulédr, og
at b er estimérbar. Videre er k'b BLUE ("Best linear unbiased
estimator') av k'b.

Vanskeligheten ved § bruke den sistnevnte metoden er at V kan
bli stor og¢ ikke-diagonal og dermed vanskelig 4 invertere.

Om vi derimot bruker modellen, Yy = Xb+Zu+e , og si deriverer
med hensyn til b og u, far vi f5lcende (Henderson, 1959):

£(y,u) = g(ylw) h () = konst. x exp. I

- = (- Xp- 2w 'Ry~ Xp-zw) - L u'Gu ]

202 202
8f(y,u) oA A
———— = X'R7!'Xb+ X'R™!Zu- X'R™}y = 0
b
S£(y,u) . .
——— = Z'R7IXb+ (Z'R7'Z+ G )yu- 2Ry = 0
Su
som gir: | X'RT!X  X'R-!z b X'R™ly
Z'R7IX Z'R7MZ+ G |u Z'R™ly

-t

Dette er med unntagelse for G~ ! ligningene en ville bruke for
& finne m.1. estimatene av b og u ndr u betraktes som "fixed".

Bdde R og G er ofte diagonalmatriser, og Z'R™!Z+ G~! er enten
diagonalmatrise eller har en stor diagonal submatrise. Dette
gjbr selvsagt inverteringen enklere. Et spbérsmdl som det er

naturlig 4 reise nd, er omb = b og i s& fall er 5'5 BLUE. La
oss gd ut fra den andre ligningen ovenfor.

Z'R7IXb+ (Z'R-1Z+ G-1)g = Z'R-ly

u = (Z'R7'Z+G71)"1(2'R Yy - Z'R1XD).
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Vi setter dette inn i férste ligningen:

X'R™IXp + X'R™1Z(Z'R™1Z+ G-1)=1(Z'R~}y - Z'R-!Xb) =

X'R™!y , eller

x'wxﬁ = X'Wy , hvor

W=R"1-R"1Z(Z'R7'Z+ G !)"172'R7?,
Om vi kan bevise at: W = V™!, eller VW = I blir b = b.

VW = (R+ ZGZ")[R™! - R™1Z(Z'R"1Z+ G 1) 1Z2'R"1] =

I+ ZGZ'R™1 - Z(Z'R71Z+G-1)~1z'R71 -
ZGZ'R™YZ(Z'R™1Z+ G1)-1z2'R"? =

I+2ZGZ'R™Y - Z(I+GZ'R71Z2)(Z'R7Y2+ G 1)=1z2'R™! =
I+2GZ'R™1~ZG(G™ '+ Z'R71Z)(Z'R71z2+G) 12'R7! =

I+2ZGZ'R™1 - ZGIZ'R"! = I.
Siledes er W = V°!, og félgelig er k'b BLUE av k'b.

Videre er (Henderson, 1963):
u=[Z'RIZ+G 2R Iy~ 2'R™IXp ) =
‘[Z'R"Z+G'1]"IZ'R'1(y-XIS) = Gz'V”(y-xﬁ), fordi
[(Z'RT'Z+G™1) 17 '2'R™Y = (Z'R71Z+ G 1)TIZ'RTIVYY =
(Z'R7'Z+ G Y)T1Z2'R7}(ZGZ' + R)V™! =
(Z'R7Z+G™1)T1(Z'R712G2' + 2"V =

(Z'RT'Z+GT1)TI(Z2'R71Z+ G"1)GZ'VTY = GZ'VTL,

u er BLUP, og k'b+m'u er BLUP av k'b+ m'u forutsatt at k'b
er estimérbar.

I indekssammenheng kan u betraktes som et estimat pi avlsverdien
til et dyr, og héyre siden av normal-ligningene er GZ'.
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1< >

Et annet sett 4 vise at k'b er BLUE, u er BLUP og k'b+m'
er BLUP hvor ~ er ldsningene ved bruk av "mixed model'-
ligningene, er som félger (Schaeffer, 1975):

La oss tenke oss en vektor av observasjoner, y, eksempelvis
registrering pd far, mor og avkom. Denne vektoren vil vi bruke
til & predikte w, en ikke observérbar vektor. w kan f.eks.
vdre avlsverdien til fremtidig avkom. Dette betyr at om:

E b4 X 7
= J , blir den funksjonen vi vil predikte

o

| 4

oy

lik k'b+ m'w.

Virt krav til prediksjonen er at:
E(f'y) = E(k'b+m'w) dvs. "unbiasedness" og

E(f'y-k'b-m'w)? = "Mean square error" (MSE) er minimalisert.

For 4 oppfylle disse kravene md en kjenne til varians- kovarians-
matrisen, dvs.

Var.-Kov. )4 \ C
W c H

Den funksjonen som skal minimaliseres blir da:

g = £'VE+m'Hn- 2£'Cn + (£'X-k'-n'P)¢

4 J - J
'/ ™~

E(f'y-k'b-m'w)? Sikrer "unbiasedness"

hvor ¢ er en vektor av "LaGrange multipliers', som brukes for §
f4 forventningsretthet. En minimaliserer sia funksjonen g med
hensyn til f og ¢.
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ég .

— = VE+X30-Cm = 0

6f

ég .

— = X'£+03 - (k+Pm) = 0
&

hvilket gir:

vV X f Cm

X' 0 3t k+ Pm

Etter 4 ha beregnet f og §¢, kan en finne prediktoren f'y (se
nedenfor).

Om vi gdr ut fra at F og 6 er matriser, blir prediktanden 1lik:

K'b+M'w , og

vV X F CM
X' 0 ) = K+ PM

Léser vi disse ligningene finner vi at:

VF+Xe = CM som gir 9 = X™(CM- VF)
Videre, X'F = K+ PM som gir F = (X')™ (K + PM).

Léser en sd med hensyn pd 6, far vi:

8 = (X'VIX)T (X'V'ICM- K- PM).

Et annet uttrykk for F er: F = V' !CM- V' !X, og prediktoren
blir da:

F'y = M'C'V 1y~ (M'C'V7iX- K' - M'P') (X'V-IX)" X'V- 1y =
(K' + M'P')b + M'C'V™! (y - Xb)

hvor:
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hvor:
b = (X'V'IX)” X'V"ly , et GLS estimat av b. N&r (X'V-IX) er
ikke-singuldr, blir:

b= (X'V7IX)"!X'V-ly | altsi den samme ldsningen som tidligere.
> Y

A
Hva med u ?

Om u = w, X'

0 og M' = I, blir:
K'b+M'w = u (prediktand) og

F'y =u=P'b+C'VI(y-Xp).

Nd er E(u) = 0. Dette inneblirer at E(w) = Pb = 0 og dermed
P = 0 (null-matrise) for alle verdier av b. Derfor:

u=C'vi(y- Xﬁ), altsd er u beregnet med "mixed model"

ligningene BLUP.

En ytterligere komplisering oppstir om E(g), $ 0, E(e) $ 0 og
kov(u,e) = S $ 0. En far da (Schaeffer, 1975):

E [y Xb + ZPb + Tb
u = | Pb » 08
e Tb
Var. -Kov. Yy | A G+ S’ IS+ R
u = G S » hvor
e symmetrisk R

V = ZGZ'+ZS+ S'2' + R. Det kan bevises at om
R-S'G7!'S = A og om G™! og R™! eksisterer, si er:

A" R™! - R7!S'(SR™!S' - G)"!gR~!?

Vil o= AT - AT (ZG+ SYWTI(GZ! + S)A™!
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Her er W = (GZ'+ S)A~!'(ZG+S') +G

Om I = X+ZP+ T blir "mixed model"-ligningene:
T'A™IT Fr'A"!(ZG+8") T'A"ly

(S+GZ")A™!r (S+GZ')A"1(2G+8S') +G

I > 10>

(GZ' + S)A™ly

En kan merke seg at disse ligningene egentlig innebirer modellen:

Y = Xb+ (2G+S")t+k

3. Oppsummeriﬁg av karakteristikker ved '"mixed model'-ligningene

Vi skal sd summere opp noen karakteristikker ved "mixed model'-
ligningene (Henderson, 1973, 1975 a):

. k'b er BLUE av k'b

oo u er BLUP. Dette innebidrer bl.a. at under forutsetning av
normalfordeling er:

E(ulu) = (det betingete gjennomsnitt av u ved gitt u =) u

Var (u-u) = Var (glg)

§ maksimerer sannsynligheten for riktig rangering av ele-
mentene av u ndr en betrakter linedre prediktorer med
gjennomsnitt 1lik 0. Det er av interesse & vite at BLUP i
indekssammenheng maksimerer korrelasjonen mellom avlsverdien,
T (prediktand), og seleksjonsindeksen, I (prediktor), og
dermed minimaliserer MSE néroTI = oi, maksimerer sannsynlig-
heten for korrekt rangering av T basert pi I og maksimerer
genetisk fremgang ved vertikal avskjiring av fordelingskurven.

soe Losningen for u er unik uansett om koeffisientmatrisen for
"mixed model"-ligningene er av full rank eller ikke.

*+m'u er BLUP av k'b+m'u forutsatt at k'b er estimérbar.

10>

LA k'



S 00000 La

sz er
er av

Var.
Kov.
Kov.
Kov.
Var.

Var.

IV 11.

Ci:x  Cia ] '
vdre en '"generalized inverse'" for
Ca2, Ca2
X'R™!X X'R-12Z
Z'RTIX Z'R7'Z+ G

alltid unik mens C;, og C;, er unike bare nir X
full rank. Vi far da:
(K'g) = K'C;,Ko? nar K‘E er estimérbar.
(K'b,u') = 0

(K'b,u') = - K'C,,0°
(K'Esé' ~u') = K'Cy,0?
() = Kov. (3@,u') = (G- Cpy)o?

(@-u') = Cpp0?

*eecee Om vi uttrykker 1dsningene for K'b og u ut fra elementene

i modellen blir:

’ ~

K'b

= K'C11X'R™!y + K'Cy,2'R™1y = '
K'Cy1X'R™!(Xb+ Zu+e) +K'Cy,Z'R-}(Xb+ Zu+e) =
K'C11X'R™}Xb + K'C1 1 X'R™1Zu+ K'C1 1 X'R™!e =
K'C12Z'R™IXb + K'Cy2Z2'R™¥Zu+ K'C,,Z'R71¢ =

K'(C11X'R™IX+ Cy,Z'R™IX)b +
K'(C11X'R'1Z+-C;zz'R"lZ)g+
K'(Cl 1X'R~l + ClzZ'R-l)g =

K'b+K'(C11X'R™1Z+ C12Z'R712- €267 4+ C15,6")u+
0
+ K'(C11X'+ C122'")R™ e =

K'b"‘ K'ClzG-ll_._l"' K'(Cy X'+ C]_zZ')R-lg

P4 samme sett kan en bevise at:

ug

(I-C22G7")u+ (C21X' + Cp22")R™ e
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V., BLUP (BLUE)-METODEN ILLUSTRERT MED MUMERISKE EKSEMPLER

I det folgende skal en illustrere fleksibiliteten i BLUP-

metoden ved praktiske eksempler.

EKSEMPEL A.

"RANDOM"

EFFEKTER -

“"FIXED”

EFFEKTER

ESTIMERBARHET - VARIANSER (VAN VLECK-

1975)

Vi forutsetter fdlgende datasett hvor fedrene A,

B og C hdrer

til gruppe 1, og fedrene D oo E hérer til grupre 2. Tallene
utenfor parentes angir antall ddtre mens tallene inne i
parentesen angir summen av registreringene:
Totalt
NS antall Sum av
Besetning-ar-sesong registre- registre-
Gruppe Fedre 1 2 3 ringer ringene
A=11 2 (28) - ~-- 1 (11) 3 39
1 B=12 - -- 1 (13) 3 (40) 4 53
C=13 - -- 2 (30) - ~-- 2 9 30 (122)
D=21 2 (22) 3 (45) - ~-- 5 67
2
E=22 - -~ 4 (40) S (55) 9 14 95 (162)
Totalt antall
registre-
ringer 4 10 9 23
Sum av
registre-
ringene 50 128 106

Modellen er:

Yijk1
hvor
= konstant
hi =
g = effekt av jte

THrhytgi s teiing

fargrupne

effekt av besetning-ar-sesong
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= effekt av k'© far innen jte fargrupnpe

= en tilfeldig effekt forbundet med registreringen pd 1te

e..
ijk1 ]
avkom etter kt© far innen jte aruppe og ite besetning-

dr-sesong [0,1]

yijkl = observasjon pa 1te avkom etter kte far innen jte gruppe

t

og i © besetning-ar-sesons

a. h, g ogs er "fixed" effekter

Modellen kan da uttrykkes som:

Y =Xb+e og E(y) = Xb
X og b er satt opp pad side V A:3.

Videre:
X'Xb = X'y , som for dette eksemplet bilir:

¥ hiy hy h; g1 g2 S11 S12 S13 S21 S22

T NewDjes Nzee N3oo Nege Nogz. Nagg Nejyz Noza Ne2y Nez2

e — - - —

~ Voo
23 4 10 9 9 14 3 4 2 5 9 U 284
A yl‘
4 0 0 2 2 2 0 0 2 0 h, 50
.A Yz.o
10 0 3 7 0 1 2 3 4 h, 128
A VALK
9 4 5 1 3 0 0 5 hj; 106
LA YOlo
9 0 3 4 2 0 0 g1 122
A = y'2°
11 0 0 0 5 9 [+ ) 162
. A y::llo
symmetrisk 3 0 0 0 0 S11 39
~ Y-12
4 0 0 0 Si12 53
~ Y-13
2 0 0 Si13 30
A Y.21
5 0 Sa 6
~ Ye22-
L 9_. -Szg- N 95
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Denne matrisen er ikke av full rank, og en md derfor innfdre
fire” "constraints" (dvs. ikke~estimérbare funksjoner).

X b

u hy h, hs g1 g2 si11 Si12 Si1s S21 S22

U

—1 1 0 0 1 o0 1 o o0 0 oq ~}n

1 1 ¢ 0 1 o0 1 0 O 0 h»

i1 1T 0 0 0 1 o0 0 o0 1 o hs

1 1. 0 O O 1 o0 0 O 1 O g,

1 0 1 0 1 0 O 1 O0 0 0 g,

1 0 1 o0 1 0 o0 0 1 0 O S1,

1 6 1 0 1 0 O0 o0 1 0 © Si2

1 0 1 o0 O 0o 0 0 1 0 Sy

1 06 1 0 0 1 o0 0 0 1 O Sz

1 0o 1 o0 o0 1 o0 ©0 0 1 0 | S22 |

1 ¢ 1 o0 o0 1 o0 O 0 0 1

i 6 1 0 0 1 o0 ©0 0 0 1

1 6 1 0 o0 1 o0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1

1 o o0 1 1 o0 1 0 0 O O

1 06 o0 1 1 0 0 1 0 0 O

o 0 1 1 o0 0 1 0 0 O

1 o 0 1 1 0 o0 1 6 0 0

1 o o 1 o0 1 o o0 © o0 1

i 0 o0 1 0 1 o0 06 0 0 1

1 0 o 1 o 1 o0 o0 0 0 1

1 0 0 1 o0 1 o O 0 o0 1

1 6 0 1 o0 1 o0 O0 0 0 1

*Koeffisientene for henholdsvis h og g summerer opp til
koeffisientene for u. Videre koeffisientene for s;;, Si2
0g s;s summerer opp til koeffisientene for g,, og koeffi-
zientene for s;; og s,, summerer opp til koeffisientene

or g
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La oss velge f6leende '"constraints':

sjk =0 (J

. z
bk

1, 2)

>

£ h, =5
i oy

Rent teknisk sett kan en innfére disse 4 "constraints' pi flere
mater. Harvey (1960) bruker subtraksjonsmetoden mens en her
velger 4 bruke "LaGrange multipliers"” dvs. en utdker

X'Xb = X'y nd féleende sett:

DeeeTyee Naes Ngos Neyo Th 2Ny Ny N33 Nas

= F A Yo eeo
23 410 9 914 3 4 2 5 6 0 0 0 O u 284
~ YI °
4 0 0 2 2 2 0 0 2 0 1 0 0 O h, 50
~ Yz.
10 0 3 7 0 1 2 3 4 1 0 0 O h, 128
~ Yi.
9 4 51 3 0 0 S 1 0 0 0 h, 106
A v,lo
9 0 3 4 2 0 0 0 1 0 O oy 122
~ Y.2..
14 0 0 0 5 9 0 1 0 o0 g, 162
A Y.n.,
symmetrisk 30 0 0 0 0 0 1 0 S11] 7 39
A Y.12
4 0 0 0 0 0 1 0O S1a 53
N Y.13
2 0 0 n 0 1 0 Si3 30
~ Y.21.
S 0 0 0 0 1 S21 67
~ Y.22,
a 90 0 9 1 So2 a5
0111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O A N
6 00 01 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Az 0
0 0 0 0 0 9 1 1 1 0 0 0 0 0 0 A3 0
0 0 00 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 Ay 0
- 4L 1 L _
A {(t = 1..4) ="LaGrange multinliers®
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Fblgelieo:

b = (X'X)™ X'y os E(b) = (X'X)"X'E(y) = (X'X)"X'Xb
St i

"generalized inverse" de opprinnelige

av de onnrinnelige "least-sauares’i~
"least~-squaresi’- lieningene
ligninecene

En md altsd kjenne (X'X)™ for & finne hva som er estimérbart
ved bruk av denne metoden.

For vart eksempel:

v hy; h, hy gy g2 S11512513521 S22

o - S R N Sty N
~ 1 1 1 11 1 1 1 1 1
o107 1' 3333 2% 676 7 7| "
- 2 1 1
h1 —0,985 3“'3 “3’ hl
h, || 0,570 -% % -% h,
hy | | 0,415 -3 -% % hs
A 1 11 1 1 1 1

A~ £1 0,910 N Bl e T et o4

b= Jd E[D] = 777 § 6 6 & 1
~ 1 1 1 1 1 1
22 | |70,910 5 766G T 5| |®
n ikke 2 1 1
S11f 1-0,063 symmetrisk 3 373 S11
s12] {-0,785 3 %3 S12
Si3 0,898 —% -% % Si13
521 1,690 %-%. Sa1
- 1 1

__,522_1 _1,690-~ N _ "?— -2—_ LASZZ_‘

En bdr merke seg at en skal ignorére rekker og kolonner som i

"oeneralized inverse' korresnonderer til A nir en tar ''expecta-

tﬂ
tions'" og estimérer varianser na effektene.




For dettc eksemplet blir f.eks.:

2

E(hi-hp) = $hyi-gho-3 hy-[-3h +Zh,-Lng =

3

~ ~
og dermed er differansen h, - h,, estimérbar.
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hl"h29

E(h,) = % hl--% (h, + hy) = hl--% (hy + by +hy) , hvilket en

skulle forvente.

Nedenfor har en vist den inverse koeffisientmatrisen:

[ X'X X'z - Cy,
Z'X 77 Ci.
—

u h, h, h, 21

A

-

N

Ja > m> T 5y Iy o
- w

N

Si11{ symmetrisk

|

~ A ~

Si11 Si12 Sy3

0,241 -0,106 -0,134 -0,003 0,003'-0,155 0,088 0,067
0,120 -0,013 0,008 ~0,0084 0,097 0,001 -0,008

0,148 -0,005 0,005, 0,058 -0,099 0,031

0,050 wo,oso:-o,ooo -0,016 0,016

0,050 1 0,000 ©,016 -0,016

\ — — — — —~—

| 0,342 -0,115 -0,227
| 0,258 -0,143

|
] 0,371
|
|
l
!

Hva er variansen pa differensen h; - h, ?

Var (h, - h,) = Var (ﬂl)i-Var (ﬁz)— 2 Kov (ﬂl, ﬂz)

[0,241 + 0,120~ (2) (-0,106))02 = 0,57302

~ ~

S21 S22

0,058 0,042 -0,024 -0,013 0,009 -0,009'-0,036 -0,009 0,045 0,002 -0,002]
{

-0,077 0,077
n,008 -0,008
0,069 -0,069

-0,013 0,013
0,013 -0,013
-6,040 -0,040

-0,043 0,043
0,003 -0,003
0,112 -0,112

0,112
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Hva er Var [ (g: +s11) - (g2 +522)] ?

Var [ (g, + $11) - (g2 + $22)] = Var (§1)+ Var (éz)- Z Kov (§1, §2)+
Var (;11)+'Var (;22)- 2 Kov (;11, ;22)- 2 Kov (;1, ;zz)-

2 Kov (;z, ;11)+ 2 Kov (;1, ;11)4—2 Kov (éz9 ;22) =

[0,050 + 0,050 - (2)(-0,050) + (0,342) + (0,112) - (2)(-0,040) -

(2)(0,013) - (2)(0,000) + (2)(-0,000) + (2)(-0,013)]0% = 0,682¢?2

Om en derimot velger fdlgende fire ‘“‘constraints’;
w=20;h; =0; g =gz =0, blir:

~ v hy h, hy g, g2 si1 512 S13 S21 S22
w1 [ o ] "0 0 0 0 0 0 RIS
h, 0 0 0 0 0 0 © hy
h, 1,555 0-1 10 0 0 h,
hs 1,400 0-1 0 1 ¢ 0 h,
a1 0 0 0 0 0 0 0O g1
5 = éz = 0 E(E)= 0 0 0 0 0 O g2
S11 12,533 1 00 1 0 1 S11
S1a 11,811 1 100 1 0 0 1 S12
S1a 13,445 1100 100 0 1 S13
S21 12,467 1 10 0 01 0 0 0 1 S21
L}za 9,086 (1 1.0 001 00 0 0 1fses

Den inversg koeffisientmatrisen er:

. p hy hy hj g1 82 S11 S12 Sis S21 S22 _
u fo o0 o 0 0 0' 0 0 0 0 0

hy |o 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0

h, |0 0 0,573 0,468 0 0'-0,156 -0,494 -0,573 -0,344 -0,515
he [0 0 0,468 0,657 0 0'-0,219 -0,610 0,468 -0,281 -0,573
g1 0 0 0 0 0 0! 0 0 0 0 0

g2 |0 0 0 0 0 0, 0 0 0 0 0
siif0 0 -0,156 -0,219 0 0! 0,406 0,203 0,156 0,094 0,191
S12|0 0 -0,494 -0,610 0 0! 0,203 0,831 0,494 0,297 0,559
sis{0 0 -0,573 -0,468 0 0! 0,156 0,494 1,073 0,344 0,515
sa|0 0 -0,344 -0,281 0 ol 0,094 0,297 0,343 0,406 0,309
S22{0 0 -0,515 -0,573 0 0, 0,191 0,559 0,515 0,309 0,658




V A:S8.
I dette tilfellet er:
E (hl“ hz) =0-1 ”hl +h,] = h; - hZ’
og

Var (hi-hp) = [0 + 0,573 - 2 (0)]o? = 0,57302

En ser her at resultatet blir det samme uansett hvilket sett
av_''constraints” en innférer pd estimatene.

b. h og g er '"fixed" effekter, men s er 'random’ effekt

Vi har da modellen:

Yy = Xb+Zu+e
hvor

b T ou ] » U = [S11]
h, Si12
h, Si3
hj S21
&1 S22
g2

pA— —f

BLUP-ligningene er:

X'X X'Z IR [ X'y
2'X 2'2+671 | | u 'y
R = Ioé ; G = Icé . Om vi setter R = I (“scaled”), blir:
c; 4 o;
G =1— . Videre h? = , settes sd h? = 0,25 blir:
Oe g;+gé

0.2
-2 = 15. E(u) = 0.
o
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23 4 10

4 0

10
symmetrisk

14

1
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0
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Her m& vi innfdére to (koeffisientene for henholdsvis h og g

summerer opp til koeffisientene for u) ikke-estimérbare

"constraints', og l6sningene blir:

i

;.

videre:

|
L

i< > 1o0'>

ic > 10>

X'Z

Z'2+G™1

Cia
Cl.

Ciz
Caz

-

X 'X

-

Z'X

NB!

X'y
'y

-

XIZ ¢-‘|:-‘)—
22 l’g

G™! er jgnorert her

Cia

7
12

Cx2~

X'y

'y



Om vi velger f6lgende "constraints' ; u

0g

S21

522

'u:: b {vat
[

[}
]
-

Si12

Si13

S21

S22

-

0
13,358
14,264
13,154
0
-2,056
-0,048
-0,038
0,087
0,389

-0,389

_H
0

1

hy ha hy g1 g2 s11 s12
06 00 C O 0 O
| 621 227
223,396
11 : ,280 ,552
000000 0
-1 1:“, 306 -, 421
:,082~3056
056 ;107
i, 026 -,047
|

-018 ,023
I
019 ~,023

den inverse koeffisientmatrisen er:

h
0
0

(o=] < [ C'ﬂ)

[T

o

1

A

h,
0

A

h,
0

»339 0,086 0,067

0,216 0,095

symmetrisk

0,201

g2 511 Si12
0 | O 0

-0,120 ' -0,041 -0,015
{

-0,155 ; -0,015 -C,026

-0,126 ' -0,019 -0,037

-,273 ,395 ,605

-,026 -,019 ,019
-,047 ,023-,023

- 004 ,121-,121

V A:10.

A
0 ; gy =0, blir:

>

S13 S21 S22 _ _

0 0 0
,152 ,251 -,251
,381 ,034 -,034
,168 -,158 ,158
0o 0 0

,073-,004 ,004

,004-,121 ,121

A ~

Si13 521

0 0
-0,010 -0,017
-0,025 -0,002
-0,011 0,011
0 0

0,018 -0,026

0,002 0,001
0,003 -0,002
0,062 0,000

0,059

hy
h,
h;
g1
82
Si1
S12
S13

S21

S22
e

S22

0
0,017
0,002
-0,011
]
-0,040
-0,001
0,002 {
~0,000
0,006

0,059




V A:11.
Om en her beregner Var (h; - h,) far en:
[0,339 + 0,216 - (2)(0,086)]0% = 0,38302

mot 0,5730% ndr bdde g, h og s var "fixed" effekter.

~N N
Hva er variansen p& differansen (s;;-si1) - (si12-S12) ?
(NB! formuleringen nir s er '‘random').

var [(511"311)" (512“' 512)] = {0,061 + 09060 - (2)(0,004)]0’2=
0,11302

mot 0,8310®% nar bdde g, h og s var “fixed" effekter.

1,

Om en Onsker & opprettholde en konstant basis, kan *‘LaGrange
multipliers' benyttes. En kan tenke seg félgende ikke-estimérbare
fullijOHZ §1+§11+§1+g12 = 2 §1+§11+§12n I tllle“g til denne

ikke~estimérbare funksjon trenger vi en "'constraint' til, f.eks.
J g

~

u = 0.
u hy h, hy g1 g2 S11 Si12 Si13 Sa1 S22
w10 T Doooo0o0o0 0 o o0 0 fu]
h, | 13,315 11 | 134 ~,250 ,115 ,253 -,253 | | hs
h, | 14,221 11 :3264-3081 ,345 ,036 -,036 | |h,
.- hs | 13,111 ~ | 1 33207 ,075 ,132~,156 ,156 | |hs
5J= §1 = 0,043 E=[E]= 1,487 ,477 ,036-,002 ,002 ||g,
| g | [-2,013] - 1,181 ,056-,237 ,393 ,607 || g2
siif |-0,0a8] | 77T T77 ;—,Jézi,&;:; 2,026 5,019 ,010 | [s1:
s12| [-0,038 1,056,102 -,047 ,023 -,023 | |s12
sis| | 0,086 :L026-3047 ,073~,004 ,004 | |14
sz1| | 0,389 :3019 ,023 -,004 ,121-,121 | {524
s22| {-0,389 1,019,023 ,004 5121 ,121 | | 550
A 0 !

- - e = — -

sml. korres. tabell med
annen- ‘‘constraint” N




Den inverse koeffisientmatrisen

= >
]

h, 0,315 0,069 0,043 -0,004

Si2

Si13
A
Sa23
Fal

S22

Hva er Var (h; - hy) ?

Var (hy-hz) =1[0,315 + 0,207 - (2)(0,069)ic?

som tidligere.

0,207 0,079 -0,011
0,178 -0,004

- e e e -

Si1 symmetrisk

]

A ~
S1i Si12
t O V]

i
t
i
!
|
4
!
|

-0,010;—0,009 0,017
-0,142: 0,018 0,065
-0,106i 0,014 ~0,005
0,032 0,008:—0,032 ~0,032
0,230:-0,9}2_?OiQQf

o emm am e .

0,061 0,004
0,060

N

S
0

0,
0,
0,
0,

V A:12.

A o)
3 Sz S22
0 0

-0,008 -0,017 0,017
-0,023 -0,002 0,002
-0,009 0,010 -0,010
-0,002 0,000 -0,000

016 —0,0ZP :0,0_40
002 0,001 -0,001
003 -0,002 0,002
062 0,000 -0,000

0,059 0,008

0,059

0,38302

En bdr merke seg at estimater av estimérbare funksjoner av '""fixed"

effekter og 16sningene for "random" effekter blir de samme uansett

constraints'.

Variansene blir ogsd de samme uansett hvilke ikke-

estimérbare funksjoner som er brukt som "constraints'. Co2 er

unique®,

C. g er "fixed" effekt men badde h og s er ‘random' effekter

Vi har da:



b = M
g1
82
Na blir: _
-1 1 _
G ;; = I
e

Dette innebidrer
o

[o R M)

|

besetning og .

wN

Q

2 2
g
L -2 . _®
2
%h

L}

’

2
S

}
I 10+2 0
: 9+2
[}
i
|
i

symmetrisk

i
i
i
|
!
|
|

=
Q ,q
= o NI F'6 WYY

Q

2
C

V A:13.

at en adderer — til diagonaleclementene for

Ch

til diagonalelementene for fedre. En forutsetter:

15

9 1413 4 2

2 2 :z 0 0

3070 1 2

4 5 ;1 30

9 0'3 4 2
14 ;0 0 0

i
!
]
\ 2+15
|
l
i

5+15

vi B O W

o O W

9+15

>0 > @y oy =y 2y oo
N [ w »n (5

(57]
—
-

>

w
—
N

>

Si3

S21

522J

284
50
128
106
122
162
39
53
30
67




V A:14.

Her trenger vi bare &n "constraint™ da koeffisientene for g
summerer opp til koeffisienten for u. Vi velger & sette u = 0.

En far da: uw hy  hy hs g1 8 si11 Si12 Sis 821 S22
TR o o o 000 o o0 o0 o Jlu’
ﬂl -0,166 0 ,460-,234-,2250 0 ,170~,113-,057 ,143~,143 h,
h, | | 0,537 0-,234 ,527-,293 0 0-,110-,006 ,116 ,005-,005 | |h,

hg | 1-0,371} ., [0-225-,293 ,518 0 0-,060 ,119~-059 -, 148 ,148 h,

[ﬁ]= g1 (13,594 E[é}= 1,299 ,342 ,359 1 0 ,062 ,402 ,236 ,030-,030 g,

g2 | 111,571 1,280 ,375 ,345 0 1 ,049-,019-,030 ,424 ,576 | |g,
s1 [-0,060 0 ,023-015-,008 6 0 ,091-,061~,030-013 ,013 | |s.,
s14 |-0,042 0-,015-,001 ,016 0 ©0-,061 ,108-,047 ,017 -017 | |si,
siq | 0,102 0-,008 ,015-,008 0 0-,030-,047 ,976 -,004 ,004 | |s1s
s21f | 0,393 0 ,019 ,001-,020 0 0-,013 ,017 004 ,129-,129 | |s,;
;§23 0,393 | 0,019,001 ,020 0 0 ,013-,017 ,004-,129 ,129 | |s22 |

og den inverse koeffisientmatrisen:

) a ; ﬁl ﬁz ﬁs ; él éz : ;11 ;12 ;13 ;21 gzz
w0y o 0o o' 0 0o, 0 0o 0 0 0
h, 0,270,117 0,113, -0,150 -0,140,-0,011 0,008 0,004 ~0,010 0,010
h, 0,237 0,146:—0,171 -0,187: 0,007 0,000 -0,008 -0,000 0,000
h, 0,241:—0,180 —0,172: 0,004 -0,008 0,004 0,010 -0,610
g 0,305 0,170:-0,024 -0,027 -0,016 -0,002 0,002
2, 0,282' -0,003 0,001 0,002 -0,028 -0,038

0,061 0,004 0,002 0,001 -0,001

i
t
|
i
|
[}
I
I
|
b
s11| symmetrisk
|
! 0,060 0,003 -0,001 0,001
|
!
i
|
|

|
|
!
l ]
| |
|
!
y t
| |
| I
. |
| !
. !

Si3 0,062 0,000 -0,000
52, 0,058 0,002
S22 : 0,058




V A:15.
Hva er variansen pd differansen (ﬁl- ﬁl)— (£2-ﬁg her ?

Var [ (hi- hi) - (ha- hy)] = [0,270 + 0,237 - (2)(0,117)]0? =
0,27302

Som et eksempel pd hvordan variansen avhenger av onm effekten er
’flxed" eller ”random', skal vi for (hl- hz) [eller (hl- h;)-

(hz“ hz)] 0g (511‘ 512) [eller (511' S11) - (512 S12)] sammenstille
resultatene:

Modell (f = "fixed" ; r = "random'):

h g s Var. av Var. av

£ f £ (hy-hy) = 0,5730% (S11-512) = 0,83002

£ £ r (hy-h,) = 0,38302 (S11-511)-(S12-512) = 0,11302
r £t (hy-hy)-(he-hy) = 0,2730 (S11-511)- (S12-512) = 0,11102

Om besetningseffekten egentlig er "random", men vi bruker den som
"fixed", blir variansen pd estimatene av estimérbare funksjoner av

"fixed'" effekter og variansen pd '‘predictions” stérre enn om be-
setning hadde blitt behandlet som "random' effekt i analysen.
Estimatene og 'predictions"” er imidlertid ‘'unbiased" (se IX).

d. h, g er "fixed" effekter mens s er 'random” effekter. Fedrene

er beslektet (se ogsa V D).

La oss forutsette at fedrene er beslektet som vist nedenfor:

S11 Si12 Si13 S21 S22
sin [ 1 1/4 1/2 0 0 ]
Si2 1/4 1 1/8 1/4 1/4
A= 5,3 1/2 1/8 1 0 0
S21 0 1/4 9 1 1/2
S22 0 1/4 0 1/2 1

Dotee betyr at f.eks. s;; og s;, er like mye beslektet som
halvs6sken. Videre er ingen av fedrene innavlet.



V A:16.

2
o
Félgelig er G-lgi = tﬁ" E%] é%—, og G! skal adderes til 2'Z i
€ s e

BLUP-ligningene.

XX X'Z b X'y
Z'X 2'2+6°1 | | g Z'y

eller,
(23 4 10 9 9 140 3 4 2 5 9 | [u 1 [z84]
| N
4 0 0 2 2, 2 0 0 2 0 h, 50
10 03 71 0 1 2 3 4 h, 128
! A
9 4 591 3 0 0 5 h, 106
| ~
9 0, 3 4 2 0 0 g, | = 122
14 0 0 0 5 9 2, 162
R I W22 B
I 3+ 0+ 0+ 0+ O+
symmetrisk 121,10 4,39 10,00 ,73 ,73 S11 39
!
| 4+ 0+ 0O+
' 17,56 0 -2,93-2,93 Si12 53
|
! 2+
| 20 0 0 S13 30
| 5+ (+
' 20,49 9,51 S21 67
|
| 9+
! 20,49 S22 95
— | - = - |- -
0.2
De nederste sifrene i Z'Z+G™! er G-!. (3% = 15).
S
Vi md innfére to 'constraints'", og velger & bruke:

~ ~ el

2 gi1+s11+s8;3, =10

u = 0.



Dette gir:
e T
hy | {13,425
ha | |14,258
o 1 hs | {13,084

bl |

g]= o b= | 0,028
" g | {-2,068
s11| |-0,024
si2| |-0,031
s1a] | 0,054
saal | 0,215
_gzz_ :0,228_

u hy ha hy g1 g2 s11 s12

0 00 0 0 0O 0 0
11 ,133~,297
1 01 - 284 -,075

A 1 0 01 - 216 ;076

1 0,491 ,485

|

og den inverse koeffisientmatrisen er:

>y @y &y > Dy 20
[~ - w %] '™

> vy vy )y W
N - [ [
[ w N [

n
L]
~N

~ ~

u h h,

00 - 0

symmetrisk

0,309 0,069
0,201

- e e e ww e e eam e e e em e e e e |

”~ N

S11 Si2

81 g2
0 0 0

hs
0 0

0,047 -0,002 -0,102, -0,009 0,013
0,076 -0,007 -0,139, 0,008 0,007

i
}
}
i
H
0,174 -0,003 -0,104:
|

0,041 O,OISI—O,O42 -0,041 -

0,244:-0,007 -0,020
i 0,064 0,015
0,062

|
|
)
|
}
|
i
!

Si3

,114 ,287 -,287
,35S ,044 -,044
,140 -,174 ,175
,023-,001 ,001
0 0 1,211 ,023-,235 ,369 ,651
,058 ~,055 -,003 -,018 ,018
-,140 ,084 ~,044 ,021 -,021
,070 ~,062 ,055-,012 ,012
-,026 ,040 -,014 ,076 -,076
-,003 ,013 -,010 -,062

0,008 -0,003

V A:17.

S21 S22

0 0

,062_
S13 S21
0 0

0,032 0,002
0,012 0,015
0,063 0,001

0,063

- -




V A:18.
Hva er Var (h, - ﬁz) her ?

Var (hy - hy) = [0,309 + 0,201 - (2)(0,069)]02 = 0,37202

Videre:

Var [ (s11-s11) - (S12-s12)] =[0,064 + 0,062 - (2)(0,019)102% =
0,08802

Ved & ta inn slektskapet mellom individene fir en siledes mindre
varians bdde pd estimatene av estimérbare funksjoner av "fixed"
effekter og pid "predictions" (sml. tidligere resultat s. V A:11).




V B:1.

EKSEMPEL B. RANGERIMNG AV OKSER PR GRUNMNLAG AV ALDERSKORRIGERTE
DATA FOR MJOLKEAVXASTNING (SCHAEFFER. 1975)

La oss arbeide med f8lgende data:

Totalt for avkom
Besetning-ar- Identifikasjon Antall Mjélkemengde

sesong av okser avkom 100
1 20021 4 531
1 20032 3 449
1 20103 3 416
2 \ 20032 3 411
2 20114 2 298
3 20103 4 624
3 20235 6 983
4 20021 2 302
4 20266 3 526
5 20021 2 321
6 20021 2 254
6 20114 4 746
6 20266 2 363

Totalt har vi 40 observasjoner, 6 grunper av besetning-ar-
sesong kombinasjon og 6 okser. Den underliggende modellen her er:

Yijk1 = Bi*Siythpteisg
hvor

te te

Yijk1 = mjolkeavkastningen til 1™~ datter etter jte far i i

gruppe og kte besetning-ar-sesong kombinasjon

g; = konstant som er felles for alle détre etter fedre i

ite gruppe (''fixed'" effekt)



V B:2.

sij = effekten av jte far i it® gruope vd sine détre ("random"
effekt)

hk = effekten av k besetning-3r-sesong kombinasjon ("fixed"
effekt)

eijkl = tilfeldig effekt pd hver registrering

E(s, e) = 0, og hanndyrene forutsettes & vidre ubeslektet.

Selve grupperingen av fedre gdr ut pd & definere hvilken
populasjon som de ble samplet fra. Her kan en velge mellom

flere kriterier f.eks. fédselsdr, testingsar, avstamnines-
resultat osv. Videre bdr en ha 20-40 fedre pr. grupre. I

det f8lgende bruker vi 2 grumper, nemlig:

[511 = 20021 Sa21 = 20032
281 S12 = 20103 g2 S22 = 20235
1513= 20114 523=20266

"Mixed-model" ligningene er gitt nedenfor:

g1 £2 S11 521512513822 S23h; hy hy hy hs hg

23 010 0 7 6 0 0 7 2 4 2 2 6] [s, 1 [3402°
17 0 6 0 0 6 5 3 3 6 3 0 2| |g 2732
250 0 0 0 0 4 0 0 2 2z 2] |5, 1408
21 0 0 0 0 3 3 0 0 0 0] |ss 860
22 0 0 0 3 0 4 0 0 0] |84, 1040
21 0 0 0 2 0 0 0 4| |8y, 1044
21 0 0 0 6 0 0 0] s, |~ | o83
20 0 0 0 3 0 2| |54, 889
10 0 0 0 0 0] |n, 1396
5 0 0 0 0f |h, 709
symmetrisk 10 0 0 O ﬁa 1607
5 0 0] |he 828
2 0| |hs 321
L 8 | _ﬁs .; 1363 |

* = -1
10 + %5 = 25 GJ




V B:3.

Hvordan en teknisk sett dannet grupneligningene kan kanskje

vire nyttig 4 illustrere mer detaljert. Vi hadde altsa 6 okser,
og ut fra et kriterium (eller flere kriterier) bestemte en at
grunne 1 skulle omfatte oksene s;;, S12 0g S;3; mens arupne 2
skulle omfatte oksene s,;, S,, 0P S,3. Dette innebdrer at f.eks.:

s11 1 g;-ligningen er: 10+ 0+ 0 = 10
A ~

m, 1 gy-ligningen (og g, i g,-ligningen) er: 0+0+0 =0

dvs. (521+522+523 i }.7,1)., OSV.

A

Ved 4 innfdre 1 "constraint™, eks. g, = 0, fidr en ftlgende

l8sninger:
Sy; = -5,39291 521 = ~-0,91929
S12 = 0,15664 Spz = ~0,25953
Sys = 5,23627 Sp3 = 1,17882
g = 0 g2, = 9,87155
h, = 139,02450 h, = 134,33214
hy = 154,27014 he = 161,12694
hs = 165,89201 he = 166,34250

En skal merke seg at uansett “‘constraints'’ blir:

A A~

J g1 - Py = -9,87155
s+ forskjellene mellom h konstant

++- 18sningene for s de samme. En ser ogsd at Zsj = 0 fordi
varians-kovarians matrisen (G) er diagonal% oo alle
diagonalelementene er 1lik samme konstant. Om diagonalene

til G ikke er 1ik, eller -om "off'-diagonal-elementene

eksisterer i G, eller R § Io?, summerer'random’ effektene

nddvendigvis ikke til 0.

Av resultatene ovenfor kan en se at far 1 i erumne 1 far
verdien (''sire proof'): 0,0~ 5,39291 = ~5,39291 (NB. vir
konsekvent ved valg av basis).



V R:4.

Nir det gjelder mormaterialet som hanndyrene nares til, mid en
i disse beregningene forutsette at det i sjennomsnitt er det
samme for alle fedre som testes. Holder ikke denne forutset-
ningen, md en som napekt av Henderson (1973), ta bade morfedre
og fedre inn i modellen (se V J:1).



vV C:

1.

EKSEMPEL C. RAWGERI#G AY OKSER NAR Ew BRUKER FLERE LAKTASJONER

PR. ODATTER (SCHAEFFER. 1275)

La oss forutsette at vi skal arbeide med data som er vist i
tabellen nedenfor for rangering av okser:

Registrering

Besetning- Besetning- Besetning-

dr-sesong , ar-sesong ar-sesong
Far Datter kombinasjon 1. kombinasjon 2. kombinasjon 3.
20621 1 1 104 3 110 - -
20021 2 1 103 3 122 - -
20021 3 1 179 3 142 5 137
20021 4 1 145 3 177 5 199
20021 26 4 139 0 105 - -
20021 27 4 163 6 101 8 200
20021 31 5 170 7 117 - -
20021 32 5 151 7 146 9 192
20021 37 6 113 8 197 10 201
20021 38 6 141 8 144 10 142
20032 5 1 156 3 196 5 189
20032 6 1 150 3 185 - -
20032 7 1 143 3 128 - -
20032 13 2 166 - - - -
20032 14 2 102 - - -
20032 15 2 143 4 102 -
20163 8 1 127 - o -
20103 9 1 185 3 1¢3 -
20103 10 1 104 - - - -
20103 16 3 129 5 101 - -
20103 17 3 188 5 152 - -
20103 18 3 174 - - - -
20103 19 3 133 5 142 7 154
20114 11 2 110 - - - -
20114 12 2 188 - - - -
20114 33 6 186 8 134 10 170
20114 34 6 186 8 168 - -
20114 35 6 185 8 191 10 140
20114 36 ) 189 8 163 - -
20235 20 3 197 5 132 - -
26235 21 3 189 5 129 - -
20235 22 3 148 5 102 ~ -
20235 23 3 105 - - - -
20235 24 3 163 5 131 7 130
20235 25 3 181 5 100 - -
20266 28 4 198 6 201 - -
20266 29 4 145 6 169 8 126
20266 30 4 133 6 ic1 - -
20266 39 6 187 8 153 - -
20266 40 6 176 8 175 10 166

1. laktasjon
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En gdr ut fra at det er foretatt en riktig korrigering for
effekten av alder og kalvingstid.

Den modellen som ligger til grunn for disse data, kan sies & vire:

Registrering = effekten av fargruppe + effekien av fedre innen
gruppe + effekten av besetning-ar-sesong + effek-
ten av kyr innen fedre og besetning + rest.

Uttrykt ved '"mixed model” fir en ndr en for enkelhets skyld
forutsetter bare cn besetning:

Yy = Xg+Zs+Wh+Pc+e , hvor

y = vektor av observasjoner
g

= vektor av far-gruppe-effekter (‘'fixed")

1L77]
i}

vektor av far-effekter (‘'random")
h = vektor av besetning-dr-sesong-effekter (“fixed")
¢ = vektor av ku-effekter ('random')

e = vektor av tilfeldige feil

= (r--%hz)c; ; oé = (L-1)o

2 : 2 - 12 2 ., 2
Na blir Og 1h cf 3 o y hvor

2
Yy C

c; = varianskomponenten mellom fedre
cé = varianskomponenten mellom kyr
cé = varianskomponenten for rest

r = reproduserbarheten

Fdélgelig méd G-matrisen bli:

G = 2
&} IUS 0

Videre md en forutsette at alle kyr har forste laktasjonsavkastning

registrert, og at alle laktasjoner pid samme ku er registrert i

samme besetning.
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Nir det gjelder forholdet mellom varianskomponentene, gar en ut

fra at:
o2 - 02
L= 1T 10 og £=7,5 (h?=0,25;7r=0,53)
0'2 1., C)'2
(& r-—h S
.\
E (y) = Xg+Wh
Var (y) = ZZ'U§+ PP'cé+ Io; s 0g "mixed model’’-ligningene:
XX X'z X'W  X'P T T2 X'y |
Z'X Z2'72+1(7,5) Z'W Z'P S 'y
WX W'z W'W W'D h W'y
P*X P'Z P'W P'P+I(1) o P'y
hvor gi inkluderer far nr. 20021, 20103 og 20114,
og g2 inkluderer far nr. 20032, 20235 og 20266.

Dimensjonen pd denne matrisen er 1lik 58
6 fedre; 40 kyr og 10 besetninger).

(dvs. 2 far-grupper;

En vil i det folgende bare vise noen av ligningesne:
X = 50 0
| 0 35
Xz = [26 0o 12 12 ¢ o']
L0 11 0 12 12
Xw = [7 7 3 7 4
3 6 1 3 1 |

Diagonalene av 2'Z + I (7,5) er :

(33,5

18,5

19,5

19,5

19,5

19,5)




Eiementene av Z'W er:

rQOOL\lUJ-{—b

Lo B e T oS BN o B 71 BN o]

O OO NN
W O O O = o

(== ¥ B BV I =

L7 e R =

S = O MO

Diagonalene av W'W er:

(190

5

18

6

13

13

W C H O S W

4

SO O O O K

| == 2 > TR - B e T N

10

1 5)

Hoyresiden (HS) av ligningene er:

V C:

Ligning HS Ligning HS Ligning HS Ligning HS
g1 7728 C, 214 Cie 230 C3, 287
g2 5527 Cy 225 Ci7 340 Csz2 489

(o 458 Cis 174 Ciagz 490
A 3930 Cy 521 Cig 435 Cay 384
S, 1660 Cs 541 Cao 329 Ciss 516
Sj 1758 Cg 335 C21 318 Cs3p 352
Sy 2040 (& 271 Cza 250 Caz 511
Ss 1757 Cg 127 Cas 105 Ciag 427
Sg 2110 Co 348 Coy 474 Ci3g 380
Cio 104 Cas 281 Cyo 517
h, 1396 Cia 110 Cog 244
h, 709 Cia 188 Ca7 554
hj 2830 Ci3 166 Cas 399
iy 930 Ciy 102 Cag 440
hg 1891 Cis 245 Cso 374
g 2220
h, 547
hg 1721
hg 192

o

819

4.
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P4 grunn av kravet pid estimérbarhet mi en innfdre en '"constraint',
cksempelvis g, = 0. I neste tabell viser eun 18sningene og de
inverse diagonal-elementene.

Losning N Lésning *
til Losning Diagonal til Lésning Diagonal
g1 0 0 Cia 19,7128 - 0,6190
g2 3,5747 0,2519 Cis 8,7984 0,6096
Si -2,1980 0,0959 Ciu -23%,201% 0,6096
S» -1,1479 0,1077 Cis -19,3807 0,4492
S3 -0,3999 00,1052 Cis ~-22,0645 0,4080
Sy 2,5980 0,1033 Ci7 14,6021 0,4080
Ss -2,7566 0,1094 Cie 8,8104 0,5469
Sg 3,9045 0,1127 Cio 2,2942 0,3548
h, 139,9114 0,2476 Cao 10,1234 0,4090
ha 145,9764 0,4995 Ca1 6,4568 0,4090
hs 156,7792 0,1947 Caz -16,2099 0,4090
hy 152,3122 0,3767 Cas -26,2987 0,5424
hs 140,2143 0,2263 Cay 11,1307 0,3599
hg 165,2035 0,2372 Czs -5,8786G 0,4090
hy 130,0296 0,4645 Cog -23,0398 0,4283
hg 167,4384 0,2654 Ca7 18,9100 0,3527
ho 1833,8139 1,4202 Coe 22,1753 0,4292
hio 164,66290 0,3963 Cas ~15,84782 0,3596
o -26,0982 0,4040 Cs3o 13,8420 0,4292
C2 -22,4315 0,4040 Cs3a 7,0507 0,4320
Cs 6,9223 0,3294 Cs3z 10,3841 0,4320
Cy 22,6723 0,3294 Cis3 -3,7745 0,3625
Cs 24,2037 €,3617 Cau 15,3874 0,4217
Cs 11,1519 0,4281 Css 2,7255 0,3625
C7 -10,1814 0,4281 Cis 4,7207 0,4217
Cs -6,2557 0,5595 C37 5,07Z5 0,3585
Co 17,3697 00,4054 Css -15,9275 0,3585
Cio -17,7557 0,5595 Cso 10,7999 0,4300
Ci, -19,2872 0,6190 Cuo -0,6854 0,3779

% . .
for den inverse matrisen.
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Resultatet (“sire proof') for det enkelte hanndyr beregnes som
tidligere og er vist nedenfor:

Ldsning Ldsning ‘Sire
Far far-effekt gruppe-effekt proof"
sy (20021) -2,1980 0 ~2,1980
s2 (20032) -1,1476 3,5747 2,4268
s3 (20103) -0,3999 0 ~0,3999
sy (20114) 2,5980 0 2,5980
ss (20235) -2,7566 3,5747 0,8181
se (20266) 3,9045 3,5747 7,4792

Losningen for den enkelte fareffekt kan selvsagt ogsid finnes ut
fra 1dsningene for kueffcktene (dattereffektene). F.eks.:

C28 * C29 * C39 * C39 + Cuyp

= 3,9045

9]
o
[}

7,5

Et interessant spdrsmal er om vi ogsi kan beregne avlsverdien
til kyrne. Her kan en skille pd to definisjoner nemlig (NB!
endret i forhold til Schaeffer, 1975):

a. ETA, "estimated transmitting ability" (Hele genotypen) =

BEareaa———
ih’
g;* sij*'\ T in Cijk
4

fraksjonen av variasjonen i c som
er genetisk betinget.

Her er den permanente miljéeffekten eliminert, og estimatet
gir en nyttig informasjon ndr en skal avgjére om flere kalver
skal settes pd etter den enkelte ku.
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. RPA, "estimated real producing ability” (= ‘prediction of

a future record") = g;* sij*'cijk° RPA inneholder ogsi
eventuell permanent miljdeffekt, og RPA gir en nyttig infor-
masjon nar det skal avgjores om en skal beholde vedkommende
ku i besetningen.

En kan dermed sette opp félgende for f.eks. ku nr. 5:

ETA

]
4=}
[ N
+
1]
[

.} = 3,5747-1,1479 + (0,63) (24,2037) =

= 17,6751

Dette estimatet er fri for "bias" pd grunn av seleksjon og
genetisk trend. Derimot er det en viktig forutsetning at det

ikke er en genetisk variasjon mellom besetninger. Videre:

RPA = gi+ sij-l-cijk

= 3,5747 -1,1479 + 24,2037 = 26,6305
Ndr det gjelder selve beregningen teknisk sett, er det flere
médter & gjbre dette pd (Henderson, 1975d). En mite som ofte
blir brukt, ndr det er avlsverdien til hanndyrene (faren) en

forst og fremst har interesse av & estimere, er félgende
(for enkelhets skyld ser vi bort fra g):

a. Sortér kyrne innen besetning. Nir en har sortert ferdig
for den enkelte ku, skulle f8lgende informasjon vire
tilgjengelig:

. n = antall registreringer ("records®) pd probanden
oo Yi = den enkelte registrering (i = 1 ... n)
*ee ar-sesong for den enkelte registrering

cces informasjon om faren til kua.

b. En absorberer sd den enkelte ¢ inn i ligningene for

besetning-4r-sesong og far. Dette gjores enklest ved &
addere for den enkelte besetning félgende faktorer:
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° ;H?a til diagonalkoeffisienten for faren til kua
@ = [—1°T
r-0,25 h?
0 n-ga til hver av koeffisientene for far x dr-scsong

som kua hadde sin produasjon i dvs. n adderinger

- + . . . - o
ooe Eﬁj%;_ﬁ til de n diagonalkoeffisientene for ar-sesong

eo0 0o -1
n+ao

til "off''-diagonalelementene for ar-sesong X

ar sesong

aly.
i’

Reser 0w til hOéyresiden av ligningen for vedkommende far

Ly;
sco0o0o S S til hoyresiden for kte ar-seson
Yx n+o ; 4 g

c. Da absorbsjonen av c er ferdig, kan BLUP-ligningene skrives
som:

-le leﬁ
Qi, Q22

"’.f‘l"
sz

Det neste blir da 4 absorbere h, og en fidr: Ks = d hvor

B> 1» >

. -1
K =0Qi1-Q:12Q22Q1{2 og
-1
d = f,-Q12Q22£2
s kan da estimeres uten stérre vanskeligheter.

En raskere metode for absorbsjon av h er kanskje fdlgende:

Qi Qu2 s £,

A = skrives somn:
Qi2 Qa2 h | £
Bx =m ([B ]

axq
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Vi eliminerer férst xq, og den nye B-matrisen (Bq_ 1) fir
da félgende element:

b. b

b_'_:b..-—:!'-—q_—-m
ij ij b
aq
b. m
m! = my - L
bqq

osv. inntil en har ligningene for s tilbake.



V D:1.

EKSEMPEL D. RANGERING AV OKSER PR GRUNNLAG AV ALDERSKORRIGERTE
DATA FOR MJOLKEAVKASTWING WNAR EN KJENNER KOVARIANSEW (ADDITIVE

GENETISKE SLEKYSKAPET) MELLOM OKSENE

1. Schaeffer (1975)

Vi gdr ut fra samme data som i eksempel B, og forutsetter at vi
kjenner avstamningen pd samtlige okser. Som basisgcnerasjon velger
vi en generasjon hvor foreldrene er ubeslektet, eller svirt lite
beslektet.

Yodellen kan nd skrives pa fdlgende mdte (NB! gruppe-effekten kan
da ignoreres): '

Yik1 = Sj*het ey - o8

R = Iog, G = Ao;, hvor A inneholder koeffisicntene for slektskap

mellom okser. For & summere opp fir en ved 4 bruke A beregnet
far-effektene med stérre presisjon, en trenger firre grupper for

estimering av genetisk trend og genetisk forskjell mellom popula-

sjoner samtidig som en kan f4 et relativt siikert estimat pd avls-

verdien til hanndyrene tidlig i deres 1liv.

2

o
om -2 = 15 = r*, blir 6= = A"! ¢*
0’S
Videre:
20021 = s,
20103 = s,
20114 = s,
20032 = s,
20235 = s
20266 = Se

og (bruk kovarians-metoden)

_ S) Sa S3 Sy Ss Se _
A =g, 1 0 0 0 0 0
Sz 0 1 1/2 3/4 3/4 3/4
S3 0 1/2 1 3/4 3/4 3/4
Sy 0 3/4 3/4 11/4 3/4 1
Ss 0 3/4 3/4 3/4 11/4 1
Se _ 0 3/4 3/4 1 1 1 3/8___J



som gir

A—l

25
3

1
G

o O C O O O

-

o o O OO

"7+ (B as) = 2.

Ldsningene blir:

-5,86436
2,89166
5,90488
4,98672
5,35020
5,95138

0 0 0
-6 =6 0
-6 -6
16 4 -8

4 16 -8
-5 -8 16
blir da:

4 0 0

3 0 4

0 2 0

3 3 0

0 0 6

0 0 0
10 0 0

0 5 0

0 0 10

0 0 0

0 0

0 0

hy
h,
hs
B
hs
he

S O V1T O © © W O O O© © N
DO OO0 O O O O N

D N Q

139,58223
136,446062
156,33321
164,37492
166,36436
167,40030

Co © O© © © O N © O© H O N

SO Y SH IS !> ) > W\ > D
L - T T TR OO

o

V D:

—d

2°
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Her kan en se at far-effektene ("sire proofs') ikke summerer til
0 (G ¥ Ic;). Videre kan en sammenligne far-effektene fra eksempel
B (dvs. g}ﬁrgzg) med far-effektene fra eksempellwl(g.) for a se¢
om en ville ha selektert feil ved & ignorere slektskapet mellon
hanndyrene.

Nir det gjelder selve inverteringen av A-matrisen, kan dette bli
noksd komplisert i mange tilfeller ndr matrisenc er store. En bér
derfor utnytte enkle 16sninger om slike finnes. La oss ta et
praktisk eksempel.

Vi forutsetter u” far-sénn grupper, og mellom grupper forutsetter
vi at det additive genetiske slektskapet er 0. Dette innebdrer at:

A,

Den u'® submatrise har da folgende sammensetning:

L1 1 1
R A Z
1! 1 1
7! ez 7
1 1 1
| = 1 2
A 7
u |
-
3
L
1 11 1
K B (v *+ 1) X (v, + 1)

, . . te
hvor v, er antall sénner i u gruppe.
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> -1 =
Dettc betyr at {Au Au I]

%1* %—I+%—J a,1%  asI+a,Jd 0 I
— - _ . L o
hvor

I er en vLX Vv, ""identity' matrise
J er en vuxvu matrise av enerec
1* er en vuacl vektor av enere

1 er en "scalar”

Loser en sid med hensyn til a'ene, blir:

a; = 1+%‘Vu
Ay = - %‘
az = %
Ay = 0

hvilket innebidrer at:

1. 4 _ 2 2
Lr3vy 3 T 3
2 s
3 i 3
: 0
-l .
Au = f
|
|
{
4
! o3
.2 4
3 ) 3
I -

Denne matrisen er altsd bare avhengig av v,» Og videre:
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T A7} 0 . 0
0 Azl
A~ =
-1
0 . . Au*-.

P4 et enkelt sett kan altsd A-matrisen for dette eksemplet
inverteres.

N& har imidlertid Henderson (1975 c¢) utviklet en metode som gjor
at A"! kan oppnds uten stérre vanskeligheter. Vi skal kort
beskrive metoden:

La A vdre matrisen for det additive genetiske slektskapet mellom
n individer. De foérste t (<n) individene utgjér baspopulasjonen
(ikke innavlete og ubeslektede individer, foreldre ikke spesifi-
sert). Videre la L vdre en nedre triangulir matrise slik at

LL' = A. SpOrsmilet er da hvordan en skal beregne L. Dette av-
henger selvsagt av om begge, den ene eller ingen av foreldrene
er kjente. En kan summere opp beregningene pid folgende sett:

a. Nummerér individene fra 1 ... n slik at foreldre kommer foran
deres avkom.

b. Den dvre t? submatrisen av L er I.

c. Gitt at p og q (p<q) er foreldre til individ i, blir:

1. 1..+1 .)/2 j =
( + qJ)/ for j 1, s P

ij Pj
= lqj/z for j =p+1, ..., q
=0 for j = q+1, ..., i-1, forutsatt at q<i- 1;
P q 0.5
1. = (1+90,5 £ 1 .1 .- £ 12.) °»
11 ? j=1 n) q) j=1 1)
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d. Om bare den ene av foreldrene er kjent, eksempelvis P;:

1ij = 1pj/2 for j = 1,...., p

0 for j =p+1,...., i-1, forutsatt at p<i-1.

n

[
it

0,5
. . 1- 12, ’
ii ( j=1 13)

e. Om ingen av foreldrene er kjente:

n
OfOI’ z 3o 00y i—l;
j=1

1..
1]

ii

Metoden kan best illustreres med et eksewmpel.

Individ Foreldre

Ukjent
Ukjent
1 og ukjent
og 2
og 4
og 4
og o6

N O NN
Ul = N

La oss tenke oss det datasettet som er vist ovenfor hvor indivi-
dene 1 og 2 utgjdr baspopulasjonen. Hvordan vil da L se ut ? Som
tidligere er L den nedre triangulidr-matrisen, og vi starter med

férste linjen nedenfor baspopulasjonen dvs. 3. linje i virt
eksempel.

3. linje:

i=3;3)=1;,p =1; q = ukjent; 13, = % } Forste element

]

j 2 (=p+1); 13, =0 } Andre element

2
155 = [1- & +02)1%:° = 0,866025 }  Tredje element

Disse elementene kan sa fores inn i L.



4. linje:

i=4;3=1;p
J=2;0p
i=3 (s

5. linje:

1=5;3=10p
i=2%;p
3 =30p
J=4;p

i
ot
-
A~

1

43 = 0

52+0’52)]0’5 = 095095 }

[}

= 4; 1s,

4; 1s,

4; 153 =

4; 15:.. =

2

i

5

0+0,5 _
—=

0,866025 + 0

0,5+0,5 _ 5

0,25

2

0+0,707137

2

Férste

V D:7.

element

Andre element

Tredje

Fjerde

= 0,433016

0,353553

element

element

} Férste
element
} Andre
element
} Tredje
element
} Fjerde
element

Lgs = (1+0,5 ((0:5)(0,5) * (0)(0,5) + (0,866025)(0), _

4

(0,52+ 0,252+ 0,4330162% + 0,3535532)]%955 = (,50,5

som er femte

element, osv.

Resultatene er vist i tabellene nedenfor og pi neste side hvor

ogsd A™!

(1
(2)
3)
L=(4
(5)
(6)
(7)

(1)

[ 1,000000
0,000000
0,500000
0,500000
0,500000
0,750000
0,625000

.

(2)
0,000000
1,000000
0,000600
0,500000
0, 250000
9,250000
0,250000

(3)
0,000000
0,000000
0,866025
0,000000
0,433013
0,000000
0,216506

(4)
0,000000
0,000000
0,000000
0,707107
0,353553
0,353553
0,353553

(5)
0,600600
0,0600000
0,000000
0,000000
0,707107
¢.000000
0,353553

(beregnet pid tradisjonelt sett) er tatt med.

(6)
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,707107
0,353553

(7)
0,000000
0,00000¢
0,000000
0,000000
0,000000
0,000600

0,637378



LLt=A=

A =

1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7

(1)
(2)
(3)
4)
(5)
(6)
(7)

ey
[71,000000
0,000000
0,500000
0,500000
0,500000
0,750000

0,6250G0

(1)
2,333333

0,500000
-0,666667
-0,500000

0,000000
-1,060000

0,000000

Den forenklede

anvendelsen av

(2)
0,000000
1,000000
0,000000
0,500000
0, 250000
0,250000
0,250000

(2)
0,500000
1,500000
0,000000

-1,000000
0,000000
0,000060
0,000000

(3)
0,500000
0,000000
1,000000
0, 250000
0,625000
0,375000
0,500000

(3)
-0,666667
0,000000
1,833333
0,500000
~1,000000
0,000000
0,000000

4)

0,500000

0, 500000
0, 250000
1,000000
0,625000
0,750000
0,687500

(4)
-0,500000
~1,000000

0,500000
3,000000
~1,000000
-1,000000
0,000000

(5)
6,500600
0,250000
¢, 625600
0,525060
1,125900
0,562500
0,843750

<)
¢,000000
0,000000
~1,000000
~1,060000
2,515384
0,615384
-1, 230767

(6)
0,750000
0, 250000
0,375000
0,750000
0,562500
1,250000
0,906250

(6)
-1,000000
0,000000
-1,000000
~1,000000
0,615384
2,615384
~1,230767

V D:8.

(7)
0,625000 |
0,250000
0,500000
0,687500
0,843750
0,906250

1,281250

(7)
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

-1,230767
-1,230767

2,46153%J

metoden som Henderson har utviklet bygger pa

den inverse verdien av de kvadrerte diagonal-

elementene av L, dvs. d; = 1 For vart cksempel er:
113
d' = [1 1 1,333 2 2 2 2,461534}.

La a'l (= ally vire ijt

€

beregnes pd félgende mate:

a—ﬂ

ii
al

=d; +0,25 2 dk hvor k refererer seg til avkom etter i

k

element av A~!,

Disse elementene kan da

.te

far

"

Eksempel: al! [1+6,25 (1,333+2+2)] = 2,33

LR

a [2+0,25 (2+2)] = 3.
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b. a*d (i<j) = -0,5 dj+ 0,25 r d; om j er avkom etter i, eller
k
0.25 2 dk etter paring mellom i og j.

k
k refererer seg altsd til avkom etter ijte paring.

Eksempel: al? (0,25)(2) = 0,50 (nr. 4 er felles avkom)

67

a (-0,5)(2,461534) = -1,23¢767 (7 er avkom etter 6)

alh

1

(-0,5)(2)+0,25 (2) = ~-0,5 (1x4 gir avkom 6)
Som en ser, stemmer disse resultatene med elementene i A~!.

Om en er sikker pd at en arbeider med en ikke innavlet populasjon,

blir den forenklede metoden enda enklere & anvende. De eneste 3
verdiene som da kan forekomme for di er:

1 om ingen av foreldrene til individ i er kjente
% om bare den ene av foreldrene til individ i er kjent"
2

~om begge foreldrene til individ i er kjente

Vi kan ta et eksempel:

Individ Foreldre

Ukjent
Ukjent
1 og 2
1 og 2
og 2
og ukjent
og ukjent

[N JR SR SE .

og ukjent

W W N O NN

~3

og 8

Sdledes: d' =[1 1 2 2 2 4/3 4/3 4/3 21 ,



Noen illustrasjoner:

11 - 4.4, _ 19
a 1+O,25[2+2+2+3+3.] s
al? = 0,25 [2+2+2] = 3
a’® = {-0,5)(2) =-1,0

o

5 -6
-6 -0
12 0

0 12

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

-6 ~4
-6 g
0 o
0 0
12 0
0 8
0 O
0 0
0 0

O O O CC O

11
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HWN O © O © =~ ©

11

{9 er avkom etter 7].

D ©C O O O O O

1

i
Ch

[3, 4 og 5 er felles avkom]

Invertering av matriser er ogsd diskutert av Henderson (1975 e).

2. Henderson (1975 d)

Vi forutsetter at vi har et materiale som omfatter oksene 1, 2, 3,

4, 6, 7, 8, 10, 11 og 12. Oksene 8 og 12 har ingen avkom med

informasjon om mjdlkeavkastning. Etter at effekten av besetuing-

dr~sesong er absorbert, tenker vi oss féloende 'least-squares"

ligninger for okser med avkom, som har informasjon om mjoélkeav-

kastning:
Sy Sa

13,784 -4,989
-4,989 13,261
-2,946 -3,476
~2,213 -1,382
-1,500 -1,429
~2,136 -1,985
— - ~ . —
0,000 0,000
0,000 0,000

S3
-2,946 1 -2,213

-3,476

0,000
0,000

0,000
0,000

6,422

- - .-

0,000

-1,382

0,000

Se Si0

-1,500 -2,136 , 0,000

-1,429 -1,985! 0,000

0,000 0,000 0,000 0,000
7,529 -1,500 -2,434, 0,000

1 -1,500 4,429 0,000 ' 0,000
LA 0,000 12,000 1,07
0,000 -1,417 ! 3,875

0,000 -4,028 :-2,458

S
e

0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
~-4,028

-2,458
6,486

o

- —

S

S2

S3

Sy

Ss

Sio0

S11

[ 190
3916
~3264
~2275

32
1326
~1162

737
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Etter som ingen innavl foreligger kan Hendersons forenklede

V D:11.

Ingen av hunndyrene (mddre 5 og %) er testet, og relasjonene
mellom de forskjellige individene gir frem av diagrammet nedenfor:

metode brukes for & finne A~!. Dette gir for individene 1 til

12 (bruk kovarians-metoden for beregning av A):

Va0

100 0 0 -4 -4 0 0 0
0 10 0 -4 0 o0 -4 0 O
0 0 6 0 0 o 0 0
0 -4 0 8 0 0 o 0

-4 0 0 0 11 o0 0 0

-4 0 0 0 0 10 0 -4

A =2 |0 -4 0 0 3 0 15 -4 g
0 0 o0 0 -4 11 3

0 0 0 0 0 -4 o 3 11

6O 0 0 0 -6 6 0 ¢

0 0 o0 0 0 -4 5 0

L0 0 0 0 0 0 0 -6 -6

Tall = 1+0,25 (3+9) = &0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 C
-6 0 0
0 0 0
-6 -4 0
0 0 -6
0 0 -6
12 0 0
0 8 0
0 0 12

§
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For den videre bearbeidingen kan det vire rasjonelt & dele opp
A-! i submatriser dvs.

-1

Ay, A, Wia W2
ATl = =
Al,  As, Wi, Wi

A, refererer seg til fedre med avkom som har informasjon om
mjolkeavkastning

A;; refererer seg til fedre uten registrering av avkastningen
pd avkommet og mddre uten registrering av avkastningen

Rekker og kolonner ma da grupperes om, og BLUP-ligningene kan
skrives som:

* F'3 "~
Caz + Wi Wiar S\ t

W{ZI‘* W“r* S2 0

s1 er BLUP for fedre med avkom, og
s2 er BLUP for de 6vrige individene

2

* o . . .

r= 3% = 15 (bare fdrste laktasjonsregistreringen er brukt)
s

P4 neste side har envist BLUP-ligningene uten 4 gruppere om rekker

og kolonner [NB! en estimerer halvparten av individenes genotyper]:

En skal for oversiktens skyld vise hvordan en har kommet frem til
enkelte koeffisienter:

s; i ligningen for s;: 13,734-+(%§) 15 = 38,784

s¢ 1 ligningen for s,: -1,5- (%) 15 = 11,5

ss 1 ligningen for s;: 0-(%) 15 = -10 osv.

Lésningene er:

A

s = [16,75 122,11 -130,25 -20,15 ~13,24 15,10
111,23 55,61 7,55 20,17 88,61 31,58}
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En kan merke seg her at f.eks.:

~ "

S12 = EJQ%EE-, som ogsa er forventet da individ 12 ikke har

noen egen informasjon eller avkom med informasjon om mjdlkeav-
kastning.

Videre er: 1'A"! s = 0, dvs. for virt eksempel:

A

[z 2 6 4 4 2 0 4 4 0 4 01s =0,

T

noe som kan védre nyttig 4 vite for & redusere konvergeringstiden i
en eventuell iterasjon.

Om en senere fir informasjon om mddrenes (individ § og 9) av-
kastning kan en ifdlge Henderson (1975d) inkludere denne péi
félgende sett:

*
n h? r

n (r-h?)+ (1-r1)

° Addér til diagonalkoeffisienten for
henholdsvis ku nr. 5 og 9 i de tidligere BLUP-ligningene. Denne
formelen har fdlgende bakgrunn:

La oss tenke oss folgende modell for to kyr:

yij = gi*'pi*'eij , hvor

te

genotypen for i ku for en egenskap

permanent miljdeffekt for ite ku, osv.

o0
e [
" ]

Ku nr. 1 og 2 har henholdsvis n; og n, registreringer.

Da blir BLUP-ligningene:

Yij - gi-+pi-+eij », hvor
t F)

——
ku-effekt
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-nl +ally al?y m, 0 ] *gl ] -nli;l i
l
alzy n, +a??y, 0 n, g2 n,ys
n,; 0 : n;+oa 0 P1: 1’11).;1
0 n, : 0 n, + a P2 nzi-fz
. ~ - - -—
hvor

a _{ 1 -rql=
r- h?]

Som tidligere er:

Vi absorberer si p;, og p2:

r -
n1+811Y a”y n; 0 n,+a 0 -1 "nl 0
al2y n, +a%?y| |0 n, 0 n, + o Lp n,

som gir diagonalelementene:
2
N

n. +
i C

(ni+ allv) - mens ingen endring skjer i '"off''-diagonal-
elementene.

Diagonal-elementene kan videre vises & vidre lik:

n _ ii _ n?(r-h?)
n; + n; (r- h2) + (1 - 1)
| r - h?
. - n.{n. (r-h?)+ (1-1)] - n2 (r-h?)
= all,Y + 1 1 1
n; (r- h2) + (1- 1)
. - n. (1-r) ..
= atly + 1 = a'’y + n;h?y/[n, (r-h2)+ (1-1)1,
n, (r- h2) + (1-1)
02' o2 o2 g2 - g2 - g2
. e e
fordi h?y = E% s i i B Y G% P - q-r.
Yy g y y
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Om det er halvparten av kuas genotype v1 v11 estimere, blir

n h? r ; til tidligere
n (r-h3)+ (1-r1)

Y = r* » 0g dermed skal vi addere
diagonalkoeffisient.

n h? r* y . . . ‘4

e+ Addér 2 til hdyresiden i de tidligere
n (r-h®)+(1-1)

BLUP-ligningene for henholdsvis ku nr. 5 og 9. Denne formelen

har félgende bakgrunn:

For eksemplet med de to kyrne md vi ogsd absorbere héyresiden
tilhdrende p, og p2, dvs.

~n, _ n? (r - h?)y.
i n.¥. i i
o

5. - - 0,7 -
S R VR C RS LN CEE S
- i i
- _ 2 - - 2 - 2 \-
i n;y, [ni (r-h3)+ (1-1)] n; (r-h ) i3
(r-h%)+ (1-71)
nl (1- r)yi ni th yi

[}}

(r-h3)+ (1-1) ny (r-h?)+ (1-1)

Om det er halvparten av kuas genotype vi vil estimere, blir
Y = r*, og vi ma multiplisere hdyresiden med %. Félgelig
skulle formelen vidre bevist.
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EXSEMPEL E. BEREGNING AV FENOTYPISK. GEJETISK 06 MILJGHESSIG

TREWD (SCHAEFFER, 1974)

La oss forutsette félgende datasett:

Tidsperiode

Dyr 1 2 3 4 Totalt
1 !'ss 7 Tes 1 - - 126
2%, + 110 122 i@ T T 346
3 123 94 103 107 427
4 -7 T T Ve TT T3y TT I 122
5 - B2 7 105 62 | 239
6 - 1108 63 - ! 171
7 - T T T T TesT T T iz 210

8 - ", ''103 121 224
9 - - 121 };?_j 250
10 - - - r 91 91

Bu | '
11 - - i 89 | 89

%* .
g1 = generasjon 1 osv.

Dyrene er ubeslektet og ikke innavlet. En eventuell alderseffekt
er korrigert bort, og arvbarheten (h2?) settes 1ik 0,10. Reprodu-

serbarheten er 0,25 (r).
Hvert dr kommer det inn en ny generasjon av dyr.

Modellen for dette materialet kan uttrykkes som:

y

ijk =t ¢ gj+ ajk*.eijk » hvor
t, = en effekt felles for alle registreringer i samme tids-
periode (''fixed')
g; = en genetisk effekt felles for alle individer i generasjon

j ("fixed")

V]
]

jk effekten av det enkelte individ innen jte

gruppe ("random'’)



V E:2.
- - - - 2
eijk = tilfeldig feil (0, ce)
yijk = observasjon pa k*® individ i jte generasjon og ite

tidsperiode
Videre =r E (a, e)

Om en sd deler opp aJk—effekten i en genetisk del (a ) og en del
for permanent miljdeffekt (a ), far en at:

[E (a = 0 for alle j, k, j', k']

%k T Pgik T Fpjk gik ®pj kv

Overfdrer en dette eksemplet i BLUP-symboler, blir:

b' =1¢t, ce Ty gy gy |
' =
2 [agll "t %ay, ¥y, aPuz]
— o2 -
Var (u) 0% = 1 -8 0
e 0,2
2
o2 %
0 1 -B
og
Videre:
0.2
02 =g2+g2 ; v =-2 . ;2= r 2
y a e 0}2’ a (l«r) e
2 2, 2 2 Sé 2 h? 2
6, =o_+o- ;3 h® =%, g2 = o
a g °p o g€ (1-1) ©
2 Y
o = ogmol=l—f— . B 2. qrol
g (1-r) (@1-71) 1-r

Derfor:

Gcé = [I(a2/(1- 1)) 0
0 I((r-h%)/(1~1))
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(- r)/ﬁ2

0

0

 1(7,5)

0

0

1(5,0)

|

—

1((1-1)/(r~ 'nZ))J

L

2
o
e

V E:

En kan sd som vist pd foregdende side addere 7,5 og 5,0 til

diagonalene for henholdsvis a
ikke "confounded" lenger da. For & f4 en unik 186sning mi vi
0.

og a

3-

ligningene. Ligningene er

A
imidlertid innfdére en 'constraint', eks. g,

Nedenfor er

"least-squares' ligningene (ikke BLUP-ligningene) vist (NB!

ligningene for a

3000000
600300
80330
7132

700

6 0

2

symmetrisk

1
1
0
0
0
0
0
2

N C O C O O = = =
O O C C O o e e
N ©O O © © O N O = =
N O © © © © O W = = = C
N OO O C O O O N O - O
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N O O © © C © O O N O = = O O©
N O O © © © © © © O N O = = © O
= O O O O © O © © C == O O -~ O © O
O O © © © © O O O O - O O = o o
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gik

er identiske med ligningene for apjk):
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g11
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813
821
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823
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232
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[
Q
w
w
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841
Bu2

1Y

m?m

P2
P13

I

¥
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P23
P31
P32
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Pua

I I I

~ Pu2 |
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533
760
711
532
684
180

346
427
122
239
171
210
224
250
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89
126
346
427
122
239
171
210
224
250

91

89

126 -
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samt BLUE og BLUP pd de ulike effektene:

Lésning Diagonal (D)*

| Generasjon

1 0,0 0,0
2 -21,9453 0,5477
3 16,9205 0,6715
4 -9,0448 1,2234
Tidsperiode
1 97,0000 0,4444
2 99,8060 0,3591
; 3 95,1141 0,4080
| 4 99,0448 0,5568
! * Permanent *
Individ Genetisk (D) miljoeffekt (D)
1 -5,6645 0,1186  ~8,4967 0,1668
2 3,6053 0,1159 5,4080 0,1608
3 2,0592 0,1155 3,0887 0,1598
3 4 -2,3224 0,1187 -3,4835 0,1671
| 5 0,7247 0,1175 1,0871 0,1644
| 6 1,5977 0,1187 2,3964 0,1671
7 -1,4400 0,1191 ~2,1600 0,1630
8 -0,3200 0,1191 ~0,4800 0,1680
9 1,7600 0,1191 2,6400 0,1680
10 0,1000 0,1267 0,1500 0,1850
11 ~0,1000 0,1267 -0,1500 0,1850

.. - . .
Diagonalene i den inverse matrisen

Legg merke til at:

~

° . = 2
a og/o

2 ~ - ~ )
gjk a 2/3 855k

p “pik

°o Sum av agjk = Sum av apjk = 0 for hver j
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oeo The "estimated transmitting ability' (ETA) for hvert
. . - luk: ~ . +A-
individ er 1i (ang gJ)

eceos The 'real producing ability" (RPA) for hvert individ

er lik: ajk = gj+ agjk*'apjk

cecoe MiljOtrend og genetisk trend kan estimeres. Sdledes:

Individ ETA RPA
g 1 -5,6645 -14,1612
| 2 3,6053 9,0133
| 3 2,0592 5,1479
4 -24,2677 -27,7512
5 21,2206 -20,1335
6 -20,3476 -17,9512
7 15,4805 13,3205
8 16,6005 16,1205
9 18,6805 21,3205
10 -8,9448 -8,7948
11 ~9,1448 ~9,2948

Om vi

Eksempelvis for dyr nr. 4:

ETA

1]

RPA

~21,9453 + (-2,3224) = -24,2677

-21,9453 + (-2,3224) + (-3,4835) = -27,7512

gdr ut fra t; som basis blir:

Fenotypisk trend 1lik trenden i middeltallene for periodene

Tempordr miljotrend blir trenden i t,

Genetisk trend kan Beéregnes ut fra:

j k

LE 85+ 3515

ni..

for hver periode
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I I (a .k).
e ., j k  PIXTH .
seos Permanent miljdtrend 1lik for hver periode
ni..
‘ Periode Fenotypisk Temporidr Genetisk Permanent
1 0,0 0,0 0,0 0,0
2 -8,1667 +2,8060 ~10,9727%% 0,0
3 ~2,0000 -1,8859 «1,1762 +1,0621"
4 +4,5714 +2,0048 +1,9301 +0,5965

dvs. Fenotypisk = temporidr + genetisk + permanent.

For eksempel betyr dette:

*

**

5,4080+ 3,0887 + ...

+ (~0,4800) + 2,6400

8

= 1,0621

0,0+ (-5,6645) + 0,0+ 3,6053+ 0,0+ 2,0592+ (-21,9453)

+ (-2,3224) + (-21,9453) + 0,7247 + (~21,9453) + 1,5977

-10,9727

6
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EXSEMPEL F. BEREGHING AV FAR- 0G MOREFFEKT HRR EM SAMTIDIG

TAR HENSYN TIL MATERNAL EFFEKT (SCHAEFFER. 1974)
En kan tenkec seg félgende sett av data:
Tidsnerioder
Fedre Médre 1 2 3 4
A 1 10 -2
2 2 -6
3 16 -5
4 6
B 1 -4
2 -2
3 ~4
4 4 ~13
C -4
7
~12
D 2 14
3 -4
5 6
6 -6
Modellen forutsettes 2 vire:
Yijk T Sitdytmyttete; gy
hvor
= .te _]_._ 2
S§ effekt av i far (0 , 7 og)
dj = effekt av jte mor (0 , % U;)
my = maternal effekt (o, a;)
t, = effekt av k*° tidsperiode ("fixed)
eijk=ti1fe1dig fel (o, c;)
yijk==observasjon pa avkom etter ite far og jte mor i

Kkt tidsperiode

1.
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Matrisen (A) for det additive genetiske slektskanct mellom
mddre og fedre forutsettes i vire:

A B C D 1 2 3 4 5 6
A 1 0 %- 7 0 0 0 0 0 o
B o 1 0 0o o0 o o o 1 3
c 7 0o 1 2 1 0o 0o 0o o o
D 2 0 T 1 0 3 0 0 o0 0
1 0 0 3 0 1 0 0 0 0 O
2 0 0 0 2 0 1 0 0 0 o0
5.0 0 0 0 0 0o 1 0 1 g
4 0 0 o ¢ 0o 0 0 1 o 3
5 0 2 0 0 0 0 7 0 1 1
6 0 7 0 0 0 0 0 s 7 1

Overfért i BLUP-symboler fir en:

b' = (t; t, t; ty)
!._1' = (SA SB SC SD d1 dz dg dq d.s dG
og
Gcé = Var (u) = - o;
A=S 0
og
0 I
L

R = Var (g) = Iol. Den inverse matrisen av G er:

-1l = aé
2 . |
o A e 0
e Gs
%%
0 15z
. m

hvor,

()'2

_n

2
Ge

m; Mz M3 My Ms M),
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/o? = 10, og A”! er:

2
e

2 2 = 2 2 =
cre/oS ‘oe/od 4,

0,5

0,5

==}

1,5 -

0

0,5

1,5

1,5

0,5
0,5

En fir da félgende BLUP-ligninger:

WO N = OO0 M IS M I M I~ M Y
~ e — = - — =
, ot T 1 i | [
"
_ <
- N @™ L LU A - o o F i 0 ~ &6 ™ 3 I ©
PP PP w T YT T DY E B E E E E
i
0011001100000200000&
001100110000200000H
11111>210000460000M
1111210100400?00M
111121010400000M
1110210030000071..,._
OOllOA_wllOOOﬂ_VOm
001104110040_@..
11111410000m
1111230100m
o o - YT - O NS O
! ™~

1110414%09
S O NN OO N

i —
O O N - Y O

' i
NN -~ O O M

—

%
NN - N W

-
o O O wm
O O O
o <
= J

7+ (2)(4) = 15

*
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"Least-squares''-estimatene er gitt nedenfor:

Estimat De inverse
diagonalelement
Tidsneriode
1 7,3981 0.4609
2 0,3981 0,4609
3 -2,733R8 0,3876
4 -5,1792 0.4457
Fedre
1 2,1487 0,1757
2 -3,1642 0,16RS
3 1,1261 0,1818
4 3,3262 0,1750
Mbdre
1 -0,1784 0,1777
2 1,3119 0,1572
3 0,8064 0,168¢
4 -0,92415 ¢,1708
5 00,4434 0,1834
6 -2,9453 0,1804
Maternale effekter,
médre
1 -0,1277 0,0880
2 -0,1136 0,0868
3 -0,3263 59,0860
4 -0,0094 0,0860
5 1,2978 0,n0892
6 ~0,7207 00,0891

Filgelig kan den genetiske trenden bereones pd fiélgende mite:

I (d)y

X (;.) +
i i’k 3

fra ar k til k!
no -k
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Eksempelvis: Den genetiske endringen fra tidsperiode 2 til 1 er:

Periode 2: 2,1487+1,3119+2,1487-0,9245-3,1642-0,1784~3,1642+0,8064

=-0,127
8
Periode 1: 2,1487-0,1784+2,1487+0,8064-3,1642+1,3119-3,1642~0,9245
= 0,127
8
Endring: a2

Denne metoden & beregne genetisk endrine »& innebirer ingen

forutsetning om lineiritet. Regresjonsmetoden (f.eks. Smith, ,

1962) forutsetter som kjent linedritet. Selvsagt kan cn under-
s6ke om linedritet foreliggser ved & teste forskjellenc mellom
péftlgende dr. Om disse ikke er signifikant forskjelliee, kan
en beregne en regresjonskoeffisient basert pi gjennomsnittene
for periodene veid med de inverse verdiene av samnlings-
variansene.

Ellers kan en merke seg at verken fareffektene eller mor-
effektene summerer til null ettersom G ikke &r en diagonal-
matrise. De maternale effektene summerer imidlertid til
null (G er diagonal).
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EKSEMPEL G. BRUK AV BLUP-METODEN NRR EN ARBEIDER MED FLERE
EGENSKAPER (SCHAEFFER. 1974)

I dette eksemplet skal vi arbeide med data fra kjottfé. Tilsammen
er det tre fedre. P4 det hunnlige avkommet er vekt ved avvenning
og vekt ved 1 drs alder registrert. Alle avkom har informasjon om
vekt ved avvenning.

Vekt ved avvenning Vekt ved 1 ars alder

Fedre  Avkom Karakter 1 Karakter 2
1 1 406 -
2 505 747

3 526 911

4 417 -

2 1 496 1008
2 311 -

3 481 828

4 AS55 -

5 552 752

6 520 749

3 1 385 T m——
2 444 642

3 469 618

4 603 833

5 545 748

6 470 567

7 508 665

8 543 759

La modellen vire:

Yijk “HMi v 5i5 7 Ci5k

hvor

i betegner karakter 1 og 2.



V G:2.

y1jk : . te
observasjoner pi de to egenskapene for k avkom
.te
Yij etter jJ far
Ui
= konstanter (zjennomsnitt) for karakter 1 og 2
U2
S1j ] L ste " .
= j fareffekt ("random") for karakter 1 og 2
R

Nedenfor har en vist en del av "least-squares'-ligningene:

Y X b Z u e
—YIII- ‘1 0”1 M1 1"1 0 0 0 0 0‘. _511’ r.eulj
Yii2 1 0 Uz 1 0 0 0 0 O S21 €112
yai2| [0 1 o 1 0 0 0 0fsiz| |ez:s
Yii13 1 0 1 0 0 0 0 0 S22 €113
Y213 5|0 1 *10 1 0 0 0 O s13|*ez1s
Yiis 1 0 1 ¢ 0 0 0 o0 Sa3 €11
yi21| |1 © 0 0 1 0 0 0 €121
Y221 0 1 9 0 0 1 0 0 €22
Yiz2 1 0 6 o1 0 o0 0 €122
a;k;ﬁ ) - B B )
far
egenskan
Videre:
E(s1j) = E(szj) = 0. For hver j har vi at:
Var.Kov. slj_' i | 500 320
s,. | |320 00

23



V G:3.

Er j $# j', settes kovariansene 1lik 0.

Tersx
= en tilfeldig effekt for egenskap 1 og 2
e2jk
E 'eIjk
= 0 og
Var.Kov. eljkj 3500 3000
e, . 3000 5200

2jk _ |

Er jk ¥ j'k', settes kovariansene 1lik 0. Fdélgelig,
R = Var.(e) t Io] og G = Var.(s) # IoZ.

o —

G = 500 320 0 0 0 0
320 800 0 0 N 0
0 0 500 320 0 0
0 0 320 800 0 0
0 0 0 0 500 320
L.O 0 0 0 320 SOQ_

Dimensjonen pid G avhenger nad bade av antall fedre og antall
egenskaper.

Nidr det gjelder R-matrisen, bestdr denne av blokker pi dimensjon
1 eller 2 avhengig av om avkommet har informasjon om bare den
ene egenskapen eller begge egenskapene. For far 1 blir sub-

matrisen:
RFar 1~ 3500 0 0 0 0 0
0 3500 3000 0 0 0
n 3000 5200 0 0 0
0 0 0 3500 3000 0
0 ) 0 3000 5200 0
n 0 0 N 0 3500




V G:4.

For 4 sette opp BLUP-ligningene er det n3#dvendig 4 kjenne til:

P, = [(3500)"% o 1
0 0
L -
P, = [ 3500 3000 "' _ 1 52 -301
3000 5200 92000 -30 35 |
og
G-! = 500 320 | "' _ 0,0026882 -0,0010753
320 800 -0,0010753  0,0016801
BLUP-ligningene er vist nedenfor: G G
o~ <
[}6,6685"16;66523 0,0017 -0,0007 0,0028 -0,0013 ©,0042 -0,0023| | u, Ti;izsﬁi
{ A 4 1
'Bo ___0,00491-0,0007 0,0008 -0,0013 0,0015 -0,0023 0,0027 | p, 11,5661
B 0,00447-0,0017, 0,0 0,0 0,0 0,0 S11 :'0257-72-5
| ' A NE
v 0,0024) 0,0 0,0 0,0 0,0 s21| [10,2946
0,0055 -0,0024 0,0 0,0 si2| |o0,2088
0,0032 0,0 0,0 S22] | 0,6014
0,0069 -0,0034 | 5,5 | 0,550
0,0043| | s,5! |0,6702
N SR A — -

En skal for oversiktens skyld vise hvordan en har kommet frem
til de enkelte ledd i disse ligningene:

Bj = ijPI-'-m”jP12 hvor (j>1)
mIj = antall avkom etter jte far med bare 1 registrering
m12j = antall avkom etter jte far med 2 registreringer (dvs.

karakter 1 og 2)

For j = 1 blir:

By = my1Py+m21Py12=

(2) (350007 o | , _ 2 52 -30 |
0 0 92000 -30 35




V G:5.

Ved 3 addere til G™! fAir en:

[ 0,0044
-0,0017

e

Videre,

-0,0017

= B} (se BLUP-ligningene)
0,0024 |

By = I B (ikke I B;) , og

m: a m;2 h
C. =P z . + P b3 . ji>1 vor
j 1 k=1y13k 12 k=1Y13k G>1) ,
m, — 0 yzjk
z yljk = summen av registreringene for avkom etter jte far med
k=1

informasjon bare pad karakter 1

my2
z e =
k=1 ik

etter j

Eksempelvis nidr j = 1:

Cl=_l_

3500

0,235
0

Folgelig Co=1I C , dvs.
i

1 0,04217| | 0,2772 ]
* 0,2046 = 0,2946

. . .te
summen av registrerincene pa it® karakter for avkom

jt® far med informasjon om beape karakterene

52 30|
-30 35

1031

05 + 526 _
747 + 911

1658

06 + 417 | . 1
0 92000

0,2946 + 0,6014 + 0,6702 = 1,5661

[0,2772 + 0,2888 + 0,5590 1,125?]

Ved & 16se BLUP-ligningene med hensyn pd p og s far vi:

L8sning

Diagonalelementene fra den inverse matrisen

i 477,4602
s 740,2704

si1  -7,0518
sz1 12,5038
Si2  -6,7544
S22 25,4733
sis 13,8062
S2s  ~37,9771

367,9868
639,0941
365,1387
621,7824
345,8665
574,9301
336,2604
554,1180




Legg merke til at:

A A A
S11 +S12+S13 =0
N ~ Py

L
o

S21 + S22 +S;,3

Den estimerte Skonomiske avlsverdien blir da:

A ~

zvi (sij) » hvor vy er den beregnete Skonomiske
i

vekten for ite karakter.

V G:6.



V H:1.

EKSEMPEL H. BRUK AV BLUP-METODEN PR ET MER GENERELT PROBLEM
(SCHAEFFER., 1974)

Fbélgende datasett forutsettes:

Besetning Besetning
Far 1 2 Total 1 2 Total

1 3 5 8 174 784 958

3 1 4 5 12 448 460

6 9 15 244 1232 1476

n, s Yij-

"
&
+
=
e
+

Model: y

e e

62 =
58
54
160
156
152
160
156
25
33
12
109
117
113
109

S1 +

S2

!

!
-

N e

SIS
+

)

J

]

S3

OO OO O D OO O M
HoH - OO O kRO D O
=R I < R I O - T S S W T
QOO0 O kOO0 000D D
H ok OO0 D 000D 00 D

L

- L.

i
|
r

i

E |y |~ Xb+ ZPb + Tb |

=]
u

Pb
Tb

10

N

hvor,

[R¢)



-0,50
-0,25
-0,10

T'=

,05 .05 ,05

Var.-Xov. y

V H:2.

0,50
0,28
0,10

-,05 ~,05 ~,05 ~,03 -,03 -,03 -,03 -,03 -.04 -,04 -,05 -,06 -,06 -,06 -,06

,03 ,06 ,06 ,06 ,06

Vv Cy o
= Ci G S
Cy S§' R

,03 ,04 .04 05

(sml. IV 9) og

]
o
-
w

Videre:

s =[

0,1
0,0

| 0,0

1,0
0,3
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0

0,0

0,1
0,0
0,0

0,3
1,0
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0

0,1
0,0
0,0

0,3
0,3
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0

0,1
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
1,0
0,3
0,3
0,3
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,1
0,0
0,0

n,0
0,0
0,0
0,3
1,0
0,3
0,3
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,3
0,3
1,0
0,3
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,1
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,3
0,3
0,3
1,0
0,3
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,1
0,0

0,0

0,0
0,0
0,0
0,3
0,3
0,3
0,3
1,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0.0

2,9

¢,0
2,1
0,0

0,0
0,1
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,3
1,0
0,0
0,0

n,0

0,0

0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,2

0,0
0,0
0,2

0,0
0,0

0,2

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
9,0
0,0
0,3

1,0
n,3

0,0
9,0

0,2




V H:3.

C;, = 2G+8'", C3 = 72S+R, V = 7GZ'+ IS+ S'7'+R

Z

v={1,8 1,1 1,1 ",8 0,8 0,8 0,8 9,8 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
| 1,1 1,8 1,1 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,3 0,3 0,0 0,0 ¢,0 0,0 0,0
1,1 1,1 1,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,3 0,3 0,0 ¢,0 €,0 0,0 0,0
0,6 0,6 0,8 1,8 1,1 1,1 1,1 1,1 9,3 06,3 0,0 0,0 06,0 0,0 0,0
| 0,8 0,8 0,8 1,1 1,8 1,1 1,1 1,1 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,8 0,8 0,8 1,1 1,1 1,8 1,1 1,1 0,3 0.3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,8 0,8 0,8 1,1 1,1 1,1 1,8 1,1 0,3 0,3.0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,8 0,8 0,8 1,1 1,1 1,1 1,1 1,8 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 1,8 1,1 0,0 0,9 0,0 0,0 0,0
0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 1,1 1,2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,9 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 2,3 1,3 1,3 1,3 13

| 0,0 0,0 6,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,6 0,0 1,3 2,3 1,6 1,6 1,6
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1,3 1,6 2,3 1,6 1,6
0,0 9,0 0,0 G,n 0,0 0,0 0,0 0,0 9,0 0.0 1,3 1,6 1,6 2,3 1,6
0,0 0,0 0,0 0,0 6,0 0,0 0,0 0,0 6,6 0,0 1,3 1,6 1,6 1,6 2,3

Den generelle sammensetningen pd V er gitt i IV 9.

P = X+ZP+ T

r'= |,45 ,45 ,45 -,53 -,53 - 53 - 53 - §3 71 .71 ,85 -,16 -,16 -,16 -,16
,55 ,55 ,55 1,53 1,53 1,53 1,53 1,53 ,29 .29 ,15 1,16 1,16 1,16 1,16

Hstimatene for b beregnes som (I''V™!T) TV ly. S3ledes:

b = [h, 0,82567 0,431037 [-170,976942] -0,294804
h, 0,43193 0,53430 | | 326,153238 100,411500
4 = Pb+ (GZ'+S)V-!(y- Tb)
Fs17 ~0,50 0,507 [ -0,2948047 , [ 1,938743 52,291895
s2| = |-0,25 0,25 [100,411500 n,510495 | = | 25,687071
5, 0,10 0,10 | -2,694161 7,376469




V E:4.

Bruker en derimot "mixed-model'" licningene ditekte (sml. IV 1Q):

72,6250 -1,3459 0.0230 0,6608 0,6542 ] | hy ] [ -138,4653 |
-1,3459  9,6747 3,5754 1,7462 3,3078( | h, 973,5383
0,0230 3,5754 2,9502 1,5482 0,0 ty| = 368,4632
0,6608 1,7462 1,5482 1,7588 0,0 t, 179,1472
0,6548  3,3078 0,0 0,0 5,2590 L€3 316,2090
Den inverse koeffisientmatrisen er:
[ 0,82567  0,43193 -0,26406 -0,50660 ~0,37450
0,43193  0,53430 -0,53404 -0,22266 -0 ,638985
-0,26406 -0,53404 1,22273 -0,74688  0,36879
-0,50660 -0,22266 =-0,44688 1,37332  0,20313
-0,37450 ~-0,38985 0,36872  0,20313  0,48200
og l6sningene:
Thy T T -0,294804
h, 100,411500
ti} = z,741101
t, -1,019726
_23 -2,993513
6t = | o0,6 0,3 0,0 3,741101 | | 1,938743
0,3 0,6 0,0 -1,019726 | = 0,510495
0,0 0,0 0,9 -2,993513 -2,694161
= (6Z'+S)V'i(y- TD)
u = Gt*—Pg , og u er vektoren for avlsverdiene pa fedrene.



V I:1.

EKSEMPEL I. HENSYN TAS TIL PERMAMENT MILJOEFFEKT (HENDERSON.
1972)

Vi gdr ut fra félgende datasett:

Besetning-ir (hy)

Gruppe (g) Far (s) 11 12 13 24 25
1 1 14, 12 12, 16
1 2 15 1%, 12 16
1 3 20 13, 22
2 4 15 17, 15 13
2 5 18 14

Vi forutsetter férst at den permanente miljdeffekten (C?)

influerer p3d détre i samme besetning-3r kombinasjon, med

andre ord, et samspill mellom far og besetning-ir. Modellen
blir da:

Yiijkm = (W) ey * s34 (ShY) 5 S5 €145km
g og hy er "fixed" effekter.

Videre settes:

2 2

o (o]
e (<]

gf = 15 og ‘;2- = 30
[ shy

Noen av BLUP-ligningene er vist nedenfor:

Gruppe 1: 11 g, +4 s, +4 s, +3 s3+3 hy;; +3 hy;, +hy,,; +
4 hy,y + 2 shy, 11+ 2 shy, o4 +shy, 11+ 2 shy, ;,+
shy, 13+ shys 12+ 2 shyy ,, = 170
Far 1: 4 g, +19 s;+2 hy;; +2 hy,, + 2 hyl,11+ 2 shy;’zu = 54
hyy1: 3 g1+8,+2 sy +s,+s,+4 hy,;; +2 shy, 11+
5hY2311*'5hYu,11 = 56
shyy 110 2 g1 +2 s, +#2 hy,, + *32 shy, 11 = 26



vV I:2.

A

En 18sning p& ligningene er [''constraint" ¢, = 0 fordi (hy)-
ligningene summerer opp til g-lieningenel.

g' = [-1,746 0]
s' =1-0,210 -0,195 0,405 -0,080  0,080]
hy' = [15,492 18,439 19,511 17,100 13,500]

og estimatene pd shy-verdiene er vist i tabellen nedenfor:

Besetning-ar

Far 11 12 13 24 25

1 -0,033 -0,071

2 0,047 -0,094 -0,051

3 0,094 0,109
4 -0,013 ' 0,051 -0,064 -0,014
5 0,026 0,014
Observér at: % sﬁy =1 ;
BT S 1 S B
jk
§ shyijk =0

Det kan ogsd tenkes at den permanente miljdeffekten (C?) influe-
rer pd ddtre etter en far i samme besetnine (ikke besetning-Aar).

Da blir modellen:

Yiijkm = (BV)jt £y v sy * (Sh) g5+ eqi50n
2 2
9 Ie
og noen av BLUP-ligningene [57 = 15 ; —— = 30] er som félger:
s Osh

Gruppe 1: 11 g1 +4 s, +4 s, +3 s3+3 hy;, +3 hy,, +hy;,+
4 hysy +2 shy; + 2 shy,+4 shy,; +shy; +2 shy, = 170
Far l1: 4 g, +19 s, +2 hy,, +2 hy,, +2 sh;,; +2 sh,, = 54
hyy1: 3 g1+@g2+2 s;+s,+s,+4 hy;; +2 sh;, + shy;, +sh,; = 56

sh,y: 4 g1+4 s, +hy;, +2 hy,,+hy,5+ 34 sh,; = 61



~

Cg' =1[-1,716 0]
s' =1[-0,215 ~0,189 0,404  ~0,078
hy' = [15,493 18,405 19,520 17.086

og tabell over sh:

Besetning

Far 1 2

1 -0,035 -0,072
2 -0,094 -

3 0,094 0,108

-

0,035 -0,074
5 - 0,039

Legg merke til at: I sh,.

"~
En 16sning nd lieningene er [g, = 0, "constraint"]:

0,078]
13,518]

V I:

39



vV J:l

EKSEMPEL J. ESTIMERING AY AVLSVERDIEN TIL OKSER MED KORRIGERING

FOR EVENTUELL SELEKSJON BLANT MODRENE TIL TESTDOTRENE (HENDERSON:

1973)

Foreligger det seleksjon blant médrene til testdbtrene, kan dette
fore til feilaktig rangering mellom okscne. En mAte & redusere
denne "bias" pd er & inkludere mor-fedre i modellen. Det vil si:

1
Yijkimn - PRt 5085 5500 Y&t St €ikim

= registrering pa nt® datter etter mt® far i 1%® far-

Yijkimn te te te
grunre, k morfar i j morfargruppe og i besetning-~
ar-sesong. Det er altsd forutsatt bare en registrering
pr. datter

hi = effekten av it® besetning-dr-sesong (""fixed")

gj = effekten av jte morfar-gruppe (“'fixed')

sjk = effekten av kte morfar innen jte morfargruppe (''random'')
osvV.

Skriver vi denne modellen ved bruk av matrisealgebra, far vi:
y = Xh+ Mg+ Zs+e , hvor

h = [u+h;’

, osv. (se fordvrig side V J:3)

i

F6lgelig blir "mixed-model'"-lioningene:

}
t

X'X X'M X'z h X'y
MIX MM M'Z gl = | wmy
Z'X Z'M Z'7+ G s Z'y
M'M og Z'Z er ikke diagonalmatriser.
G! = Eé " . Som vanlig er o? = ly242
ol ’ s 47y
Derimot er ¢? = (1--!; hz--lhz)o2 = (1-—§-h2)02.
e 16 4 y 16 y



vV J:2.

Arbeider en f.eks. med flere laktasjoner pr. datter, md en dele
opp c; pad félgende mite:

2 = -_5_.22 - 2
O (r 16h )cy-+(1 r)cy , hvor

r = reproduserbarheten.

Vi skal illustrere metoden med et numerisk eksempel:

Besetning 1 Besetning 2
Mor- Far Far
far 1 5 6 7 1 5 6 7
1 - 12 21;15; -~ - 13,18 11 -
9
2 - 12 - 18 - 15;14,; - 22;12
17
3 13;20; - - 15 19 - 13;12 14
15;17
4 16;19 10;12. - - - 13 15;14 -

I dette materialet har hver datter bare en registrering

. 2 _ 16 Y S _ 5 12342 = 36 2
(1aktasjon). Om h T blir: g (1 16h )cy 41.°y'
o; = %1120; =-£Tc; , og félgelig G~! = 9, som da skal

adderes til diagonalelementene i far- og morfarligningene.

Vi forutsetter at:

S, S3
g s g s g3 = S
Sa Sy ;

e

"
9
N

1]



VvV J:3.

Nedenfor har en for dette eksemplet satt opp de ulike leddene
i modellen for en del av observasjonene:

10

S3

Sy

Ss

Se

S7

y = X b M g Z
[ ar T _1 M --'_“1 1
Yiirrssa)}1l Ofju+h, Vi 0 1 g 5 0 0 0 1 0 O
Yitiserf |1 Ojju+h, % 0 11|g, % 0 0 0 0 1 ©
1 1
: 2 2
1 1
3 7
1 1
3 3
1 {1
7 3
1 1
. "2‘ "2‘ 0
1 0 % 0 1 0 %- 0 0 1 0 0
. 1 0 %- 0 1 0 % 0o 0 0 0 1
0 1 +% 0 1 + 0 % 0 0 1 0 0
: 0 1 % 0 1 0 % 0 0 1 0 0
0 1 %- 0 1 0 % 0 0 1 0 0
0 1 %- 0 1 0 %- 0 0 0 0 1
0 1 % 0 1 0 % 0 0 0 0 1
1 0 1 % 0 1 0 % 0 0 0 0
1 0 1 % 0 1 0 21- 0 0 0 0
1 0 1 %- 0 1 0 %- 0 0 0 0
1 0 1 % 0 1 0 %- 0 0 0 0
1 0 0 % 1 0 0 %- 0 0 0 1
Y223111{|0 1 1 % 0 1 0 %— 0 00 0
_ JL _ . — L | -




V J:4.

Noen av ‘'mixed model'-ligningene er vist nedenfor:
g, : 10,5 g1 +3,5 g2 +7 g3 +8,75 s; +1,75 s+ 2,5 s3+

Sy +3,5 sg+2 sg+1,5 s, +9 hy+5 hy, = 223,50

s, ¢ 8,75 g1+3,5 g2+ 3,5 g3+17,7 s+ 2,5 Sgt syt

1,5 ss+2 s¢g+8 h;+2,5 h, = 168,50

hz H g1+3,5 g2+14 g3+ 2,5 51"‘2,5 Sp+ 2 53"’1,5 Sy +
6 ss+5 sg+3 s, +15 h, = 222

~

Om en setter h; = 0 (dvs. 1 "constraint®) blir:

g' =[13,391 9,420 8,851]

s' = R:O,ISS 0,155J -0,068 0,068. -0,492 -0,168 0,660}
v ' N7 b 2V

~ 0 0 0

h' = [-1,087 0]

En kan merke seg her at Is 0 innen hver grupne. Videre gir

g+ s avlsverdien til den enkelte okse.



EKSEMPEL K.

RANGERING AV INDIVIDER NRR EN RRUKER FLERE

REGISTRERINGER PR DET ENKELTE INDIVID (HENDERSON, 1973)

V X:1.

Et datasett kan ha f6lgende struktur:

Periode (p)

Ku (c¢) 1 2 3
1 15 13 19
2 10 20 -
3 - 14 16
4 - 17 -
5 - - 12

En kan da reise f6élgende sp8rsm3l: Hva er RPA ("real producing
ability") og ETA (“estimated transmitting ability") for disse

kyrne?

Modellen kan skrives som:

Y = Xb+ic+e
b = Pl-
P2
Ps

Xx= |1 o

0 1

0 0

1 0

0 1

0 1

0 0

0 1

0 0

O = O O O O Q

og C

Ca

C2

Cs

Cs
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L]

47
30
30
17

25

X'X =

X'Z

Vi antar at de 5 kyrne er beslektet pda félgende mite:

-

1_m ] A AT L
l_w I_N 1_.,.m. —~ <
© o
i s o 1_1 1_1
O 0
s - |t 1_1 Ll ot
© O
e et 1~1._ 1_1
| |
I
<



V K:3.
h%a..+ (r - h?)I

Dette innebdrer at: G innecholder 12
| (1-71)
hzai.
som diagonalelement og —31) som "off-diagonal'-element.
(1-17)

aij er elementene i A.

Med h? = 0,25 og reproduserbarheten = r = 0,5 blir:

Q= =
= ool :’;‘:—a SII—-' L‘ng

(%3
0o} = — NII—J

Slp-u ‘:,I:—a Colmd = OOfH
::ln-‘ "dv—a = ol cofm

|
‘dp—s ‘d:—a 0ol 00| -

Som en lett kan se, forutsetter en her at registreringene har
samme varians, og at det additive genetiske slektskapet er
den eneste drsak til kovarians mellom beslektede individer.

"Mixed-model'-ligningene blir:

x'x X'z T ib] | x'y |
~ = , eller skrevet om:
2'X 1'7Z+¢G! | ¢© 'y
x'x x'z6 | [b] X'y ]
A = , hvor
62'X GZ'2G+G v GZ'y
v = G'¢c
c = RPA og ETA = A v for individer med:registreringer.

l-r

En kan selvsagt ogsd beregne ETA for individer som selv ikke
har registreringer, men som er beslektet med individer som
har registreringer. Da blir:
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A

ETA = Ayrav

l-71
Ay, = additive genetiske slektskapet mellom individer som selv
har registreringer (2) og individer som ikke har registre-
ringer (1)

En skal ikke gd noe nidrmere inn p3 selve berecningene her.

(0] ave:

Beregn RPA og ETA for den enkelte ku i eksemplet foran.

Svar:

v' =10,959 1,009 -0,685 0,882 ~-2,164]

ETA = 1Ay
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VI, BLUE 06 BLUP I EN SELEKSJONSMODELL

1. Teori

"Mixed linear models™ har relativt lenge védrt akseptert som et
nyttig hjelpemiddel ved analysering av data i husdyravlen. Med
andre ord en har hatt mulighet til & beregne BLUE av estimérbare
linedre funksjoner av 'fixed" elementene i modellen, videre BLUP
av '"random" elementene i modellen. Et stort problem ved data i
husdyravlen er at de kan vidre pavirket av seleksjon, noe som kan
medfdre '"bias' i estimatet av "fixed" effekt og i prediksjonen
av "random" effekt. En skal i det fdlgende se hvordan en slik
situasjon best kan 1dses. Det er forst og fremst Henderson (1968,
1975 a) som har bidratt til & 18se dette problemet. Problemet er
imidlertid diskutert ogsd av andre (f.eks. Rénningen, 1971;
Fimland, 1975b . 1976 b).

La oss ta utgangspunkt i den vanlige '"'mixed-model':
Yy = Xb+Zu+e

Vi tenker oss en ny vektor w, som vi definerer som: w = u,*tk
hvor k er angitt som avvik fra U, k er altsd '"selection bias" -
og w kan vidre korrelert med y, u eller e. -

Varians- og kovariansmatrisen for y, u, e og w setter vi lik:

Var.-Kov. Y \' LG R ID+ K
u GZ' G 0 D
= 2
= g
e R 0 R T !
W D'Z'+K' D' T H

En gdr ut fra at G og R er symmetriske.

Videre er Vo? som tidligere vist 1lik:

(ZGZ' + R) o?



VI 2.

Det kan bevises (Henderson, 1968, 1975 a ; Rénningen, 1971;
Fimland, 1975b) at k=H ¢ hvor ¢ finnes ut fra fdlgende
BLUE-ligninger:

T X'R-1X X'R-IT X'R-1Z b X'R-1y
T'R™IX T'R-IT+D'G™!D  T'R1z-D'G7Y|e | = | T'R Yy
Z'R7IX Z'R"IT-G™!D Z'R™1Z2+G™! u Z'R7ly

— -~

Disse kan utledes ved bruk av *LaGrange multipliers'" (Henderson,1968,
1975 a) eller ved bruk av "maximum likelihood" (Fimland, 1975 b),
og er da de modifiserte "mixed model" ligningene.

2. Spesialtilfeller

I det félgende vil en benytte 2 matriser (evt. vektorer),
henholdsvis L' og M'. Som en vil komme inn p& i noen av eksemplene
senere, definérer en disse matrisene eller vektorene alt etter
problemstillingen.

a. Seleksjon pd y

Definér w = L'y. Derfor:

1

D = 1 kov(uw') = — kov(uy'L) = GZ'L
0.2 == 0.2 -
T=2L1 kov(ew') = 1 kov(ey'L) = RL
o? o?
Ved & benytte dette blir BLUE-ligningene:

_ e+ -
X'R™!X  X'RTIRL X'R™1Z b X'R-1ly
L'RR™!X  L'RR™'RL+L'ZGG'GZ'L L'RR™!Z-L'26G"'| | ¢ | = L'RR"1y
Z'R"IX  Z'RTIRL-G™!GZ'L A u Z'R" 1y

Fra tidligere vet vi at V = R+ ZGZ'. Derfor,
X'R™IX  X'L X'R™'z b X'R™ly
L'X L'VL 0 ; = | Ly
Z'RTIX 0 Z'R71Z2+671| | u Z'R™ly
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En kan her legge merke til at med L'X = 0 vil ¢_ikke ha noen

innflytelse pd b og u. H = L'VL.

b. Seleksjon pd e

Definér w = M'e. Derfor,

1

D == kov(ue'M) =0
o? o
T = 12 kov(ee'M) = RM, og BLUE-ligningene:
a
X'R™IX  X'M X'R™1Z b X'R™ly
M'X M'RM M'Z ol = | My
Z'R7IX  Z'M z'R-17+67 1| | u Z'R-ly
L. S I -
I dette tilfellet md badde M'X = 0 og M'Z = 0 forat ¢
ha noen innflytelse pd b og u. H = M'RM
c. Seleksjon pd u
Definér w = L'u. Derfor,
D=1 kov(uw'L) = 6L
o2 o
T = 12 kov(eu'L) = 0, og BLUE-ligningene:
o
- =0 AT 'l -"|
X'R7IX 0 X'R7'Z b X'R™ 'y
0 L'GL -1 sl = 1o
Z'RIX -L Z'R71z+67 Y | u 2'R"1y
L. 4L L -
H = L'GL

d. Seleksjon p3d u og e hver for seg

ikke skal



Derfor,

D::.].'.
02

=3

B
Q |
N

Videre,

X'R7IT

T'RTIT

D'G™!D

T'R™1Z

D'G™!?

T'R™ !y

koviu(u'L e'M)}

kovie(u'L e¢'M)]

M'R

R“ly

og BLUE-ligningene:

X'R7IX
0
M'X

Z'R™IX

og

0
L'GL

X'M

M'RM
Z'M

0
M'RM |

=[GL 0]
=[0 RM]
RMI = [0 X'M]
] = [o 0
0 M'RM
0] = |L'GL 0
0 0
- o -
LM'Z
T
0
. p
My
X'R™1z
_L'
M'Z
Z'RT1Z+G™!

r

{

I;:.‘)re)::-e) 10>

VI 4.

le-IY

My
Z'R™ 'y
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Kjennskap til H er viktig for beregning av k:

~

¢ = H 'k eller k = H¢

A
Hva er sd variansen pi k ? I filge Henderson (1968) finner vi
denne som vist nedenfor:

Var (k) = E(kk') - (EK)? =
E(Fg'H') = H Var (§) H' =
H(U-H )H' ¢2 = (HUH' - H')o2, (H=H")

hvor U kommer fra:

[X'R™IX  X'RTIT X'R™1Z It P w0
T'R™!X  T'RTM+G'G-'D T'R-!z-p'G"Y = WU v
Z'R-'X  Z'RVIT-GT1D Z'R-17+G"! ' V' s

Det kan tilfdyes her at iféige Fimland (1976 a) er Var. (k) =
HUH' 0%, altsd et resultat som avviker fra Henderson (1968).

Fimland (1976 é) forutsetter i sitt resonnement at variansen pa
W er den samme i selektert "sample" og i uselektert populasjon
(dvs. H = Hs)‘

3. Betingete gjennomsnittstall i seleksjonstilfeller

Om vi kan forutsette normalfordeling, blir det betingete gjennom-
snittstall for henholdsvis u, y og e nir det er selektert pa y
lik:
angir avvik fra forventningen i
uselektert tilfelle

E(u|L'y) = G2'L(L'VL)-*(T'y - L'Xp)
E(y[L'y) = Xb+ VL(L'VL)“!(L'y - L'Xb) =

Xb+ VLy ettersom ¢ = (L'VL)“I(L;y- L'Xb)
E(e|L'y) = RL(L'VL)~!(L'y - L'Xb)

Se bl.a. eksempel 4 c for illustrasjon.
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Eksempler

La oss tenke oss 2 "treatments', videre 3 fedre som har det

‘nedenfor gitte antall avkom (nij) [ Rénningen (1971)]:

Fedre (Sj)
Treatments (ti) 1 2 3 Sum
5 5 15
2 10 18
Sum 15 13 5 33
Sum ytelse er:
1 2 3
40 45 30
2 119 97

Denne modellen som ligger bak dette materialet er:

y = Xb+Zu+e , hvor

b' = [y t:  t,l

u' = [s; S» Sal

En forutsetter ikke noe samspill

s: NID(O, %02) ; e: NID(0, o?) ; t.: fixed
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E(ee') = Ro? = Ij;0?
E(uu') = Go? =.-% 0 0_
0 % 0 c?

Seleksjon pd y: Dette kan f.eks. innebdre en mistanke om at
fedrene 1 og 2 har avkom i trt. 2 fordi deres avkom gjorde
det bedre i trt. 1 sammenlignet med avkommet til far 3.

Det f6rste en bdr undersdke er da L'X. I dette tilfellet blir L'

poogl 1011111 1 1 1
i0 10 1¢ 10 10 10 10 10 10 10
1 1 1 1 1
""g 'g"*g k3 g.o oo O]
Y
ialt 18

og L'X = 0. Dette betyr at ¢ ikke har noen innvirkning pd
b og u (dvs. intra-fixed effekt seleksjon). Bide sj og t, - t,
er estimérbare.

Seleksjon pi u: Her antar en f.eks. at far n». 1 er bedra enn
de 2 andrr fedrene. Denne antagelsen er basert pd informasjon

om slektningene til de 3 fedrene.

Her far en da (opprinnelig eksempel):

'y = . -l-..l_
L'u [1 5 2] s1
S2
S3
Videre,
'GL = 1.1 B T 1
L'GL (1 > > ] 3 0 0 1
1 1 = 6
0 T 0 5 50
1 1
0 0 5 2
- - . -
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og BLUE-ligningene:

_ 4 e - _ -
33 015 181 0 ' 15 13 5 u 331
! A
15 5 o' o : 5 5 5 t, 115
‘ ~
18 0 18! 0 , 10 8 0 t, 216
IR T VT
0 0 0,0,30 , -1 0,5 0,5 P = 0
R T VT
15 5 104 -1 , 20 0 0 s, 159
' ' A
13 5 8! 0,51 0 12 0 S2 142
‘ "~
5 5 0!o,51 o 0 10 Ss 30
L 1 l _ o L. -
Lésningen for ¢ blir; ¢ = 1,71, nir en bruker ''comstraint!" , = g,
A—A.z _l_l -—l -— o~ -
k=Hp=[1-3-3] = 0 0 1
0 1 0 -1 1,71 =0,171
5 ' 2 ’ —_—2 =
0 0 1 -1
B 51 L 2]

Det er med andre ord en indikasjon n3 at det her har foregitt
en inter-fedre (inter-genotyper) seleksjon. Signifikansen mi
avgjdres med en test.

Bade t; - t, og s; er estimérbare.

Seleksjon nd e: Her antar en at e'ene tilhdrende 'treatment 2"
har middeltall stdrre enn 0. Siledes:

= Mel[- L -1 - L 1 1 1 M e111]

w Mg[ 1 15 cccs s 1% 18 18 oot 18] €111
€112

€228

M' kunne kanskje ogsid ha hatt fdleende struktur:
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En vil imidlertid foretrekke den férstnevnte.

M'X =[0 -1 1]
M'z =1(0,2222 0,1111 -0,3333]
M'RM = 10,1222, og

BLUE-1ligningene blir:

-

= - - n
33 15 181 0 ! 15 13 5 u 331
]
15 15 0! -1 | s 5 s t, 115
} i A
18 0 18; 1 1t 10 8 0 t, 216
""""""" A B Tt
0 -1 1, 0,12,0,22 0,11 -0,33{ | ¢ = | 4,33
bkt l_—--—--| """"""""""" ':"" —————
15 5 10 i 0,221 20 0 0 s1 159
_ | ! ~
113 5 8 : 0,11: 0 18 0 Sy 142
' ~
5 5 0'-0,33, o0 0 10 s 30
L b T ER N T P
Ndr restriksjonen u = 0 blir brukt, er ¢ = -0,282.

k = H§ = M'RM¢ = (%%) (-0,282) = -0,035

Resultatene kan tyde pd en "inter-treatment'" seleksjon. I
sd fall er t, - t, ikke estimérbar, s; er imidlertid esti-
mérbar. '

. Et annet eksempel er gitt av Fimland (1975 b). Han forut-

setter folgende datasett:

Besetning-ar

Far 1,1 1,2 2,1 2,2
2 3 1 3
0

Som en ser, har far 2 ikke avkom i 4r 2, fordi avkom etter
denne faren kan ha gjort det darlig i 4r 1. Her blir:



1

B
[ ]
1
|

1

=
{

| =
o
=]
[
[
o
(=]
o
o
o

L' =

og

T T o T o o Uy Vo Gy W G U Sy W S S
O OO OO 0 C O O
R B R R I S S - - =~ T =
[ T T S Sy S U I O = T = T = T = S = T = S -
= I — T — T — = i S o T - S = B = T = S

— i

dvs. L'X =0

Med andre ord prediksjon av avlsverdiene er forventningsrette

da besetning-ar betraktes som "fixed".

Seleksjon pad y:

Vi forutsetter félgende datasett (Henderson, 1973):
Gjennomsnitt for

Far nr. Antall avkom hver avkomsgruppe
1 (s1) 5 og 100 Yii s Yi2

2 (s2) 4 Y21

3 (s3) 2 Y31

4 (Su) 5 Yu1
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Videre forutsetter vi at far nr. 1 og 2 tilhdrer gruppe 1

(dvs. gi1), og far nr. 3 og 4 tilhérer gruppe 2 (dvs. g2)-

2

G = Io? , dvs. G™' = -£ (nar R = 1),

02
s
dette eksemplet.

som settes 1lik 5 i

En kan da sette opp BLUP-ligningene for det uselekterte

tilfellet:
109 0 105 4 o0 0 |
0 7 o 0 2 5
05 0 110 0 0 O
4 0 0 9 0 0
0 2 0 0 7 0
0 s 0 0 0 10

som gir félgende 16sninger:

— —
[~ A ~

g1+ S ,0469 , 9386

g1+ S2 ,0181  ,3610

éz*‘ga ) 0 0

;z+ gu 0 n
. ] L

-n - - -
1 Yiit*Yi2*Y2a
gz Y31 ¥ Yua
;1 _ Yii* Va2
g2 i Y21
;3 Ya1
Lg“._ t_YM B
, 0145 0 0 Y1
» 6209 0 0 Yiz
0 , 5455 ,4545 Y21
0 »,1818 , 8182 Y31
- | Ye1]

Det kan imidlertid tenkes at far nr. 1 ble selektert til & ha
en andre omgang med avkom pd grunn av prestasjonene til de

forste 5 avkom (y1:1). Dette kan uttrykkes som:

E _yll' Y21 0 ]
Y11~ Y31 * g1~ 82
Y11~ Yu1 g1~ L2

Lawwer

L'=]1 0 -1 0 0

og




Dette betyr at:

vanlig

Videre:

L'VL

Ni er:

o>
i

BLUP

L}

L|

-

O O = b

N =~

"biased"

g1
g2

0
1
1
resultater.
Y 0
, 21 0
0 ,45
0 0
0
. -,45
, 0
. 0
A A
1,1 , 4
s 4 s 8
u $1
52
S3
Sy

-1 $ null, og derfor gir

0
-1
n 0|
0 0
0 0
,7 0
0 ,4
0 0
-7 n
-,4
2
Ge
og

L2
Ue

Lo

omn

VI 13.
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En kan da sette opp de modifiserte BLUP-ligninocene:

109 0 105 4 0 0 0 1 1] [ar] | virtvie*ver]

0 7 0 0 2 5 0-1-1 2 Ya1+ Yur
105 0 110 0 0 0 0 0 0 S1 Yi1+ Va2

4 0 0 9 0 0 0 0 0 S, Yo

02 00 7 0 0 0 0 ss | = | vy

05 0 0 010 0 0 0 S4 Yai

o 0 0 0 0 0,85 ,4,4 4, Yi1- Y2

1-1 0 0 0 0,411 ,4 ' Yi1- ¥au

1-1 0 0 0 0,4,4 8 b, | yiit v |

og ldsningene blir:
PRETH 0 1 0 0 o | Ty,
21+ S, -,5555 1,1111 ,4444 0 0 V12
g2+Ss| | 1,3131 -1,7172 4041 ,5455 4545 yo1
22+ 54 ,9192 -1,2020 ,2828 ,1818 ,8182 Va1
- Yu1

Tar en sd forventningen; far vi (sml. VI §5):

| (y1) 1 fe] [ o4 a7 av e [ yo-g |
Yiz g1 s 2 » 2 »2 Yiz = g1
Y21 L'y g1 +|-,45 0 0 Y21 - 1
VAR! g2 0 -,7 0 Y31~ Z2

_\Yn) B} _ng K 0 \;) -, 4 / | B Yur = €2 i

VL

som er nyttig informasjon nar en skal finne:

LY 1T 1 - T
g1+5s, g1 » 2 y2 A Yii- g1
;1*';1 g1 -,2 0 0 Yi2- g1 ‘
A oA lL'y = + (L'vLy- 'L
g2t Sy g2 0o -,2 0 Y21 - g1

-_@24-;.) | _gz._ —‘O ‘?/ —,2}J Y1~ g2

GZ'l | Y1~ g2 ]




Det er lett & bevise at:

S,

—_
g1 %+ S,

g1+ 52
L'y
g2 *+ S3

g2t Sy

Seleksjon pa u:

har samme forventnine.

La oss forutsette fdlgende modell og datasett:

Yij

= u+s.+e..
u+s; e1J , hvor

Var.-Kov. s

Far

1
2
3
4

o

1

-1

10
0

Antall avkom (ni)

10
8
25
5

I det uselekterte tilfellet er BLUP av p+ s, lik:

v ts,
B o+ Sy
hvor a,

48 10 8 25

10 20% o0 0
8 0 18 0

25 0 0 35
5 0 0 0

5
0

s; er 18sninegene til:

mw> > wvi> B> WO
[ -

w

v >
]

L

Yi.
Ya.

Ys.

VI 15.
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Folgelig:

O | e T .
0+ s, ,6255  ,1115  ,1793 0837 1.
w+s, | _ |,1394 ,5684 ,1992 0930 va. |
L+ S, ,0717  ,0638  ,8167 ,0478 Vs,
0+ S, ,1673  ,1488  ,2390 4449 u.

b po— - — L o=

N4 kan det tenkes at Elsy;+s,~-(s3+s4)] $ 0 pd grunn av
seleksjon. Da blir:

L' = [1 1 -1 -1] og

L'u = [s1+5s;- 53~ 5]

BLUP-ligningene na:

48 10 8 25 5 o] [Tu ] B2
10 20 0 0 0 -1 S Yi.
; 8 0 18 o0 0 -1 s, v,
| 25 0 0. 35 0 1 ss | Ya.
5 0 0 o0 15 1] s, Y.
I USSR U S I 0|
| og ldsningene blir:
0+ s, P:7647 L2353 0 0 1 1.
U+ s, ,2941 7059 0 0 V2.
ness| 0 0 ,9091  ,0909 ¥s.
0+ Sy 0 0 ,4545 5455 V.
.. — L — e -

~ ~

En b6r merke seg her at M+ s, gir ulike verdier i det
uselekterte og i det selekterte tilfellet.
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Et annet sett & oppnd "unbiased" resultater nd er & gruppere
far 1 og 2 i én gruppe (g;) og far 3 og 4 i en annen gruppe
(g2). Da blir BLUP-ligningene:

18 0 10 8 o ol [aml|l [ oy tve.]
6o 30 0 0 25 5 2 Ya.* V.
10 o0 20 0 0 0 sv | = | vi.
8§ 0 0 18 0 0 S2 Ya.
0 25 0 0 35 0 Ss Ys
©o s o0 0 0 15 S4 Ve

~ A A ~

g+s blir da 1ik p+s i seleksjonsmodellen.

Seleksjon pd y:

Folgende datasett forutsettes (Henderson, 1975 e):

Ar- Ku

sesong

(s) 1 2 4 5 6 Sum
1 1068 1959 730 oo .o 3757
2 1355 1578 .o oo oo 2933
3 .o 1204 .o 1603 1810 4617

Sum 2423 4741 730 1603 1810 11307

Modellen som ligger til grunn for den enkelte registrering
kan sies & vire:

y = Xb+Za+Ip+e , hvor

y = vektor av registreringer (observasjoner)

b = vektor av ar-sesong effekter
a = vektor av additive genetiske verdier
p = vektor av ikke additive genetiske verdier samt

effekt av permanent miljd

e = vektor av tilfeldige miljdeffekter, osv.
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Videre er: o; = Ah%02? hvor A er matrisen for det additive
genetiske slektskapet mellom individene.

2 - - h2Yq2 . 2 _ - 2
o I(r-h )oy ;- o I(1 r)oy

Dette betyr at: 0; =[ ZAh?Z' + ZI(r-h®)Zz' + I(1 - r)}o; )
og a, p og e forutsettes & vire ukorrelerte.

Vi kan da sette onp det generelle uttrykket for '"mixed model®-

ligningene:
- -l _ ]
X'X X'z X'z B X'y
z'x  z'z+ 32T p-r g0y al = | z'y
h? N
lz'x 2z zrz+ -1 1 |p Z'y
- 2
_ (r-h%) ]t L

For vart eksempel er:

Y' =1y viz ... ¥36l,

~ _
1 0 0
1 0 o0
1 0 o0
0 1 o0
X=10 1 o
0o 0 1
0 0 1
(0 0 1
rsl_
b= 1s,
S3
1T 0o o o o0 o |
0o 1 0 o0 0 0
o 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 o0
Z=109 1 0o 0 o o0
o 1 0 0 o0 o0
o 0 0 0 1 0
o 0 o0 0 0 1
e -

18.
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Legg merke til at tredje kolumnen i Z er 0 fordi individ
3 ikke har noen observasjon.

Nar det gjelder relasjoner mellom individene forutsettes
folgende (pil gdr fra foreldre til avkom):

1 ——5
2 \
3 —0
4 , Som gir
8 0 0 0 -4 07]
0 9 3 0 0 -6
1 0 3 9 0 0 -6
ATl = =
6 0 0 0 6 0 0
-4 0 0 0 8 0
| 0 -6 -6 0 0 12 |

En far da f8lgende BLUP-ligninger (NB p; ligningen er tatt
1-71 l1-r

bort) ndr h%? = 0,25, r = 0,4, = 2,4 og = 4:
h? T -h?

3,0 ,0 01,0 1,0 ,0 1,0 ,0 ,011,0 1,0 1,0 ,0 01 [s:]  [3757]
,0 2,0 ,031,0 1,0 ,0 ,0 ,0 ,051,0 1,0 ,0 ,0 ,0| |s; 2033
,0 ,03,0' ,01,0 ,0 ,01,01,0, ,01,0 ,01,01,0] |ss 4617
1,0 1,0 ,05,2 ,0 ,0 ,0-L6 ,0'2,0 ,0 ,0 ,0 ,0| |a 2423
1,0 1,0 1,0 ,0 6,6 1,2 ,0 ,0-2,4i ,03,0 ,0 ,0 ,0| |as 4741
0,0 ,oi 01,236 ,0 ,024 ,0 ,0 ,0,0,0/ |as| . 0
1,0 ,0 ,0,,0 ,0 ,03,4 ,0 ,0, ,0 ,01,0 ,0 ,0] |2 730
0,0 1,0;-1,6 0,0 ,04,2 ,02 0 ,0 ,01,0 ,0| |as 1603
0 ,01,00 ,0-24-24 ,0 ,058 ,0 ,0 ,0 ,01,0 | |as 1810
1,0 1,0 ,012,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,006,0 ,0 ,0 ,0 ;0| |m 2423
1,0 1,0 1,00 ,0 3,0 ,0 ,0 ,0 ,00 ,07,0 ,0 ,0 ,0| |ps 4741
1,0 ,0 ,0} 0 ,0 ,01,0 ,0 ,05 0,050 ,0 0] |ps 730
0 ,01,00 ,0 ,0 ,0 ,01,0 ,0, ,0 ,0 ,05,0 ,0| |ps 1603
0,0 1,05 0,0 ,0 ,0 ,01,00 ,0 ,0 ,0 ,05,0 _1;2 | 1810
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og l8sningene:

s =[1306,5 1432,4 1412,01;

a =[-38,4  108,7 45,8 ~144,1
22,8 123.11;

p = 10-39,9 37,7 -86,5 33,6
55,0].

N4 kan det tenkes at ku nr. 4 ble utrangert fordi hennes
forste registrering (produksjon) var ligere enn gjennom-
snittet for ku nr. 1 og 2. Videre kan det tenkes at ku nr.
2 ble holdt for et tredje nroduksjonsdr fordi de to forste
var stdérre enn for ku nr. 1. Dette betyr at:

— —

Yii *Yi2- 2Y1s d, 0
E = =L'Zf

“Yi1+Yi2-Y21+V¥22 d, 0
og

1 1 -2 0 0 0 o0 0]
L'=

| -1 1 0 -1 1 0 0 0

A

Sp6rsmdlet blir da: Er s, a og p '"unbiased'?

Det enkleste settet a4 besvare dette sp8rsmidlet pd er &

1 uttrykke 16sningene for henholdsvis gg é og é i form av
| y og s& se om E(s|L'y) = E(s|L'y); E(alL'y) = E(a[L'y)
og E(p|L'y) = E(p|L'y). Fér en gjor dette er det av stor
hjelp & ha E(y|L'y) tilgjengelig (sml. VI 5).

Ved & f8lge opplegget her vil en for dette eksemplet finne
at seleksjonen ikke foérer til "bias" i s, a og p, med andre
ord har en ved bruk av A~! og BLUP klart 4 eliminere 'bias"

pa grunn av seleksjon av bl.a. m8dre. En annen fremgangsmite

ville det ha virt & gruppere kyrne i generasjoner og sd
anvende BLUP.

Flere eksempler er gitt av Henderson (1975 a) hvor det blant
annet er illustrert betydningen av 4 kjenne til om effektene
er "fixed" eller "random" ndr en tar forventningen.
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VII. BEREGNING AV VARIANSKOMPONENTER FRA “MIXED-MODEL”-LIGNINGENE

= EN ITERATIV METODE

Som tidligere pdpekt forutsetter BLUP-metoden egentlig at
varianser og kovarianser er kjente. Om varianser og kovarianser
er ukjente, kan en fremdeles bruke "mixed-model"-ligningene og
samtidig beregne variarnskomponentene ved bruk av iterasjon.
Dette er beskrevet mer utférlig av bl.a. Schaeffer (1974) og
Fimland (1975a) La modellen vire:

Yy = Xb+Zu+e

hvor
X er en kjent, nxp matrise med rank= r<min (n, p);

Z er en kjent, nx q matrise

Videre,
- ~ - - -
E b4 Xb Var-Kovar. y \Y ZG R
r
u = 0 og u = GZ' G 0
e 0 e R 0 R
b - (N it _' — .

For 4 presisere nirmere er:

L T ?
u [u; ... us] og
Z =172y ... Zs] R

= 2 =5t 142
R Io0 og G=1 Ici°

Videre 1la og og ci (i=1 ... s) vire de f8rste verdiene pd de

ukjente varianskomponentene.

Vi kan nid sette opp "mixed-model’’-ligningene:

XX X2, ceee X'Z b X'y
Z1X ZiZ,+102/0} cen Z{Z u, | = Zly
' 7 t ~2 ~2 " '
X ZS ZSZl e ZSZS+Ioo/cs u, Zsy
L L B L J
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La den inverse matrisen vire:

Too To1 o Tos
1
Tox T11 ©ot e TIS
1 ]
TOS Tls . e TSS
L ]

Dette innebidrer at:

Videre at o2 = P-!t hvor elementene av P er:

Q
ownN
Qe
onwn

S S

P =n-r-q+ I r tr T.. T!.
00 i=1 j=1 ij "1j

Qe

e
UYoed s ]

52
a7, )
("z) [tr Ty,

0% j

tr T..T!. — 1, for i=1, ..., s
1 1] 1) 32

o
]

oi

[ e B/

o2 o2
042 _

(g;) {qi 2 tr Tii
i

g
|
Q?loqnl

ii
i

[N

52 52
042 ] 042 L R, 3+ 3
Pij (5?) tr TijTij (g?) , for i,j=1, ..., s opg i%j
i

Ved 4 sette de nye estimatene for o? inn pd diagonalene i

"mixed-model"-ligningene kan en f3 et bedre estimat pd c;

2
(o)

og 6; har da nesten de samme ''properties’ som MINQUE ("Minimum
Norm Ouadratic Unbiased Estimators") av varianskomponentene,
og 1dsningen for u er tilndrmet BLUP. Et problem med iterasjon

og oi. Vanligvis vil 10 iterasjoner vire tilstrekkelig. g

er at en kan f4 negative varianskomponenter (Fimland, 1975a).

Om MINQUE skal bli BQUE ("Best Quadratic Unbiased Estimator'),
mi en forutsette normalitet. I sd fall er BLUP 1ik BP (''best
prediction').

2 _Oy2 s
+ tr (Tii) (5?) }, for i=1, ...,

S
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VIII, "REGRESSED LEAST-SOUARES MEANS"

Denne metoden ble foreslitt av Cunningham (1965) for rangering
av potensielle avlsdyr. Etter som metoden blir relativt mye
brukt i dag, skal vi g4 noe nirmere inn pi denne.

La oss gad ut fra foélgende modell:

Yijpe = H+sythyte; iy

hvor

u = konstant

S = effekt av ite hanndyr ("fixed" effelkt)

hj = effekt av jte besetning (el. besetning-ar-sesong kombina-
sjon) [0, cﬁ}. Altsid er besetningseffekten betraktet som
“random".

eijk = tilfeldig effekt pd "record" til k'€ datter etter it® far

i jte besetning

Denne modellen kan skrives om pad f8lgende sett (Fimland, 1976 b):

Yy = Ks +Xjh+e

K'K K'X)

og
XIK  XIX+I$

2
o]
§ = -% (forutsettes kjent)
o
h
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Videre la den inverse koeffisientmatrisen vire:

Ci:  Cy» K'K K'X, !

Cai Caa X{K X{X1+16

Med de definisjonene som er brukt, er koeffisientmatrisen av
full rank.

Som vist av Cunningham (1965) kan en beregne avlsverdien for
det enkelte hanndyr pd félgende mite:

A
A

s*=u+d (¥ -w

hvor
2 o;
d =
2+Cii 2
Og O

. . . *
Gir denne metoden et forventningsrett estimat av s ? Den
enkleste midten 4 understke dette pd er 4 uttrykke estimatene
som en linedr funksjon av elementene i modellen. Siledes:

o

s =0Ciy K'y+Cya Xjy = (C11 K'+Cy, XDy =

(Ci1y K'+Cy» X{)(K§**‘X1§'*§) =

(Ciy K'K+Cip XJK)s™+ (Ciy K'X3 + Cyz XJXy)h+

(Ci1 K'+Cip X{)e = s*-Cy, I6h+ (Ciy K'+Cyz X))e

fordi,

Ci1 K'K+Cy, X{K =T
Ci, K'X;*-Clz (X;X1+ IG) =0
Cll K'xl4'C12 X{Xl = -Cy, IS8
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La oss videre forutsette at E(e) = 0. Dette betyr at et
forventningsrett estimat av §* vil en oppnid med denne
metoden i fblgende to tilfeller:

e balansert '"design"

e« helt tilfeldig fordeling av fedre pd besetninger

dvs. da blir C;, I&h 1ik 0.
I storfeavlen i Sverige hvor eliteparingene har en tendens
til & forekomme oftere i de h8gstytende besetningene kan

ikke denne metoden sies 4 vire noe videre hévelig.

En utférligere diskusjon om denne metoden og andre metoder

for rangering av potensielle avlsdyr er gitt av bl.a. Fimland

(1976 p). Videre diskuterer Cunninghaﬁ (1965) metoden nar
bade §* og h betraktes som “fixed".
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IX. NOEN BETRAKTMINGER OMKRING OPPBYGGING AV MODELLER

Et spérsmil som ofte reises, er hvilke feil det innebirer a
bruke feilaktige modeller. Dette spirsmilet er selvsagt
komplisert og omfattende, og en skal ikke her gi noen utforlig
diskusjon. Imidlertid kan vi forstke & summere opp noen fakta
med hensyn til dette problemet. Bl.a. har Hendersen (1975 b)
gitt en bra oversikt her. Interesserte henvises derfor til
denne publikasjonen for en mer utférlig redegjdrelse.

» Konsekvenser av & inkludere "fixed"-effekter av_ingen betydning:

La oss anta at den riktige modellen er: y = X)b, +Zu+e, mens vi
bruker modellen:

y = X;b, + X,b,+Zute

Bruk av den feilaktige modellen fordrsaker ikke "bias" i
estimatorene og prediktorene. Derimot vil visse funksjoner som
er estimérbare nir en bruker fdérstnevnte modell, ikke vire
estimérbare nir den feilaktige modellen anvendes, videre vil
sampling-variansen bli stoérre.

«o Konsekvenser av 4 ignorere "fixed"-effekter av betydning:

Her blir bide estimatorer og prediktorer "biased", men samnling-
variansen blir mindre ved bruk av den feilaktige modellen.

soo Konsekvenser av & ignorere "random''-effekter av betydning:

Her forutsetter en at den riktige modellan er:

Xb+ Zyu; + Zou, + ¢ , men en bruker:

~
"

Xb+ Zyu; + e

r=<
L}

Estimatorene og prediktorene blir "unbiased”, men samnling-
variansen blir stdrre ved bruk av den feilaktige modellen.
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*oo+ Konsekvensen av 8 bruke feilaktig forhold mellom varians-

komponentene (G):

~ ~
Da blir variansen pd k'b+m'u stérre enn om riktig G anvendes.

cecese Konsekvenser av 4 behandle "random“-elementene som
"fixed"-effekter:

Dette medfdrer ingen “bias'", men variansen p3 'prediction errors"
blir stdrre enn ved bruk av riktig modell.

ecossos Konsekvensen av 4 ikke bruke alle data som er tilgjengelige:

Her kan en tenke seg at det er enklere & bruke BLUP om en f.eks.

rangerer oksene pd grunnlag av mjdlkeavkastningen i f6rste lakta-
sjonen dvs. en ignorerer mj8lkeavkastningen i senere laktasjoner.
Ved & gjdére dette sd aksepteres en hégere varians pid forskjellen

mellom estimatene av okseeffektene.
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