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Jo Regresjon og korrelasjon.

J.1. Linesr regresjon med en uavhengig variabel.

En forelgpig behandling av lineer regresjon med en uavhene
gig variabel er gitt i avsnitt B.9. I det fplgende skal vi ga
noe nzrmere inn pa saken.

La X4 0g x, vare to random variabler vi har skaffet oss
observasjoner av (Xi;{ Og Xoi) 1 et sampel p& n gjentak. Ved
forstdr vi da den funksjo-

regresjonsfunksjonen for x_ M.h.p. X

1
nelle sammenhengen mellom den betingede forventningen for x

o]
O’
oppfattet som avhengig variabel, og Xy oppfattet som uavhengig
variabel (se avsnitt D.5). Er X, en kontinuerlig random variabel
0g en betegner regresjonsfunksjonen med r(x1), har en at

E(XO; x1) = r(x1)
Her er da

E(xo; x1) = fcf(xo;x1).xo dx
hvor integrasjonsomridet omfatter alle de verdier som X, kan
ha néar x, er gitt.

I det enkleste tilfelle er funksjonen line=r :

P(X1) = Bo + Bot Xy

eller ndr vi innfgrer gjennomsnittet for X, (se B.9) :

P(X1) = Qo + Bo1 (X1_§1)

Konstantene eller parametrene ag og Bo: er som oftest uk jente
og mé& estimeres. Betegnes estimatorene med &o og 301, er den
estimerte regresjonsfunksjonen

f(x1) = Qo + Bo1(x1“§1)
Disse betegnelsene for estimatorene blir sjelden brukt. I stedet
for Qo brukes 8o (eller en annen bokstav), og i stedet for 301
brukes som oftest bgs. .Den estimerte regresjonsfunks jonen

skrives da slik
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f*(x1) = 8¢9 + bo1 (X1“§1)

Nar en skal estimere de to parametrene, mé en ta som utgangs-
punkt at observasjonene (x4{ og Xoi) av de to random variabler
er gitt. Lstimeringen gér s& ut p& & tilpasse regres jonsfunks jo-
nen til observasjonene. En bygger da p& modellen

Xoi = Qo + Bot (X1i-X1) + ey

hvor ey er n innbyrdes uavhengige verdier av en random variabel.
Den metoden en bruker er Minste kvadraters metode, og siktepunk-
tet er & gjigre kvadratsummen Ze% s& liten som mulig. Dette vil
sl at en md oppfatte

S = 2 eL2= Z[XOL-ao—Bo1(X1L*X1)]Z
som en funksjon av oo 08 Bois Minimaliseringen utfgres. 83 pa
vanlig méte ved at en danner de to partielle deriverte av §
M.hePs dp 08 Poy1 0g setter disse lik null.

En finner at

%%0 = Z2[X0L*a0—601(X1L;§1)] (”1) = 0

og

%%:1 = 2 2[X0L-ao-501(x1i-§1)} (—1)(X1L-§1) = 0N

Erstattes s& ap cg Bos 1 disse to ligningene med estimatorene
8o 0g be1, vil en finne at
8g = Xgo

og 2(X11-%4) (Xgi=Xo)

bot1 = —
S(x1i-%X1)

Hvordan bo1 skal beregnes i praksis er forklart i avsnitt
B.9. Resultatet av tilpassningen er vist for et eksempel i
Fig.B.2. En vil se at den estimerte regresjonslinjen skjzrer
tvers igjennom og gir en beskrivelse av en slags tendens i

punktsvermen.
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Estimeringen av Bo1 ved bgs forutsetter at den betingede

forventningen for x_, altsa E(xo;x1), faktisk er en lineasr

o]
funksjon av Xye I noen tilfelle vet en at det er slik. Bt eksem-
pel er nevnt i avsnitt D.5 (side 95). I de aller fleste tilfelle
har en imidlertid ikke kjennskap til regresjonsfunksjonens form,
og en mé da ty til en videreglende analyse som vi skal beskrive
senere. Det en som oftest md falle tilbake p&, er at den ukjente
regres jonsfunksjonen har slike egenskaper at den lar seg er-
statte av en rekkeutvikling (Taylor-rekken). Den linesre formen
f&r en s& hvis de ikke-linezre ledd i rekkeutviklingen er uten
betydning.

Hensikten med en regresjonsanalyse er & finne en funksjon
av x, som for hver verdi av X, gir et best mulig estimat av den
betingede forventningen for x . Hva en skal forstd med "best
mulig" kan naturligvis diskuteres. Men vi kan iallfall si at vi
gnsker at estimeringen skal vere forventningsrett. Vi er imidler-
tid ogsé interessert i presisjonen ved zstimeringen og mé der-
for skaffe oss et uttrykk for 0, ©g en estimator av dette stan-
dardavvik, d.v.s. By, « I de fleste tilfelle er en ogsd interessert
i & teste en null-hypotese som gdr ut pd at Pes = O.

La oss fgrst ta for oss modellen for Xoi 08 se pa de enkelte
leddene i denne. Det fgrste leddet (ap) er en linear funksjon
av gjennomsnittet for Xy Vi har nemlig satt ao = Bo + Po1 X1e
Siden vi betrakter ae som en parameter mé vi ogsé oppfatte E;
som en parameter., Betydningen av dette er at det universet vi
opererer med, ikke er det som de n gjentakene representerer i
egenskap av et random sampel., Det er et noe endret univers vi
har & gjgre med, nemlig et univers hvor forventningen for X,

er lik §1. Vi kan si at dette betyr at vi innfgrer en restrik-
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sjon eller begrensning pa gyldigheten av de eventuelle resulta-
ter vi kommer fram til. Disse resultatene kan ikke appliseres
P& hele universet.

Med det samme kan vi nevne at vi ogsi ma oppfatte kvadrat-
summen for Xy altsa Z(X1L—§1)2, som en parameter, I det uni-
verset vare eventuelle utsagn gjelder for, er ikke bare E(X1>
= §1, vi har ogséd at var(x,) = E%T Z(X1L—§1)2, Vi har dermed
to restriksjoner pd gyldighetsomradet for vare utsagn.

Om leddet 801(X1L—§1) vil vi forutsette at det inneholder
hele effekten av Xye Dette betyr naturligvis at vi forutsetter
at regresjonsfunksjonen er eksakt line®sr. Denne forutsetningen
er ngdvendig her. Er nemlig regresjonsfunksjonen eksakt line&sr,
kan vi sette E(e) = 0 for hver verdi av Xy Er derimot E{e) # O,
betyr det at e inneholder et element som enten hgrer med til o,
til Bo1(x1i=X¢) eller har en eller annen ikke-linesr sammenheng
med Xyo Om ey kan vi imidlertid ikke forutsette at den ikke har
noen sammenheng med Xye Selv om E(e) = O for hver verdi av Xy
kan var(e) vare avhengig av Xye For det eksemplet vi behandlet
i avsnitt D.5 (side 95) fant vi at regresjonsfunksjonen for X5
M.h.p. X, var eksakt linezr. Men vi fant ogsd at var(e) var
en lineazr funksjon aW'X1-
Av modellen for Xot finner vi at

- N
XO Ao e

siden E(€) = E(e) = 0, vil vi ha at E(X,) = ae, d.v.s. at X,
er en forventningsrett estimator av Clae
Videre vil vi ogs& finne at
Xoi-Xo = Bot(X1i~X1) + (ei-€)

Innsettes dette i formelem for bas, finner vi at
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ta

. 2(x1i-x1) (ei-e)
bo1= Bot1 + -

Z(X1L;§1)2

Forutsatt at E(e) = 0 for hver verdi av X, vil forventningen for
det siste leddet vere 1ik null. Dette vil s& si at bgy er en
forventningsrett estimator av Boie

For & komme videre har en mittet forutsette at e er en
random variabel med normal fordelingsfunksjon, at E(e) = 0 og
at var(e) er uavhengig av Xyo En m& m.a.o. forutsette at

2
e

2@

f(e) = E%Eﬂ?

Forutsettes dette, kan det bevises 1) at X 0g bpo1 er normale

o]

random variable, 2) at de er uavhengige, 3) at E(EO) = o Ogfg

var(?o) = var(e)/n, og 4) at B(boq) = Boq og at

var(bo,) = —Yar(e)

Z(X1L—§1)2

For & kunne nyttiggjgre oss disse resultatene m&d vi ha en
estimator av var(e). I avsnitt B.9 (side 50) innfgrte vi differ-
ensene  di = (Xoi~Xo)-bot(X11-%4) og viste at

200° = B(x01-%e)2 - bo2 I(xs1-%4)°
Forutsetter vi som foran at e har normal fordelingsfunksjon og
at var(e) er uavhengig av X4 kan vi bevise at
2 1 2

S T mmz 2l

er en forventningsrett estimator av var(e) og at derfor

ZdL2

. -2
(n=-2)2(x1i,-X1)
er en forventningsrett estimator av var(bos). Det kan da ogsa

bevises at
bo1=Bo1

s

b
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er en Students t (se E.3) med f=n-2 frihetsgrader.
Dette kan vi s& bruke til beregning av konfidensgrensene

for Bos. Disse grensene er bgq + &.5 hvor verdien av a finn-

b
es 1 Tabell I for f=n-2 og den P-verdi en ¢nsker & bruke. For

eksemplet i Tab.B.8 har vi n=15, b,1=0,2678, Z(X1L—§1)2=12g1uu

og Z(XOL-§O)2 = 1,0031. Dette gir sé&

Zsz = 1,0031-0,8707 = 0,1324

Vi finner s& videre at 562 = 0,0102, sb2 = 0,000 838 og .

8y = 0,0289. Velger vi s& & bruke konfidenssannsynligheten 0,95
(d.v.s5.P=0,05), ser vi av Tabell I at vi (for f£=13) skal sette

a = 2,16, Alts& er 8.8, = 0,062 og konfidensgrensene for

[301 blir
bos § a.s, = 0,2678 1 0,062y = {0r2]
o Eetpy T o 0,33
At konfidensintervallet ikke inneholder Bgy = 0 vil naturligvis

si at null-hypotesen Bos mé forkastes dersom vi velger & bruke
forkastningsniviaet P = 0,05,

Testing av denne null-hypotesen kan naturligvis ogsé ut-
f¢gres ved at en beregner

o1l
lt] =

5y
og ser etter om den verdien en finner for |t| er stgrre enn

verdien av a (for f=n-2) i Tabell I. For vart cksempel finner

vi at |t]| = 0,2678/0,0289 = 9,27 som er betydelig stgrre enn

a = 2,16 (for P=0,05) og ogsé sterre enn a = 3,102 for P=0,01.
Av hensyn til fremstillingen i avsnittene J.3 og J.4 skal

vi se hvordan vi kan gjgre bruk av korrelasjonskoeffisienten

nar det gjelder testen av null-hypotesen PBo1 = 0. I avsnitt B.9

(side 50) ble denne koeffisienten definert ved formelen

2 ZdL2
ro7 = 1 - —=Sb—
E(Xoy"xo)
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Av dette finner vi at
2 2 - .2
Zd[, = (‘1-:-1‘0-; ) Z(XOLP‘XO)

og at

2 2

Z(XOL';O)Z = DToi Z(XOL-;O)Z + L di

Her er da r012 Z(XOL~§0)2 den delen av kvadratsummen for X,

som stammer fra X, og 2 sz = (1-r012) Z(XOL—EQ)Z det vi kan
kalle "Rest", Hvis vi s& til de forutsetningene om den random
variable e som vi har benyttet foran, tilfgyer Bo1 = O, kan
det vises at disse to delene av kvadratsummen for X, €r uavhen-
gige. Dividert med antall frihetsgrader (f=1 og f=n-2) gir disse

to delene to varianser V, og V., slik som vist i Tab.J.1.

1 R

«Tabell J.1.

Kvadratsum f v

Regresjon r012 Z(XOL~§O)2 1 V1
Rest (1—ro12)2(xoa—§o)2 n-2 Vp

Varianskvotienten F = V1/VR gir oss s en test av null-hypotesen

Bot = 0. For F finner vi at den kan skrives slik

2
F = =££4_§ (n-2)

1'—1?01
Siden teller-variansen (V1) har £ = 1 frihetsgrad, er

o1
ﬂ-‘f~=2=~ '\[1’1—2
'\/—1 =To1

en Students t med f = n-2 frihetsgrader. Det er lett &4 vise

t =

at denne t er den samme som den vi benyttet foran, t = bo1/8b'

I avsnitt D.5 (side 97) er det vist at vi kan sette

Oo
(o]

Bo1 = P
hvor oo 0g 04 er standardavvikene for Xo og x1, og hvor p er

korrelasjonskoeffisienten mellom de to random variabler i
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universet., Siden 0o 0g 04 er positive og endelige, betyr Bo1=0
ogsé at p=0. Den test av null-hypotesen Bo4=0 som vi refererte
foran, er derfor ogs& en test av null-hypotesen p = 0.

I avsnitt D.5 har vi behandlet den normale fordelingsfunk-
sjonen for to random variabler. Det ble da vist at for dette
tilfelle betyr p = 0 at de to random variablene er uavhengige.
Dette gjelder imidlertid ikke alle tilfelle. En kan tenke .seg
at p= 0 og at modellen er XgiL = Qo + €. Det er da ingen
korrelasjon mellom de to random variablene, men det kan likevel
vere avhengighet mellom dem. Avhengigheten kan gi seg utslag
i at var(e) har en eller annen sammenheng med Xy Vi nevner
dette fordi det kan ha betydning at en merker seg at p = 0 ikke
alltid@ betyr uavhengighet.

Lt av formélene med en regresjonsanalyse er & finne en
estimert regresjonsfunksjon §(x1) som kan brukes til estimering
av den betingede forventning for X, Ir denne forventningen en

linezr funksjon av Xys €T for en valt verdi av x la oss si

-19
X, = c,
E(Xo; X4=¢c) = r(c) = ao + Bo1(c-X1)

Estimatoren er
-~ - —
r(e) = Xo + boi1(c-x4)

Vi har né at E(?G) = ag 0g E(bo1) = Bo1. Fplgelig er
E[T(c)] = r(e)
d.v.s. at r(c) er forventningsrett estimator av r(c).
Nar ?(x1) brukes til estimering av den betingede forvent-
ning for X,s €I en naturligvis ogsé interessert i presisjonen.
Som ved annen estimering far en uttrykk for denne ved bredden

av konf'idensintervallet.
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Forutsettes det at regrésjonsfunksjonen er eksakt linezr
og at var(e) er uavhengig av x,, kan det vises at Xo OZ bo1 €r
ukcrrelerte. Under disse forutsetninger kan derfor formelen
for var[?(c)] utledes ved hjelp av den formelen for variansen

for en sum som ble referert i avsnitt D.6 (side 101). Vi finner

var(xe) + (c-§1)2.var(bo1)

~ .2
Var(e)[f'l o Le=x)” g

2(3(1 L—_}E1)

var[T(c) ]

Vi ser at var[r(c)] er avhengig av (c¥§1)2. Den er minst for
c = X1 og vokser med avstanden mellom den valte verdi c og

gjennomsnittet for x,. Estimatoren av var[t(c)] som vi skal be-

tegne med s%, far vi ved & erstatte var(e) med sez= 5%5 Z dL2.

Under forutsetninger som er nevnt foran, er bade Xy og
- . . o L.
bos normale random variabler. Da vil ogs& r(c) vazre en normal

random variabel. Regner en sd med at s er uavhengig av Eo

e
og bgi, €I

en Students t med f=n-2 frihetsgrader. Konfidensgrensene for
r(c) er derfor 1ik r(c) § a.s; hvor verdien av a finnes i
Tabell I for f=n-2 frihetsgrader. Det sees av formelen for 8,

at konfidensintervallet blir stgrre jo stgrre avstahd det er
mellom den valte verdl c og §1. Dette vil bety at presisjonen
er stgrst for verdier i nsrheten av gjennomsnittet for Xy Dette
sees ogsa av Fig.J.1. De to krumme kurvene viser konfidensgren-

sene for r(c) for eksemplet i Tab.B.8. Den rette linjen er gra-

fen for p(x4).
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~

-5,
A
T

t

a2t 5

&

ro b
(SN}
N
S
X

Det er nevnt foran at en har mattet gigre visse forutset-
ninger om den random variable e. De mest vidtgaende forutset-
ningene gar ut pa at e; er innbyrdes uavhengige, at e har normal
fordelingsfunksjon med E(e) = 0 og at var(e) er uavhengig av Ky
Hva avvik fra disse forutsetningene betyr for f.eks. konfidens-
grensene for oy og r(c) har en vel ikke full oversikt over.

Men etter de erfaringer en har fra andre omrader er det god
grunn til & regne med at rimeligeénfarandringer av forutsetningene
ikke vil ha-hden konsekvenser for den praktiske bruk av de form-

ler en har kunnet utlede.
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Formélet med en regresjonsanalyse kan vere & undersgke om
det er péviselig korrelasjon mellom de random variable . Er det
paviselig korrelasjon,\d.v.s. at null-hypotesen Bgy = 0 er for-
kastet, m& kKonklusjonen gi ut p& at det eksisterer en eller
annen forbindelse mellom X, O X, Denne forbindelsen kan imid-
lertid tenkes oppstétt p& to forskjellige m&ter. Det kan vere
en direkte forbindelse slik at den ene variabel er &rsaksvari-
abel og den andre effektvariabel. Men som oftest er nok situa-
sjonen slik at denne tolkingen ikke kan forsuares. Kerrelasjonen
kan nemlig vsre formidlet av en tredje random variabel u -
eller flere slike - ved at det er en forbindelse mellom u og x1

cg en forbindelse mellom u og x_. Det er grunn til & tro at det

o}
er p& denne maten korrelasjonen mellom to random variabler som
oftest er kommet i stand,.

Regelen synes imidlertid & vzre at en har bruk for en funk-
sjon av X, til estimering av den betingede forventning for Xy
Problemet kan oppsté f.eks. pad grunn av at X, er en random vari-
abel det er vanskelig og kostbart & observere direkte. Kubikk-
innholdet av et grantre eller en tgmmerstokk er et eksempel pa
en slik random variabel. En kan da i slike tilfelle bruke obser-
vasjonene av en annen random variabel (x1) til estimeringen
slik vi har beskrevet det,

Nar §(X1) brukes i1 et nytt tilfelle eller gjentak, m& en
vare oppmerksom pd at den er 4 oppfatte som en prognosc En slik
prognose er her som ellers basert pa de kenkliusjoner en er
kommet til pad grunnlag av et sampel. Den kan derfor bare anven-
des i det universet (her med to restriksjoner) som de n gjen-
takene representerer i egenskap av et random sampel. Forutset-

ningen for at prognosen kan brukes er derfor at det nye gjentak

kan oppfattes som et gjentak i dette universet.
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En av forutsetningene for dette er at de x1—verdier ENn
bruker i nye tilfelle, ligger innenfor det variasjonsomradet en
har i det samplet som danner grunnlaget for prognosen. Det finnes
riktignok tilfelle hvor denne regelen kanskje ikke m& tas for
alvorlig, nemlig de tilfelle hvor en vet péd forhand at regre-

s jonsfunksjonen har den form en har nyttet, f.eks. den linezre
formen. Men er f.eks.clinearitet noe en slutter seg til pa
grunnlag av observasjonene av X, og Xo i det aktuelle samplet,,
ma en vare ytterst forsiktig med a bruke den estimerte linesre
regres jonsfunksjonen utenfor variasjonsomrédet for Xy At regre-
sjonsfunksjonen synes &4 vere linexr innenfor variasjonsomradet
for Xy €T ikke grunn nok til & g& ut fra at den er linemr ogsé
utenfor dette omrédet.

Det er derfor viktig at en skaffer seg en beskrivelse av
gJjentakene. En m& regne med at noen av de karakteristikkene som
denn € beskrivelsen inneholder, kan ha innflytelse pa regresjons-
funksjonen. Dette betyr at de nye gjentakene en anvender den
estimerte regresjonsfunksjonen pa, ma tilfredsstille den samme
beskrivelsen. Vi kan scm eksempel tenke oss at chservasjonene
1 Tab. B.8 stammer fra gjentak p& en bestemt bonitet. Dette
711l si at bonitetsklassen er med i beskrivelsen. Den estimerte
regresjonsfunksjonen kan derfcr ikke uten videre nyttes for
gjentak fra en annen bonitet.

La oss nd tenke oss at det er pad det rene at en av de to
random variablene (x1) er arsaksvariabel og den andre (XQ) er
effektvariabel. Det kan da vare fristende & oppfatte regresjons-
funksjonen for X, Mehopo X, som uttrykk for den effekt péa X

en vil oppnd ved aktivt & endre Xqe Regres jonsfunks jonen er i
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mange tilfelle blitt oppfattet slik. Men dette kan ikke uten
videre forsvares. Den effekten scm regres jonsfunks jonen gir ut-
trykk for, er nemlig ikke alltid en ene-effekt av Xy En ma
regne med at en endring i Xy som finner sted uten aktiv pavirk-
ning ved menneskelig handling, trekker andre random variabler
med seg. Disse andre variabler Xan ha betydning for den effek-
ten som er registrert gjenncm regres jonsfunksjonen. Tenker vi
css at Xy kan endres ved aktiv handling, kan en ikke regne med
at handlingen om den utfgres vil pavirke disse andre variablene.
Pglgen kan da bli at effekten Péa X, blir en annen enn den regre-
sjonsfunksjonen gir uttrykk for. Dette er en av grunnene til at
en tar med flere variabler som uavhengige variabler i regresjons-

analysene.
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Je2e Multippel regresjon.

Vi skal nd tenke coss at vi har et antall variabler XysXps
XB, Xh’ «ess Som vi kan tenke oss brukt som uavhengige variabler
i en regresjonsfunksjon. Den avhengig variable vil vi ogsd na
betegne med X e Det er altsa forventningen for X betinget av
Xys X5 XE, ces 5 vi tar sikte p& & estimere. Som eksempel kan
nevnes at dersom X, kvistmengde (gitt i prosent) hos gran, kan

x1 vare arringbredden, X5 trehgyden og X, diameteren i bryst-

5
hgyde.

For & gjgre fremstillingen alminnelig vil vi ikke forut-
sette at regresjonsfunksjonen er linezr. Som oftest vet vi ikke
hvilken matematisk form regresjonsfunksjonen har, og vi ma der-
for ogsé& i dette tilfelle forutsette at den kan erstattes av en
rekkeutvikling. Denne vil i regelen inneholde alle linemre ledd,
alle ledd av 2. grad som f.eks. x12 og x1x3, alle ledd av 3.grad
139 X12X29 X2X32 CaBoVos
I det fglgende skal vi innskrenke antallet av ledd til tre,

scm f.eks. X

X45%Xp5 08 x39 Vi vil imidlertid ikke forutsette at alle tre ledd
er observerte random variabler. Teknikken er den samme om X1 og

X5 er observerte variabler og X, er en matematisk funksjon av

3

X, cg X2 som f.eks. X 2 eller XyXoe Premstillingen vil ogsé

1 1
dekke det tilfelle at X1 er en observert random variabel, Xy cg
XB er funksjoner av Xy som f.eks, x2=x12 0g X3=X13, Det er ogsa

mange andre muligheter. Vi kan f.eks. ha at X1 = log u hvor u
er en cbservert random variabel som kanskje selv ikke blir be-
nyttet i regresjonsfunksjonen.

Den regresjonsfunksjonen vi skal beskjeftige oss med, kan

derfor skrives siik :
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P(X1,X2,X3) =Bo + Boteza X1 + Boze13 Xz 4+ Boss12 X3

= %o + Boteza(X1-X4) . Boze13(X2-X2) + Bose12(X3-X3)

hvor - - -
Qo = Bot1ezz X4 4+ Boze13 X2 + Boszeds X3

Her er Boi1.23 regresjonskoeffisienten for X, m.h.pe Xy i en re-
gresjonsfunks jon hvor 0gsé X, 08 XB er med, Bog.13 €r regre-
sjonskoeffisienten for X, mMohepo Xo i en regresjonsfunksjon hvor
ogsé X, 08 X3 er med 0g Boze. 12 €r regresjonskoeffisienten forp

X, Moehopo XB 1 en regresjonsfunksjon hvor ogsa Xy og %, er med.,

2
Estimatorene for a, 0g B-koeffisientene vil vi betegne med a,

(for oe)s boteza, Doge s Og boge 12. Den estimerte regresjonn-

funksjonen er derfor

ﬁ(X19X2,X3) = 8otbotena(X1-X4) +bozo1a(X2-§2)%bcsw12(X3-X3)

Modellen for xoi (i=1,2,3,...n) er na
Xoi = P(X1i:Xai,X31) T ey
hvor €5 forutsettes 4 vare n innbyrdes uavhengige verdier av en
randcm variabel e. Med samme begrunnelse som er gitt i J.4 kan
vi ogsd her sette E(e) = 0,
Til estimering av a, 0g B-koeffisientene bruker vi ugsa i
dette tilfelle Minste kvadraters metode. Vi skal derfor minima-

lisere

, - - -2
5 = Z[XOL‘ Ctg“Po1-23(X1i.“X1)"'f302-13(X2L—X2)-1303-12(X3L-X3)]

Vi deriverer fgrst partielt m.h.p. ap 0g setter resultatet 1lik

null. Vi finner da at

aS — —— ; = -
Doy :-ZQ[XOL“G0~BO1-23(X1L—X1)“502=13(K2L-Xz)"ﬁoae12(X3L*X3)J
Settes sa %%— = 0, finner vi at cstimatoren av Qo €r agy = Eoo
]
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Deriverer vi sé partielt m.h.p. Bo1.23 cg setter resultatet lik
null, finner vi at |
Z[xot"aoﬂsm- 2a(Xq L“I1 )=Bozs 1 a(xah"iz)‘ﬁoao 12(Xat-§a) J(Xi L“‘iﬂ
=0
De to partielle deriverte av S MeNePe Poze13 0 Boaet1z Iorer
til to tilsvarende ligninger.
Resultatet er fglgende tre ligninger som estimatorene skal

tilfredsstille :

S11boteza + Syzbage1a + S1abege 1z = Spy
S12bote23 + Sppbogeqs + Szaboae1z = 8oz
S13boteza + Szabopea + Saaboaeiz = Soa

Her er da S44, S12 ces.v. kvadratsummer og produktsummer. Vi
har f.cks., at Sgg = Z(XEL-;Q)E og S4a = Z(in,--if)(x,gl,";‘a)n
La zss ta for oss et eksempel. uor et sampel p& n=208 fla-

ter i en granskcg ble fglgende fire random variabler observert;

i

X4 = bonitet (middelhgyde ved 50 ars alder), X, = middeldiameter,

x3 = dlametertilvekst €g x, = volum. Gjennomsnittene er

3'?0 = 19:936‘41 21 = 1‘4:’4327p 32 = 17’6‘913 og ;3 = 2r6749¢

De videre beregningene fgrste til fglgende ligninger :

3267 Dotezs + 323 bogers + 564 boae1a = 2450
323 Dotesa + 6738 bgge sy + 313 boae 13 = 5608
564 Botega + 319 Doge1a + 233 boge 1z = - 165

Le¢sningene ep
bot1eas = 1,7U463, bogs 12 = 1,0503 og boze13 ==6,3733

Vi kan ikke her kemme  inn pa hvordan slike ligninger lgses
i praksis cg forutsetningene for at det finnes en lgsning.
Vi md ngye oss med & vise til litteratur som behandler line-
ere ligninger., .
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Ved innsetting av gjennomsnittene og b-verdiene i regresjcns-

funksjonen finner en at

B(X4sX2sX3) = 1,763 X4+ 1,0503 xg= 6,3733 xqe 6,8007

Nar en regresjonsfunksjon er estimert, viser det seg prak-
tisk talt alltid at det cr en del av variasjonen i X, som ikke
blir beskrevet av funksjonen. Fop differensene

AL = Xoi = T(X1i,Xzi,Xat)

vil en praktisk talt alltid finne at 2 sz > 0.

Det kan vises at kvadratsummen for X, kan deles opp i to
ledd scm vi vil betegne med "Reduksjon" og "Rest", altsi at

Soe= Z(xoLQEO)z = Reduksjcn + Rest

hvor o
Rest = 2 4,

0g Reduksjon = bose23 S8o1 + boze 13 Soz + bogeqs Soa

hvor 801, S¢2 08 So3 er hgyresidene i de tre ligningene,

Vi kan s& innfgre en korrelasjonskoeffisient Roe.13a scm en
parallell til den ros vi benyttet i avsnitt J.1. Denne koeffi-
sienten scm kalles den multiple ksrrelasjonskoeffisienten, er

definert ved

2 -~ Reduksjon _ , _ _Rest
Rost1za = Soo =1 Soo

Siden det leddet vi har kalt Rest er en positiv stgrrelse,mindre
eller i hgyden 1lik Soo0, mA Rn?123 vere en pcsitiv stgrrelse
mindre eller i hgyden 1ik enheten, d.v.s. at
A Ro?123 £ 1
Vi ser at R2 = 0 nar Rest = Sg4, Of R2 = 4 nar Rest = 0, d.v.s.
nar Reduksjon = Soge \
For virt eksempel har vi at S¢o = 14120, og vi finner at

Reduksjon = 1,7463.2450 + 1.0503.5608 + 6,3733.165 =
11220, 1119,
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Altsd er Ro%ygs = 11220,1119/14120 = 0,796 °F R = 0,89,

Vi ser at de to leddene i :ppdelingen av kvadratsummen for
X, kan skrives slik
Reduks;jf:n = Ro?f :33-8@0
2

o8 Rest = (1-Ro%v123).S00

Forutsettes det sa 1) at ey i modellen for XoiL (side 216) er
n innbyrdes uavhengige verdier av en randcm variabel e, 2) at
€ har normal fwrdelingsfunksjﬁn, 3) at var(e) er uavhengig av
X1, X2 08 X3, 28 4) at Boress = Poze13 = Boss12 = O, kan det

bevises at

Redgksjun o8 ﬁfgt

¢r uvavhengige varianser. Derf-p har
) Reduics -
_ % Reduksjon _ n? n-
F = = é&ﬁ..—._"l:.3

25t
%%E‘ 1-Roe 123

den fordelingsfunksjcnen som F-testen bygger pa, jfr. avenitt
Ge3, side 152, Vi kan derf.r bruke denne varianskvotienten il
test av en null-hypctese som gar ut p& at alle tre regresjons-
kseffisientene (B-ene) er 1lik null. Legg imidlertid merke til

*
at det er bare en null-hypctese som testes, ikke tre som testes

- sambidig, . }
For vart eksempel finner vi at
F = SafBif 2%3' = 268,22
med £ = 3 Prihctsgrader fop teller-variansen ng £ = 204 fop
nevner~variansen. Vi kan derf-r trygt forkaste null-hyp-tesen.
K.nklusjonen blir at X, eﬁ paviselig avhengig av dc tre andrc
variablence. Legg merke til at kinklusjonen ikke giar ut pi at
X, er paviselig avhengig av hver enkelt av ée tre andre vari-

ablene, Situasjonen kan vere 511k at det f.eks. er to av de
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uavhengig variableme som yter det aller meste til Reduks jonen,
altsé at bidraget fra den tredje er ubetydelig. Det er ngdvendig
at dette blir brakt p4 det rene. Dette skal vi imidlertid komme
tilbake til i neste avsnitt.

Vi har foran behandlet det multiple regresjonsproblemet
ved & forutsette at det er tre mulige uavhengige variabler i
regresjonsfunksjonen. Alle de resultatene vi er kommet til, kan
imidlertid generaliseres til et hvilket som helst antall. Setter
vl antallet av mulige uavhengige variabler til m, vil Minste
kvadraters metode fgre til m ligninger som de m regresjonskoeffi-
sientene skal tilfredsstille. Betegner vi si kcrrelasjonskoeffi-
sienten med Roe1zeccemy, vil vi ogsé ni f£& en Reduks jon som er
1ik RZ.SOO 0g en rest som er lik (1-R2).Soo. En null-hypotese
som gar ut pé at alle regresjonskoeffisientene (d.v.s8. B-ene)

er 1ik null, kan s& testes ved varianskvotienten

1-R

med f=m frihetsgrader for tellervariansen og f=n-1-m frihets-
grader for nevnervariansen.

Denne testen har liten interesse i praksis. Nar den nevnes
her, er det fordi den gar igjen i det aller meste av den littera-—
tur som handler om regresjonsanalyse. Det er ikke gitt at alle
de variabler som er med fra begynnelsen, bgr vere med i den regre
regresjonsfunksjonen en aksepterer til slutt. En er derfor inter—
essert 1 hvilke uavhengige variabler en bgr ha med. De metoder
en ma bruke for & kunne ta standpunkt til dette, skal vi ta for

588 1 neste avsnitt.



- 221 -

J.3. Bruk av ortogonale ﬁpnksjoner.

Vi vil ogsé n& tenke oss at vi har tre uavhengige variabler
(X1,%X2,%x3) i regresjonsfunksjonen. Vi skal s& fgre inn linezre
funksjoner (Y 1,¥2,¥3) av disse Og utfgre regresjonsanalysen med
disse nye variablene som uavhengige variabler. Til disse nye
variablene vil vi stille som krav at

27 1T 1) (Vai-¥2) = E(F41-F1) (¥siFa) = L(Foi-Ta) (Fsi-Fa) = O

Det kan dannes flere sett av slike nye variabler. Ett av settene

er ‘

y1 = X1—E1
Va = Xa-gz“b21(x1‘§1)
Ya= Xa-Xa'baa-1(X2—X2>*ba1-2(x1—x1)

Her er bss regresjonskoeffisienten for X2 MeheDe X1y, D31e2 0OZ
baze.1 regresjonskoeffisientene for X3 meh.ps X4 0g Xpz. Disse
koeffisientene forutsettes & vere estimatorer som vi kommer til
ved & bruke Minste kvadraters metode. Gjennomsnittene er natur-
ligvis ¥4 =y5 = y3 = O,

At produktsummen av to og to y-er er lik null er lett & se.
La oss ta for oss summen Z(T11-y1) (¥si-Fa) = Zy1L.Fais For
denne finner vi

IiieFai= Z[XaL-Ea-baz~1(Xst"§2)4ba1-2(xfl-i1)](XfL—§1)
= 513 -~ b32s1+512 - D31ezeSyy

Setter vi )
8 = Z[X3L-aa“532o1(th-§2)-331.2(x11—f1)]

og ]
B3t1e2

=0

finner vi at

811-b31¢2 + S12.b33-1 = 813

Vi ser derfor at Zysi.yasi = Os
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P& samme mite kan det vises at Xy i.¥zoi = Z¥zie¥YsiL = O

Den regresjonsfunksjonen vi né& tar sikte p& & estimere er

E(Xo3¥ 1,5 2:¥3) = r(¥1s¥25Y3)= Qo + Bot ¥1 + Boz ¥z + Boa ¥a

Det er ikke ngdvendig n& & bruke slike betegnelser for regre-
sjonskoeffisientene som f.eks. PBgz.135 fordi koeffisienten til
f.eks. y1 nd er den samme uansett hvilke og hvor mange andre
uavhengige variabler som er tatt med.

Modellen for xpi er

Xot = 0o + Bot ¥1i + Boz ¥2i + Bos ¥al + e

Parametrene ag og P-ene estimeres sd ved Minste kvadraters meto-
de, d.v.s. ved minimalisering av S = 2 eLz. Pa grunn av at
Zy1l, = Zyzt = Zyai = O og at y-ene er ortogonale, vil vi na

finne at

aS
80{.0

= -2 Z(Xot-ao)

8§i1 = =2 L(Xoi~0o=Bo1¥1l)e¥ 1l

og tilsvarende uttrykk for de to andre partielle deriverte.

Setter vi s& de fire partielle deriverte 1lik null, finner vi at

estimatorene er

a0 = Xo

. 2y 11 (Xoi=Xo) _ WaieXol

o % yai° Tz v
ZY2L(X0L-§0) Xy zieXok

Pz = 23’2L2 ) Z y2L2
ZyaL(XoL;Eo) 2y aleXol

Pos T 2 yai” C Iyai

Den estimerte regresjonsfunksjonen er na

f‘(yh.YzA’a) = Xq + Po1V1 * boz Y2 + boz ¥s
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setter vi sd som i foregéende avsnitt
di = Xoi -~ P(¥1i,¥2irYal)
finner vi at
2 sz = Boo -~ [bo12¥t1iXoi + bosd¥ziXol + boak¥aiXol ]
Som 1 foregiende avsnitt setter vi sé
Soo = Reduksjon + Rest

hvor Rest = 2 d;z.

Det kan vises at den oppdeling av kvadratsummen for Xq vi
f&r pa denne méten, er den samme som vi fAr ved hjelp av den
teknikken som ble beskrevet i foregéende avsnitt. Det vi oppnér
ved hjelp av y-ene, er at de tre leddene i1 Reduksjon er ukorre-
lerte og gir den reduksjon som skyldes hver enkelt y. Vi har
f.eks. at bozlysziXoi er det bidrag som skyldes Voo

Beregningen av disse reduksjonsbidragene kan i praksis ut-
fgres p& flere mater, Den teknikken som vel er den enkleste og
som de fleste programmer for elektronisk databehandling er
basert péd, er fglgende.

La oss forutsette at settet av y-variable er valt, f.eks.
det settet som er nevnt i begynnelsen av dette avsnittet (side
221). Det reduks jonsbidraget som skyldes yq = X1-§1 er da (jfr.

avsnitt J.1) 1lik

2

Roey

Z(XOL‘;O)g = R%.1 Soo
hvor Ros1 = Ppo1e Bruker vi s& pd neste trinn bade Xy 08 Xy, vil
den reduksjon som skyldes begge disse vare
Roe12 » Soo
Det bidrag som skyldes Voo mé da vere lik differensen

2 2
[Rov12 = Rov1] Soo

P& det tredje trinnet bruker vi s& alle tre x-ene. Den samlede
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reduksjon blir da Ro%123.800, og det reduksjonsbidraget som
skyldes ys blir derfor 1lik
[RO?123" R0°212] SOO
Vi ser at summen av de tre reduksjonsbidragene er Ro?123.800.
Bruker vi det vanlige skjema for variansanalyse, vil vi
f4 den oppstillingen som er vist i Tab.d.Z.

Tabell Jd.2.

Uavhengig -
variabel Kvadratsum bl \Y
5 —
Y4 Roe1uSoo 1 V1
2 2
Ve [Roéiz-Ro-é]eSoo 1 Vg
Ya [Ros123-Roe 1214800 1 Vs
Rest [1 - Ro?123]°Soo n-4 Vg

R e

Dct sees ogsd av denne oppstillingen at den totale reduksjon
med f = 3 frihetsgrader er oppdelt i tre reduksjonsbidrag, hvert
med £ = 1 frihetsgrad.

Worutsettes det s& 1) at ey 1 modellen for Xoi er n inn-
byrdes uavhengige verdier av en random variabel €, 2) at e har
normal fordelingsfunksjon, 3) at var(e) er uavhengig av Xi,Xg
Cg X3y ©8 LI') at Po1= Boz=Boz = 0; vil en finne at

F, = V1/VR, F, = v2/vR og FB = v5/vR
er varianskvotienter med den fordelingsfunksjon som F-testen
bygeer pa, jfr.avsnitt G.3 (side 152). De tre kvotientene kan
derfor brukes til test av hver av de tre null-hypotesene i
1) Bo1 = 0, 2) Boz = 0, 0g 3) Boa = O.

PA grunn av den felles nevnervariansen (VR) er imidlertid
disse tre varianskvotientene ikke uavhengige av hverandre. De
er positivt korrelerte. Konsekvensen av dette er at vi kan ikke

bruke som kritisk verdi det tallet vi finner i f.eks. Tabell IIT
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for £ = 41 og £ = n-4 frihetsgrader. Vi m&4 stille strengere krav.
Spgrsmélet om hvilket krav en mé& stille er ennd under dis-
kusjon. Vi kan imidlertid anbefale et krav som gar ut pa at alle
P-verdiene m& vere stgrre enn den verdi en finner 1 f.cks.
Tabell III ni&r en bruker f = 1 frihetsgrad for hver av teller-

. n-— . - .
varianscne og f = n-h for den felles nevnervariansen. Ln vil

3

da operere p&4 et forkastningsniva som er meget nar 1ikt det
niva tabellen er beregnet pa. Bruker en derfor Tabell III, vil
en operere pa nivaet P = 0,05 for hver av varianskvotientene.

I Tabell III, IV og V er antall frihetsgrader (f) hele
n-4

tall. Bruker en f = =z vil en f& et bruddent tall i mange

tilfelle og m& derfor interpolere i tabellen. Er antall frihets-

grader , altsa f = E:&, stgrre enn 5, vil linesr interpolasjon

b)
gi ngyaktig nok verdi. For et mindre antall er det utarbeidet

tabeller hvor antall frihetsgrader for nevnervariansen er gitt
for hver tiendedel. En slik tabell er gjengitt i Tabell VI, Her
er da antall frihetsgrader for hver av tellervariansene 1lik

f = 1. Verdiene er gitt for P = 0,05, P = 0,025 og P = 0,01,
!

Nar det her er sagt at en mé bruke f = g§_, er dette natur-
ligvis under forutsetning av at en har tre uavhengige variasbler.

Br antall uavhengige variabler i reg.funksjonen 1ik m, mé&

en bruke f = E:%Zi .

La oss bruke denne teknikken pa eksemplet fra foregiende
avsnitt, hvor X, er volum, X4 bonitet, X5 middeldiameter, og
XE er diametertilvekst. Nytter vi det settet av y-variabler som
er gitt i begynnelsen av dette avsnittet, vil en finne at

2 2
Roe 1t = 0,1301, R0?12 = O,LLBLl-z og Roo 123 — 0;79&6

Resultatet av de videre beregningene er gitt i Tab.d.3.
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Tabell Ju3e

Uavhengig .
varisbel Kvgdratsum N e f _“‘;zmmﬂmnmim
Y1 0,1301.14120 = 1837,0120 1 1837,01 129,21
Ve 0,3041.,13120 = 4293,8920 1 L4293,89 302,03
¥ 0,3604.14120 = 5088,8480 1 5088,85 357,94
Rest 0,2054.14120 = 2900,2480 204 1,22

Av Tabell III (P=0,05) ser vi at til f=1 frihetsgrad for teller-
variansen og f = g%& = 68 frihetsgrader for nevnervariansen
svarer en kritisk verdi for F 1lik ca.l. Bruker vi Tabell IV
(P=0,025) er den krit iske verdi ca.5,28. De varianskvotienter
vi har fatt for dette eksemplet er meget stgrre. Vi forkaster
derfor alle tre null-hypotesene.

Spgrsmélet blir imidlertid hvordan vi skal gd& fram dersom
en av de testede null-hypotesene ikke kan forkastes. La oss for
4 forklare dette, bruke vart eksempel pa nytt med fglgende for-
andring : la RO%1 og Ro?123 vere uforandret, og la RO?12 =

0,1331 (i stedet for 0,4342). Vi vil da fa de kvadratsummer,

varianser og F-verdier som er gitt i Tab. J.be

Tabell J.lu.

Uavhengig

varispel  ~vadratsum  f M T W
V1 1837,0120 1 1837,01 129,21 127,98
Ve 42,3600 1 L2, 36 2,98
Vs 9340, 3800 1 9340,38 656,99 650,71
Rest 2900, 2480 204 1,22

Ny Rest 2942,6080 205 14,35

For testingen er det naturligvis ikke ngdvendig at det
nultipliseres med Sg,0 = 14120,
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Vi ser nd at F-verdien (2,98) for yp er s& liten at vi kan ikke
forkaste null-hypotesen Bogz = 0. Hvis vi vil ta avgjgrelsen pé
forkastningsnivéet P = 0,05, m4 vi jo ogsé né kreve en F-verdi
1ik eller stgrre enn L. Det at Bogz = O ikke kan forkastes betyr
naturligvis ikke at Pog = 0. Det betyr bare at y, ikkc gir et
paviselig bidrag til estimeringen av Xg. Vi er imidlertid da
stilt overfor en ny situasjon, nemlig den & estimere regresjons-
funksjonen £or Xo m.h.p. ¥y1 0 ¥z« P4 grunn av ortogonalitcten
y-ene imellom er bidragene til reduksjonen som skyldes yi:1 08 ¥
uforandret. Det at vi tar ut ys betyr imidlertid at bidraget fra
den mé& regnes med i det som vi kan kalle en ny Rest. Xvadrat-
summen for denne blir derfor 42,3600 + 2900,2480 = 2942,6080,
Samtidig vil antall frihetsgrader fOr Rest (altsé ny Rest) bli
gkt med en, til £ = 205. Vi far derfor en ny restvarians 1ik
29L2,6080/205 = 14,3542 og nye F-verdier for yi og ¥as. Disse
nye F-verdiene ma s& sammenlignes med den verdi vi finner 1
P-tabellen (f.eks.Tabell III) for £ = 1 frihetsgrad for hver av

12%2 = 102,5 frihetsgrader for

de to tellervariansene og f =
nevnervariansen. Av Tabell III ser vi at denne verdien ligger
mellom 4,00 og 3,92. De to F-verdiene vi har funnet, er betyde-
lig stgrre. Ionklusjonen blir derfor at null-hypotesene Po1=0
0g Boz = 0 forkastes.

I regresjonsfunksjonen vil né y; mangle, og den estimerte
funksjon blir

T(¥1,¥3) = Xo + Doy ¥1 + boa ¥a

hvor - _ - -
J1= X4-X1 Of Ya=X3-Xg -baze1(Xz=Xz)= bziea(X1- X1)

Her er da boq = S51/514. For & kunne beregne boz md vi fgrst
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beregne de to regresjonskoeffisientene Bzg.1 08 PB31sz. Disse
finnes av ligningene

811 bateg + S92 Dazeq = B34

512 Dg1ezg + Sgg Dgze1 = Saz
Videre har en at
2y 3iXol= Soa = Soz+Daze1 — Sor.bares
ZY%L = 333-(1-R3?12)

og til slutt
XV 3iXol

o 2
LY 54

boa=

Den testingsteknikk som er antydet med dette, er en tek-
nikk som tar sikte p& en trinnvis eliminasjon av y-ene, en om
gangen. La oss né tenke oss at vi til & begynne med har m mulige
uavhengige variabler (Xi1,Xg,ssseeXn) 0g dermed ogsé& m y-varia-
bler. Vi skal senere komme inn pa hvilket av de mange sett av
y-variabler vi bgr velge. Her vil vi ga ut fra at valget er
gjort.

La oss sa& tenke css at det er utfgrt testing av null-hypo-
teser i p trinn og at resultatet er at p y-variabler er tatt ut.
Vi star da coverfor den situasjon at vi har (m-p) y-variabler
igjen og dermed (m-p) varianser,hver med f=1 frihetsgrad. Kva-
dratsummen for den Rest vi mé& bruke pa dette trinnet er da lik
den cpprinnelige 800(1—R0?123,,,m) pluss summen av kvadrat-
summene for de uttatte y-variablene. Antall frihetsgrader for
denne Rest er derfor f = n-1-m+p. Vi beregner s& varianskvoti-
enten for hver av de resterende (m-p) y-ene og sammenligner med
den verdien vi finner i f.eks. Tabell I1I for f=1 frihetsgrad
for hver av tellervariansene og f = 25%%%19 frihetsgrader for

den felles nevnervarians. Resultatet p& dette trinnet er da
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ett av fglgende to :

1) Alle F-verdiene er s& store at vi aksepterer dem som signifi-
kante, I s& fall beholder vi de (m-p) y-variablene i regresjons-
funksjonen., Analysen er dermed avsluttet,

2) I det minste en av de (m-p) P-verdiene er sa liten at vi ikke
kan akseptere den som signifikant. I sa fall tar vi ut den
y-variable som har den minste F-verdien og gar til neste trinn
med (m-p-1) y-variabler,

Det er klart at denne fremgangsméten kan bli meget arbeids-
krevende. Er antallet av potensielle uavhengige variabler (12)
stgrre enn L-5, blir arbeidet i praksis s& omfattendc at en bgr
benytte elektronisk regnemaskine.

Spgrsmalet om hvordan en skal velge settet av y-variabler
er vanskelig og noe endelig svar har vi vel ennéa ikke fatt.
Svaret vil ogsé& avhenge av bl.a. hva hensikten med regresjons-
analysen er., Hvis hensikten utelukkende er & estimere forvent-
ningen for den avhengige variable, kan vi legge visse praktiske
g pkoenomiske kriterier til grunn for valget. Dette vil bl.a.
fpre til krav om at antallet av de x-variabler scm tas med 1
regresjonsfunks jonen skal vere minst mulig og at de skal vere
enkle & skaffe seg observasjoner av. Selv om det ikke er noe
fullt samsvar mellom antall xX-variabler og antall y-variabler,
er det i regelen slik at jo ferre y-variabler, Jjo mindre er an-
taell x-variabler.

In m& cgs& ta et visst hensyn til at en ny y-variabel som
tas med, vil fgre med seg restriksjoner nar det gjelder gyldig-
hetsomradet for bruken av regresjonsfunksjonen. Dette viser ogsé

2]

at det vil vere fornuftig &4 finne fram til det settet som inne-
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holder det minste antall y-variabler. Det er iallfall god
utsikt til at en vil oppnd dette pa fglgende méte.

Vi vil nd gh& ut fra at vi ikke har informasjoner som
kan gi holdepunkt for valget av sett av y-variabler. Det er
da praktisk & ga fram trinn for trinn og velge p& hvert trinn
den nye y-variable en vil ta med. Et prinsipp en kan gjgre
bruk av, er & velge som ny y~-variabel,. blant dem en har til
rédighet,ii@m gir det stgrste reduksjonsbidraget. Dette vil
da si at en pa fgrste trinn m& velge som ¥4 den x-variable
som er sterkest korrelert med Xoo

Por de: eksemplet vi har benyttet foran, har vi at

RS., = 0,1301, RO?Z = 0,3306 og 30?3 = 0,0083
Vi.setter derfor ¥4 = Xeg-Xg. Reduksjonsbidraget fra denne
blir 24 Ro%s Soo = 0,3306.1L4120 = L668,0720.

PA 2.trinn har vi s& valget mellom
1) Y2 = X4-X1- bio(Xa-Xz) hvor bigs= S12/Sz22
2) ya = 7 g-Xg- Das(Xa-X3z) hvor bag = Sazz/Szz
Reduksjonshidragene fra disse er

1) (30%12-30?2) Soo ©08 2) (Rogza—Rogz) Soo
Det som blir avgjgrende for valget, er derfor hvilken av

-~

Ro§12 og Ro%23 er stgrst. For vart eksempel har vi at
Ro%12 = 00,4342 og Rogza = 0,3%908. Vi velger derfor det
forste alternativet som gir reduks jonsbidraget
(0,4342-0,3306).14120 = 1462,8320
Da vi i dette eksemplet har bare tre uavhengige varia-
bler, blir naturligvis
Y3 = Xa—Xa- bate2 (x4-%x1) - baze 1(X2-X2)

med det reduksjonsbidraget som er gitt i Tab.ds 3.
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For Rest har vi naturligvis samme resultat som tidligere
nemlig (1—Ro?123) Soo = 2900,2480. Utfgres s& testingen slik
som vist i Tab.J.3 (for et annet sett y-variabler), vil vi
finne at null-hypotesene Bo1 = 0, Boz = 0 08 Bos = 0 mé& for-
wastes. Resultatet er at alle x-varieblene skal tas med 1
regres jonsfunksjonen. Resultatet er m.a.o. det sammen som det
som ble funnet i avsnitt J.2.

Program for denne analyseteknikken er utarbeidet eller
kan bli utarbeidet for alle elektroniske regnemaskiner. Ma ar-
beidet utfpres pa bordmaskin, har denne teknikken en vesentlig
fordel fremfor andre. Det er nemlig mulig & undersgke pa hvert
trinn om det har en hensikt & fortsette analysen.

La oss, for & forklare dette, ta for oss vart eksempel
pa nytt. Valget av y4 = Xg-Xp fgrer til reduksjonen Ro%gSooo
Den reduksjon vi vil oppné ved & sette inn ys 08 ¥a - det blir
det samme hvilket sett vi bruker - mi da bli

(RoZ123-Roos) Soo = (0,7946-0,3306).14120 = 6551,6800.
Stilt sammen i det vanlige variansanalyseskjema far vi den opp
stillingen som er vist i Tab.J.b5.

Tabell J.5.

Uavhengig
variabel ‘Kvadratsum f v F
51 L4668,0720 1 Le68,07 328,27
Ve 08 Vs 6551,6800 2 (1) 6551,68 L60,74
Rest 2900, 2480 204 14,22

Til kvadratsummen for ys 0g ¥a svarer T = 2 frihetsgra-
der. BEn m& imidlertid regne med den muligheten at det aller

meste av dette reduksjonsbidraget skyldes en av de to vari-
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ablene, enten yp eller ya. Derfor bgr en bruke £ = 1 fri-
hetsgrad for dette sammensatte reduksjonsbidraget, slik som
vist i tabellen. De to F-verdiene skal sa sammenlignes med
den verdi en finner i f.eks. Tabell III for f=1 frihetsgrad
for hver av tellervariansene og £ = 2%2 = 102 for den felles
nevnervarians. Velges P = 0,05, ser en av Tabell III at den
kritiske verdien for F er 1lik ca. l;. Resultatet viser da at
en bgr utvide analysen, men det viser heller ikke noe mer euon
det. Hadde vi for yz og ys fatt F = o, ville dette vere nok
til & fortelle oss at en vidergéende analyse ikke har nocn

hensikt.

Det er nevnt i innledningen til avsnitt J.2 at det ikke
alltid er slik at de random variabler vi benytter som navhen-
gige variabler i regresjonsfunks jonen (altsé X1sX29Xp oans)
er direkte observerte random variabler. Situasjonen kan f.eks.
vere slik at en som uavhengige variabler vil bruke de obser-
verte random variablene Xi 0g Xz Of at en s& som en tredje
variabel vil bruke X3 = Xi.Xge I det eksemplet vi har benytt-
et hvor Xo er volum og Xg €T middeldiameter, kunne en OveIr-
veie & bruke xz2 i stedet for xp eller i tillegg til Xp.. Siden
xo er volum, ville et slikt valg kanskje vise seg & vare vel-
1ykt. I litteraturen kan en finne mange eksempler som viser
at slike uavhengige variabler har vart benyttet.

Dette gir da ogsé svar pd det spgrsmélet som ble stift 1
avsnitt J.1 om hvordan vi skal kunne ta standpunkt til om vi
kan ngye oss med en linesr regres jonsfunks jon. Vi forutsatte

da at regresjonsfunksjonens form ikke var kjent pa forhénd.
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Vi m& da tenke oss at vi har en observert random varia-
bel (x4) som vi vil bruke som uavhengig variabel. For & under-
spke om vi kan ngye oss med en linesr funksjon av Xi, kan vi
sa ta med Xg = X412, X3 = X4° 0.8.V. Og prgve om disse gir
signifikante bidrag til estimeringen av forventningen for Xo
i tillegg til det bidraget som x4 gir. I praksis vil dette son
oftest si at vi i tillegg til X4 ogsd tar med Xz = Xq°. Det
vi da m4 undersgke er om Y1 = X4-X4 Of Yo=Xg-Xp-bgq(X1-X1)
samtidig gir signifikante reduksjonsbidrag. Til dette kan vi
pruke den teknikken vi har beskrevet 1 dette avsnittet.

La oss ta for oss eksemplet i Tab.B.8 (side Li). For
dette eksemplet finner vi at Ro%1 = 0,8680C og Ro%12 = 0,8872.

Kvadratsummen for Xo €r Sgo = 1,0031. Vi har derfor fplgende

resultat
Uavhengig Kvadratsum f v r
variabel o o B
¥4 0,8707 1 0,8707 9z,38
V2 0,0193 1 0,0193 2,05

Rest 00,1131 12 0,0084

Vi konstatere s& at F'= 2,05 ikke er signifikant. Dette vil
s& si at vi ikke oppnar signifikant bedre estimering av for-

ventningen for xo, ved a4 ta med x:% enn ved 4 bruke X; alcnes
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J.LL.,OID gfx-l,x_a, lll) Somestimator av I‘(X1,X3, D.l)-

La oss tenke oss at vi har m potensielle uavhengige vari-
abler, x5 (5= 1,2,3,...m), i en regresjonsfunksjon for X
m.h.p. xj. Innfgrer vi et sett ortogonale y-variabler, vil
regresjonsfunks jonen vere

P(Y15¥ 2y oee¥m) = 0o+ Bo1 ¥1 + Boz¥z +evet Bom ¥n
Forutsettes det at alle y-variabler gir péaviselig bidrag til
estimeringen av forventningen for X,, er den estimerte regre-
s jonsfunks jonen

5(Y1,Y2, ces¥m) = Eo + Do1Y1 + DogVa + eseee ¥+ Dom¥nm

Spersmél som s& melder seg, er om r er en forventningsrett
estimator av r og hvilken presisjon r i tilfelle har.
La oss om e i modellen
Kol = P(F1isT2isece¥mi) + €1

forutsette f@glgende
1) ei er n innbyrdes uavhengige verdier av en random variabel

e med forventningen (E(ey) = 0.
2) var(e) er uavhengig av y-variablene.
3) € er en normal random variabel.
Er disse forutsetningene tilfredsstilt, kan det vises
1) at Xo og boj (j=1,2,..m) er innbyrdes uavhengige,
2) at E(Xo) = a0 08 E(boj) = Boj for alle j,

3) at for alle j er bo; en normal random variabel,

L) at var(e)
var(boj) = ——>s—
Zyiji
5) at

1 - 2
Ve = noaoq 2(Xoi=Xo-bo1¥1i-bog¥zi=es..~Donyni)

er en forventningsrett estimator av var(e).
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Vi vil s& tenke oss at vi velger et sett av verdier av
X14X29X35.++4Xm OfF beregner de tilsvarende verdier av y-ene.
La os betegne resultatene med y¢= Cy, Y= C2, ees Yr= Cme
Disse verdier mé oppfattes som gitte tall.

Estimatoren av r{(cy,Czs, «.. Cp) €r da

r(cqy,Cz, eeeCm) = Xo + Do1C1 + bgzCs + s eetbomCnm
Under de fcorutsetningene vi har nevnt foran, er denne estima-
toren en sum av ikke-korrelerte ledd, og derfor er

E[;(C1,Cg,..cm)]= E(Eo) + C1E(bo1)+ CQE(boa) ea e CmE(bom)

]

o + Boi1C1 + Po2Cz ¥ +ee + BomCn

n

I'(C1,Cg, e o060 Cm)

19724
var[?(c1,c2,...ch)] = var(Xe) + c%var(bo1) + C%V&P(bog) +

vesee + cﬁvar(bom)

2 2 2
(@l s — e o
= vari(e - 4 er—— + 20w
- 2
\n syl Sy2L SyaL

I praksis erstattes sa var(e) med VR’ og den siste formelen

blir da formelen for 552.

Under de samme forutsetningene er da

~
¢ = L(Cy5C050c00p) -~ r(Cy,Cp,00. Cp)
S~
r

en Students t med f = n-m-1 frihetsgrader. Dette vil da si at
vi kan estimere forventningsrett den betingede forventningen
for x_, alts& E(Xo; C1,C2, -co Cp) Vved T(C1,Cz, ese Cpm), OF
vi kan beregne konfidensgrensene for denne forventningen ved

F(C1,C2, seoCm) I a.8s

hvor verdien av a finnes i Tabell I for f = n-m-1 frihetsgra-

der og den P-verdi en ¢gnsker A bruke.
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Hvis noen av y-variablene ikke gir paviselig bidrag til
estimeringen av forventningen for Xy bgr vi naturligvis ta ut
disse variablene. Dette vil si at i formelen for ?(c1gcz,..cm)
og i formelen for 83, settes ¢ = 0 for disse y-ene. Dette fgrer
imidlertid til at kvadratsummen for VR ma settes lik den opp-
rinnelige (1aR0?12..m) Soo pluss kvadratsummene for de y-ene
som er tatt ut. Samtidig mé& s& antall frihetsgrader for Rest
(eller den nye VR) gkes med antallet av de uttatte y-variable- .
ne.

La oss anvende dette for det eksemplet vi har gjort bruk
av foran. Vi skal da benytte det siste settet av y-variabler,

altsa -
Y1 = Xg=Xgz

X =X 4= b12(X2“§2)

i

Y
Y3 = Xa=X3~ bageg(X1-%Xq) - baze 1(Xz=Xgz)
Vi ma da fgrst beregne regresjonskoeffisientene i de to siste
funksjonene. De tallene vi har bruk for til dette, viluen
finne i de tre ligningene vi benyttet i avsnitt J.2 (side 217).

Vi finner da fgrst at

- S12 - 323 _
Pie = =g 5738~ = O,OLTIL

Til beregning av regresjonskoeffisientene bPage1 0 Dztez
har vi ligningene
S11 Datez + Siz Bazer = S13
S12 Patez + S8gz bzz.t1 = Spz;
som gir bizi.z = 0,16876 og baz.1 = 0,03925,
En finner s& videre at Rj?g = 0,00474 og R3?12 = 0,h6224

(Jfr.Jd.2,side 218). Vi har derfor at
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Z Y1% = 8z = 6738

Z y2% = 311(1-R%-z) = 3251,51442

2 2
Z y3l = S33(1-Rav12) = 125,29808
Videre finnes at
Z YiieXol = Sgg = 5608

Z Yz2ieXol = So1 = byz.Spz = 2181, 15248

Z Y3ieXol = Spa = batege Soy = b3ze1.802 = - 798,57600
Vi har derfor at
60
bor = Z335 = 0,83229
_ 2181,15248 _
boz = 32?1,51uug = 0,67081

_ ~298,52600
bos = ~155 55808 -6, 37341

Fra f¢r (avsnitt J.2,side 217) har vi at xo = 19,9364 og der-
for er
T(¥1,92,¥3) = 19,9364 + 0,83229 y1 + 0,67081 ya
- 6,37341 y3
Pgrer vi s& x4,Xp 0og X3 inn i denne funksjonen, vil vi f&
samme resultat som i avsnitt J.2 (side 218). At resultatet ma
bli det samme kommer naturligvis av at alle y-veriabler gir
paviselige bidrag til estimeringeﬁ.
Innsettes i formlene for yi,¥s 08 ¥ya X1 = 14,4327, Xg =
17,6913 og X3 = 2,6749, finner vi at
Y1 = Xg-17,6913
Yz = X4= 0,04794 xo- 13,58U6
Y3 = Xg 0,16876 x4 - 0,03925 x5 + 0,4551

1l

La coss s& som eksempel velge x1=12, X2=20 0Og X3=3.

Ved innsetting i formlene for y—-ene vil vi da finne at
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¢y = 2,3087, cz= ~-2,5L34 og c3 = 096“-50

som gir
o8 1 C% C% Cg
S+ -+ + = 0,01091

2 2 2
10 Zani. zf)’si.

Fra fgr har vi at V 14,22, og derfor er

R =
ss = V14,22.0,01091 = 0,394

Velges s& konfidensgrenser som svarer til konfidenssannsynlig-

heten 0,95, skal vi etter Tabell I for f = 204 frihetsgrader

sette a = 1,97 (ca.). Altsd er B8z = 0,7762. Konfidensgren-

sene blir derfor

15,26
16,82

r(C1,C2,C3) ¥ a.82= 16,0410 ¥ 0,7762 = {
Nar en skal bruke denne metoden, m& en passe pa at det
ikke brukes andre verdisammensetninger av X4,Xg,X3; esoce €NN
slike som kan forekomme i det universet som er representert
av samplet. I praksis vil dette bety at observasjonene av
X1yX2,X3, eso 1 samplet md vise at den verdisammensetningen
en gnsker & bruke, er realistisk . Vi vil imidlertid i denne
sammenhengen ngye oss med a vise til det som er sagt om saken

i avsnitt J.1, side 212-213,



J«H. Om bruk av en estimert regresjonsfunksjor.

Regresjonsanalyse er tatt i bruk som nmesode for flere
formal. Et av disse er & estimere forventningen for en ran-
dom variabel X ved hjelp av observasjoner av andre randou

variabier. Grunnen kan f.eks. verec at xO er vanskelig &

{r

obscrvere direkte. Volumet av de grantro:r son finness pd en
flate 1 skogen, er et eksempel pa en slik randcom varianel.
som vi har vist kan en da observere et antall andre varia-
bler som er korrelerte med X, og s& bruke regresjionsiunk-
sjonen for X m.h.p. disse andre random variavler sox esti-
mator av forventningen for Xy

For & kunne estimere regresjonsfunksjonen ma vi natur-
ligvis ha et sampel av gjentak og for hvert gjentar observa-

sjoner av x_ og et antall potensielle uavhengige variabler.

¢
Hensikten med regresjonsanalysen er da a estimers en funk-
sjon av de uavhengig variablene som gir en si presis esti-
mering av forventningen for X5 at vi kan bruke den 1 nye
tilfelle., Dette vil si at vi bruker den estimerte regresjocns—
funksjonen som grunnlag for en prognose. Forrmilet med selve
analysen er da & finne ut cm alle de random variabler vi
under planleggingen av undersgkelsen har regnet med som po-
tensielle uavhengig variabler, skal vszre med og hvilke:
koeffisienter (eller vekter) de skal ha. Dessuten tar ana-
lysen sikte p& & finne ut hvilken form for funksjonen en

bgr bruke. Det er f.eks. ikke alltid at en linesr funksjon

er tilfredsstillende. Den funksjonen vi stanser ved i

slutt, kan f.eks. inneholde annen grads ledd eller/og ledd
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av hgyere grad.

Vi har nevnt foran at det oftest er npdvendig & passe
pa at de verdier av de uavhengige variabler som vi bruker
i funksjonen, er slike som samplet viser er mulige kombi-
nasjoner av verdier av de variable. Dette kan resultere *i
at funksjonen ma karakteriseres som lite tilfredsstillende
fordi det kan vere andre kombinasjoner en gnsker & bruke
den for. Det kan da bli spgrsmal om det er forsvarlig &
bruke funksjonen for andre kcmbinasjoner.,

Svar p4 dette spgrsmdl kan en neppe gl uten at en har
informasjoner i tillegg til dem samplet kan gi. Men det som
er viktigst, er at en under planleggingen av underspkelsen
tar sikte pa a f& et sd representativt sampel som mulig.
Dette betyr at den som er ansvarlig for undersgkelsen, har
visse opplysninger om det universet som samplet skal repre-
sentere i egehskap av et random sampel.

La oss pa ny ta for oss eksemplet fra foregiende av-
snitt og tenke oss at vi har et kart som visergrensene for
granskogomridene i et stgrre geografisk omrade. P& dette
kartet kan vi s& tenke oss granskogomrédene imndelt 1 N
flater av den stprrelsen vi gnsker & bruke. Disse flatene
kan nummereres med nummerne 1 - N, og vi kan s& ved hjelp
av et eller annet teknisk hjelpemiddel ta ut et random sam-
pel p& n flater. P4 disse flatene som vi forutsetter at vi
kan lokalisere i skogen, tar vi s& cbservasjoner av Xoo Xy
X5y XB’ e+ Og benytter disse til estimering av regresjons-
funksjonen for X, m.h.p. de andre variablene. Samplet er da
en random representant for et konkret univers som bestar

av de N flatene. I mange tilfelle vil imidlertid ogsé
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disse N flatene bli oppfattet som et sampel som represen-
terer et abstrakt univers. Men siden samplet p& n flater

er tatt ut ved loddtrekning blant de N flatene, vil det og-
s representere det abstrakte universet i egenskap av et
random sampel.

I teorien er dette meget enkelt. Men enhver med 1litt
kjennskap til skog, vil vel uten videre innse at & prakti-
sere teorien kan by pa ﬁange vansker. For bare & nevne ett
forhold : granskogen innen omradet skal deles i N flater,
og dette kan naturligvis gjgres pd mange forskjellige méter.

At samplet er tatt ut slik vi har beskrevet, gir ingen
sikker garanti for at det vil omfatte alle de kombinasjoner
av verdier av de random variablene som finnes pa de N fla-
tene. Nar vi skal benytte den estimerte regresjonsfunksjo-
nen til estimering av forventningen for Xj p& en av de N-n
flatene som ikke er med i samplet, kan vi derfor finne for
enkelte flater at verdien av f.eks. X, faller utenfor varia-
s jensomradet for X5 i samplet. Som vi har nevnt foran, kan
vi da strengt tatt ikke bruke regresjonsfunksjonen for disse
flatene.

En utvei en kan ty til i en slik situasjon, er &4 ta et
random sampel blant de (N-n) gjentak og addere dette til
det fgrste samplet. En mé da gjgre regnearbeidet om igjen
og far naturligvis en ny regresjonsfunksjon. Dette gir imid-
lertid fremdeles ingen sikker garanti for at det innen det
geografiske omrédet ikke finnes flater som funksjonen ikke

bgr brukes for.
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Dette viser at en ikke mé& utgi en estimert regresjons-
funksjon som et teknisk middel til estimering av forvent-
ningen for den avhengig variable, uten at det fglger med en
anvisning pé& hvilke verdisammensetninger av de uavhengig
variabler den kan brukes for. A gi en slik anvisning er
imidlertid ikke enkelt. Som oftest er det nemlig slik at
nar verdien av X, er gitt eller valt, er verdiomradet for
X5 kortet inn i sammenligning med hele verdiomradet. I
praksis blir det vel sjelden tatt noe hensyn til dette,
men det burde bli det. Denne saken er imidlertid s& pass
komplisert at vi skal ngye oss med disse merknader.

Alt dette viser at det er viktig 4 komme fram til en
estimeringsfunksjon med sa lite antall uavhengige variabler
som mulig og som likevel gir estimater med tilstrekkelig
presisjon. Qg dette betyr da igjen at det er viktig
at en er meget omhyggelig med valget av uavhengige vari-
abler,

Et annet formadl med en regresjonsanalyse er & under-
spke hvilke variabler (x1,x2,x3, »s.) det er som har betyd-
ning for verdien av b For at en slik undersgkelse skal ha
mening, ma da x1,x2,x3,.°. i relasjon til X, kunne opp-
fattes som arsaksvariabler. Det finnes naturligvis situa-

s joner hvor de kan oppfattes p& denne méten. La oss f.eks.
tenke oss at X, er mengde avling pr. arealenhet for en
bestemt sort poteter. Random variabler scm vi da kan opp-
fatte som Arsaksvariabler er gjennomsnitstemperaturen i
vekstperioden (x1), nedbgrsmengden i vekstperinden (x,)

og en karakteristikk av dyrkingsjorda (XB). I et slikt
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tilfelle kan en ved hjelp av regresjonsanalyse skaffe seg
holdepunkter for hvilken betydning ZysXo, og xj har for
avlingsmengden.

Ogsé da mé& en benytte seg av ortogonale funksjoner,
altsd et sett av y-variabler slik disse ble definert i
avenitt J.3. Men det settet en skal bruke, mi velges etter
andre kriterier enn nar det gjelder a finne en god esteri-
meringsfunksjon. Den regresjonsfunksjonen vare beregninger

som oftest

fprer til, er nemlig/avhengig av hvilket sett av y-vari-
abler vi benytter oss av. Benytter vi settet

yi1 = X1;§1

Yz = Xag-Xg - bo1(X1-X1)
vil vi kanskje finne at y ikke gir paviselig bidrag til
reduksjonen av kvadratsummen (Soo) for Xg. Og konklusjonen
vil pli at x, ikke er en paviselig &rsaksvariabel eller at
effekten av den er tatt med i Xye

Benytter vi imidlertid settet

y = Xz";‘iz
Vo= Xi-%X3 - D12(Xz-Xa)
kan vi komme til samme konklusjon med den forandring at
X

og X, bytter rolle.

1 2

Det er derfor ngdvendig at en pa forhé&nd har bestemt
seg for i hvilken rekkefplge arsaksvariablene skal tas inn
nadr en danner de ortogonale funksjonene. En m& m.a.o0. ha
en hypotese om hvordan de potensielle Arsaksvariablene vir-
ker inn p& verdien av X,. Hvordan en skal g& fram n&r en
har dette problemet & hanskes med, kKan det neppe gis reg-

ler for. Problemet oppstdr vel ogs& som oftest i en serie
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av undersgkelser slik at planen for undersgpkelsen avhenger
av hvilke resultater en har kommet til i de foregiende under-
spkelser,

Ofte er det imidlertid ikke mulig & avgjgre hvilke vari-
abler kan oppfattes som &rsaksvariabler og hvilke en kan
oppfatte som effektvariabler. Som Vi allerede har nevnt,
er det ofte slik at samvariasjonen mellom random variabler
ikke beror p& direkte Arsakssammenheng. I regelen er det
kanskje slik at samvariasjonen skyldes bakenfor liggende
arsaksvariabler (eller faktorer) som en ikke er i stand til
4 identifisere og som en derfor heller ikke kan skaffe seg
observasjoner for. Spgrsmélet kan da bli om det er mulig
4 finne ut hvor mange slike bakenfor liggende arsaksvari-
abler en bgr regne med og om observasjonene indikerer
hvilke varisbler dette er. Metcder for slike undersgkelser

ligger utenfor rammen for denne fremstilling.

I avsnitt J.1 (side 213-214) er det nevnt at det kan
vere fristende, nar det er pa det rene at x, er arsaks-—
variabel og X, effektvariabel, & oppfatte regresjonsfunk-
sjonen for X, M.haPpo X, som uttrykk for den effekt en vil
oppné pé X, ved aktivt a forandre Xy Vi advarte der mot
4 bruke regresjonsfunksjonen som uttrykk for dette. Har vi
imidlertid mange uavhengige variabler i regresjonsfunks jo-
nen som alle er Arsaksvariabler i relasjon til X og x1
ikke har betydning for verdiene av Xps Xz v kan regre-
s jonsfunksjonen brukt med forsiktighet kunne gi oss opplys-
ning om hva som vil skje med X som en felge av at vi for-

andrer verdien av x1.
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I dette tilfella m& nemlig bade situasjonen x,=a og
situasjonen x1=b sammen med samme sett verdier av XE,XB,..
finnes realisert i det observasjonsmateriale vi bygger pé,
forutsatt naturligvis at a og b er verdier innenfor varia-
sjonsomréadet for Xye Regresjonsfunksjonen skulle derfor
kunne gi beskjed om hva som vil hende med X ogsi nar en
aktivt forandrer verdien av Xye Risikoen for konklusjons-—
feil skyldes da at en neppe noen gang kan vare helt sikker
p& at det ikke finnes random variabler som har betydning

for X5

som pavirkes av forandringer 1 Xys 08 som en ikke
har observasjoner for.

I aktuelle tilfelle vil en som oftest finne at det er
korrelasjon mellom arsaksvariablene, slik at en forandring
av x1 fglges av ferandring i en eller flere av de andre.
Det spgrsmél som da melder seg i praksis, er om det er mu-
lig & finne ut hvordan de Aarsaksvariablene som er avhengige
av X, skal endres aktivt samtidig med X4 slik at den to-
tale forandringen forer til en realistisk situasjon. A tak~

le dette problemet er naturligvis meget vanskelig. Her mé

vi ngye oss med & nevne det.
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J.6. Regresjonsfunksjonen som beskrivelse av effekten

av en kvantitativ forsgksfaktor.

I avsnitt H.1 (side 158) er det nevnt at hvis forsgks-
faktoren er kvantitativ, kan en vere interessert i & skaffe
seg en matematisk beskrivelse av hvordan effekten avhenger
av forsgksfaktoren. Scm eksempel kan vi tenke oss et for-
spk med smégriser og hvor forsgksleddene er et standard-
for tilsatt valte mengder A-vitamin. Hensikten kan da vare
& gi en beskrivelse av hvordan forventningen for vekstgk-
ningen avhenger av vitaminmengden.

Vi skal n& betegne effekten (f.eks. vektgkningen) med
X, 08 forsgksfaktoren (vitaminmengden) med Xye Den betingede
forventningen er i avsnittene H.2 og H.3 betegnet med uj
eller med W+ aj. Oppgaven gar derfor ut p4d & beskrive den
eventuelle avhengighet mellom uj (som avhengig variabel)
og X1j som uavhengig variabel, d.v.s. & estimere en funk-

sjon
Bj = r(x4j)

hvor j=1,2,3,....k 0og k er antall forsgksledd.

I noen tilfelle har en kanskje visse informasjoner om
den matematiske form for r(xs). Men i regelen er funksjons-
formen ukjent. Som cftest m& en anta at den er komplisert
og den kan vere forskjellig fra det ene tilfelle til det
andre. Vi kan imidlertid forutsette at funksjonen har slike
egenskaper at den kan erstattes av en rekkeutvikling, slik
at vi kan sette

r(X1) = Bo + Bot1s23eceeXq + Boz=13~°'X% + ecooe

Det innsees vel uten videre at hvis vi tar med alle
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ledd fra x; til x5

,» kan koeffisientene i r(x4) til-
passes slik at funksjonen gir en ngyaktig beskrivelse av
gjijennomsnittene EQJ. Antall ledd 1 rekkeutviklingen, kon-
stantleddet regnet med, ma derfor vere mindre eller i hgy-
den 1ik antall forsgksledd (k).

Den variable x4 er naturligvis i dette tilfelle ikke
en random variabel. Verdiene av x; (altsé& x;j) er kvanti-
teter som er vedtatt brukt scn forspgksledd under planlegg-
ingen av forsgket. Men siden ingen er i stand til & gjen-
ta en handling eksakt, m& en regne med at x, ogsé innehol-
der et random element. En m& imidlertid kunne gé& ut fra at
i tilfredsstillende utfgrte forspgk har dette random element
liten betydning. Vi kan derfor si at den uavhengige vari-
able 1 disse tilfelle er en tilnermet kontrollert variabel.

For at det skal bli overensstemmelse med de symboler
vi har brukt foran, skal vi betegne x12 med Xo, x13 med

X3 0«8.V. Vi skal ogsé& fgre inn gjenncmsnittene x4 , Xgo ,

A
———

X3 «s-0 0g sette

P(X1) = 0o + Boqesges(X1=X1) + Bozeises(Xa=X2)teoo

Vi vil ogsé& her benytte ortogonale funksjoner (se avs.
J.3) og fyrst tenke oss at vi bruker settet

yi1 = X1-§1

Y2 = Xp~Xo~bgq(X1~X1)

Y3 = Xg~X3-Dage1(Xa=Xz)=ba1ez(X1-X1)
OuBaVe

og sette

r(x1) = o+ PBo1 Y1+ Boza Y2+ Boa ¥at eees
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Anvendelse av Minste kvadraters metode fgrer s& til

Xo Som estimator av ao og

Iy 13(Xoj-= Xo) ¥ 1 X0
bo1= ' =
2 2
2y 1 2y'1
Xy 2;(Xoj— Xo) Z¥ 2 jXo
Do ———5——— = ———5—
%72 j Zyaj
CeSoVe

som estimatorer av PBo1 5, Boz 0.8.V.

Den kvadratsummen en tar sikte pd 4 fa delt opp ved
hjelp av y-ene, er nZ(ioj—Eo)z = nSgpp med f = k-1 frihets—
grader. Dette gjelder bade et lckalt forsgk etter prin-
sippet fri randomisering n&r antall gjentak (n) er det
samme for alle fors¢ksleddf for et lokalt blokkforsgk med
n blokker eller gjentak, og for det forspgket vi i avsnitt
H.8 har kalt et utvidet forsgk med n gjentak.

Nyttes korrelasjonskoeffisientene Ros1, Roe12 0.8V,
P84 samme méte som i avsnitt J.3, blir kvadratsummen nSgo
delt opp slik som vist i Tab. J.6 hvor det er forutsatt at
k = 5. Antall y-er er derfor under denne forutsetningen
1lik k=1 = 4 0g Roe 1234 = 1. Det leddet som er betegnet med
Rest (2), er restkvadratsummen for det tilfelle at forsgket
er utfort etter prinsippet fri randomisering. Er forsgket

Er antall gjentak for T, 1ik nj, fimner en at estimato-
ren av ap e€r Xo = % Z njxoj hvor N = Znj. Estimatoren av

cer — —
Bot Z njy1j(Xoj-Xo)

bos= PR
Zniyiy
og tilsvarende for de andre koeffisientene.
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et blekkforsgk med n gjentak eller et utvidet forsgk med
n gjentak, er Rest(2) = ZZ[XOJL—EoL*EoJ+EO]Z med et antall

frihetsgrader 1lik £ = (n-1)(k-1).

Tabell J.6.

ggg?:ggig Kvadratsum 7 f v
J i Rog1 .nSoo 1 Vi
T2 (Ro%12—R0?1)-nSoo 1 Ve
Ya (Ro%123~Roe12) N800 1 Va
Ja (1*30?123)=n300 1 Va

Rest (2) SE[%X0ji-%Xo0j ]2 k(n-1) Vo

De null-hypotesene som skal testes, er Bgy = 0,
Boz = 0, PBoz = 0 0g PBos = 0. Disse testes samtidig ved
hjelp av varianskvotientene V1/V,, Va/VRs Va/VR og V4/VR
Testingen utfgres trinnvis slik det ble forklart i avsnitt
J.3 (side 231). Forskjellen er at vi nd har en estimator

V., for var(e) som det ikke skal gjsres noe med. Kvadrat-

R
summen for en ikke-signifikant varians skal i dette til-
felle ikke adderes til Restkvadratsummen foran neste trinn
i testingen.

Hvilken fremgangsmate en bgr bruke i praksis, vil av-
henge av hva slags hjelpemiddel en har til radighet. Har
en anledning til & bruke en elektronisk regnemaskin, vil

det scm oftest lgnne seg & ta med alle variabler Xy x12,

X130°°o x%—1 med det samme. Settet av ortogonale funksjo-
ner kan sé velges slik det er beskrevet i avsnitt J.3.
Har en imidlertid ikke anledning til a bruke dette

hjelpemidlet, blir denne fremgangsm8&ten for arbeidskre-

vende, i1iallfall dersom k > 5. Dersom informasjoner en har
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péd forhé&nd, ikke peker ut et annet sett, bgr en velge.
det settet av ortogonale funksjoner vi har benyttet foran.
En kan s& g& fram skrititvis.Fgrst prgves fprstegradsleddet

alene. En har da fglgende analyse :

Uavhengig '

varisbel Kvadratsum | f v
¥ 1 RQ?1énSoo 1 V4

Rest(1) (1—R0.1).n800 k-2 Ve

Kvadratsummen for Rest(1) er naturligvis her summen av
kvadratsummene fOr ¥3,¥3, eso« Yk-1. Denne kvadratsummen
kan da skyldes hovedsakelig en av disse k-2 variablene.
Den bgr derfor brukes med £ = 1 frihetsgrad, slik at Fg =
(1-120?1).nsoo/vR. En bruker sa f.eks. Tabell III med f =1
frihetsgrad for hver av de to teller-variansene og f =%fR
for den felles nevner-varians. En ikke-signifikant F, sier
oss at det ikke er noen grunn til & g& videre med analysen.
En mé& da npye seg med en linesr funksjon, d.v.s. forutsatt
naturligvis at Py = v,z,’vR er signifikant pa det valte
signifikansnivéet. Er derimot Pz signifikant, bgr en gé
videre med analysen ved 4 ta med ogsi xp = x% og da i for-

men yg. Analysen blir da

Uavhengig

variabel Kvadratsum f v
Y1 R0%1- NnSeo 1 Vi

2 2 ‘
Je (Roo12-Ro-1)-nSoo 1 Vg
Rest(1) (1=Ro?12)-n800 k-3 Vs

Her m& vi s& bruke Rest(1) med £ = 1 frihetsgrad. Vi har
da tre varianskvotienter: Fi1 = V./Vp, Fp = Vz/VR og Fa=

(1—Ro?12).nSoQ/VR. Kravet til signifikans m& na skjerpes
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ved at en bruker f.eks. Tabell III med f 1 frihetsgrad

tl

for hver av de tre teller-variansene og f, for den

R

Wil

felles nevner-variansen.

Det vi cppnér ved & bruke denne fremgangsmiten, er
at vi p& hvert trinn i analysen kan avgjgre om det har
noen hensikt & g& videre. Har vi f.eks. fgrt inn Xy (som

¥,) o8 X, = x,° (som y.), vil en ikke-signifikant F, bety
1 2 = ¥y >

3
at vi ikke vil oppné& noe ved & utvide analysen. P4 den
annen side vil ikke en signifikant F3 bety at vi kan regne
en forbedring av regresjonsfunksjonen ved & utvide analy-
sen, men den er da en oppfordring til & g& videre.

som oftest fgrer divisjonen av fR med antallet av
teller-varianser til et bruddent tall. Vi m& da interpo-
lere i1 F-tabellen eller for fp < 5 bruke Tabell VI som er
omtalt pa side 228.

La oss ta for oss et eksempel. I Tab.J.7 er gitt ob-
servasjonene av X, (mengde avling) fra et forsgk med fire
kvanta fullgjgdsel til eng. Forsgksleddene er Olkg (T1),
25 kg (T,), 50 kg (T3) og 75 ke (T)) gjgdsel pr.dekar. De
n = 2 gjentak er to lokaliteter i Norge.

Tabell Je.7-

Gjentak T, T, Ty T), 5,
1 54 76 108 112 350
2 76 106 120 128 430
sj 130 182 228 240 780
?Oj 65 91 114 120

Variansanalysen gir fglgende resultat :
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Kvadratsum £ vV
Gjentak 800 1
T 3754 3 1251,33
Rest 92 3 20,67

Varianskvotienten er alts&d 1ik F = 1251,33/30,67 = L8,04

som er signifikant.

— - -2
Vi finner si at Z(X1J—X1)2: S11 = 3125, Z(Xoj~¥o)

H

Soo = 1877 og Z(X1;j-X41)(Xoj-Xo)= So1 = 2350. Fglge-
lig er

2
2  _ So1 -
R0'1 = S11.Soo - 019415

Ahalysen pa fgrste trinn blir derfor

-

Uavhengig o _

variabel Kvadratsum f
Y1 0;9h15~3?5h = 353&;39 1
Rest(1) 0,0585.3754 = 219,61 2
Rest(2) 92,00 3

Vi finner derfor at F, = 353L,39/30,67 = 115,24 og F,=
219,61/30,67= 7,16, Til £ = 1 for hver av de to teller-
variansene og f = 3/2 for nevner-variansen svarer etter
Tabell VI og P = 0,05 a = 36,2. Den siste av de to vari-
anskvotientene er derfor ikke signifikant. Dette betyr

at vi ikke oppnar signifikant forbedring av estimeringen

av den betingede forventningen for x_ ved & ta med nye

o
ledd i rekkeutviklingen. Vi m& ngye oss med en linesr

funksjon.
Gjennomsnittene er Xo = 97,5 og X1 = 37,5, 0g regre-
sjonskoeffisienten er boi1 = So1/S+1 = 0,752. Vi har der-

for at
r(x,) = 97,5 + 0,752 (x4-37,5) = 69,3 +0,752 x4
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Det er nevnt i begynnelsen av dette avsnittet at
hensikten med en slik analyse som dette, er & fa tak i
en funksjon av x4y som gir en beskrivelse av den avhengig-
het som eventuelt finnes mellom forsgksfaktoren (x1) og
forventningen (pj) for Xo. Den regresjonsfunksjonen
r(xs) som er resultatet av analysen, er da & oppfatte
som et tilnermet riktig uttrykk for dette avhengighets—
forhold, Som oftest er en neppe interessert i & bruke
resultatet til beregning av f.eks. konfidensgrenser for
Ljo Men er en det, vil en finne metoden beskrevet i av-
snittene J.1 og J.4.

Vi har her gatt ut fra at den matematiske form for
r(xy) er ukjent og at en derfor m& ty til rekkeutviklin-
gen. I flere tilfelle har det imidlertid vist seg form&ls-—
tjenlig & innfgre en ny variabel, altsd en ny variabel
scm er en kjent funksjon av x4, feeks. u = Jk, eller u =
log x4. For vart eksempel fgrer begge disse variablene
til resultater som iallfall tilsynelatende er bedre enn
det vi far ved & bruke x4 selv. Korrelasjonskoeffisien-
ten mellom X4 og Xo er lik 0,915 = 0,970, mellom Wx;
Cg Eo er den 0,987 og mellom log X1 OF §0 er den 1lik
0,994, I dette tilfelle gir derfor en linezr funksjon av
log x4 en tilsynelatende noe bedre beskrivelse av for-

ventningen for Xo enn en linezr funksjon av Xi.
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K. OM BRUK AV SAMPLER FRA GITTE BEGRENSEDE UNIVERSER.

K. Tnnledning.

Vi har hittil betraktet universet som en abstrakt mengde
gjentak som vi kan skaffe oss kunnskaper om bare gjennom sampler.
Regelen er at vi m& oppfatte universet som den mengde gjentak som

samplet representerer i egenskap av et random sampel.

Vi har imidlertid ogs& oppgaver som gar ut péd & beskrive en
gitt konkret mengde gjentak ved % bruke sampler. Vi kan til eksempel
tenke oss et univers som bestidr av alle skogelendommene 1 Hedmark 1
196L, eventuelt begrenset til de elendommene som har et visst minste
areal produktiv skogsmark. Vi tenker oss at vi er interessert i det
gjennomsnittlige og det totale barskogareal i dette universet. Tller,
det kan vere den totale lengde skogsbilveler vi gnsker & f& greie pé.
Har vi penger nok og et tilstrekkelig antall kvalifiserte personer &
sette til arbeidet, ville det ikke vere unoverkommelig & f& ngyaktige

opplysninger om bade barskogarealet og lengden av bilveier.

Slike undersgkelser av hele universet eller totaltellinger,
som slike undersgkelser i regelen blir kalt, vil naturligvis bli
kostbare. Det er derfor ogsd i slike tilfelle behov for sampler som
kan gi tilstrekkelig ngyaktige opplysninger. Bruk av sampler kalles

ofte representative tellinger.

Et univers og et sampel bestér av gjentak eller telleenheter.
I de totale tellinger innen jordbruks- og skogbrukssektoren som er
gjennomfgrt av Statistisk Sentralbyréd, er det det enkelte gardsbruk
eller den enkelte skogeiendom som er gjentak. For hvert gjeﬁtak
skaffer en seg data (observasjoner) av areal brukt til f.eks. potet-

dyrking, antall melkekyr, antall dekar produktiv skogsmark, antall
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traktorer, lengden av' skogsbilveier osv. En far pad denne méaten en
totalbeskrivelse av hele universet, og de feil som hefter ved denne
beskrivelsen, skyldes utelukkende ungyaktige data eller observasjoner.

Av praktiske grunner er mange av observasjonene skjgnnsmessige.

Taksering av en skog har samme mélsetting. Det gjelder & fa
en mest mulig ngyaktig bestemmelse av kubikkmasse, tilvekst osv. Ser
en bort fra observasjonsfeil, vil en total taksering gi ngyaktige
opplysninger om slike ting for hele universet. P& grunn
>av kostnadene har en imidlertid ogs& i disse tilfelle blitt tvunget
til & skaffe seg opplysninger ved hjelp av sampler. Som gjentak eller
telleenhet velger en da kanskje sirkulzre flater av valt stgrrelse.
Det er ngyaktig det samme som at en nar det gjelder jordbrukstellingene,

har gatt over til & bruke sampler av gardsbruk.

Den forskjell det er mellom disse undersgkelser og de vi
tidligere har beskjeftiget oss med er fplgende. Nar universet som
samplet tas fra, er en abstrakt mangfoldighet, fgrer det ikke til
noen som helst forandring av universet at vi tar ut et sampel.
Universet er det samme fgr og etter at samplet er tati ut. Nar deri-
mot universet er en konkret begrenset mengde gjentak, kan det at vi
tar ut et sampel bety en forandring av universet. Dette gjgr at vi
jkke uten enkelte korreksjoner kan bruke de setningene om sampler

som vi har gjennomgétt foran.

Den forskjell det er mellom de to situasjonene, kan vi
illustrere ved & ta for oss pd& ny det 5p¢fsmél som ble behandlet i
avsnitt C.'5 (side F2). La oss tenke oss et univers p& N gjentak hvor
H gjentak har kjennectegnet E. De andre (N - H) gjentakene har da
kjennetegnet ikke-E. Sannsynligheten for E 1 dette universet er

P(E|U) = p = H/N.
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1a oss s& tenke oss at vi tar ut et random sampel pé n gjentak.
Dy wrn(8e $i3072) sannsynligheten for at samplet skal bestd av 2

gjentak med E og (n-z) gjentek med iE lik

o (2);?;2)
@

. (Hy _ Hi .
hvor til eksempel ‘z)"ETTﬁt§7T° Dette kalles den hypergeometriske
funksjon eller lov. Det kan ogsd vises at nir N og H er meget store 1
forhold til n (teoretisk at N og H - «, samtidig som H/N = p), g&r

funks jonen over til den binomiale:
ny_ 2z n-z
p, = (,)p" (1-p)

Det kan ogsa vises at forventningen for z er

B(2). = 3,7 =y = ™
og at
ver (z) = 02 = EPZ(Z--EZ)2 = n.%(l - %) g:?

N-n
np(2-p) 3

il

Vi ser at nir N - o, er Gr. %E% =1

og
var (z) = np(l-p)

som er formelen for Var (z) nar PZ er gitt ved binomialfunksjonen.

Forventningen for z er altsi den samme i de to tilfelle. Men
nar samplet {n) er s& stort i forhold til universet (N) at uttakingen
av samplet betyr et merkbart innhugg i universet, ma vi for 02 bruke

N-n
faktoren.ﬁ:i < 1.

T.a oss som eksempel tenke oss at universet bestédr av de N = 52
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kortene i en kortstokk og at E = spar. Da er H = 13, N-H = 39 og

= % = %o Sannsynligheten for z sparkort i et random sampel pd n = 13
kort er éa
13y¢ 39
DG
27 (39
13
Vi har 44

E(z) = np = 13/4
og

13.4+£+ 0,765

var.(z) = np(l—p)%e% = 13 %oﬁu%%

2,)4.].4. ° 0,765 = 1,87

it

Lager vi oss en kortstokk av 100 enkelte kortstokker, har vi N = 5200

og H = 1300. Er samplet som fgr p4d n = 13 kort, finner vi at

N-n _ 5187 _
N—l - 5199 - 09997°°

og derfor at var.(z) er praktisk talt 1lik np(1l-p) = 2,u4k.

Denne faktoren %f%, eller oftest Hﬁﬂ, forekommer derfor i
mange av de formlene vi har bruk for ndr vi skal bruke sampler fra
begrensede universer. Naturligvis kan N ogséd i slike tilfelle vare si

stor i forhold til n at faktoren ikke har noen betydning.

Siden antall gjentak (N) i universet er et endelig tall, kan
vi sette nummer pd gjentakene. Numrene er i = 1,2,3...N. Det kan vises
at antall sampler p& n gjentak er (ﬂ). Er f.eks. N = 4 ogn =2, er
antall sampler 1ik (g) - 6. Dette er de samplene der gjentakene har
numrene: 1 og 2, 1 og 3, 1 og L, 2 0og 3, 2 og 4 og 3 og i, Et rent
tilfeldig sampel eller et sampel uten restriksjoner er et sampel som
er tattvﬁt pa en slik mate at sannsynligheten for uttak av et bestemt

sampel er den samme for alle sampler, 1lik 1/(&). Er N =4 ogn =2,

g



er denne sannsynligheten 1ik 1/6.

Vi skalvikke komme inn pa den teknikk som brukes 1 praksis
(f.eks. 1 jordbrukstellingene) for uttaking av et slikt sampel. Vi mé
ngye oss med & si at en md bruke et apparat for loddtrekning som er
konstruert slik at de (E) samplene har samme sannsynlighet for 4 bli
tpukket ut. Vi har ogsd tabeller over sékalte tilfeldige tall for

dette formilet og det er vel disse som plir brukt oftest.

De data vi skaffer oss gjennom samplet er ogsd her observasjoner
v random variable (x), diskrete og kontinuerlige, og relative frekven~-
ser (z/n) for konstante kjennetegn. En relativ frekvens er da ogsé
her en estimator av en sannsynlighet p = H/N i det universet samplet
er tatt fraf Nar det gjelder denne estimeringen skal vi ngye CSS ned
4 konstatere at hvis samplet er et random sampel uten restriksjoner,
kan vi ta utgangspunkt i den hypergeometriske funksjon. Vi ser da at

z/n er en forventningsrett estimator av p = H/N og at

var(Z) = p(1-p) N-n
‘n’ n N-1

Vi skal i det fglgende ta for oss noen av de problemene vi
star overfor nar det gjelder estimering av stgrrelser eller parametrer
i universet pa basis av observasjoner av random variable. I en repre-
sentativ jordbrukstelling gjelder til eksempel estimering av det totale
og det gjennomsnittlige areal som brukes til dyrking av poteter. I en
skogtakst gjelder det f.eks. estimering av den totale og den g jennom-
snittlige diametertilvekst hos gran i ge siste 10 ar. I det fgrste
eksempel er det gardsbruket som er gjentak eller telleenhet, i det

siste flater av en valt stgrrelse og form.

Vi skal fgrst ta for oss de estimeringsproblemer vi star

overfor nar samplet er et random sampel uten restriksjoner.
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K.2.Bruk av random sampel uten restriksjoner.

La N vere antall gjentak i universet og X, (i = 1,2,3.0.N)
verdiene av en random variabel x. Gjennomsnittet for hele universet

er da

>
H

Og summen er

N -
X =3 x. =NX
1

Her er X det samme som vi foran (kap. D) har betegnet med L(x) ellcr

. Variansen for x vil vi definere ved formelen

N
| 22 =2
var(x) = 6 = T f (xi %)

I samplet har vi observasjonene Xy (i = 1,2,5.,,n) med

gjennomsnittet
n
X:%E}ii
1
og middelavviket s gitt ved
2 1 _ T2
s° = =% % (xi x)

Det kan vises at nir samplet er et random sampel uten restrik-
sjoner, er X en forventningsrett estimator av X og 82 en forventnings-
rett estimator av 02. Vi bruker derfor ogsd i disse tilfelle X som
estimator av X. Vil vi ogsé beregne konfidensgrensene for i, kan vi
bruke den metoden som er beskrevet sidel12B8 for beregning av konfidens-
grensene for 0. Men pd grumn av at uttaket av et sampel pa n gjentak
betyr et merkbart innhugg i universet, m& vi ta hensyn til faktoren
Eﬁ%ﬁf. Det kan nemlig vises at variansen i fordelingsfunksjonen for
X ikke er 02/n som for ubegrensede universer. Vi vil nd finne at
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- 02 N-n
Var. (X) = —n— T
82 N~-n b
med estimatoren ™ N Konfidensgrensene for X blir derfor
X ¥ a
Verdien av a finnes i Tabell I for n-1 frihetsgrader og

den P-verdi en gnsker & bruke, f.eks. P = 0,05.

Konfidensgrensene for X = NX far vi s& ved & multiplisere med

Ny, d-v.5. at de er
= s [EE
N X I a-=-,= —_—
(725 7

Vi ser at beregningen av konfidensgrensene forutsetter at N
er kjent. Vi m& derfor utfgre en selvstendig telling av antallet
gjentak i universet. Men det hender naturligvis at en har kjennskap
til stgrrelsen av universet eller, en ngyaktig nok verdi for N, fra
andre kilder. Gjelder det til eksempel representative jordbrukstelling-
er og universet omfatter alle gardsbruk i et herred eller et fylke,

vil vi ha en noenlunde riktig verdi av N fra den siste totaltellingen.

I alle slike undersgkelser mé en prgve & gjgre seg opp €n
mening om hvor stort sampel en har bruk for. Under planleggingen av
en representativ jordbrukstelling mé& en bestemme hvor stort sampel
en vil ha fra hvert herred i landet. Tellingen foreglr her herredsvis.
ik ta standpunkt til hvor stort sampel en vil komme til & f& bruk for,
er en meget vanskelig sak., Det er alltid flere hensyn som mé veies

mot lLverrandre.

Por det fgrste m& en naturligvis ta hensyn til kostnadene. Et
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lite sampel er billigere enn et stort. Men det er ogsa to andre viktige
nmozmenter & ta hensyn til. Det ene er at en gnsker X estimert med en
imelig presisjon, det andre at teknikken for beregningen av konfidens-

grensene har visse forutsetninger som m& respekteres.

Presisjonen er omvendt proporsjonal med bredden av konfidens-
intervallet, Za.j%;\[1§§2 (Dette er iallfall den enkleste maten &
derinere presisjonen pa.) I regelen vil vedkommende som har ansvaret
for undersgkelsen, allerede pa& planleggingsstadiet kunne oppgli en gvre
grense for den bredden av konfidensintervallet (svarende til f.eks.

Q = 0,95) som kan tolereres. La oss si at dette er 2 d. Av samplets

stgrrelse (n) méd vi da kreve at
s [TEE <

Bruker vi her likhetstegnet, vil vi ved lgsningen av ligningen m.h.po
n £4 et tall for minstestgrrelsen av samplet. Vi ser imidlertid at vi

for & kunne lgse denne ligningen m& ha kjennsakp til a, s og No

Nar det gjelder a regner en vel som oftest med at samplet (n)
blir s& stort at en kan bruke den verdi som i Tabell 1
svarer til uendelig mange frihetsgrader. Brukes Q = 0,95, skal vi sette

a = 1,96 som vel oftest rundes av til a = 2.

Verdien av s vil vi naturligvis ikke ha kjennskap til fgr etter
at samplet er tatt og vi har observasjonene X, (i = 1,2,3...0). Vi ma
derfor prgve a skaffe oss en noenlunde pélitelig forhindsvurdering av
5. Gjelder det representative jordbrukstellinger, kan en bruke den
verdi av s som er funnet i tidligere brukte sampler eller den verdl av
¢ en har funne i siste totaltelling. Gjelder det taksasjon av en skog,
md en ogsa ta til takke med en verdi av s som er funnet ved tidligere

og lignende takseringer.
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For N vil vi, nar det gjelder répresentative jordbrukstellinger,
ha en noksé ner riktig verdi fra siste totaltelling. N& i 1964 og de
nermeste &r framover m& vi bruke antall gardsbruk i herred eller fylke
fra totaltellingen i 1959. Skallvi taksere en skog, vil vi vel som
oftest ha et noenlunde riktig tall for totalarealet. Har vi s& bestemt
oss for stgrrelsen av takstflaten, vil vi ogsd kunne angi en noenlunde

palitelig anslagsverdi for N.

Lgsningen av ligningen er

Et eksempel. Den totale jordbrukstelling i 1949 viste for Mgre
og Romsdal fylke N = 21495 gardsbruk og for x = jordbruksarealet

(1 dekar) o = 35,44 (dekar). Vi har derfor

a2s? = L+35,44° = 5021,32

og
8252
X = 0,2336
Altsd er
- 5021, 32
a° + 0,233%6

Ta oss s& tenke oss at vi for dette fylke vil foreta en ny telling
ved hjelp av et random sampel uten restriksjoner. 0g, la oss tenke

oss at vi gnsker & estimere det gjennomsnittlige jordbruksareal (X)
med en presisjon som svarer til d = 2 dekar. Vi vil da finne at vi har

bruk for et sampel
n 2 3R55HER = 1186

(Det er her forutsatt brukt en konfidenssannsynlighet pd @ = 0,95).
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Senker vi kravet til presisjonen til 4 = 3 dekar, fimmer vi at vi har
bruk for et sampel pa minst 544 gjentak. Senker vi kravet ytterligere

til @ = 5 dekar, finner vi n 2 199.

I te-rien er dct f rutsatt £ r bruk av t.til. beregning av
konfidensgrensene, at fordelingsfunksjonen for den observerte random
variable (x) ikke er altfor avvikende fra den normale (scavs.F.2).
Erfaringene fra de totale jordbruks- og skogbrukstellingene er at
fordelingsfunksjonen for mange av de random variable det er tale om,

er sterkt avvikende fra denne formen. Mange av fordelingsfunksjonene

er sterkt hgyreskjeve, d.v.s. at tyngdepunktet ligger langt til venstre
for midtpunktet. I fglgende eksempel er x areal (i dekar) produktiv
skogsmark i @stfold etter tellingen 1 1949, Legg merke til at de

klasser for x-verdiene som er brukt i tabellen, ikke har samme bredde

overalt.
x 7 P(x|u)
0,1 - 100 00,4231
100,1 - 250 0,2568
250,1 -~ 500 0,1658
500,1 - 1000 0,0923
1000,1 - 2000 0,0391
2000,1 - 5000 c,0157
5000,1 ~ 10000 0,0042
10000,1 - 20000 0,0025
20000,1 - 50000 0,0006
1,0000

En har funnet at for & kunne bruke teknikken for beregning av

konfidensgrensene, mé& det i slike tilfelle settes visse minstekrav
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til stgrrelsen av samplet. En av de regler en har kommet fram til er

et krav som gar ut pa

n > 25 72
N =13
hvor S(x, - X)
14

Y = '
NUB
For vart eksempel har vi ¢ = 35,44 og % Z(xi - i)B = 143599,

Altsd er

.___.J:.}:I'.éia% —_ 3,23
35,4l

og 25 Y2 = 261. Vi md derfor i dette tilfelle kreve n Z 261.

Et sampel p& n = 261 vil gi en presisjon ved estimeringen av

X som svarer til

d = '3'.;81 % = LL,LI. (dekar*)

BEr dette tilstrekkelig for formélet med estimeringen av i, kan vi

altsd ngye oss med et sampel p& n = 261 eller noe mer. Pnsker vi

stgrre presisjon, m& samplet velges stgrre.

En slik forhandsberegning av n kan naturligvis vise seg a gi
for lite sampel fordi en m& bruke noe usikre tall for N, s oOf
Z(Xi - E)B. Nar vi har skaffet oss samplet og observasjonene X, kan
det vise seg at presisjonen ved estimeringen av X ikke er si& stor som
vi hadde regnet med. I noen tilfelle kan vi da gke samplet ved & ta

med noen flere gjentak. Men dette er ikke alltid mulig.

Spgrsmélet om samplets stgrrelse kompliseres av at det
praktisk talt alltid er flere stgrrelser (f) som skal estimeres. Og
da kan det hende at de forskjellige stgrrelsene stiller ulike krav

til samplets stgrrelse. Gjelder det til eksempel taksering av en skog,



kan det hende at estimeringen av den gjennomsnittlige kubikkmasse pr.
gjentak (flate) setter stgrre krav til n enn estimeringen av den
gjennomsnittlige tilvekst i de siste 10 &r. I slike tilfelle mé en
kanskje foreta en rangering av X‘ene etter den betydning de har. Det
kan tenkes at en vil stille svakere krav til presisjon for de mindre
viktige X’ene enn for de mer betydningsfulle. Men til slutt blir en

vel stiende ved en sampelstgrrelse som er. et kompromiss.

Ko 3.3tratifisering.

Et univers som det som bestér av alle gardsbrukene er naturlig-
vis meget heterogent i mange av de variable (x) som observeres for &
gi grunnlag for en beskrivelse. Vi kan tenke pa slike variable som
f.eks., x = areal anvendt til potetdyrking eller x = antall melkekyr.
Dette skyldes for det fgrste den geografiske variasjon i klimaet og i
forhold ellers som har avgjgrende innflytelse pd driften. Skulle vi
derforutf¢green representativ telling med ett random sampel fra hele
universet av gardsbruk i landet, ville vi matte skaffe oss et meget
stort sampel for & oppnd en rimelig presisjon ved estimeringen av

f.eks. det gjennomsnittlige antall melkekyr.

Av denne grunn deles universet 1 subuniverser eller strata
og en tar s& et random sampel uten restriksjoner fra hvert stratum.
Nar det gjelder de representative jordbrukstellingene i Norge, bruker
en herredene som strata. Dessuten stratifiserer en ogsé etter bruks-

stgrrelsen.

Nar det gjelder taksering av en skog sgker en 4 minske

heterogenitieten ved & stratifisere etter f.eks. bonitet.
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Ia oss n& tenke oss at universet deles opp i k strata
(5 =1,2,3...k). La Nj vere antall gjentak i det j'te stratum og
N =.“ZNj antall gjentak i hele universet. Tra det j’te stratum tas sé
et random sampel uten restriksjoner pé nj gjentak. Hele samplet blir

da p&d n = an gjentak.

I den representative jordbrukstelling som ple utfgrt i 1960
ple det stratifisert etter herreder og innen herredene i to etter
bruksstgrrelsen (5,1 - 100 dekar og > 100 dekar). Etter den sammen-
slaing av herreder som har skjedd i de siste arene, vil dette sl at
antallet av strata er av stgrrelsesorden k = 1000, Nar det gjelder

en skogtakst er naturligvis antallet av strata et meget lite tall.

Ta na X vere det gjennomsnitt i hele universet som det tas
sikte p& & estimere. Det er f.eks. det gjennomsnittlige antall

melkekyr eller den gjennomsnittlige diametertilvekst i de siste 10 ar.

For det j’te stratum er da

N
i = 2. Zj X
j Ny 7 I

og i hele universet

Estimatoren av ij er

n
?{_. = w— 3 X.
dJ nj 1

—

og estimatoren av X er

Xst = N.X.

Jdd

= L
=M

hvor fotskriffen.st betyr “stratifisert’. Beregningen av gst forut-



- 267 -

setter naturligvis at Nj er kjent.

Siden samplet pa nj gjentak er et random sampel uten restrik-

s joner, er X. en forventningsrett estimator av X.. Derfor er x

3 3 st eIl

forventningsrett estimator av X. Vi ser nemlig at

k
=-1]\? 2 N.Ex. =
1

18 = _=
EX5 = § % NX, =X,

Har vi vert heldige med stratifiseringen vil en stgrre del av
heterogeniteten veare fjernet; Dette vil si at gjentakene skiller seg
mindre fra hverandre innen det enkelte stratum enn innen universect
sett under ett. Konsekvensén or at Var (x) er mindre innen det enkelte
stratum enn innen hele universet. Effekten av stratifiseringen kan
sammenlignes med den effekt det har pd var (e) at vi deler et forsgks-

felt i blokker.

Samtidig kan stratifiseringen virke til at fordel ingsfunks jonen
for den observerte random variable (x) ligner mer pd den normale innen

de enkelte strata enn innen hele universet sett under ett.

Som vi skal se senere har en heldig stratifisering den effek?t
at estimeringen av X blir mer presis enn om vi bruker ett sampel fra
nele universet, nar stgrrelsen (n) av samplet er den samme i de to

tilfelle.

FTra foregiende avsnitt har vi at

(5.) 33 N,-n.
var(x.) =
3 nj Nj
N
hvor 0% = e 3 (x,. - X )2
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For ot finner vi sé& at

2
- k - c% N.-n,
var (Rgy) = =5 3 N5 var (%) = =5 3 e I

i

%bh” EiJH

2
| & T > - > a 3
Z Ny (LJ na) oJ/nJ

Estimatoren av“”ﬂ’(§st) far vi ved & erstatte 0? med

2 1

Vi ser at Var(?{St) er avhengig béde av 04 Og Ny Har vi valt
en bestemt mate & stratifisere pé, er de k 0? gitt. Da vil VWP(KSt)

vere avhengig av nj alene.

Under planleggingen av en telling m& en ta standpunkt til hvor
stort sampel en vil ta fra hvert stratum. A bestemme stgrrelsen av
samplene (nj) kalles & allokere, eller - rettere - & allokere bolyr &

fordele hele samplet (n) p& de k strata.

Nar vi skal bestemme oss for hvordan vi vil allokere, star vi

meget fritt. Men vi har ogsd visse prinsipper som Vi kan gjgre bruk av.

a) Vi kan velge nj konstant. Med et sampel pa n gjentak blir da
‘ n

n. = n/k. Forutsetningen er at 3

5 < Nj for alle strata.

b) Proporsjonal allokering betyr at nj velges proporsjonal med Nj’

d.v.8. at
n
ny =§ Ny
Da er
Var(is+) = ﬂEEZZN.o%
7 Nn 33
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c) Optimal allokering betyr at n, velges slik at V=T (Est)blir minst

mulig for gitt n; Det kan lett vises at da er

N.O.
o B
Jd
og
- 1 2 1 2
var(x_,) = —5=(3N.0:)" - =5 3N.o-

Det finnes ogsd et fjerde allokeringsprinsipp som tar hensyn
til at lostna’enc for en observasjon kan variere mellom strataene.

Dette skal vi ikke komme inn pé.

Spgrsmalet om hvilket allokeringsprinsipp en skal bruke i en
bestemt situasjon er meget vanskelig. Svaret avhenger ogsé i stor grad

av problemstillingen.

Gjelder det estimering av en X, f.cks. det gjennomsnittlige
antall traktorer (pr. bruk) i universet av alle gardsbruk i Norge, er
det rimelig & bruke optimal allokering fordi det er dette som fgrer
til st¢grst presisjon for estimeringen av X ved Est' I regelen er det
imidlertid mer enn en X som skal estimeres. Den allokering som er
optimal for en av disse, behgver ikke vare optimal for noen av de andre
X. I en representativ jordbrukstelling behgver ikke optimal allokering
for cstimering av det gjennomsnittlige antall melkekyr vere optimal
for estimering av det gjennomsnittlige areal brukt til potetdyrking.

Optimal allokering for estimering av grunnflatesummen behgver ikke vare

cptimal for estimering av diametertilveksten de siste 10 ar.

Meget ofte er det vel ogsa slik at en er like meget interessert
i estimeringen av hver av de k ij som i X. Det kan til eksempel vzre

like viktig & estimere det gjennomsnittlige antall melkekyr innen hvert
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fy1ks  som & estimere gjennomsnittet for hele landet. Hvis det er
dette som er situasjonen, er det rimelig & bruke proporsjonal allo-

kering.

Vi bgr merke oss at optimal allokering forutsetter at_oj og
Nj’ proporsjonal allokering at Nj;er kjent. Under planleggingen har
en imidlertid vanligvis bare forelgpige cg approksimative verdier av
disse stgrrelsene. Bn sampelundersgkelse som er planlagt som optimal,

kan derfor vise seg ikke & vare det, iallfall ikke eksakt optimal.

I noen tilfelle kan Nj for flere strata vere sa smé& tall at

en like godt kan foreta en fullstendig telling for disse strata.

La oss si tenke oss at vi har skaffet oss obseﬁvasjoner Xij
- J
(1 = 1,2,300.0., 3 = 1,2,3...kK). Vi har da at X, = = 3 x,. er en
d J nj 1 1d
forventningsrett estimator av ij og Est’i % ENﬁij en forventningsrett
estimator av X. Forutsatt at nj er store nok kan vi beregne konfidens-
grenser for ij slik som vist 1 foregéende avsnitt. Vi kan dessuten

beregne konfidensgrenser for X. Disse er

Xgy ¥ 8'8(%gy)

der
= 1 s,
s(X = == SN,.(N, - n.) s./n.
(%) ,J 2 2, 3 5™
med
i
2 1 - \2
85 = === 3 (X, - X.)
3 nj 1 1 iJ J
N,
Er det brukt proporsjonal allokering, d.v.s. nj = $§n, vil formelen

for S(ESt) forenkles til

- (N-n 2
s(Z..) = |22 sn.sS
8t Ngn 33
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Vi vil n& tenke o0ss at vi under planleggingen har hatt riktige verdier
av Nj 8 g4 ut fra og at vi nar det gjelder estimeringen av X setter
et minstekrav til presisjonen uttrykt ved en valt 4 (se foregéende

avsnitt) slik at

ot <
2a s(xst) < 2a

Brukes proporsjonal allokering, vil vi da finne at

azzw. s%
n -7 > 5
ac + a“ 3w,s%/N
J J
hvor Wj = Nj/N. giden vi mé ta standpunkt til stgrrelsen av n under

planleggingen, mé vi allerede da ha noenlunde palitelige informasjoner

om hade s. og N..
° i %8 %3

11 slutt ma vi ogsé ta for oss spgrsmalet: hva kan vi 1 et
pestemt tilfelle vente & oppnéd med stratifisering i sammenligning med
fri pandomisring? Svar pd dette spgrsmdlet vil vi £4 ved &4 sammen-
ligne den dbredde av konfidensintervallet for X vi kan vente nar vi
hruker et random sampel uten restriksjoner p& n gjentak og nar vi
stratifiserer og bruker et sampel pad n = an gjentak. Vi m& da natur-
ligvis sammenligne under den forutsetningen at sampelstgrrelsen (n)

er den samme i de. to tilfelle.

Som vi har sett er den bredde av konfidensintervallet vi kan
vente nar vi bruker et random sampel uten restriksjoner, propors jonal

med

e 1

N var (3) = of X2

Bruker vi stratifisering og proporsjonal allokering har vi tilsvarcnde

J var(xst) = N[;—_ IN.O.

N2n 373
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152 oss ta for oss et eksempel. Hvis vi stratifiserer etter bruks-
stgrrelsen (skogareal + jordbruksareal + areal til andre formédl) i L
strata som vist i fglgende tabell, vil vi etter den totale jordbruks-
télling i 1949 for Buskerud ha fglgende data for X = jordbruksarealet.

Bruk pd 5 dekar eller mindre bruksstgrrelse er ikke tatt med.

Stratum W, %, 0?
5,1 - 35 L771 18 63
35,1 = 75 2835 53 100
75,1 = 200 1978 122 966
> 200 2h7 371 8010

N = 9831

Vi har dessuten at 02 = }h2h.

Tenker vi oss s& at vi tar ut et random sampel uten restrik-

sjoner p& n = 1000 bruk, finner vi at

"._:! ) Py :_
\[VHI‘(X) = J %;-ﬁ-:m s Ll-52’4- = 2,01

Bruker vi proporsjonal allokering, vil vi finne at

“jvar(gst)=‘J 8251 . LL73291 = 0,6L
9831~ +1000

Dette vil si at presisjonen ved estimeringen av X er omtrent
3 ganger s& stor nir vi bruker stratifisering og proporsjonal allo-
kering som ndr vi bruker fri randomisering. Eller rettere: det er

dette vi har grunn til & vente.

Den ventede effekt av stratifiseringen kan ogsa méles ved

beregning av den minstestgrrelsen av samplet som m& kreves for &
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tilfredsstille et bestemt krav til presisjonen. Setter vi for vart
eksempel dette krav til 4 = 2 (dekar), vil vi finne (se foregiende
avsnitt) at et random sampel uten restriksjoner mi4 vazre pad n 2 3098
bruk. Bruker vi stratifiseringen slik som vist i tabellen, og propor-
sjonal allokering, finner vi at samplet md vare p& n 2 435 bruk. Ved

& gjgre bruk av stratifiseringen vil vi m.a.0. kunne regne med & klare
oss med et sampel som er omtrent syvende-parten av det sampel vi matte
ha dersom det tas ut som et random sampel uten restriksjoner. Vi kan
imidlertid ikke regne med at effekten av stratifisering I alminnelighet

er s& stor som i dette eksemplet.

K., Regresjonsestimering.

Hensikten med stratifisering er & f& mer presis estimering
enn ved et random sampel uten restriksjoner, uten & gke samplets
stgrrelse. Vi har ogsa andre metoder som tar sikte p& dette. En av
disse er regresjonsestimering. La io ogIXO vere d6 to stgrrelsene som
skal estimeres. I et random sampel uten restriksjoner har vi observa-

sjonene X (i = 1,2,3..n) med gjennomsnittet Eo“ La oss s& tenke oss

oi
at X, €r en random variabel som er korrelert med X5 og slik at
regresjonen for Xq meh.po X, €er linesgr. Observasjonen av denne variable

i samplet er X1y

Onm Xq vil vi s& forutsette at vi kjenner il i universet eller
at vi lettvint kan skaffe oss observasjoner av den for hvert av de N
gjentak og dermed gjennomsnittet il‘ Som et eksempel kan vi tenke oss
at x, er areal jord brukt til potetdyrking og at Xy, (i = 1,2,3...N)
er observasjoner vi har fatt for hvert gardsbruk i Buskerud under den

totale jordbrukstelling i 1959. I 1964 tar vi ut et random sampel av



- 274 -

dette universet og skaffer 0ss observasjonene av areal jord brukt til
potetdyrking i 196li. Dette er da observasjonene X (1 = 1,2,3.000)
Tra tellingen i 1959 har vi da de tilsvarende observasjoner %13

(i = 1,2,3...n). Vi skal s& utnytte det kjennskap til x, Vi har fra

totaltellingen i1 1959, d.V.S. ilg og Korrelasjonen mellom Xl og Xo

—
o

s1ik vi finner den for samplet, til a estimere XO°

Regresjonsestimatoren av XO er da

XOP = XO + b(Xl - Xl)

hvor b er den vanlige regres jonskoeffisienten

By - ®) ey 7 )
= 2

3(xy5 = %)

Fotskriften r betyr at det gjelder regresjonsestimatoren.

Denne estimeringsmetoden er ogsé& blitt brukt i slike tilfelle
der en lettvint og billig kan skaffe seg observasjoner av Xy for hele
universet ved skjgnn. Metoden er til eksempel brukt til estimering av
det gjennomsnittlige tgmmervolum (io) pr. arealenhet (flate) 1 en
skog., En delte skogen i N like store flater og tok ut et random
sampel uten restriksjoner pa n flater. En observerte sid tgmmervolumet
skjgnnsmessig p& hver av de N flatene, og da naturligvis ogsé pé hver
av de n flatene i samplet. De skjgnnsmessige observasjonene i samplet
er Xq4 (i = 1,2,3°,n). Tgmmervolumet ble s& bestemt med mer eksakte
metoder p& hver flate i samplet, observasjonene X, j (i = 1,2,300e1)0
P4 grunnlag av observasjonene i samplet beregnet en sé Eo’ El og bo
Verdien av il £ikk en si som gjennomsnittet av de N skjgnnsmessige

observasjonene.
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Et lignende eksempel er nevnt av W.G. Cochran (Sampling Tech-
niques. 2. utg. 1963). I en frukthage var det N = 200 ferskentre.
Vekten av frukten ble bedgmt skjgnasmessig (xl) pd hver tre. En fant
da ¥; = 11600 1b. (pounds) og il = 11600/200 = 58. I et random sampel
uten restriksjoner pd n = 10 gjentak (trer) ble s& frukten veid. Dette

ga n observasjoner X,y O8 en har de tilsvarende n skjgnns-observasjoner

er X

1i°
En fant da Eo = 543/10 = 54,3 Og'?(1 = 569/10 = 56,9. Regresjonskoeffi-

sienten er b = 1,0545. Regresjonsestimatet av io er derfor

R, = 54,3 + 1,0545 (58 - 56,9) = 54,3 + 1,16 = 55,L6
Korrelasjonen mellom X, og XO er hgy i dette tilfelle- Korrelasjons-

koeffisienten er r = 0,97,

Det synes kanskje 1itt eiendommelig at en kan komme til et
brukpbart resultat p& denne méten.oSkj¢nnsmessige observas joner er
erfaringsmessig svaert ofte beheftet med systematiske feil. I vart
eksempel har observatgren paviselig overvurdert vekten. Denne syste-

matiske observasjonsfeilen vil imidlertid finnes bade i Xl og 1 El

oz derfor bli borte i differensen (ﬁl - §1)°

Det kan vises at nar regresjonen for Xq MeNePo Xl er lineszr,
er §or en forventningsrett estimator av io’ Linezr regresjon er imid-
lertid en forutsetning for dette. Fgr en bruker denne estimatoren i

praksis m& en derfor undersgke om denne forutsetningen er tilfredsstilt

En eksakt riktig formel for vaxa(Eor) har vi ikke. Men det

kan vises at

var;(Eor) = (N-n)£n+1l(1_p2yvar,(xo)
Nn ’
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er riktig nok for praktiske formadl. Her er p korrelasjonskoeffisienten

mellom X5 og %y i universet,

Som estimator av 'var’xcr) brukes

82(§or) - (N-n)én+l) si
Nn
hvor
2 1 -
8y =55 Z[Xoi - X, - b(x X4 " X )]
_ 1—1"2 Z(X - '3“{ )2 _ Il-l 82(1 l"2)
T n-2 oi o = n-2 "o
Konf'idensgrensene for io er
Xp ¥ @ s(x ) b(Xl - xl) T a S(Xor)
hvor a finnes i Tabell I for n - 2 frihetsgrader.

For vart eksempel har vi at (n»l)sg = 998,1 og 1~r2 = 0,052,

Pplgelig er

5 (X ) - (200=- 10%11 998,1°0,052 - 0,678
200°10 8

og s(Eor) = 0,823, Av Tabell I ser vi at til P = 0,05 og n-2 = 8

frihetsgrader er a = 2,306, Altsé er a-s(Eor) = 1,90 og de konfidens-

grensene for io som svarer til konfidenssannsynligheten Q = 0,95, er

XOI‘

+1

a S(ior) = 55,}4.6 T 1,90 = [ g?igg

Konfidensgrensene for XO, d.v.s. for vekten av hele fruktavlingen, er

da

b 3 - - 10712
W%, % & 5(%,,)] = 200(55,46 3 1,90) = |

or 11472
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For sampler som ikke er altfor sm4, vil vi finne at

S(ior)

s(io)

- 1—r2'
Dette viser at det vi vinner i gkt presisjon ved & gjgre

bruk av observasjonene av Xq5 avhenger hovedsakelig av styrken av

korrelasjonen mellom xl'og X

Regresjonsestimering brukes ogsé sammen med statifisering,

]

men teknikken for dette har vi ikke tid til & ta med noe om her.
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Ke5. Om konkrete universer som gjentak i et abstrakt

De metodene for estimering av parametrer i konkrete
universer som er beskrevet 1 de foreglende avsnitt, er
sentrale. Men de representerer bare et utvalg av de meto-
der en nd har til r&dighet. Vi har ikke nevnt de metodene
som er arbeidet ut for estimering av sannsynligheten
(eller den relative frekvens) for et konstant kjennetegn,
f.eks. sannsynligheten for kjennetegnet "i det minste en
traktor" p& norske gardsbruk. Det faller utenfor rammen
for denne fremstillingen & komme inn p& de metodene en nd
har for slike formil.

A estimere parametrer i konkrete universer er en vik-
tig oppgave i mange tilfelle. Det kan ha stor interesse i
mange situasjoner at en har et godt estimat av f.eks. areal
dyrket jord innen et geografisk omrade. Det kan ogsa vare
av betydning at en har et godt estimat av volumet av gran-
trearne p4 en skogeiendom eller i et distrikt.

I mange situasjoner m& en imidlertid oppfatte et slikt
konkret univers som et gjentak i et abstrakt univers. Dette
kan komme av at det kan vare altfor arbeidskrevende & skaffe
seg oObservasjon av verdien av en random variabel eller fre-
kvansen for et kjennetegn i gjentakene i et abstrakt uni-
vers. En kan da ta ut et eller flere random sampler som
representanter for et enkelt gjentak. Gjentaket som jo er
gitt og begrenset, kan s& oppfattes som et univers. Et par

cksempler vil vise at det mé& vare slik.
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I det eksemplet vi benyttet i avsnitt K.4 (side 275),
har vi betraktet de 200 ferskentrarne i en frukthage som
et univers. Men i en stgrre sammenheng vil en kanskje opp-
fatte disse trerne (eller frukthagen selv) som et gjentak
i et abstrakt univers. Gjennomsnittsvekten av frukten pr.
tre 1 et random sampel er da en observasjon for dette gjen-
taket. Det samme er regresjonsestimatet.

La oss, for & nevhe et annet eksempel, tenke oss at
det er utfgrt et feltforsgk med et antall pofetsorter. La
oss videre tenke os at det en er ute etter, er mulige ulik-
heter scrtene imellom nar det gjelder angrepssannsynlighe-
ten for en sykdom. De observasjoner en da har bruk for,er
det relative antall syke planter for hver rute. For &
skaffe seg slike observasjoner, matte en imidlertid under-
spke hver enkelt plante innen hver rute, nce som naturlig-
vis er noksé arbeidskrevende. I stedet for & underspke alle
plantene, kan en ta ut et random sampel av planter blant de
planter som finnes p& ruten og undersgke disse. Det rela-
tive antall syke planter i dette samplet er da en forvent-
ningsrett estimator av det relative antall syke planter pé
hele ruten. Ruten eller forspksenheten spiller derfor her
en dobbelt rolle. Den er et konkret univers under observa-
s jonsprosessen. Men i en videre sammenheng er den et gjen-
tak i et abstrakt univers.

I slike tilfelle er differensen mellom parameter-
verdien og estimatet en observasjonsfeil. Gjelder det et
forsgk, utgjor denne differensen en del av restleddet (e)

i modellen for forspket. Har derfor estimatoren lav presi-
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sjon, kan observasjonsfeilen gi et ikke uvesentlig bi-

drag i ugunstig retning til presisjonen av en kontrast-
estimator. Men som oftest er det nok heterogeniteten i

forsgksmaterialet og samspillet mellom forspksfaktoren

og heterogenitetsfaktorene som er avgjgrende for presi-
s jonen.,

At det kan bli altfor arbeidskrevende a skaffe seg
observasjoner uten & bruke et eller flere random sampler
innen hvert gjentek, er ikke ualminnelig. For i slike til-
felle & skaffe seg mest mulig presise estimater, kan en
ta 1 bruk en av de metodene vi har beskrevet foran eller
andre metoder vi ikke har kunnet ta med i dette kurset.

I aktuelle tilfelle kan det imidlertid bli vanskelig & ta
standpunkt til hvor meget arbeid en bgr legge i & skaffe
seg et godt estimat. Dette spgrsmélet kan vi imidlertid

ikke komme nsrmere inn pé.



Tabell T

Students ¥
P
t

0,05 - 0,02 0,0i

1 12.706 31.821 63.657
2 4,303 6.965 9.925
3 3.182 4. 541 5.841
4 2.776 3747 4,604
5 2.571 3.365 4,032
6 2.447 3.143 3.707
7 2 365 2.998 3.499
8 2 %06 2.896 3,355
9 2.262 2.821 3.250
10 2.228 2.764 3.169
1 2.201 2.718 %.106
12 2.179 2.681 3,055
13 2,160 2.650 5.012
14 2.145 2.624 2.977
15 2.131 2.602 2.947
16 2.120 2.583 2.921
[ 2.110 2 567 2.898
18 2.107 2.552 2.878
19 2.093% 2.539 2.861
20 2.086 2.528 2.845
2 2.080 2.518 2.83%1
22 2.074 2.508 2.819
23 2.069 2.500 2.80
24 2.064 2.492 2.797
25 2.060 2.485 2.787
26 2.056 2.479 2.779
27 2,052 2.473 2.771
28 2.048 2.467 2.76%
29 2.045 2,462 2.756
20 2.042 2.457 2.750
40 2.021 2.423 2 704
60 2.000 2.390 2.660
120 1.980 2.%58 2.617
oo 1.960 2.326 2.576




Tabell IL. Kji-kvadrat

N N = =% ws o8 LA . s
- O W 0O 3 o0 g P W N -

N NN

N

(o]

. P

0,99 0,95 0,05 0,01
1 0,000 0,004 3,841 6,635
2 0,020 0,103 5,991 9,210
3 0,115 0,352 7,815 11,341
4 0,297 0,711 9,488 13,277
5 0,554 1,145 11,070 15,086
6 0,872 1,635 12,592 16,812
7 1,239 2,167 14,067 18,475
8 1,646 2,733 15,507 20,090
9 2,088 3,325 16,919 21,666
10 2,558 3,940 18,307 23,209
' 3,053 4,575 19,675 24,725
3,571 5,226 21,026 26,217
4,107 5,892 22,362 27,688
4,660 6,571 23,685 29,141
5,229 7,261 24 4996 30,578
5,812 7,962 26,296 32,000
6,408 8,672 27,587 3%,409
7,015 9,390 28,869 34,805
7,633 10,117 30,144 36,191
8,260 10,851 31,410 37,566
8,897 11,591 32,671 38,932
9,542 12,338 3%,924 40,289
10,196 1%,091 35,172 41,638
10,856 13,848 36,415 42,980
11,524 14,611 37,652 44,314
12,198 15,379 38,885 45,642
7 12,879 16,151 40,113 46,963
8 1%.565 16,928 41,337 48,278
g 14,256 17,708 42,557 49,588

14,953 18,493 43,773 50,892




Tabell IIl.Varianskvotienten ¥, P = 0,05
f for teller.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40
5 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06
T 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
i 14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
) 16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,561 2,46 2,41
S 19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38
§ 20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35
& 21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32
~ 22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30
D 2% 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27
N 24 4,26 3,40 3,01 2,78 .2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25
o5 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24
26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20
°8 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2,24 2,19
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08
60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 1,91
o0 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 2,01 1,94 1,88 1,83



Tabell II!l. Varianskvotienten T,

P = 0,05

f for teller.

12 15 20 24 30 40 60 120 o0

1 243,9 245,9 248,0 249,0 250,1 251,1 252,2 253,3 254,3
2 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
3 8774 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 8,53
4 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63
5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36
6 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3570 3,67
7 3557 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23
8 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2393
9 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,8% 2,79 2,75 2,71
10 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54
11 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 2,40
12 2,69 2,62 2,54 2,50 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
13 2,60 2,5% 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21
14 2,53 2,46 2,39 2,357 2,31 2,27 2,22 2,18 2,13
15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01
17 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96
18 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
19 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 1,88
20 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
21 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87 1,81
22 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,78
2% 2,20 2,13 2,05 2,00 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76
24 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
25 2,16 2,09 2,01 1,9 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71
26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,13 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 2,12 2,04 1,96 1,9t 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65
29 2,10 2,03 1,94 1,90 1,8 1,81 1,75 1,70 1,64
30 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
490 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
60 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39
120 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
co 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1.00



Tabell IV. Varianskvotienten F, P = 0,025
f for teller.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 647,8 799,5 864,2 80,6 921,8 937,1 948,2 956,7 963,3  968,6

2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 39,40
3 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42
4 12?22 10’65 9’98 9:60 9,36 9120 9!07 8;98 8,90 8,84
5 10,01 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 €,63 6562
6 8,81 17,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52 5,46

7 8,01 6,54 5,80 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76
8 7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30
9 7,21 5,71 5,08 4,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 %,96
10 6,94 5,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,95 3,85 3,78 3,72
11 6,72 5,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53
126,55 5,10 4,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3437
12 6,41 4,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39 3,31 3,25
14 6,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21 3,15
.15 6,20 4,77 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06
i 16 6,12 4,69 4,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99
§ 17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92
v 18 5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93 2,87
£19 5,92 4,51 3,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82
£ 20 5,87 4,46 3,86 3,51 3,29 3,13 3,01 2,91 2,84 2,77
St 21 5,85 4,42 3,82 3,48 3,25 3,09 2,97 2,87 2,80 2,73
“~22 5,79 4,38 3,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 2,70
2% 5,75 4,35 3,75 3,41 3,18 3,02 2,90 2,81 2,73 2,67
24 5,72 4,32 3,72 3,38 3,15 2,99 2,87 2,78 2,70 2,64
25 5,69 4,29 3,69 3,35 3,13 2,97 2,85 2,75 2,68 2,61
26 5,66 4,27 3,67 3,33 3,10 2,94 2,82 2,73 2,65 2,59
27 5,63 4,24 3,65 3,31 3,08 2,92 2,80 2,71 2,63 2,57
28 5,61 4,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 2,55
29 5,59 4,20 3,61 3,27 3,04 2,88 2,76 2,67 2,59 2,53
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51
40 5,42 4,05 3,46 3,13 2,90 2,74 2,62 2,53 2,45 2,39
60 5,29 3,93 3,34 3,001 2,79 2,63 2,51 2,41 2,33 2,27
120 5,1 3,80 3,23 2,89 2,67 2,52 2,39 2,30 2,52 2,16
o0 5,02 3,69 3,12 2,79 2,57 2,41 2,29 2,19 2,11 2,05



Tabell IVe = Varianskvotienten £f. P = 0,025
\ f for teller.

v 12 15 20 24 30 40 60 120 o0

1 976,7 984,9 993,1 997,2 1001. 1006 1010 1014 1018
2 39,41 39,43 39,45 39,46 39,46 39,47 39,48 39,49 39,50
3 14,34 14,25 14,17 14,12 14,08 14,04 13,99 13,95 13,90
4 8,75 8,66 8,56 8,51 8,46 8,41 8,36 8,31 8,26
5 6,52 6,43 6,33 6,28 6,23 6,18 6,12 6,07 6,02
6 5,37 5,27 5,17 5,12 5,07 5,01 4,96 4,90 4,85
7 4,6T 4,57 4,47 4,42 4,36 4,31 4,25 4,20 4,14
8 4,20 4,10 4,00 3,95 3,89 3,84 3,78 3,73 3,67
9 3,87 3,77 3,67 3,61 3,56 3,51 3,45 3,39 3,33
10 3,62 3,52 3,42 3,37 3,31 3,26 3,20 3,14 3,08
11 3,43 3,33 3,2% 3,17 3,12 3,06 3,00 2,94 2,88
12 3,28 3,18 3,07 3,02 2,96 2,91 2,85 2,79 2,72
13 3,15 3,05 2,95 2,89 2,84 2,78 2,72 2,66 2,60
14 3,05 2,95 2,84 2,79 2,73 2,67 2,61 2,55 2,49
1% 0,96 2,86 2,76 2,70 2,64 2,59 2,52 2,46 2,40
.16 2,80 2,79 2,68 2,63 2,57 2,51 2,45 2,38 2,32
E 17 2,82 2,72 2,62 2,56 2,50 2,44 2,38 2,%2 2,25
c 18 2,77 2,67 2,56 2,50 2,44 2,38 2,32 2,26 2,19
N 19 2,72 2,62 2,51 2,45 2,39 2,33 2,27 2,20 2,13
g 20 2,68 2,57 2,46 2,41 2,35 2,29 2,22 2,16 2,09
21 2,64 2,53 2,42 2,37 2,31 2,25 2,18 2,11 2,04
N 22 2,60 2,50 2,39 2,33 2,27 2,21 2,14 2,08 2,00
S o3 2,57 2,47 2,36 2,30 2,24 2,18 2,11 2,04 1,97
24 2,54 2,44 2,33 2,27 2,21 2,15 2,08 2,01 1,94
25 2,51 2,41 2,30 2,24 2,18 2,12 2,05 1,98 1,91
26 2,49 2,39 2,28 2,22 2,16 2,09 2,03 1,95 1,88
27 2,47 2,3 2,25 2,19 2,13 2,07 2,00 1,93 1,85
23 2,45 2,34 2,23 2,17 2,11 2,05 1,98 1,91 1,83
29 2,43 2,32 2,21 2,15 2,09 2,05 1,96 1,89 1,81
30 2,41 2,31 2,20 2,14 2,07 2,01 1,94 1,87 1,79
40 2,29 2,18 2,07 2,01 1,94 1,88 1,80 1,72 1,64
60 2,17 2,06 1,94 1,88 1,82 1,74 1,67 1,58 1,48
120 2,05 1,94 1,82 1,76 1,69 1,61 1,53 1,43 1,31
o 1,94 1,8% . 1,71 1,64 1,57 1,48 1,39 1,27 1,00



. o 6,64 4,60  3.78 3,32 3,02

Tabell V. Varianskvotienten F, P = 0,01

V1 ) f for teller

\CNE 2 34 5 6 7 8 9

1 4052 4999,5 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022
2 98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27.67 27 49 27,35
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10.16
6 13,74 10,92 9,78 9.15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7446 7.19 6,99 6,84 6,72
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,6% 6,37 6,18 6,03 5,91
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
10 10,04 7556 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94
11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63
12 9,3% 6,93 5,95 5541 5,06 4,82 4,64 4,590 4,39
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19
14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03
15

8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89
16 %8,55 6,25 5,29 4,77 444 4,20 4,03 5,89 3,78
17 % 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68
18 % 8,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60

19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52
20 (3 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40
22 N 7,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,50 3,36 3,26
25 1,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,46 3,32 3,20
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3 8P 3,42 3,29 3,18
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,39 3.26 3,15
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,36 3,23 3,12
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,35 3,20 3,09
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,30  3.17 3,07

N

~ N el
0T Oy Oy
Y WO W

WO W W W WA
Tl U1
O W

W
[N
O =3

40 7,31 518 4,31 3,83 3,51 3,12 2,99 2.89
60 7,08 4,98 4413 5,65 3.34 3,12 2,95 2,82 2,72
120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56

nNo
€3]
C

2,64 2,51 2,41
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Tabell 7V, Varianskvotienten F, P =

0,01

f for teller.

Vo 10 12 15 20 24 30 40 60 120 -
1 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366
2 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49 99,50
3 o7,03 27,05 26,87 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13
4 14,55 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 13,46
5 10,05 9,89 9,72 9,55 9,47 9,38 9,29 9,20 9,1t 9,02
6 7,87 7,72 1,56 7,40 7,31 7,23 7,14 7,06 6,97 6,88
7 6,52 6,47 6,31 6,16 6,07 5,99 5,91 5,82 5,74 5,65
8 5,21 5,67 5,52 5,3 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
9 5,26 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,57 4,48 4,40 4,31
10 4,85 4,71 4,56  4,A1 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 3,91
11 4,54 4,40 4,25 4,10 4,02 3,94 3,86 3,78 3,69 3,60
12 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,45 3,36
13 4,10 3,96 3,82 3,66 3,59 3,51 3,43 3,34 3,25 3,17
14 3,94 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
15 3,80 3,67 3,52 3,37 3,29 3,21 3,13 3,056 2,96 2,87
16 3,69 3,55 3,41 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,75
17 5,59 3,46 3,31 3,16 3,08 3,00 2,92 2,83 2,75 2,65
18 3,51 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,57
19 5443 3,30 3,15 3,00 2,92 2,84 2,76 2,67 2,58 2,49
20 3,37 3,23 3,09 .2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,52 2,42
2] 3,31 3,17 3,03 2,88 2,80 2,72 2,64 2,55 2,46 2,36
22 7,26 3,12 2,98 2,8% 2,75 2,67 2,58 2,50 2,40 2,31
2% 3,21 3,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,54 2,45 2,35 2,26
24 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,31 2,21
25 3,13 2,99 2,85 2,70 2,62 2,54 2,45 2,36 2,27 2,17
2¢ %,09 2,96 2,81 2,66 2,58 2,50 2,42 2,33 2,23 2,13
27 3,06 2,93 2,78 2,63 2,55 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
28 3,03 2,90 2,75 2,60 2,52 2,44 2,35 2,26 2,17 2,06
29 3,00 2,87 2,73 2,57 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,03
30 £.98 2,84 2,70 2,55 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 2,80 2,66 2,52 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1,92 1,80
60 2,63 2,50 2,35 2,20 2,12 2,03 1,94 1,84 1,73 1,60
129 2,47 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,53 1,38
oo 2,32 2,48 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,00
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Tabell VI. Varianskvotienten F.

P
0,05 0,025 0,01
161.4 648 4052
105.9 375 1992
4.7 240 7110
56.1 166 682
44,4 121 452
36,2 92.9 308
30.4 74.0 235
26. 60.8 181
23.0 51.2 144
20.5 44,0 118
18.5 38.5 98.5
16.9 34,2 84.0
15.6 30,7 72.8
14.5 27.9 64.71
1%3.6 25.6 57.0
12.8 25,7 5i.%
12.1 22.0 46.6
i11.5 20.6 42.7
11.0 19.4 39.4
.10.5 18.4 36.6
10. 1 17.4 34,1
9.7 16.6 32.0
9.4 15.9 20.2
9.1 15.3 28.6
8.9 14.7 27.2
8.7 14,2 25.9
8.5 13.7 24.8
8.3 13.3 23,7
8.1 12.9 22.8
709 i2o5 22¢O
7.7 12.2 21.2
7.5 11.9 20.5
7.4 11.6 19.9
;“3 11.3 19.3
o2 11.0 18.8
7.1 10.8 18.3
7.0 10.6 17.8
6.9 10. 4 17.4
6.8 10.3 7.0
6.7 10.2 16.6



