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F, Om estimering.

.1, Punktestimering.

En av de "aller viktigste oppgaver en stdr overfor i forsk-
ningsarbeid, glr ut pd & estimere ukjente storrelser eller para-
metrer i et univers, slik som forklart i avsnitt B.8. For & nevne
et eksempel, kan oppgaven vzre & estimere den meravling en venter
& oppnéd ved & ogke mengden av kvelstoffgjedsel +til en kleversort
med et visst antall kilo pr. dekar. En liknende oppgave gar ut pd
& estimere forskjellen i avlingsmengde mellom to sorter poteter,

En tilsynelatende enkel oppgave gir ut pd & estimere avstanden
mellom to punkter i terrenget. De vansker en sitdr overfor i et
slikt tilfelle, kommer av at det ikke er mulig & utfere mdlingene
uten & gjere feil. I Tab. F.1 er gjengitt n = 10 observasjoner av
en slik avstand, tatt med stdlbédnd. Vi ser at det er variasjon i
observasjonene, og denne variasjon kan jo ikke skyldes annet enn
observasjonsfeil,

Tabell F.1,

901,375 901,465 901,500 901,460 901,395
901,405 901,430 901,460 901,480 901 435

Det er nedvendig & skjelne mellom to slags observasjonsfeil,
systematiske feil og tilfeldige eller random feil. Betegner vi
observasjonene med X5 (i=1,2,...n), parameteren med ¢, den syste-

matiske feil med ¢ og den random feil med €4 har vi at

Xi = g+ c + ei

Den totale feil er da

X~ = Cc + .
le el

Den systematiske feil (c) skyldes 8rsaker som virker pé obser-

vasjonene 1 sam.e retning og med samme styrke. Virkningen er der-
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for at observasjonene blir enten systematisk for store eller syste-
matisk for smd ettersom ¢ har positivt eller negativt fortegn.
Denne feilen skyldes meget ofte feil ved de hjelpemidler en bruker.
Et mdlebdnd av stdl kan vere justert for f.eks. 10°C. Hvis en da
bruker det ved EOOC, vil en f4 observasjoner som er systematisk

for smi.

Det er alminnelig antatt at dersom det finnes en systematisk
feil, kan den bestemmes pd en eller annen mite og elimineres.
Under forutsetning av at dette lar seg gjere, kan vi i vAr modell
sette ¢ = 0, og vi har da at

X3 % 8t ey
De random feil kan vi imidlertid ikke kvitte oss med. Disse skyl-
des nemlig &rsaker som en ikke kan skaffe seg full kontroll over.
Dette betyr naturligvis ikke at vi ikke har noen kontroll med dem.
Ved & arbeide presist og bruke gode hjelpemidler, kan en skaffe
seg bedre observasjoner enn dem en fir ved uneyaktig arbeidstek-
nikk og mindreverdige hjelpemidler.

Den random feil varierer mellom gjentakene, og vi md derfor
oppfatte e som en random variabel. I teorien antar en at den skyl-
des et stort antall drsaker og en kan derfor oppfatte den som en
sum av et stort antall smifeil. En antar ogs® at e har tilnmrmet
normal fordelingsfunksjon.

Det kan vises at den random feil (e) har forventningen null,
altsd at E(e) = 0. Hvis nemlig 2(e) £ 0, inneholder e; et felles
element som opptrer som en systematisk feil og herer inn under
leddet ¢ 1 modellen.

Siden %(e) = 0, er ogsd (se avsnitt ©.2) E(8) = 0. Og siden
nd X = 0+ &, har vi 1 felge D.4 at E(X) = A, Vi sier da at X er

en forventningsrett estimator av parameteren 8., Det aktuelle gjen-
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nomsnitt er estimatet av 8, Por vart eksempel i Tab.F.1 finner vi
at X = 901,441 som er estimatet av avstanden mellom de to punktene,
Vi forutsetter da at observasjonene ikke er beheftet med syste~
matisk feil.

A forutsette at det ikke finnes systematisk feil, eller at
den er helt eliminert, kan nok mange ganger vere en dristig for-
utsetning. Skaffes observasjonene til veie ved forsegk, kan en
unngd systematiske feil ved & benytte seg av randomiseringsteknikk
slik som antydet i avsnitt A.2. I andre tilfelle er vanskene i
hvert fall meget storre. Det vil.e imidlertid fore for langt her
om vi skulle g& nermere inn pd& hvordan en skal ga fram for 4 unn-
g4 systematiske feil eller i det minste gjore slike feil s& smd
at de ikke spiller noen rolle. Vanslene som oppstar under observa-
sjonsarbeidet er nemlig s& forskjellige fra det ene tilfelle til det
andre at det som er felies kan vere vanskelig 4 oppdage. I almin-
nelighet kan en si at det gjelder at de tekniske hjelpemidlene
brukes riktig. En md ogsd som oftest serge for at den teknikk en
bruker, er blitt testet. Med dette mener vi at det er utfert en
undersegkelse som gdr ut P& & obszervere parametrer med kjente verdier.
Gjer en det, kan en kanskje f& pavist at teknikken forer til 3yste-
matiske feil. Observasjonene kan & nyttes til & bestemme eller
estimere denne feilen. I nye tilfelle kan en s8 bruke dette esti-
matet til & korrigere observasjonene med.,

Det er sikkert fornuftig & regne med at det finnes systemat-
iske feil i observasjoner som ikke er skaffet til veie ved forsgk,
Nar vi derfor i det folgende glr ut fra at det ikke finnes syste-
matisk feil i de observasjonene vi bygger pd, m’ dette oppfattes
som uttrykk for at den systematiske feil er st liten at vi kan se

bort fra den. Det har jo ingen hensikt 5 bruke gjennomsnittet som
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estimator av 6 dersom X er en forventningsrett estimator av (6+c)
oé?ékke har noe middel til & estimere c.

Gjennomsnittet (X) er naturligvis 8 oppfatte som en funksjon
av observasjonene. En estimator er alltid det., Men fer vi godtar
en funksjon av observasjonene som estimator av en parameter 6, md
vi ha brakt pd det rene om den er en brukbar estimator. Med dette
mener vi at den md ha visse egenskaper som f.eks, at den er for-

ventningsrett. Gjennomsnittet er alltid en forventningsrett esti-

mator av forventningen E(X) = u,hvor u er forventningen for den
2

observerte random variable. P4 samme m&te har variansen V= 8%,

som jo ogsd er en funksjon av observasjonene, den estimeringsegen-
skap at den er en forventningsrett estimator av 02 G>u

La oss n& 1 sin alminnelighet tenke oss at vi ensker & esti-
mere en parameter 6. Vi mid da skaffe oss ett eller flere sett
observasjoner som direkte ( som i vArt eksempel) eller indirekte
kan danne grunnlaget for estimeringen. Hstimeringen av © utferes
s& ved hjelp av en funksjon av disse observasjonene, forutsatt
at 8 har de egenskaper vi m& kreve av en estimator. Av en god
estimator krever en vanligvis at den skal vere forventningsretd,
altsd at E(8) = 6. Det er imidlertid ogséd andre egenskaper en

estimator ber ha for & kunne regnes som en god estimator. Men dis-

se andre egenskaper kan vi ikke komme inn p& her,

k)For mange vil det kanskje virke noe forvirrende at s ikke er en
forventningsrett estimator av o. Det kan nemlig vises at £(s)< o.
Dette skyldes den matematiske operasjon som gdr ut pa at en tar

kvadratroten av V = s2.
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Som all annen statistisk metodikk forutsetter ogsé estimering
&t det samplet av gjentak vi har hentet vire observasjoner fra, er
et random sampel. Vi oppfatter da samplet som en random represen-
tant for et univers som i de aller fleste tilfelle er en abstrak-
sjon. Dette kan mange ganger komme til & volde oss store vansker.
Gjelder det & estimere noe slikt som avstanden mellom to punkter,
er saken nokséd enkel. Gjentar vi mélingen av avstanden pé& uavheng-
ig midte og etter samme oppskrift vil gjentakene vere et random
sampel. Uavhengighet betyr her at en méling av avstanden ikke har
noe & si for resultatet av senere milinger.

I andre tilfelle kan vi imidlertid komme opp 1 store vansker,
Vi skal forsske & belyse dette ved hjelp av et par eksempler.

La oss tenke oss at et gruveselskap driver to kullgruver, og
at en av en eller annen grunn er interessert i & estimere forskjel-~
len i askeinnholdet i kullet fra de +o gruvene. I praksis md en da
ta ut et antall prever av kullet fra gruve T, og et antall prever
av kullet fra gruve T2, Askeinnholdet bestemmes sd for hver av dis-
se preovene. Resultatet fra en slik undersgkelse er gjengitt i Tab.
F.2. Den observerte random variable er her x = prosent aske. Gjen-
nomsnittene er §1:21,5 og §2:18,Oc

Tabell F.2

T

24,3 1

20,8 1

23,7 2

17,4 1
21,3

107,5 72,0

N&r problemet er slik vi har beskrevet det, har vi to konkrete
universer. Det ene (U,) bestdr av alle prevene fra gruve Ty, det

andre (UQ) av alle prevene fra gruve T Antall gjentak i disse

o e
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universene vil naturligvis vere meget store. Er nd de to samplene
pé n1:5 0g ny=4 random sampler fra de to universene, er det en
liketil sak & estimere forskjellen.

La oss si at den observerte random variable har forventningen
B(x) = by i U1 og B(x) = ho 1 U2, Den parameteren gruveselskapet
er interessert i & f4 estimert, er differensen & = hq~to- Forutset~
tes det at observasjonene er fri for systematiske feil og at samplene

er random sampler, vil gjennomsnittene §1 og X, vaere forventnings-

2
rette estimatorer av de to forventningene. Det kan vises, noe vi
komsier tilbake til, at & = i1—x2 er en forventningsrett estimator
av differensen 6. Estimatet blir da 21,5-18,0 = 3,5,

Det meget vanskelige spersmdl som melder seg i dette og mange
liknende tilfelle, er hvordan en skal g8 fram for & skaffe seg
random sampler. I en kullgruve finnes kullet i lag, og i lag er
det igjen lagdeling og amnen form for heterogenitet. Under slike
forhold er det neppe mulig & skaffe seg et sampel som kan oppfat-
tes som en random representant for hele gruven. Dette forutsetter
nemlig i det minste at alle forekomster av kull er kjent. Enklere
er det naturligvis, enda ogsd det kan volde atskillig hodebry, &
skaffe seg et random sampel av kull fra den forekomst som stdr for
tur il & bli drevet ut.

Estimeringen er meget enklere niar observasjonene skaffes il
vele ved et forsek og reglene for planlegging og utferelse av for-
spket er respektert. Med disse reglene tenker vi da ferst og fremst
pd at uttak av forsgksenheter til forseksleddene skal gjeores ved
hjelp av loddtrekning. I avsnitt A.2 har vi gitt en forelepig for-
klaring pd at det er nedvendig & randomisere, og vi skal komme
tilbake til saken senere. Vi skal her tenke oss at forseket utfores

pad et felt, f.eks. en &ker, at det er to forswksledd (T1 0g T2)
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og at en har brukt den plan som gdr under navn av blokkplanen. Som
forklart i A.2 md vi da forst dele forseksfeltet i et antall (n)
blokker og hver blokk i to ruter eller forseksenheter. I hver av
blokkene skal s& den forsgksenhet som_skal brukes til T1, tas ut
ved loddtrekning. De n blokkene m& vi oppfatite som et sampel som

1 egenskap av et random sampel, representerer et abstrakt univers.
Det vi da opprndr ved hjelp av randomiseringen, er at de n enhetene
som er tatt ut til Ty og de n enhetene som er tatt ut til T2, er
random sampler fra det samme universet.

Reglene for utfeorelsen av et forsegk omfatter imidlertid mer
enn dette. A utfere forsgket betyr jo at det md utferes en rekke
handlinger: jorda skal bearbeides og gjedsles, freet skal sdes ut
eller plantene plantes ut, feltet skal pleies (f.eks., renses for
ugras) 1 vekstperioden, avliingen skal hestes, torkes og veies.

I praksis vil noen av disse handlingene bli utfert felles for hele
feltet og noen individuelt for de enkelte forsgksenhetene,

Som vi har pekt pd foran, kan ikke en handling utferes helt 1likt

i to eller flere tilfelle. Dette gjelder naturligvis ogsé her.

Det en kan serge for, er at en handling blir gjentatt etter samme

oppskrift. Noe mer kan en ikke ta sikte pd. Men naturligvis er det
viktig, ogsd 1 et tilfelle som dette, at arbeidet utferes samvit-
tighetsfullt og mest mulig presist.

De observasjonene som er gzjengitt i Tab, F.% stammer fra et
feltforsek etter blokkplanen. Forsgksleddene T1 og T2 er her to
sorter férmargkdl, og den observerte random variable er vekten

(kg pr. rute) av terrstoffaviingen.
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Tabell P.3
Blok? nr, T, (X1i) T, (XZi) d =Xy =Ko,
1 65 48 17
2 49 45 4
p) 63 4.2 21
4 57 48 9
5 45 39 6
6 h2 52 0
331 274 57

Hensikten med et forsek som dette er & skaffe observasjoner
som kan brukes som grunnlag for bl.a, estimering av avlingsdiffe-
rensen mellom sortene. Vi md da tenke oss at i det universet som
er representert av de n gjentakene, er forventningen E(X1) = Uy
for T1 0g E(X2) = Mo for T2, 0g at den parameteren som enskes
estimert er & = Hq=to. Som i foregéende eksempel er estimatoren
i1~i2 og estimatet er 55,17-45,67 = 9,5 (kg).

Til estimering av 6 kan vi ogsd bruke differensene 4, =
Xq4 %05 - For vart eksempel er gjennomsnittet av disse 1lik a=
57/6 = 9,5, dvs. lik differensen iﬁ—x . Dette m& vere riktig i

2
alle tilfelle. Vi har nemlig at

0 d =24y = 300qy%py) = DXy 3xy; = n(Xy-%y)

Gjennomsnittet av differensene d; er derfor ogsd en estimator
av & = py-f,. Vi kan imidlertid ikke uten videre g8 ut fra at a
eller K1~22 er en forvenitningsrett estimator. Ogsé i slike tilfelle
som dette kan det oppstd systematiske feil, bl.a. pd grunn av
nabopadvirkninger forseksenhetene imellom. Men en vet nd s& meget
o slike effekter at en kan unngd dem. 3kaffes observasjonene til
vele ved riktig planlagte og godt gjennomferte forsek, kan eﬁ i
hvert fall regne med at den systematiske feil er s& liten at den

ikke har noen betydning for resultatet.



~ 120 -~

De vansker en stir overfor i slike tilfelle, henger sammen
med spersmilet om hva det er for et univers en opererer med. Vi
har nevnt foran at det er et abstrakt univers 0g er det som de n
gjentakene (i vart eksempel: blokkene) representerer i egenskap av
et random sampel. Dette er imidlertid bare en rent formell be~
skrivelse, og i praksis kan det ha betydning & kunne si noe mer
om det. Det en da ferst og fremst ber feste seg ved, er de ytre
vilkér for forseket. I vArt eksempel er det serlig kvaliteten av
dyrkingsjorda pé forsgksfeltet og det er temperaturen og nedber-
mengden i vekstperioden. Dessuten er det hva slags gjedsel og hvil-
ke mengder som er brukt, kanskje ogsd jordbearbeidingsmdten. Disse
ytre vilkérene er, kan vi si, karakteristikker pa universet og
setter grenser for gyldigheten av den konklusjon en kommer til.

Er forsgket utfort pd f.eks. et felt hvor jorda har et relativt
heyt innhold av leire og i et &r med lavt temperaturnivd og stor
nedber, har ikke estimatet av 6 gyldighet for et felt hvor jorda
har stort sandinnhold og i en vekstsesong med relativi hoyt tem-
peraturniva og lite nedber. Grunnen til dette er at en md regne
med at det finnes samspill mellom sorter, eller i sin alminnelig~
het: forspksledd, og slike ytre faktorer.

Universet er imidlertid ogsd karakterisert ved den variasjon
det er mellom gjentakene. I vArt eksempel er det Torst og fremst
variasjon i kvaliteten av jorda en vil tenke pad, men det kan ogsé
vere andre faktorer som spiller en rolle. Vi kan si at jo sterre
denne variabiliteten er, jo mer generelt er universet 0g Jjo storre
gyldighet har resultatet. At en sjelden legger noe steorre vekt pé
denne karakteristikken av universet, kommer vel av at det er si
snevert at en ikke kan godta resultatet som et tilstrekkelig empirisk

grunnlag for praktiske handlingsregler. Skal en skaffe seg et slikt
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grunnlag, md en utfeore forsgket med gijentak av en annen karakter.

Men dette skal vi komme inn pd senere.

.2, Konfidensgrensene.

Vi vil né forutsette at vi har en forventningsrett estimator
@ av parameteren 6. Er f.,eks. 6 avstanden mellom to punkter i
terrenget og observasjonene av den er fri for systematiske feil,
er & = X en forventningsrett estimator. I tilfelle hvor vi har bruk
for verdien av 6 til f.eks. visse beregninger, kan vi som oftest
ikke gjere noe bedre enn & bruke den verdi & har, dvs. bruke esti-
matet av 0. Lstimatet er imidlertid bare en mer eller mindre god
tilnermingsverdi for 6, oz i praksis blir det derfor spersmidl om
estimatet er godt nok for formdlet. Vi har m.a.o. bruk for en
sterrelse som viser hvilken presisjon estimeringen av 6 har.

Vi har vert inne p& dette spersmdlet i avsnitt B,10 og for-
klarte der at det vi kan oppni, er & beregne grensene for et inter-
vall -~ konfidensintervallet - og s& regne med eller pastd at ver-
dien av @ er & finne i dette intervallet. I noen meget viktige
tilfelle kan disse konfidensgrensene bestemmes ved hjelp av Students
fordelingsfunksjon som er beskrevet i avsnitt E.3,

Vi vil tenke oss at 6 er avstanden mellom to punkter og at
vi har skaffet oss n uvavhengige observasjoner av den. Vi vil for-
utsette at disse observasjonene er fri for systematiske feil slik
at vi kan bruke gjennomsnittet X som estimator. I formelen for
t (side 109) kan vi derfor erstatte u med €. Forutsetter vi sé at
den observerte random variable x = @ + e, hvor e er den random feil,

har normal fordelingsfunksjon, vet vi at

t = X ; © Vn
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er en random variabel med kjent fordelingsfunksjon, nemlig den som
er kjent som Student's. Denne funksjonen har bare en parameter,
nemlig antall frihetsgrader, som i det tilfelle vi har for 0ss her,
er 1lik f = n-1.

Br nd P sannsynligheten for |t |2 a,kan vi av Tabell I(bak i
boka) avlese verdien av a n&r f er kjent og P er valt., Sannsynlig-
heten for |t |%a er da naturligvis Q = 1-P. Dette er da ogsd sann-
synligheten for

X - 8|S n.s/\n
En omskriving av denne ulikheten forer til

T -a.8/Jyn <0 <% +a.s/"n
De to uttrykkene til venstre og til heyre gir oss konfidensgrensene
for 6. Bredden av konfidensintervallet er derfor lik 2a.s/J'n,

for eksemplet i Tab. F.1 er X = 901,441 og ¢ = 0,040. Her er
n =10 og £ = 9, Velger vi & bruke konfidenssannsynligheten Q=0,95,
er P = 0,05, og vi ser da av Tabell T at vi skal sette a = 2,262,
Vi finner at a.sA/n = 0,028. Konfidensgrensene er derfor

X - a.s/fn = 901,441 - 0,028
+ a.s/yn = 901,441 + 0,028

901,413
901,469

i

bl

1l

og

Sier vi n% at 6 har en verdi mellom disse +o grensene, er det-
te en péstand eller et utsagn om ©. Vi kan ikke vmre helt sikre pa
at dette utsagnet er riktig, fordi t kan ha en verdi sterre enn
& = 2,262, Sannsynligheten for dette er den valte verdi av P, her
P = 0,05. Den valte verdi av P blir dermed et tallmessig uttrykk
for risikoen for at utsagnet om © ikke er riktig.

Konfidenssannsynligheten Q = 1-P blir derfor sannsynligheten
Tor at utsagnet Z « a.s/\h S0 <% + a.s/Vn er korrekt. Den er
sannsynligheten for utsagnet i et univers hvor hvert gjentak bestir

av n enkeltgjentak av en observasjon av 6. Dette betyr at hvis vi
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velger f.eks. Q = 0,95, beregner konfidensgrensene for en kjent @

1 et meget stort antall tilfelle og hver gang eller for hvert gjen-
tak padstdr at © har en verdi innen dette intervall, vil vi finne
at utsagnet er korrekt i 95% av tilfellene.

Vi innser kanskje lettest at dette er riktig ved & feste oss
ved at de to ulikhetene vi opererer med, |X - o] Sa.sAn og
X ~a.s/Nns @ £X + a.sAn, er den samme. Den siste er bare en
matematisk omskriving av den ferste. Vi vet at sannsynligheten for
den ferste er Q, og da md Q ogsd vere sannsynligheten for den siste.
Grunnen til at en har festet betegnelsen "konfidens" til den, er
at brukt i sammenheng med konfidensgrensene er den et tallmessig
uttrykk for var tiltro til at utsagnet om 6 er korrekt.

Vi ser av Tabell I at hvis vi gker konfidenssannsynligheten
fra f.eks. 0,95 til 0,99, dvs. at vi senker risikoen for feil fra
0,05 til 0,01, blir verdien av a gkt. For f=0 frihetsgrader betyr
dette en gkning av verdien av a fra 2,262 til 3,250, og for vArt
eksempel vil det bety at bredden av konfidensintervallet gkes fra
0,056 til ©,085. Konsekvensen er derfor at jo mindre risiko for
feil vi tar, jo bredere konfidensintervall vil vi f&.

Forutsatt at vire observasjoner er fri for systematiske feil,
er i vArt eksempel X = 901.441 det beste estimatet vi kan skaffe
oss ved hjelp av vdre n=10 observasjoner. Det er denne verdien vi
mid bruke dersom 6 skal nyttes til videre beregninger, f.eks. til
arealberegninger, Bredden av konfidensintervallet vil da vise hvor
presist estimatet er. Et bredt intervall kan vise at estimatet ikke
er godt nok til det vi eonsker & bruke det til.

Som nevnt i avsnitt £.3 er utledningen av Student's fordelings-
funksjon basert pid den forutsetningen at fordelingsfunksjonen for

den observerte random variable er normal. Dette er en lite realis-
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tisk forutsetning. Det har derfor vart et problem for undersskelse
om denne forutsetningen er negdvendig ndr en tenker pa den praktiske
bruk av t. Resultatet av mange undersokelser viser at en kan bruke
Student's fordelingsfunksjon selv om fordelingsfunksjonen for den
observerte random variable avviker svart meget fra den normale.
Disse underspkelsene har vert nedvendige fordi en aldri, eller i
hvert fall sjelden, vet hvilken fordelingsfunksjon den observerte
random variable har,

Vi skal her neye oss med & gjengi resultatene av en slik
undersgkelse. Det ble forutsatt at de verdier den random varizble
kan ha i et gjentak er x = 0, 1, 2,...9 og at sannsynligheten var
den samme for alle x, dvs. at f(x) = 0,1. Det kan da lett vises
at forventningen er E(x) = 4,5, Det ble s& trukket random sampler
péd n=25 gjentak og

o) = E=dad s
ble beregnet for hvert sampel. Dette ble gjentatt 100 ganger og en
fikk 100 verdier av t. Antall frihetsgrader for t er i dette +il-
felle lik f=n-1 = 24. Ved opptelling fant en s antallet (z) av
t-verdier sterre enn de verdier av a en har i Tabell I.

Resultatet ble felgende:

P a z z/100
0,1 1,711 12 0,12
0,05 2,064 4 0,04
0,025 2,392 2 0,02

0,01 2,797 > 0.02

Her er naturligvis z en random variabel og avvik mellom z/100 og P
mi en derfor vente. Det kan vises at de avvik vi har her, ikke er
sterre enn at de kan tolereres, og en kan derfor si at overensstem-
melsen mellom z/100 og P er tilfredsstillende.

Det er utfert en rekke slike underseskelser og da med mange

forskjellige former for f(x) som utgangspunkt. Resultatene av disse
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er at fordelingsfunks jonen for den observerte random variable
ingen praktisk betydning har. Flere matematiske undersgkelser er
0gsd utfert, og ogsd resultatene av disse peker 1 samme retning.
Student s fordelingsfunksjon er derfor blitt kalt en robust for-
delingsfunks jon.

Vi kan derfor ogsd bruke Student's fordelingsfunksjon som
grunnlag for beregning av konfidensgrensene for parameteren 6 =

“1““2 for eksemplet i Tab, F.3. Vi benytter oss da av differensene

di = Xqq%oq For disse finner vi at 9,5 cg s = 8,02 og vi
har at n=6. Velger vi & bruke konfidenssannsynligheten 0 = 0,95,
ser vi av Tabell I at vi skal sette a = 2,571, Vi finner da at
a.s/fn = 8,42 og at konfidensgrensene er

3 - a.sAn

i

9,5 - 8,42 = 1,08

og d+a.sANn=9,5+ 8,42 = 17,92

i1

Bruken av Student's fordelingsfunksjon er noe mer komplisert
ndr det gjelder beregningen av konfidensgrensene for den parameteren
vi gnsker 4 estimere i en situasjon som den som er beskrevet i
semmenheng med eksemplet 1 Tab. F,2., Som vi skal se senere, er
dette en situasjon vi ogsd stdr overfor ndr observasjonene er skaf-
fet til vele ved et forsegk. Den parameteren vi snsker & cstimere

er her 6 = yu,-U,, og estimatoren er & = %,-% Det har naturlig-
Hq=to

T2
vis ikke noen hensikt & beregne konfidensgrenser for en slik para-
meter med mindre estimatoren er forventningsrett, altsd at E(@) = Q.
Vi md m.a.o. forutsette eller serge for at & er fri for systematisk
feil.

Vi har i dette tilfelle to standardavvik: 01 Tor T1 og 02

for T2. Standardavvikene for de to gjennomsnittene i? og ig er da

(se avsnitt g,2) lik 01/\/h1 og OQ/JhZ, hvor n, og n, er antall
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gjentak for T, og T,. T avsnitt E.2 er det' ¥ist at da er

standardavviket Tor differensen © = %, -%. 1lik

172
’012 022*
O - ]
= \ +
& 14 n,
B 01:02: O, finner vi at
N, +n
Gfé= O A 1.2
Vi har ogsa to middelavvik, gitt ved
2 = \2 - \2
(n1—1)s1 :Z;(x1i—x1) 0g (n2—1)322 = 21(X2i~X2)

Av disse danner vi sa& et veid gjennomsnitt, nemlig

o _ (0g=T)o%r (a5 3 (=) %4 3 (g -%p)°

(na=1) + (n,=1) n, + n, = 2
1 2 1 2

0g bruker s som estimator for oi formelen for °3

Forutsetter vi nd at observasjonene er uavhengige, at fordel-
ingsfunks jonen for den observerte random variable er normal, og at
6, =0, =0, kan vi vise at

2
o8- [T
- 8 [ n.4n

172

er en Student s t med f = Ny +n,-2 frihetsgrader. Dette gir oss sé

2
n
midlet til beregning av kofidensgrenser for parameteren € = Hq=Hoe

Vi finner lett at disse grensene er

n., +tn n fn +n
12 0 + a.s 12

1=
n4n, nqn,

hveor verdien av a finnes i Tabell I for f = n1+n2—2 frihetsgrader

og den konfidenssannsynlighet Q = 1-P vi gnsker & bruke.

For vArt eksempel i Tab. F.2 har vi at 6 = 3,5, og vi finner

at s = 2,324 og A[(n1+n2)/n1n2 = 0,671. Antall frihetsgrader er her
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f =7, og velger vi s& konfidenssannsynligheten Q = 0,95, ser vi

at a = 2,365, Konfidensgrensene blir derfor 1lik

5.5 ~ 3,69 = - 0,19 og 3.5 + 3,69 = 7,19
Vi ser her at konfidensintervallet omfatter verdien null. Dette vil
da si1 at © = O er en av de verdier av © som vi md& akseptere. Vi
skal vise senere at dette er i samsvar med at de observasjoner vi
har skaffet oss, ikke er et tilstrekkelig grunnlag for pdvisning
av forskjell mellom de to gruvene nir det gjelder kullets aske-
innhold.

Ogsé i tilfelle som dette stdr en naturligvis overfor spers—
malet om det er forsvarlig & bruke Student's fordelingsfunksjon.
En av forutsetningene er som nevant at fordelingsfunksjonen for den
observerte random variable er normal. Det viser seg at avvik fra
denne fordelingsfunksjonen heller ikke her har noen nevneverdig
betydning. Vi har imidlertid ogsd forutsatt at 04 = Oy, 08 dette
er en forutsetning det er noe vanskeligere & komme forbi. Vi kan
Jo ikke forutsette at likhet mellom de to standardavvik er reali-
sert. Det viser seg imidlertid at heller ikke denne Torutsetningen
md tas alvorlig hvis ng = n, eller det er liten forskjell mellom
disse antall. En har derfor gjennom planleggingen av en undersegk-
else et middel til & legge forholdene til rette for bruken av
Student's t til beregning av konfidensgrensene for differensen
e = Hq=bo.

Vi skal senere vise at Student's fordelingsfunksjon ogsd kan

brukes til beregning av konfidensgrensene for andre parametre.
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F.3. Konfidensgrenser for en sannsynlighet.

La oss tenke oss at vi har skaffet oss et random sampel pd
n gjentak og at vi ved opptelling har funnet at z av disse har
kjennetegnet E. Vi har f.eks. s8dd n = 100 gulrotfre og etter en
tid funnet at z = 78 av disse har spirt. I slike tilfelle kan en
vere interessert i &4 beregne konfidensgrenser for sannsynligheten
for E, altsd for ~p(E;U) = p.Ved universet U forstdr vi vanligvis
et abstrakt univers representert av samplet i egenskap av et ran-
dom sampel.

I avsnitt D.4 er det vist at den relative frekvens for E,

Vv = z/n, er en forventningsrett estimator av p og at standard-

avviket for y er Oy :“JEL%:Rl . For sampler som ikke er for smi
har en funnet at fordelingsfunksjonen for y er tilnsrmet normal.
Dette vil si at sannsynligheten for

ly - pl<a ;l')
er Q = 1-P nar vi bruker slike korresponderende verdier av a cg
Q som gitt 1 Tab., D.4. I stedet for denne tabell kan vi bruke
Tab. D.5 eller Tabell I. I siste fall md vi bruke de verdier av
a som er oppfert i nederste rekke, dvs. for £ - .

Det kan vises at konfidensgrensene svarende til konfidens-

sannsynligheten Q, kan finnes ved & lgse ligningen
2 2 1-
(y-0)° = a ‘L(E"'E“)"

eller omskrevet:

2 2

(n+a2) p° - (2ny+a2) p +ny” =0
Denne ligningen har alltid to reelle lesninger, og disse er nedre
0g evre konfidensgrense for p.

For vért eksempel hvor n = 100 og y = 0,78 finner vi at de

konfidensgrensene som svarer til konfidenssannsynligheten Q = 0,95,
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er 0,69 og 0,85. Det er altsd en sannsynlighet 1ik Q = 0,95 for
at p = sannsynligheten for spiring er & finne i intervaliet fra
0,69 til 0,85,

Denne metoden for beregning av konfidensgrensene for P(E;U)= p
bygger pd den forutsetningen at fordelingsfunksjonen for y = z/n
er tilnermet normal. Spersmdlet er da naturligvis om denne approksi-
masjonen er god nok i alle tilfelle. Det er vist at det er den ikke
og at en for 4 kunne bruke metoden md stille visse minimumskrav
til samplets steorrelse. Den praktiske regel en er kommet fram til,
er at det m& kreves at np mid vere lik eller sterre enn 5. Dette vil
81 at hvis p har en liten verdi, md det kreves at samplet er storre
enn om verdien av p er stor. I praksis er det ikke lett & bedgmme
hvor stort sampel en har bruk for. I regelen vil en ha tidligere

erfaringer & ta utgangspunkt i.
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G. Testing av hypoteser.

G.1. Om hypoteser og testing av dem.

I avsnitt A.5 har vi prevd & forklare hva en forstidr med en
hypotese. Vi viser nd til dette avsnittet 0g ngyer oss her med & si
at en hypotese er en forelepig forklaring eller en forelegpig beskri-
velse. En hypotese er derfor ogsd noe vi tar sikte pd 4 f& satt pd
prgve ved 8 konfrontere den med observasjoner, og helst da med obser-
vasjoner som er skaffet til veie for dette spesielle form&l. Metoder
Tor slike konfrontasjoner eller previnger er en meget viktig del av
metodikken i empirisk forskning.

Siden en i empiriske tilfelle aldri kan vere helt sikker pd at
et standpunkt for (eller imot) et utsagn er riktig, m&d vi ogsd regne
med at vi kan ta feil nir vi forkaster en hypotese. Dette kan vere
nyttig & merke seg allerede her. Det en tar sikte pd er & innrette
seg slik at en vet, iallfall s8 noenlunde, hvor stor risikoen er for &
forkaste en treffende hypotese. Denne risikoen, uttrykt som en sann-
synlighet, bdde kan og skal den bestemme som tar standpunkt.

La oss ta for oss igjen det eksemplet vi benyttet 1 foregdende
avenitt. Vi hadde her en observasjon & bygge pd, nemlig at 78 av
100 gulrotfre hadde spirt. Noen hypotese om verdien av sannsynlig-
heten for spiring hadde vi ikke. Men vi kom fram til at sannsynlig-~
heten métte vere & finne innen et intervall fra 0,69 til 0,85, Vi
kan derfor si at vi aksepterer alle de hypoteser som kunne ha vert
fremsatt om P(E;U) innen dette intervallet. Alle andre hypoteser om
P(£;U), dvs. alle verdier mellom O og 0,69 og alle verdier mellom
0,85 og 1, ville vi derfor ikke kunne akseptere. Hvis det hadde vert
fremsatt som hypotese at P(¥;U) = 0,6 ville vi m8tte forkaste den.

Det resultat vi kom til ved beregning av konfidensgrensene, er

naturligvis betinget av valget av konfidenssannsynlighet, nemlig
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Q = 0,95. Hvis vi senket risikoen for feil og valte Q = 0,99,
métte vi sette a = 2,576, Konfidensgrensene ville da bli 0,66 og

0,87, og vi métte akseptere et noe videre intervall av mulige

verdier.

Utgangspunktet for vare beregninger av konfidensgrensene var

ly-p] & aRU=R)

by
i dn s s

Venstre siden i den siste ulikheten er en random variabel fordi

gller

y er det, La oss betegne den med u. Vi kan s& tenke oss at vi velger
hypotetiske verdier for p og beregner u for hver av disse verdier
og den observasjon av y vi har (i vart eks. y = 0,78). Vi vil da
imnnse at for alle de verdier av p som hegrer med til konfidensinter-
vallet (for konfidenssannsynligheten 0,95, intervallet fra 0,69
til 0,85), ville vi f&tt en verdi av u som er mindre enn a = 1,96,
For alle verdier av p utenfor dette intervallet ville vi fatt en
verdi av u som er sterre enn a = 1,96, Og hvis s& disse siste ver-
diene oppfattes som hypoteser om P(%;U), ville alle disse bli for-~
kastet pd nivdet P = 0,05.

Dette viser at vi kan bruke u som et middel til & preve eller
teste en hypotese som gar ut pd en bestemt verdi av P(B;U). Vi
sier da at u er en testvariabel. TLa oss tenke oss at det er frem-
satt en hypotese som gir ut pd at spiringssannsynligheten er 1lik
‘P(E3U) = p = 0,6. Setter vi inn denne p-verdien sammen med y = 0,78,
finner vi u = 3,67 som er steorre enn a = 1,96. Den er ogsi storre
enn a = 2,576 som svarer til Q = 0,99 og P = 0,01. Konklusjonen

ms derfor bli at hypotesen p = 0,6 forkastes.
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La oss ogsd preve med p = 0,75. Vi mi da itenke oss at det er
fremsatt en hypotese som gdr ut p& at spiringssannsynligheten er
lik 0,75. Denne verdien av p og y = 0,75 gir u = 0,69, en verdi
mindre enn & = 1,96. Dette vil da si at det ikke er grunnlag for
&4 forkaste denne hypotesen. Dette er imidlertid ikke ensbetydende
med at vi aksepterer den. Konfidensgrensene forteller oss jo at
vi ber akseptere en verdi av p mellom 0,69 og 0,85. Blant disse
finner vi ogsd p = 0,75,

Vi ser av dette at det faktum at det ikke er grunnlag nok
for & forkaste den testede hypotesen ikke uten videre betyr at vi
kan akseptere den. Vi kan iallfall bare akseptere den som en av
et stort antall muligheter. Vilkdret for at vi kan akseptere den
er derfor ikke bare at det ikke er grunnlag for & forkaste den. Det
mé foreligge noe mer & bygge pa.

Slik vi har fremstilt saken er hypotesen p = 0,75 helt vil-
kédrlig valt. Det er ikke noe holdepunkt pd forhénd for valget av
den. La oss derfor ta for oss et nytt eksempel.

Hos bananfluen forekommer karakteren E = "sepia" som er en
gyefarge mutant. La oss tenke oss at det er fremsatt en hypotese
som gdr ut pd at ved en bestemt krysning er sannsynligheten for
at et avkom skal f4 E 1lik P(E;U) = 0,25. Til grunn for en slik
hypotese kan en da ha et visst erfaringsmateriale og dessuten de
Mendelske arvelovene. Denne hypotesen skiller seg derfor fra den
vi tok for oss i forrige eksempel ved at det kan vere et godt
holdepunkt for den for en eventuell prevning og at det derfor ogsé
kan vere god mening i &4 akseptere den dersom previngen faller ut
til gunst for den.

For den krysningen det er tale om var en imidlertid ikke vil-

lig til &4 akseptere den uten prevning. Det ble derfor utfert et
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krysningsforsek som gav n = 886 avkom ialt og blant disse z = 204

med E. Vi har derfor y = z/n = 0,23 og med p = 0,25 at

ly-p
u:ﬁ)«{n:u%

altsé en verdi mindre enn a = 1,96, Vi kan derfor si at verdien
av u er en bekreftelse phd at hypotesen P(E;U) = 0,25 er treffende.

I noen tilfelle kan vi ved & preove en hypotese komme til det
resultat at hypotesen er treffende. Det md da som sagt foreligge
noe mer enn bare selve utfallet av den statistiske testen. I slike
tilfelle er det derfor to mulige og alternative utfall av testingen:
vi forkaster hypotesen eller vi aksepterer den. I svaert mange til-
felle, kanskje de aller fleste tilfelle, er det imidlertid bare
tale om et mulig utfall, nemlig forkastelse. Dette er vanliigvis
tilfelle der hvor hypotesen er det vi i avsnitt A.5 har kalt en
null-hypotese. Hvis vi f.eks. pdstdr at to kornsorter gir samme
mengde kornavling, kan en slik pistand oppfattes som en hypctese,
0og kalles da en null-~hypotese., Tar vi for oss eksemplet 1 Tab., F.2
pd nytt, kan vi si at vi ensker & preve en hypotese som gar ut pa
at E(x) hvor x er prosent aske, er den samme i de to universene
det er tale om. Den null-hypotesen vi derfor ville vere interesserte
i 4 sette pa preve, er en som sier at bq = Poe T avsnitt F.2 fant
vi at konfidensgrensene for denne differensen er -0,19 og 7,19,
Det vi kan tillate oss & akseptere i dette tilfelle er derfor en
differense mellom forventningene lik et eller annet tall mellom
disse to grensene og blant disse da ogsé Wq=to = 0. I dette tilfelle
kan vi derfor ikke forkaste null-hypotesen, men vi kan heller ikke
akseptere den.

Dette er den situasjon vi som oftest stdr overfor ndr det er

en null-hypotese som testes og utfallet er slik at vi ikke kan for-
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kaste den. Det er sannsynligvis sjelden vi da kan akseptere null-
hypotesen. Regelen er at det er et stort antall andre hypoteser i
nabolaget av den vi har testet, som av like stor grunn kan aksep~
teres. Resultatet er naturligvis da at vi ikke kan akseptere noen
av dem. Konklusjonen blir derfor i disse tilfelle at de data vi
har, ikke er tilstrekkelige som grunnlag for et standpunkt. De data
vi har i Tab. F.2 er s8ledes ikke tilstrekkelige som grunnlag for

& ta standpunkt til spersmilet om det er forskjell i askeinnholdet
i kull fra de to kullgruvene. Det er godt mulig at en gruveingenier
kan si at han ut fra generelle synspunkter vil mene at det er en
forskjell, og det er godt mulig at han har rett i det. Men de data
vi har er ikke tilstrekkelige som grunniag for en bekreftelse av
denne meningen. Vi kan ikke engang uttale oss om i hvilken retning
ulikheten eventuelt gir.

Vi st8r overfor en lignende situasjon ndr previngen av null-
hypotesen faller ut slik at vi forkaster den. Dette mé jo da fere
til at vi aksepterer et eller annet alternativ. Vi skal illustrere
situasjonen ved 4 ta for oss eksemplet i Tab., F.3. Det var her en
samienligning mellom to sorter formargkdl det gjaldt og den obser-
verte random variable var mengde teorrstoffavling. I avsnitt F.2
fant vi at konfidensgrensene for differensene mellom de to for-
ventningene var 1,08 og 17,92. Null-hypotesen gdr i dette tilfelle
ut pd det samme som i foregdende eksempel, nemlig at Mg = Hos
eller at bq=bo = 0. Som vi skal vise om 1litt, kan vi forkaste denne
nuil-hypotesen, og konklusjonen m& da bli at differensen mellom
forventningene har en verdi mellom de to konfidensgrensene. Det
er klart at her er estimeringen av avlingsdifferensen lite tilfreds-
stillende fordi vi har et s& bredt konfidensintervall. Men vi kan

likevel si at vi har kommet fram til et nyttig resultat. Det er



- 135 -

nyttig & vite at det er en pavist ulikhet og at det er sorst T, som
under de vilkdr forseket er utfort ’ - gir sterst terrstoff-
avling. Det vi har villet forklare med dette eksemplet, er at det
er ikke et bestemt alternativ til null-hypotesen vi aksepterer.

La oss ta for oss den ulikhet som i avsnitt F.2 ble benyttet
som utgangspunkt for beregning av konfidensgrensene for parameteren
© for vart siste eksempel. Denne ulikheten wvar

|X - 6] ¢ a.sAn
Vi kan ogsé skrive dette slik

Jg?éwgi Jnsa
Vi ser at venstre side av denne ulikheten er en random variabel.
Den har f4tt betegnelsen t (sml. avsnitt E.3). Det er verdier av
© som er innesluttet i konfidensintervallet for 6, som tilfreds-
stiller ulikheten Flzga» Alle andre verdier av © vil da naturlig-
vis tilfredsstille ulikheten ftkga, Siden konfidensgrensene for &
for vart eksempel i Tab., F.3 er 1,08 og 17,92, vil @ = O vere en
av de verdier av © som finnes utenfor konfidensintervallet., Inn-
setter vi © = 0 1 formelen for [t| og regner ut, finner vi =t
| = 2,90, dvs. sterre enn den verdi av a som etter Tabell T for
f = 5 frihetsgrader svarer til P = 0,05,

Dette leder da til at vi kan bruke verdien av a i Tabell I
som en kritisk verdi nlr vi gnsker & teste en hypotese om ©.
Gnsker vi f.eks. & teste null-hypotesen & = 0, beregner vi

It] = X n
s
og underseker om denne verdi er steorre enn den a som er gitt i
Tabell I for det antall frihetsgrader (f) som gjelder for den
situasjon vi har for oss. Er verdien av lt' steorre enn a, forkaster
vi null-hypotesen. For & = O finner vi for vurt eksempel [t= 2,90

med f=5 frihetsgrader. Verdien av [t| er som vi ser steorre enn
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a = 2,571 for ? = 0,05. Betrakter vi derfor risiko-niviet P = 0,05
som trygt nok, md konklusjonen gi ut pi at null-hypotesen & = O
forkastes.

Den verdi av P vi bruker i et aktuelt tilfelle, er her sann-
synligheten for at en sann, riktiz eller treffende hypotese vil bli
forkastet. Den er altsd et tallmessig uttrykk for en risiko for &
begd denne spesielle feil. Det er meget vanlig at en setter verdien
til P = 0,05. En ber imidlertid ikke hefte seg for meget ved en
slik konvensjonell verdi. Zn ber heller hver gang tenke over hvilke
konsekvenser det kan ha at en kommer til en konklusjon som ikke er
holdbar.

Til en valt verdi av P og et gitt antall frihetsgrader (f)

svarer altsa en verdi av a bestemt slik at

2 L (%) dt = P
a

hvor £(t) er gitt i avsnitt B.3. Brukes {t| som testvariabel,
kalles a gjerne en kritisk verdi av |t| Intervallet |t|2Za kalles
det kritiske omréde for [t| eller ogs8 forkastningsomrddet for
hypotesen. For £ = 4 og P = 0,05 vil en finne (se Tabell I) at
a = 2,776. Dette er da den kritiske verdi for |t|, og forkastnings-
omrédet for den testede hypotesen er omrddet Itl:529776¢ Har en et
tilfelle hvor f = 4 og en velger P = 0,05, sier en at den funne
verdi av [t| er signifikent ps nivdet 0,05 hvis |t| 22,776. Senker
en verdien av P til f.eks. 0,01, ser en at for f = 4 blir den
kritiske verdien gkt til 4,604,

Det kan vere av betydning at en allerede her merker seg at
signifikansnivaet, altsd P-verdien, ber velges forut for testingen.
Det nivé en velger & bruke, ber nemlig vere resultat av en over-—

veielse av hvilke konsekvenser det kan ha at en treffende hypotese
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blir forkastet. Som oftest er vel disse konsekvensene ikke av noen
serlig alvorlig natur, og dessuten har mangelfull planlegging meget
oftere skylden for uholdbare konklusjoner.

Det er foran pekt pd en forskjell mellom en vanlig hypotese
0g en null-hypotese. Denne forskjellen gjelder imidlertid bare
tolkningen av det resultat av testingen vi kommer til. Det er ingen
forskjell ndr det gjelder selve testingsteknikken. I det folgende
skal vi derfor bruke betegnelsen H pd det som testes, en vanlig

hypotese eller en null-hypotese.

G.2. Kji-kvadrat testen.

La oss igjen ta for oss det tilfelle at vi har observert an-
tall gjentak (z) med et bestemt kjennetegn (¥) i et sampel p& n
gjentak. Den hypotesen vi ensker 8 teste i dette tilfelle er en
verdi av sannsynligheten for =, P(E;U) = p. Som testvariabel be-

nyttet vi i foregiende avsnitt

u p?p\/n

hvor y = z/n. Vi regnet da med at fordelingsfunksjonen for y er
tilnzrmet normal med B(y) = p og var(y) = p(1-p)/n.
En har imidlertid funnet at u2 har visse fordeler framfor

u som tesivariabel. PFor u2 finner vi lett at

P%7 P) ﬂé%;np%

Denne siste variable g&r under betegnelsen X (kji-kvadrat). For-
delingsfunks jonen for X2 kan lett utledes av f(y) ved substitusjon.
En ma da huske pid (se avsnitt D.2) at det uttrykket som skal om-

| 1
formes er £(y) dy. Danpg dy = % .Ei%:ﬁl ()(,2)'"2 d(xg)q finner en
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at
2

1 (2
* =

En ser at dette er en Gamma fordelingsfunksjon som er beskrevet

)%(1—2)e“%9€2

1

=] 2\-%.-%
£(F) = o= (2)7%e
1 avsnitt D.2, og det er den samme fordelingsfunksjon for x2 som
er nevant der ndr en setter antall frihetsgrader 1lik f = 1.

Den fordelingsfunksjonen for X2 som er utledet pd denne miten,

er et spesialtilfelle av den mer alminnelige fordelingsfunksjon

2
Lfr 1
1) = k. ()F(I2)e R X

hvor f er antall frihetsgrader. Hvordan dette antall skal bestem-
mes 1 de forskjellige tilfelle, skal vi komme +tilbalke til.

Vi ser at £ er den eneste parameter 1 denne funksjonen. Vi
kan derfor velge signifikansnivd, dvs verdi av P, og for

f=1,2,3,4,5,... bestemme den kritiske verdi a av x2 slik at
o0
JE(F) a(xf) = P
a

Disse kritiske verdier vil en finne i Tabell ITI for P = 0,05,
0,025 og 0,01,

Tekniklren for testing av hypotesen HO foregdr i praksis pd
samme médte som vi i foregiende avsnitt har nyttet den testvariable
u. En velger signifikansnivd (f.eks. P=0,05), beregner X2 og ser
etter om denne verdien er sterre eller mindre enn den kritiske
verdi (a). Er verdien sterre emn a, vil konklusjonen g& ut pd for—g
kastelse av HO. i

Denne fordelingsfunksjonen er naturligvis den som gjelder for
X? under forutsetning av at HO er treffende, Under denne forut-
setningen kan vi lett finne forventningen og variansen for X
Vi anvender de formler for forventning og varians som er gitt i
avsnitt D.2, og har da at

= f 0g var(xz) = 2f
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Er derfor den beregnede verdi av x2 i et aktuelt tilfelle meget !
steorre enn antall frihetsgrader, er det et tegn pd at det er noe |
1 velen med den testede hypotesen.

Benyttes xg-testen for det eksemplet fra foreglende avsnitt

hvor P(E;U) = p = 0,25, 2z = 204 og n = 886, finner vi at np = 221,5,

np(1-p) = 166,125 og

2 (204u22195)2
X = 166,175

= 1,84

Antall frihetsgrader er i dette tilfelle 1lik f = T, og vi ser av
Tabell IT at for P = 0,05 er den kritiske verdi lik a = 3,841.
Konklus jonen mé derfor bli at H, - dvs. P(13U) = 0,25 - kan ikke
forkastes.

I avsnitt C.2 benyttet vi et eksempel hvor & = normale
bgrster, z = 2211 og n = 28%5. La oss si tenke oss at HO gér ut

pe at P(I;U) = p = 0,75. Vi finner da at np = 2126,25, np{l1-p) =

[aV]

531,5625 og x“ = 13,512, Antall frihetsgrader er ogsd her f = 1,

0g for forkastningsniviet P = 0,05 er derfor den kritiske verdi
den samme (3,841) som i foregdende eksempel., Konklusjonen md der-

for bli at H_ forkastes. 7Y

La oss tenke oss at Eq, EQ,..o;Em er m kjennetegn som kan

E

5

inntreffe og som utelukker hverandre i et gjentak. Dette betyr at i
|

!

!

et gjentak ngdvendigvis md ha et av disse kjennetegn og bare ett
av dem. La oss betegne sannsynlighetene for disse kjennetegn i et
univers med Py PpyeseDy 08 frekvensene i et random sampel pd n

gjentak med Zqs Zogeesy Z Da er naturligvis

0
Zpi = 1 0g Zzi = n
rm = 2, har vi med disse nye betegnelsene at
2 2
p_ (mmmp )" o (mpmany)”
X PPy x np4Py

hvor py = T—p?o
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Den formel for X2 som vanligvis brukes. er imidlertid en annen.

Det kan lett bevises at

2 2 2
X2 _ (Z1“Hp1) _ (Zj"np1) . (Zz-npz)
P4 Py npq ap,
For vart eksempel har vi nir B, = "normale berster"” og E, = "redu-

serte begrster". at Z, = 2211, Zp = N=zy = 2835-2211 = 624, Py =

0,75 og P, = 0,25. Vi har da at np, = 2126,25 og np, = 708 75.
Dette innsatt i den siste formel for x2 gir
x> = 3,378 + 10,134 = 13,512,
Den siste formelen for x? er utvidet til & omfatte et hvilket

som helst antall alternative kjennetegn som utelukker hverandre

i et gjentak. ba disse kjennetegn vere B, (1 =1, 2, ..., m), fre-
kvensene 1 ¢t random sampel p& n gjentak z; (1 = 1,2, ... , m) og
sannsynlighetene P4 (i=1,2, ... , m), Da er

2
2 5 (Zi—ﬂpi)
CoETE
La oss ta for oss et nytt eksempel. ©n krysset rode og elfen-
bensfargede torskemunn og fikk n = 97 avkom. Blant disse fant en

Z, = 22 med E

] 4 = "red", Zo = 52 med B, = "lysered" og Zy = 23
med E3 = "elfenbensfarge". Sett ni at en har en hypotese (HO) som
gdr ut pa at p; = 0,25, P, = 0,50 og Pz = 0,25. Vi har da
np, = 24,25, np, = 48,50 og npz = 24,25. Dette innsatt 1
formelen for X2 gir:

xZ = 0,209 + 0,253 + 0,064 = 0,526.
Det er vist at forutsatt Ho* dvs. forutsatt at de p-verdier vi
bruker til beregning av x2 er sannsynlighetene for E'ene i univer-
set, er fordelingsfunksjonen for X2 tilnermet identisk med den for-

delingsfunksjonen som er gitt foran.
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For & kunne bruke Tabell II md vi vite hvordan vi skal bestem-
me antall frihetsgrader. Vi md her neye oss med & gi noen regler
for dette uten & gi noen grunn for disse reglene.

Den ferste av disse reglene gar ut pd felgende. Hvis de ver-
diene av sannsynlighetene PysPos »-s 4P, vi bruker %il beregning
av xg, er inkludert 1 HO, altsd at de ikke er estimert ved hje”
av de frekvensene vi bruker til beregning av xz, gar regelen ut pe
at £ er lik antall frekvenser vi bruker redusert med antall lig-
ninger disse frekvensene mi tilfredsstille. Ved en slik ligning
forstadr vi en ligning som uttrykker at sampelsterrelsen (n) er et
gitt tall. I et tilfelle der det er m alternative kjennetegn E1,
E29 e Em og vi bruker frekvensene ZisBos eee 2% til beregning
av X2 gir denne regelen f = m-1. Reduksjonen med en enhet skyldes
at frekvensene skal tilfredsstille ligning Zzi = n.

I et tilfelle der det er bare to aliernative kjennetegn og

dermed to frekvenser, er m = 2 og dermed f = 1, Dette gjelder vart

eksempel hvor E1 = "normale berster’ og E2 = "reduserte bprster"
2

If

og vi fant at y 13,512. I vart andre eksempel har vi m = 3 og
derfor £ = 2, Vi ser derfor at den funne x2—verdien, X2 = 0,526,
er mindre enn den nedre grensen for det kritiske omrdde som svarer
til P = 0,05, nemlig a = 5,991. Den funne xz—verdi er derfor ikke
signifikant pd 5% nivdet og konklusjonen md bli at H, forkastes
ikke,

Vi har forutsatt foran at verdiene av sannsynlighetene for
10 (i = 1,2, ... , m), altssd 194 (i = 1,2, ... , m) er inkludert i
den hypotesen vi ensker & teste. Det er i virkeligheten verdiene
av disse sannsynlighetene som utgjer hypotesen. I mange tilfelle

der vi bruker xz—testen, er imidlertid problemstillingen en annen.

Det vi er ute etter, er & finne ut om det kan sies at sannsynlig-
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heten for et kjennetegn E, altsd P(EiU) = P, er ulik i to eller
flere tilfelle. Vi kan ogsé si det slik at vi har rendom sampler
fra to eller flere universer, 0g Vi er interessert i spersmilet
om sannsynligheten for et kjennetegn T - eller det kan vere flere
kjennetegn som utelukker hverandre - er forskjellig i disse to
universene., Den null-hypotesen vi gnsker & teste, gar derfor ut
péd at sannsynlighetene for hvert av de alternative kjennetegn det
er tale om (E19E2’ cro g Em), er de samme i de universene vi sam-
menligner ved hjelp av de random sampler vi har. Til beregningen
av % bruker vi da ikke hypotetiske verdier av p'ene. Vi estimerer
disse p'ene ved hjelp av vare sampler.

La oss ta for oss et eksempel. De personer som utvandrer fra
Norge i en periode, f.eks. ett ar, md vi oppfatte som et sampel av
gientak. Universet av gjentak er da det universet samplet represen-
terer i egenskap av et random sampel. Gjentakene i universet og i
samplet kan nd grupperes pd flere miter, f.eks. etter de alterna-
tive kjennetegn E, = "mann" og By = “kvi%me”. La P(E,30) = P4
og P(E2;U) = Pp. Da er naturligvis Py + Py =1,

La oss nd tenke oss at vi har to slike sampler, ettt som om-
fatter alle utvandrede personer i &rene 1934-35 og ett som omfat-
ter alle utvandrede personer i drene 1946-47. Vi har da 0gsé to
universer, og vi kan vere interesserte i 4 undersgke om pq er for-
skjellig i disse universene.

I tabell G.1 er oppgitt antall gjentak med E1 = mann og an-

tall gjentak med E2 = kvinne for to sampler av utvandrede personer.
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Tabell G,1
Periode E1 E2 n
193435 372 575 9477 o ad s
1946-47 1069 1381 2450 R
Sum 1441 1956 3397 '
p' 00,4242 0,5758 1

For & kunne beregne X2 m8, vi ha estimater av de to sannsyn-
lighetene Py 08 Ds- Forutsetter vi nd at p'ene er de samme i de
to universene, er det ingen grumn il ndr vi skal estimere dem. &
skille mellom de to samplene. Vi sldr derfor samplene sammen til
et sampel p& n = 3397 og bruker de relative frekvensene for E1 0g
EQ i dette sampel som estimatorer, Estimatene er i tabellen be-

tegnet med p'.

Vi beregner sa x2 ved hjelp av p% 0g pé som om disse esti-

matene hadde vart sannsynligheter inkludert i hypotesen. For hver
av de to periodene beregner vi fglgelig

2
)

(z4-npj (zg-npé)2

W o

Resultatet for hver av de to periodene er

1934~35 5,819
1946-47 1,475

Sum 5,294

Det er vist at forutsatt at null-hypotesen er treffende, er
summen av disse to tall med tilstrekkelig tilnermelse et kji-

kvadrat med f = 1 frihetsgrad. Vi ser av Tabell II at X2 = 5,294

er signifikant pd 5% niviet. Forkaster vi s& null-hypotesen pd dette

grunnlag mi vAr konklusjon g8 ut pd at det i Arene fra 19%4-35

til 1946-47 har foregdtt en omstilling til utvandring og at denﬁek

1“"
omstilling har vert forskjellig for kvinner og menn. De relative



frekvensene for menn i de to periodene er 0,39 for 1934-35 og 0,44
for 1946-47. Den omstilling som har skjedd har m.a.o. gitt seg ut-
slag i en ekt sannsynlighet for menn.

La oss nd i alminnelighet tenke oss at det er m alternative
kjemnetegn B, (1 = 1,2, ... , m) og at vi har k sampler. Vir
null-hypotese gdr da ut pd at sammsynligheten for Ei (pi) er den
samie 1 de k universene som vare k sampler representerer i
egenskap av random sampler. Vi estimerer s p; ved 4 sld sammen de
k samplene og bruker den relative frekvens for Ej (pi) i det sam-
menslatte sampel som estimator. La J vere numret pd samlet
(3 = 1,2, ... s k). Den enkelte frekvens kan vi da betegne med 2o

JJ

For hvert sampel beregnes

2
m Z. .~-n.p!
v = Zagmgel)
J 1 njpj_
5 k
og deretter x = % wja Dette kji-kvadrat har da f = (k-1)(m-1)

frihetsgrader,.

I alle tilfelle der vi bruker estimatér til beregning av xg,
ma antall frihetsgrader reduseres med antallet av disse. Vi kan
sette at

f =a-5b-c
der a er antallet av frekvenser vi har brukt til beregning av
X29 b er antallet av ligninger disse frekvensene mi tilfredsstil-
le og c¢ er antall estimater vi har brukt., I det tilfelle vi har
for oss ér det naturligvis km frekvenser vi bruker, altsd a = km.
Vi betrakter sa sterrelsen av samplene (nj) som gitte tall. For
hvert sampel har vi derfor ligningen leij =1y, dvs. k slike
ligninger. Fglgelig er b = k. Antallet av estimater er tilsyne-
latende m, 14 (1 = 1,2, ... , m). Men siden Elpi =1, er det i

virkeligheten tilstrekkelig & beregne (m-1) av disse estimatene.
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Vi har derfor at c¢ = m-1. Dette innsatt gir
f=kn~%k- (m1) = (k-1)(m-1).

T TAbell G.2 er gitt frekvensene for E1 = udyktige, E2 =
hjelpedyktige og E3 = stridsdyktige for to sampler av norske re-
krutter, 1935 og 1936. Estimatene av sannsynlighetene p; (1=
1,2,3) er gitt. Videre er oppgitt verdiene av w. definert oven-

J
for. Vi har derfor at

x2 :Ele = Wytw, = 5,860 + 5,865 = 11,725

Siden k =2 og m =3, er antall frihetsgrader 1lik
f = (2-1)(3-1) = 2. Vi ser av Tabell II at denne X2—Verdi er

signifikant pd 1% niviet.

Tabell G,2
Ar E1 E2 E3 | nj wj
1935 6057 2176 17988 - 26221 5,860
1936 6243% 1994 17666 . 25903 5,865
Sum 12300 4170 35654 52124 11.725

p' 0,236 0,080 0,684

Vare tall gir oss ikke noe grunnlag for &4 finne ut hva dette kom-
mer av. Men det er vel rimelig & tro at det skyldes at legebedom-
melsen av rekruttene ikke har vert ens i de to &rene.

Kji-kvadrat testen har andre anvendelser som vi ikke har an-~
ledning til & ta med her. Vi skal neye oss med 8 nevne at en ogsé
kan bruke x2 til en ngrmere vurdering av ~ sammenligninger
mellom de relative frekvenser for en random variabel i et sampel
0g sannsynlighetene etter en valt fordelingsfunksjon.

Som nevnt foran er den fordelingsfunks jonen som er tabulert
1 Tabell II, bare en approksimasjon til den egentlige fordelings-
funksjon for x2. For praktiske formdl er approksimasjonen god nok

forutsatt at de forventninger en bruker under beregningen av X 2
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alle er i det minste 1ik 5. Dette gjelder bdde nir sannsynlighetene
(p) er inkludert i den testede hypotesen og ndr de er estimert (p').
I et tilfelle der np eller np' er mindre enn 5, md en sld sammen
kjennetegn slik at np eller np' for det sammenslatte kjennetegn

blir 1ik eller stgrre enn 5. Som eksempel kan nevnes at dersom np'
for E1 elier/og for E2 1 eksemplet i Tabell G.2 ble mindre enn

5 - dette kunne f.eks. ha inntruffet hvis sampelsteorrelse hadde

vert meget mindre -~ kunne vi sl& sammen E1 og E2 (og da ogsé
summert frekvensene for disse to kjennetegn) til et nytt kjennetegn
E' = ikke-stridsdyktig. Vi ville da ha bare 4 frekvenser til be-

regning av xgv og antall frihetsgrader ville bli £ = 1.

G.3. F~test og variansanalyse for en-veis gruppering.

I avsnitt F.2 benyttet vi Student's t som hjelpemiddel til
beregning av konfidensgrensene for differensen mellom Torventningene
for en random variabel (x) i to universer. U, og Uy Vi for-
utsatte da at vi hadde et sampel pa n, gjentak fra U,;, et sampel
joLz) N, gientak fra U2 og dermed n, og n, observasjoner av x.
Vi satte s& 8 = i1w22s 0 = Hq=—bs 08

Y n,.n »
t = 0-6 / 1772

hvor 5 5
2 _ (n1-1)s1 + (n2—1)52

n1+n2—2

S

Under visse forutsetninger som vi skal komme tilbake til, har det
lykkes & vise at denne +t har den fordelingsfunksjonen som er be-

skrevet 1 avsnitt E.3. Antall frihetsgrader er da f = N4+ Ny=-2.
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I avenitt G.1 er det sd videre pekt pd& hvordan t kan brukes

til & teste null-hypotesen © = 0. Visetter 6 = 0 og fir da

e =

For eksemplet i Tab, F.2 har vi at ny=5, n,=4, §1:21,57 §2:18,O
0g s = 2,324. Ved innsetting finner vi sd at
[t] = 2324ﬁ©7'9‘~2244

For f = 7 frihetsgrader og P = 0,05 er etter Tabell I den kritiske
verdi for |t]| lik a = 2,365. Den funne verdi av |t er altsi noe
mindre. Har vi derfor valt forkastningsnivdet P = 0,05, md kon~
klusjonen bli at null-hypotesen © = 0 forkastes ikke,.

Vi skal n& vise hvordan vi kan teste en null-hypotese som gir
ut pd at

M1=u2=u3:..... —}.Lk
Vi kan tenke oss som eksempel at vi har skaffet oss observasjoner
av x = % aske fra k gruver (T4, Tsy «ev T ) og at vi er interes-
sert 1 4 teste en null-hypotese som gir ut pd at forventningen for
X er den samme i1 de k universene.

Vi gnsker & benytte en test som gjer bruk av observasjonene
fra alle gruvene under ett, en test som tester null-hypotesen i sin
helhet og ikke stykkevis som f,eks. by = Bps Mg = Uy OSV.

Til illustrasjon skal vi bruke eksemplet i Tab. G.3 hvor
observasjonene er observasjoner av x = vekten (i kg) av 56 dager
gamle grisunger i k = 5 kull. Disse grisungene har samme far, og

det er k =5 medre betegnet med T1,T oesl Vi ser at antallet av

2 5°
gjentak (grisunger) varierer noe mgdrene imellom. Vi vil beteegne

antall gjentak, antall observasjoner, med n; (3 = 1,2, ...k =5).

Videre er 1 tabellen oppfert summene av observasjonene (Sj), gien-

nomsnittene (Kj) og variansene (Vj=s.2) for hver av de 5 gruppene.

J
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Pabell G.3
T4 T, Tz Ty Ts
12 16 11 15 17
18 17 8 16 17
16 12 9 11 14
13 10 12 14 14
10 13
10
n, 4 4 6 4 5
55 59 55 60 56 75
%, 14,75 13,75 10,00 14,00 15,00
Vi 7,58 10,92 2,00 4,67 3,50

Vi m& nd forestille oss at gjentakene (grisungene) i hvert av disse
kullene representerer et univers i egenskap av et random sampel.

I v8rt cksempel har vi alts8 k=5 slike universer, og vi er interes-
serte 1 & undersgke om det kan sies at forventningen for den obser-
verte random variable (i vArt eksempel x = vekten) er fTorskjellig

i noen av disse universene. VAr null-hypotese gdr derfor ut pd at

de k forventningene er like,.

Den testen en bruker til testing av denne null-hypotesen, gar
under navn av F-testen. Det er i hovedtrekkene det samme som Students
t~test, og en vil da ogsd finne at for det tilfelle at k = 2 er
F o= 2.

La oss na si at vi har k grupper av observasjoner, gruppene
betegnet med Tj (3 = 1,2, «o. , k). T den j'te gruppen har vi nj

observasjoner som vi vil betegne med x.

31 Fotskriften j sier oss

her hvilken gruppe observasjonen herer med til og foiskriften i
hvilket nummer den har innen gruppen.

For hver gruppe har vi naturligvis et gjennomsnitt og en varians

definert pa& vanlig mdte. Disse vil vi betegne med Ej 0g Vj (elnsjz),

Vi har da

1
It
I...l
g
e
!

N e
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og

2 1 2
V, =8.2 = —0 5(x.. - %.)°.
3% Ta gy = Xy)

Varianskvotienten F er 1lik forholdet mellom +to varianser. Den
ene av disse er avhengig av variasjonen i de k gruppegjennom-
snittene, Denne variansen kalles derfor ofte mellom~-gruppe variansen.
Vi skal betegne den med Vtu Den andre av de to variansene som vi
skal betegne med V., kalles innen-gruppe variansen. Den er avhengig
av variasjonen i observasjonene innen gruppene og er et gjennomsnitt
(et wveid gjennomsnitt) av gruppevariansene Vj’

Vi har naturligvis ogsd et gjennomsnitt for alle observasjonene
tatt under ett., Dette vil vi betegne med X. Er 1 :E}nj antallet av

observasjoner i det hele, er

% = %z&(_}.i :%mj = §Zn %,
Br antall observasjoner det samme i alle grupper altsé n1=n2:n3...
=0y =0, er N = nk og

%= ¢ L%,
altsd et vanlig gjennomsnitt av gruppegjennomsnittene.

Innmen-gruppe variansen VR er som nevnt, et veid gjennomsnitt

av gruppevariansene Vj‘ Vektene er lik antall frihetsgrader for Vj’
altsd (nj—1). Vi har derfor at

Ty = pog & (ny-1)V,,
Nevneren N-k er summen av vektene: N-k = Zl(nj~1). Siden gruppe-

variansen er Vj = L(x l-x )29 har vi ogsid at

J
Vg = ﬁl“ZZ(X —Xj)2

Mellom-gruppe variansen VT er, kan vi si, en varians for grup-
pegjennomsnittene. Nar vi ser bort fra at vi her md& bruke vekter

(nj) er den dannet pd samme mdte som den varians vi definerte i B.5.
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Vi har

1 = =\2
VT = mznj(xj-—x) .
Er antallet av observasjoner det samme i alle k gruppene,
dvs. at nj = n, forenkles formlene +til

VR:

f{-zvj
og
Vg = I{%—Z(;‘cjmi)g.

Disse to variansene kan naturligvis beregnes direkte ved de
gitte formlene. For vart eksempel i Tab. G.3 finner vi at VR = 5,19
0g VT = 22,73, Det er imidlertid vanlig & utfere beregningene pé
en annen mdte, ved at en trekker inn i beregningene det en kan kal-
le den totale kvadratsummen. Dette er summen av kvadratene av enkelt-
observas jonenes avvik fra gjennomsnittet av alle, altsd enkelt~
observasjonenes avvik fra X. Denne kvadratsummen er derfor
ZZ(x3i—i)2. Under denne summeringen mé& vi ta med alle N observa-
sjonene.

Det kan né lett bevises at

ZE (%, -%)% =png(R,-%)% 435 (x-%,)%
Vi ser at de to leddene pd hgyre side av ligningen er tellerne i
formlene for VT 0g VRc Vi skal kalle dem for korthets skyld kvadrat-
summene for VT 0g VRO

Det er denne oppdelingen av den totale kvadratsummen i to
additive kvadratsummer og deretter beregning av Vp og VR som er det
vi kaller en varians--analyse. Varians-analysen har en videre mil-
setting enn den vi skal beskjeftige oss med her. Vi tenker her bare
pd analysen som grunnlag for beregning av de to variansene.

Beregningsmessig bruker en oppdelingen av den totale kvadrat-

summen pa fplgende mdte. En beregner den totale kvadratsummen 0g
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kvadratsummen for VT. Differensen mellom disse to er da kvadrat-
sunmen for VR‘ I det tilfelle vi har for oss her, det vi kaller
en-vels gruppering, betyr dette ikke noen stor reduksjon av regne-
arbeidet fordi en alltid ber beregne gruppevariansene hver for seg.
Men vi skal se at i andre tilfelle betyr denne teknikken en betyde-
lig forenkling av regnearbeidet.

I de aller fleste tilfelle er det en fordel & beregne kvadrat-
summen for Vn, altsé Enj(ij-i)g, ved hjelp av gruppesummene Sj
(jfr. Tab., G.3) i stedet for ved hjelp av gruppegjennomsnittene
(X.). Sammenhengen mellom gruppesummer og gruppegjennomsnitter er

J
naturligvis Sj = njij. La s& S vemre summen av alle N observa-
' , altsd 5 = o= ¥S.,
sjonene, S zZXJl b j
En xan da vise at
=2 _ 2 .2
ZZ(xji—X) = I3xs; -8 Vail
og at
=  =\2 2 2
(XL - = S. ~3"/N
z nJ(xJ )%= 7 ; /ha /:

For vdrt cksempel i Tab., G.3 har vi at N = 23, S = 305 og

derfor at S°/¥ = 4044 5652. Videre finnes at zzxji2 = 4229 og at
Z532/'11j = 4135,5. Dette innsatt gir da
Zz(xji_i)2 = 4229 ~ 4044,5652 = 184 4348
Lny(%; -%)° = 4135,5 - 4044,5652 = 90,9348
I35 (x.. - 23)2 - 9%,5000
d_L

Vi har videre at k-1 = 4 og N-k = 18, Fplgelig er
v = 90,9348 _ 22,73

T ~ 4 -
og
_ 93,5 -
U R MR

De to divisorene, k-1 og N-k, er antall frihetsgrader for variansene

VT og Vp. Antall frihetsgrader for V,, er da f = k-1 = 4 og antall

T
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frihetsgrader for Vg er f = N-k = 18. Legg merke til at summen er

lik (N-1).

Det er vanlig 8 samle resultatene av beregningene slik:

Kvadratsum i )
Total 184,4348 22
Mellom grupper 90,93%48 4 22,73
Innen " 9% ,5000 18 5,19

Til testing av null-hypotesen “j = konstant bruker en sé&
F = VT/VR

Vi md da kjenne fordelingsfunksjonen for P under forutsetringen

u; = konstant. Denne funksjonen er
! 5(£,-2)
P
2F) = x IeoTEay
(f1F+f2)2 1772

hvor K er en konstant. I det tilfelle vi har for oss her, er
fqzk—1 og fzzN-k.

For & kunane utlede denne funksjonen har en mittet forutsette
at fordelingsfunksjonen for den observerte random variable (x) er
normal og at standardavviket er det samme i de %k wuniversene. Det
er imidlertid vist at fordelingsfunksjonen for F er lite pavirket
av disse forutsetningene, slik at PF-testen kan regnes & vere en
alminnelig brukbar test av null -hypotesen “j = konstant.

Under forutsetning av at uB:konstant kan en vise at de to
variansene har samme forventning, altsd at E(VT) = E(VR), For vart
eksempel har vi funnet at VT er betydelig sterre enn Vo, og dette
tyder da pa at det er noe i veien med null-hypotesen.

Vi ser at fordelingsfunksjonen for F har bare to parametrer,
nemliig antall frihetsgrader Cf1og f2)° I Fig. G.1 er inntegnet
grafen for funksjonen for det tilfelle at f,=6 og f2:12. Forvent-

ningen for F er noe sterre enn abscissen til grafens maksimum.
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Det skraverte felt til heyre er 1lik p = 0,05. Det avgrenses til
venstre av ordinaten til F = a = 3. Denne verdien a = 3 er da den
nedre grensen for det kritiske omrdde for F som svarer il P = 0,05.

En f-verdi lik eller sterre enn a = 3 er altsd signifikant pé

~
Vi . s B/???T%m
& 7 e 3 4 &
/7
Figur G.1.

5% niviet. Det er verdier i dette omrddet vi oppfatter som "pivise-
lig" i strid med null-hypotesen. N& vil imidlertid en meget liten
F-verdi, altsé& nir Vp er liten i forhold til Vo, ogss bety et stort
avvik fra E(F). Vi har derfor ogsd et kritisk omrdde for F til
venstre 1 figuren, det er et omrdde som inneholder F-verdier i ner-
heten av null. For antall frihetsgrader 1lik k-1 = 6 og N-k = 12,
strekker dette kritiske omrdde seg fra F = 0 til F = 0,25. Det
hender i praksis at en finner slike signifikante FP-verdier, men
oftest er det da noksd uklart hva det kommer av, dvs. ogsd uklart

hvordan et slikt resultat skal tolkes. Vi skal derfor i dette kurset
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innskrenke oss til diskusjonen av de signifikante FP-verdier som
vi har nir Vi er sterre enn Vg
I tabell III finner vi grenseverdiene for de kritiske omrdder
for F som sverer til P = 0,05. Vi ser at antall frihetsgrader
for den sterste av de to variansene er gitt i hodet av tabellen,
antall frihetsgrader for den minste i venstre kolonne. Betrakter

vi nd bare de tilfelle der VT er stgrre enn V vil det si at

R
vi finner antall frihetsgrader for VT 1 hodet av tabellen, antall
frihetsgrader for VR 1 venstre kolonne. Den tilsvarende tabell

for P = 0,025 og P = 0,01 er gjengitt i Tabell IV og Tabell V.

For vért eksempel i Tab, G.3 finner vi at F = 22,73/5,19 =
4,38, Vi ser av Tabell IIT at det kritiske omri&de for F som
svarer til F = 0,05, er begrenset til venstre av a = 2,93,

F =4,38 er derfor signifikant pd 5% niviet.

Siden null-hypotesen er “j = konstant, m& forkastelse av
null-hypotesen bety at det er plviselig variasjon i forventningen
for den observerte random variable (x) mellom de k wuniversene.

En signifikant F = VT/VR kommer av at gruppegjennomsnittene vari-
erer mer gruppene imellom enn vi med rimelighet kan godta dersom
forvenitningene er like.

For vart eksempel i Tab. G.% md den signifikante F-verdi vi
har f4tt, bety at forventningen for vekten av grisunger varierer
péviselig megdrene imellom. Naturligvis kan dette tilfelle vere ett
av de tilfelle der vi gjer feil ved & forkaste null-hypotesen. Men
som forklart foran, er vi nedt til & ta sjansen pd feil forkastelse
for i det hele tatt & kunne oppdage noe. Dette er ikke noe som er
karakteristisk for statistiske tester. Det er noe som gjelder induk-
sjonen i sin alminnelighet. N&r vi sier at det er pi&viselig varia-

sjon i vekten av grisungene mgdrene imellom, md vi imidlertid for-
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utsette at det forsegket som har gitt observasjonene som resultat,
er slik planlagt og gjennomfert at det er ulikheter i medre-egen-
skaper (vi tenker kanskje serlig pé arvefaktorer) som har slatt

ut i den signifikante F-verdi vi har f&tt. VAr tolking ville f.eks.
ikke vare holdbar dersom kullene hadde vert foret ulikt eller - de
hadde vokst opp under ulike vekstvilkidr ellers.

I forsek betyr T1?T2, ces Tk alternativer av det vi kaller
forseksfaktoren. T'ene kan f.eks. bety alternativer av kvantitativt
eller/og kvalitativt variert gjedsling. Eller, de kan st8 for al-
ternative behandlingsmidter av goudaost. Vi m8 i slike tilfelle
sorge for & planlegge og gjennomfere forsgket slik at det er ulik-
heter 1 effekten av de forskjellige alternativer av forsgksfaktoren
som eventuelt slér ut i en signifikant P, Vi kan naturligvis bruke
F-testet ogsa 1 andre tilfelle, men da blir nok i regelen tolkingen
av en signifikant F-verdi flertydig.

La oss f.eks. tenke oss at T1—T5 i Tab, G.3 betyr fem for-
skjellige 4r og at den observerte random variable (x) er karak-
teren 1 matematikk for en bestemt kategori av studenter. La oss
videre tenke oss at resultatet av F-testen er det samme som for
cksemplet i Tab. G.3. Var konklusjon midtte i s& fall g& ut pd at
det er paviselig ulikheter i karakterniviet drene imellom. Bt slikt
resultat ville naturligvis kunne bli til nytte, men vi ville ikke
kunne si bestemt hva grunnen til ulikheten er. Det kan vzre flere
arsaker til slike ulikheter: variasjon i kvaliteten av undervis-
ningen, variasjon 1 studentmaterialet (dvs. at de k samplene av
studenter ikke er random sampler fra samme univers), variasjon i
vanskelighetsgraden av eksamensspersmélene m.m., Hvis observasjonene
ikke er skaffet til veie gjennom et godt planlagt forsek, méd en

vere meget forsiktig med tolkningen.
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Vi har tatt for oss variansanalysen og F-testen for det vi
kan kalle en-veis grupperte observasjoner, dvs. observasjoner grup-
pert bare etter Tj (i =1.2. ... , k).To-veis gruppering vil vi
ha hvis observasjonene er skaffet til veie ved et forsgk etter
blokkplanen. Som eksemplet i Tab., A1 viser, har vi da gruppering
bdde etter Tj (j=1,2,..k) og etter blokk. Variansanalysen og F-
testen for slike tilfelle skal vi ta for oss i samnenheng med
analysen av forseksdats. Vi skal 0gsé& vise senere at vi har bruk

for F-testen i andre tilfelle,
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H. Metoder i eksperimentalforskningen.

H.i Om formilet med et forssk.

L avsnittene A.2 og A.% er det allerede nevnt at formilet med
et forsek er &4 skaffe fram observasjoner som kan gi grunnlag for
svar pad spersmél som er stilt. Av flere grunner er det negdvendig
at disse spersmilene er formulert pd forhdnd. En m3 ikke vente med
spersmidlene til etter at forseket er glennomfert. Grunnen til dette
er bl.a., at typen av spersmdl vil vare avgjerende for hvordan en
skal planlegge forsgket og ogsd for den analysen en vil utfere nar
observasjonene foreligger,.

Svar pa spersmdl vil en preve & skaffe seg ved & sammenligne
observasjonene for to eller flere forsesksledd. Ved et forsgksledd
forstdr vi da f,eks. en valt mengde av et vitamin tilsatt en eller
annen standardkost til smagriser eller et valt antall kilo kalium-
gjedsel 1til en sort poteter. Et speorsmdl kan da vere:hvor stor av-
lingsgkning vil en kunne vente & oppnd ved & gke mengden av kalium-
gjedsel med sd og s& mange kilo pr. dekar? For & f& svar pd et
slikt spersmdl m& en naturligvis planlegge og utfere forsegket med
i det minste to forsegksledd.

I dette kurset vil vi forutsette at det er to eller flere
forsgksledd med. Betegnelsen forsgk eller eksperiment brukes ogsa
nar det er bare ett ledd. Dette vil da si at undersgkelsen gdr ut
pd at det utfeores en handling under gitte vilkdr og at en observerer
hva som hender som en konsekvens av handlingen. For & trekke et
skille meilom denne typen eksperiment og forsegk med i det minste
to forsgksledd, kan en betegne den siste typen som sammenlignende
Torsgk.

Oppstillingen av spersmdl og valg av forseksledd er naturlig-

vis forsekslederens sak. Men i grove trekk kan vi likevel ordne
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spersmélene og typen av forsgksledd i tre grupper:

(1) Forsoksleddene er kvalitative og hovedspersmdlet gjelder
rangering av leddene. Dette er i regelen situasjonen ndr forsgks-
leddene er sorter av en vekst (f.eks. poteter), kvalitativt variert
foring til smigriser og lignende.

(2) Forsgksleddene er kvalitative eller/og kvantitative og det
gjelder spersmdl om differensen mellom to forsgksledd som er ut~
pekt p& forhénd. En onsker f.eks. & estimere den forskjell i av-
lingsmengde en kan vente ved & ske mengden av kaliumgjedsel til
en sort poteter.

(3) Forseksleddene er kvantiteter og en gnsker & finne en regel
for hvordan effekten avhenger av disse. Som eksempel kan vi tenke
oss forseksleddene O kg (Tq), 25 kg (T2) og 50 kg (TB) kalium-
gjedsel til en vekst og en gnsker & finne en regel for hvordan

effekten pa f.eks. avliingsmengden avhenger av mengden av kalium-
gjedsel.

I praktisk forsegksvirksomhet vil disse gruppene kunne forekomme i
blanding. Dette vil en finne at de kan vere i f.eks. sikalte
faktorielle forsek. Grunnen til at vi stiller opp disse gruppene er
forst og fremst at vi dermed kan f& 1litt orden p& de statistiske
analysemetodene vi har bruk for.

Statistiske metoder som svarer il disse tre problemgruppene
vil bli behandlet i szrskilte avsnitt: gruppe (1) i H.4, gruppe (2)
i H.2 og H.3, og gruppe (3) i I.4.

Til et forsek md det velges et forsgksmateriale, f.eks. et
sterre eller mindre stykke av en dker. Et forsecksmateriale er enten
delt eller m& deles i forseksenheter og i gjentak. Bruker en blokk-
planen (se Fig.A.1) i et feltforsegk, md en forst dele feltet i

blokker og blokkene igjen i forsegksenheter. I dette tilfelle er det
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da blokkene som oppfattes som gjentak. fn kan imidlertid slgyfe
oppdelingen i blokker? og da er det forsgksenhetene som mé& oppfat-
tes som gjentak. I et féringsforsgkzﬁil smagriser kan en bruke de
enkelte individene som gjentak eller en kan ordne det slik at det
er kull av smidgriser som er gjentak.

I avsnitt A.3 har vi forsekt & forklare at de observasjoner
som vi skaffer oss ved slike forsgk, er det grunnlaget vi har §
bygge ps& nar vi skal preve & gi svar pd de oppstilte sporsmil.
Svarene vil da alltid gis i form av utsagn og disse er utsagn om
en sterre mangfoldighet av gjentak enn de gjentak som er benyttet
i forseket. Vire utsagn eller konklusjoner gjelder for eller kan
appliseres p& et univers eller en populasjon av gjentak, og ndr det
gjelder forsek er dette universet alltid en abstraksjon. Siden det
er samplet av gjentak som er representant for universet, vil bred-
den av universet og dermed gyldighetsomrddet for konklusjonene vare
avhengig av graden av heterogeniteten i forsgksmaterialet. Sett fra
dette synspunkt er et mer heterogent forsgksmateriale mer verdi-
fullt enn et mindre heterogent. P4 den annen side vil en f8 mindre
presise estimater ndr heterogeniteten er stor enn nir den er mindre,
forutsatt at antallet av gjentak er det samme.

Forsek av den typen som vi her har brukt for & illustrere
tankegangen, er slike som en kan wkalle lokale. De konklusjoner en
kommer til ved & basere seg pa slike forsek, er alltid betinget av
de spesielle vilkdr forseket er utfort under. P& et forseksfelt
som bestdr av en del av en &ker, er som oftest jordtypen omtrent
den samme overalt. Jorda kan f.eks., over hele feltet vzre sterkt
leirholdig. Det er vel umiddelbart innlysende at gyldigheten av et
utsagn som bygger pd observasjoner fra et slikt forsegk, md vere be-

tinget av jordtypen. Vi kan derfor ikke uten videre applisere vare
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utsagn pd et univers hvor gjentakene er karakterisert ved at jorda
er sterkt sandholdig.

At de utsagn som bygger p& observasjoner fra slike lokale for-
sek er betinget, er det neppe unntak fra. Vi md derfor se pd resul-
tatene fra slike forsek som noe forelgpig. Dette er iallfall hoved-
regelen. Det kan naturligvis vise seg at disse betingelsene har
liten betydning, men det kan en jo ikke vite uten & utvide rammen
for forseket. Det finnes imidlertid ogsa eksempler pd at utsagn
fra et lokaelt forsek har tilstrekkelig gyldighet.

I de aller fleste tilfelle er det mer enn en random variabel
som blir observert. Er Tj (3=1,2,..k) ulike mengder av et gjedsel~
slag til en hvetesort, kan det vere at sterst interesse knytter seg
til sterrelsen av avlingen. fn vil imidlertid ogs& samtidig vere
interessert i slike egenskaper som stristivhet og bakeevne. Det
kan vise seg at den eller de forsgksledd som kan ventes & gi de
sterste avlingene, kan ha uheldige virkninger pé f.eks. str8stiv-
heten. P4 samme mite kan det vise seg at en gkning av planteav-
standen under planting av gran gir gkt tilvekst, samtidig som den
ferer til mindre verdifullt trevirke.

Svert mange forsgksledd er av en slik karakter at det er ngd-
vendig & skaffe seg observasjoner av mer enn en random variabel.
Dette er naturligvis serlig viktig hvis det resultat en komser til
blir omsatt 1 handling, for da er det jo nedvendig at en kjenner
sd langt det er mulig alle de konsekvenser handlingen kan ha. Vi
kan imidlertid her ikke komme nmrmere inn pd hvordan en skal kom-
binere observasjoner av flere random variable. I det folgende vil
vi derfor beskjeftige oss med observasjoner av bare en random vari-
abel; som f.eks. avlingsmengde, vektokning hos smigriser, tilvekst

i skog og vekttap under lagring av goudaost.
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H.2 Fri radomisering.

Bade i avsnitt A.2 og i avsnitt G.3 har vi vert inne »& hva
en forstdr med fri randomisering eller randomisering uten restrik-
sjoner. La oss n2 som eksempel tenke oss at en gnsker & finne ut
hva det betyr for vektekningen hos smégriser at en tilsetter foret
en viss mengde vitamin A og hva det betyr at en tilsetter en viss
mengde kalsium. For & f& greie pd dette md en utfere et forssk med
k = 3 forseksledd: T, = normalt fér, T, = normalt for tilsatt en
valt mengde vitamin A, og T3 = normalt fér tilsatt en valt mengde
kalsium.

Fra en eller flere besetninger tar en s& ut ved loddtrekning
de forseksdyr en mener & ha bruk for. Det m& da naturligvis ferst
tas standpunkt til hva en vil forstd med "smigriser'. la oss si at
dette betyr griser i alderen mellom 5 og 10 uvker. Blant de griser
1 denne aldersgruppen som er il disposisjon, tas det ut n dyr til
hver av de tre forseksleddene, alt i alt N = Sn., Det er rimelig og
vanlig i praksis at det tas ut det samme antall forsgksenheter til
hvert forsgksledd. Dette vil da si, nir antall forseksledd er k,
at antall forsgksenheter som m& skaffes til veie er W = nk,

in ma ogséd ta standpunkt til storrelsen av n. Det som blir
avgjerende da er 1) hvilken presisjon en tar sikte pd, 2) hvor
nmange forseksenheter en har & velge blant, og 3) hvilke midler en
har til rédighet. Med midler forstls bide pengemidler, teknisk
assistanse og i noen tilfelle plass til gijennomfpring av forseket.
Det er viktig nér en skal ta standpunkt til sterrelsen av n at en
har erfaringer fra lignende forsek & bygge pd. Fra et statistisk
synspunkt er det om & gjere at n er si stor som mulig.

Det hender imidlertid ikke sjelden at noen forseksenheter fal-

ler bort i lepet av den tiden forscket varer. Forseksdyr blir syke
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og md derfor tas ut. Det samme gjelder plantekultur-forsgk hvor

det ikke sjelden hender et eller annet med forssksenheter {ruter)
som gjer at de mi skjaltes ut. En md imidlertid vise stor forsiktig-
het og -~ en kan kanskje ogsid si - tilbakeholdenhet nir det md tas
standpunkt til om en forseksenhet skal tas ut. Bestir forsoks~
materialet av smigriser og den random variable en har under obser-
vasjon er vektgkningen, vil det at et forsegksdyr fir lungebetennelse
sikkert vaere god nok grunn til & ta det ut av forsgksmaterialet.
Derimot m2 ikke et forsegksdyr tas ut fordi det vokser serlig lite
eller sarlig meget. Er en ikke kritisk nok kan en komme til & for-
vanske det observasjonsmateriale som skal brukes som grunnlag for

& gi svar pa de spersmdl som er Arsaken til at forsgket ble satt

i gang.

Vi md imidlertid regne med at ndr forspgket er utfeort, vil det
ikke sjelden vise seg at det antall forseksenheter en har observa-
sjoner for, ikke er det samie for alle forsgksledd. antallet mé
vi da betegne med n (j=1,2,...k), og det totale antall observasjoner
blir 1ik N = ann Det observasjonsmateriale som er gjengitt i
Tab. G.3 kan tjene som et aktuelt eksempel.

A utfere et forsek i praksis er en vanskelig oppgave. Bade
under planleggingen og i forssgksperioden vil det som oftest melde
seg spersmidl som det ikke er lett 8 ta standpunkt til. I en frem-
stilling som handler om forsgksmetode i sin alminnelighet, md en
gd forbi disse speorsmdl.

Hvis et forsegk planlegges og utferes etter prinsippet fri
randomisering, er det de enkelte forsgksenhetene som er gjentak.

De N gjentakene er da & oppfatte som representant for et absirakt
univers. For blant annet & f& greie pd hvordan vi skal analysere de

N observasjonene er det ngdvendig at vi prever & bli klar over



hviltke eleuenter en observasjon (in) bestdr av for et tilfeldig
gjentak i universet. Dette vil da si at vi m& danne oss en mocdell

for in. En slik modell er en ligning som uttrykker som en sum

X3q
av ledd med en bestemt betydning. Vi pdstdr ikke at alle leddene
eksisterer i alle aktuelle situasjoner. Vi m& imidlertid regne med
den mulighet at de eksisterer og innrette oss etter det.

For et forsek etter prinsinpet fri randomisering er denne
modellen meget enkel. Vi m& tenke oss at noe av variasjonen i X34
kommer av at den observerte random variable har ulik forventning
forseksleddene imellom, altsd at E(in) = pjo Resten av variasjonen
kommer av at forseksmaterialet er heterogent. I et feltforsgk
skyldes variasjonen at vekstvilk8rene ikke er identiske rutene i
mellom. Bn tredje drsak til variasjon i observasjonene er at vi
glor feil under observasjonsarbeidet. Den variasjon 1 observasjonene
som disse feil ferer til, kan vi imidlertid sl8 sammen med den varia-

sjon som skyldes heterogeniteten i forsgksmaterialet, til en random

variabel e. Modellen blir derfor

Xjp =My toeyy

Det universet vi tenker pa her, er det som de N forssksen-
heter representerer i egenskap av et randonm sampel. in realistisk
forutsetning om e er at den i dette universet har forventningen
null. Po grunn av at forsgksenhetene blir Ffordelt pd de k forsegks-
leddene (Tj) ved loddtrekning, vil de k samplene av Fforseksenheter
vere random sampler fra samme univers, slik at forventningen for e
er lik null for hvert forsgksledd. Vi har derfor for hvert Tj at

Bls;) = vy
Vi ser da ogsd hva hensikten med fordelingen av forssksenhetene

pd forsgksleddene ved loddtrekning er. Hvis vi ikke bruker lodd-
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trekning, har vi ingen garanti for at de k samplene av forsgksen-
heter er random sampler fra samme univers. Bruk av andre prinsip-
per for fordelingen av forseksenhetene gir ingen garanti for at

E(e) = O for hvert Tj -~ 0g derfor heller ikke for E(in) = U

'k

Om e ma vi forutsette at eji er innbyrdes uavhengige verdier
bdde innen hvert av de k samplene og mellom samplene. Denne for-
utsetningen er vel neppe alltid helt realistisk, men vi skal ikke
komme ngrmere inn pd denne saken her fordi en nsrmere behandling
av den hegrer mer naturlig med til forsgksteknikk. Vi vil derfor
her g& ut fra at forutsetningen er tilfredsstilt.

Om e er det dessuten vanlig & forutsette at den er en random
variabel med normal fordelingsfunksjon og konstant varians (csg)a
Ingen av disse forutsetningene er realistiske. La oss ta for oss
forutsetningen om at e har konstant varians.

lLa oss tenke oss k = 2 og at T, og T, er behandlingsmiter,
f.eks. to mengder gjedsel, for til griser uten og med tilsetting
av et vitamin, planteavstand under planting av gran, %to behandlings-
méter av ost osv., Hvis vi da i modellen Xyg = My + e.. forutsetter

J Ji

at e har samme varians for de to Tj, vil ulikheten i1 forventningene

vere den eneste forskjell i effektene av T1 og T

»

>+ Blant de Arsaker
som 1 et feltforsek er bestemmende for heterogeniteten i forseks-
materialet, kan vi nevne: variasjon i jordas fysiske tilstand,
variasjonen i dens innhold av nsringsemner (P,K,N...) og variasjon

1 nedbermengden og den mengde varme som tilferes r-tene i vekstse-
songen. Br da T1 og T2 to mengder av et gjedselslag, vil det & aksep-
tere at e har konstant varians vsre ensbetydende med A akseptere

at den samlede effekt av Tj 0g de mange mil jefaktorene er en sum

av effekten av forseksfaktoren og effekten av mil jefaktorene. Vi

kan vel si at det & akseptere noe slikt mi bero pd et sterkt for-



enklet og lite realistisk syn pd hvordan 8rsaker virker sammen.

Vi skal derfor i det felgende regne med den muligheten at Og er

forskjellig for de forskjellige Tj‘ Som vi skal se har dette den

konsekvens at f.eks. ) Uo=tz ikke kan estimeres med samie
presisjon.

Av modellen finnes at

. = L. + e.
X3 T By T8
0og -

X =y + e
hvor p er gjennomsnittet av de k “j; o= %Ejuj. For to valte Tj’

f.eks. Tp og qu har vi at

(O]

Xp:p,p-f—

@1

fq T g T %
og derfor at

ip - iq = (“p - uq) + (Ep - éq)
Siden E(e) = O for hver T35 er ogsé E(ép) = E(éq) = 0 og felgelig

er

By = %) = by = ug
dvs. at (ip - iq) er en forventningsrett estimator av (up - uq),
Vigere finner vi (sml. side 108) at, 5

var(i?;p - iq) = ;R +‘§3

p Q@

Teknikken for beregning av konfidensgrensene for (pp - uq) er

beskrevet side 127. Vi erstatter bare fotskriftene 1 og 2 med p
og 4.
En differens mellom forventninger, f.eks. Mp - “q’ kaller vi
en kontrast. Er k = 2, er det bare en kontrast, nemlig by = Mo
(el, bo - u1). Med k forseksledd er det flere kontraster som gnskes

estimert og det behgver ikke vere differensen mellom to forvent-

ninger. Vi kan ha kontraster som (“p - uq) og (ur ~ bg), men vi
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kan ogsd ha slike kontraster som (p_ + bg = 2u.) og (up g ~ By g )

jY

Det mA imidlertid vere fullt samsvar mellom de kontrast—
ene en opererer med under analysen og de spersmil som forsgket er
planlagt & gi svar ps., Bide spersmilene og de kontrastene som svar-
er til disse, mi altsd vare formulert for forsgket settes i gang,
Vi kan si at de kontrastene en onsker estimert, skal vere nevnt 1
planen for forseket.

La oss n& tenke oss at k = 4, altsd at det er 4 forsgksledd
T;’ T2, T3 0g T4. Vi kan som eksempel tenke oss 4 mengder av et
gjedselslag, f.eks. O kg (T1), 50 kg (Tg), 100 kg <T3) og 200 kg
(T4) pr. dekar. la oss ogsd tenke oss at den observerte random
variable (x) er mengde avling av f.eks. en sort bygg.

To kontraster som sikkert har interesse i et slikt tilfelle
er (u, - Wyl og (u4 - HB)c Estimatorene er (i2 - X,) og (§4 ~ ig)
og konfidensgrensene for hver av kontrastene kan beregnes siik
som beskrevet side 127. Bruker vi til beregning av disse grensene
den a-verdi i Tabell I som svarer til P = 2,05, vil konfidenssann-
synligheten for hvert av de to intervallene vere O = 1-P = 0,95.

La oss tenke oss at planen for forsoket ogsd omfatter esti-
mering av kontrasten (M3 - u2), Bstimatoren for denne kontrasten
er naturligvis (x3 ~ X,). Men ndr vi s& skal beregne konfidens-
grenser for <M3 ~ W), kommer vi opp i vansker fordi (EB - iz)
ikke er uavhengig av (iz - i1) 0g (EQ - iB). Dessuten vil det ogsé
vere korrelasjon mellom de g'ene som brukes. Under beregningen av
konfidensgrensene for (“2 - u1) bruker vi

2 2
52 _ (n1-—1)s1 + (n2—1)32

n1 + n2 -2

for (u, - ug)
4 3 5 (n3—1)s§ + (n4—?)si
nB + n4 - 2
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og for (93 - “2) m& vi s& bruke

82 _ (n2—1)s§ +7(n3_1)s§

N, + 0z - 2
Fordi vi bruker Sy 08 sz om igjen er det korrelasjon mellom den

siste og de to forste.

Undersgkelser har vist at trass i disse korrelasjonene er
konfic-nssannsynligheten i hvert tilfelle tilnsrmet lik Q = (-P.
Den effekten som korrelasjonene har pd konfidensniviet er si liten
at den ikke har noen betydning i praksis,é)

Det antall spersmdl som en eventuelt kan f& svar pd med k
forseksledd er k-1, Dette antallet svarer +til antall frihetsgrader
for Vp (mellom-gruppe variansen) i variansanalysen (se side 151
0.flg.). Det er imidlertid sporsmilene som er det primsre. Har en
m spersmdl, mi en utfere et forsegk med k = m+1 forsgksledd. En md
da ferst skrive om spgrsmdlene til kontraster, og ndr det er gjort,
vil en ogsd vite hvilke Torsgksledd en skal ta med.

Vi har hittil ikke nevnt noe om hvilken Tunksjon varians-~
analysen har ndr det gjelder slike forsgk. Omfatter planen for for-
spgket alle de kontrastene en gnsker & f& estimert, kan en vel si
at variansanalysen er overfledig. Den kan da neppe gi noen opplys-
ninger om kontrastene (og dermed svar pi spersmdlenc) som ikke
konfidensgrensene for kontrastene gir. “en det er mange eksempler
pd forsgk hvor planen ikke gir beskjed om kontrastene. De fleste
sortsforsgk herer med blant disse, Formdlet med forsoket er & fin-

ne fram til en rangering av forsgksleddene og da er variansanalysen

)

Vi m& her negye oss med & vise til P, Ottestad: Statistical Models
and their Experimental Application. Charles Griffin & Company,
London 1970.
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og F-testen nyttige hjelpemidler. Vi skal imidlertid ta oppr denne
problemstilling i et eget avsnitt, H.4,

La oss tenke oss at forseket er planlagt med n gjentak for

hvert forsegksledd. Da har vi at var(ip-iq) = (o 2 + 0q2)/he

p
Forutsetter vi at ingen av gjentakene md tas ut i forseksperioden,

vil bredden av kon?idensinterval}et for kontrasten (pp - pq) vere
proporsjonal med /\/(sp2 + sq2)/n, I forsek etter prinsippet fri
randomisering gjer derfor heterogeniteten i forssksmaterialet seg
gjeldende med full tyngde. Vi kan redusere intervallbredden og der-
med gke presisjonen ved & gke antall (n) gjentak for hvert forssks—

ledd. “en dette betyr jo straks et tillegg i kostnader, og 1 mange

tilfelle er det heller ikke lett & skaffe nye forsgksenheter,

H.3 Blokkplanen,

Som vi har forklart i avsnitt A.2 gdr blokkplanen i et felt-
forsek ut pd at forseksfeltet forst deles i et antall (n) blokker
og deretter deles hver blokk i like mange (k) ruter eller forssks-—
enheter som det er forseksledd. Ved loddtrekning fordeles si for-
sgksleddene pa rutene innen hver blokk. Det en oppndr med dette er
at forsegksleddene kommer gjennomgfende nzrmere hverandre pd feltet
enn om en fordelte leddene pd alle N =nk rutene etter prinsippet
fri randomisering. En kan derfor vente at heterogeniteten i forseks-
materialet vil gjere seg svakere gjeldende under sammenligningen
av to forsegksledd enn om fri randomisering blir brukt. Om det i et
aktuelt tilfelle faktisk er slik avhenger av hvor stor heterogeni-
teten er, om en har vert heldig med oppdelingen av feltet i blokker,

og av antall forsgksledd. Er heterogeniteten svak er det ikke rimelig



-~ 169 -

& tro at presisjonen ved estimeringen av kontrastene vil bli oks
nevneverdig, om noe i det hele tatt, sammenlignet med presisjonen
ved fri randomisering. Det samme er tilfelle hvis antall forsgks—
ledd er stort.

Pz samme mdte og av samne grunn er det rimelig & regne med at
en vil oppné noe sterre presisjon ved estimeringen av kontraster
ved & bruke kull som blokker i et forsgk med alternative féringer
Til smigriser. Stort sett vil vel to griser fra samme kull ligne
hverandre (genetisk, alder, tidligere féring og stell) mer enn to
griser fra forskjellige kull. 1"ieterogeniteten innen kull er rimelig-
vis svakere enn heterogeniteten mellom kull.

Bruker en kull som blokker i et féringsforsek med smidgriser
som forsgksmateriale, md en ved loddtrekning ta ut k griser fra
hvert av n kull slik at en ogsd i dette tilfelle har k forsgks-
enheter i hver blokk. De k forseoksleddene fordeles s8 ved lodd-
trekning pad de k forsgksenhetene innen hver blokk.

Nar et slikt blokkforsegk er utfert og alt har gatt etter
planen, vil vi ha N = nk observas joner av den observerte random
variable (x). Disse kan sd ordnes etter forseksledd (Tj) og blokk
slik som eksemplet i Tah, H.| viser. Observasjonene er her avlings-
mengde (gitt i antall kg pr. forsgksenhet eller rute) for tomat-
planter. Disse plantene er utsatt for en sykdom som gar under nawvn
av "brune retter" og som har den virkning at den reduserer avlings-
mengden. in har prevd 8 finne kjemiske midler & behandle jorda med
for & motvirke sykdommen, og i sammenheng med det ble det utfert
et blokkforsek (n=4 blokker) med k = 7 slike desinfeks jonsmidler
som forsgksledd. Vi skal neye oss med & ta med resultatene for

k =3 av dem, 1 tabellen betegnet med T1, T2 0g T3e
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Tabell H1

Forsgksledd
Blokk ST T, s 54
B, 39 36 41 116
By 33 42 44 119
Bs 41 47 45 133
B4 39 44 46 129
sj 152 169 176 497

I tabellen er ogse oppfert summen (Sj) for hvert forsgksledd, sum-
men (Si) for hver blokk og summen av alle N = nk observasjonens
(5 = 497).

Vi skal nd ta for oss spersm3let om hvordan observas jonene kan
brukes til estimering av kontraster og beregning av konfidensgrenser.
I neste avsnitt (H.4) skal vi s8 komme inn pa variansanalysen og
P-testen. Ferst mid vi imidlertid preove & bli klar over hva en skal
forstd med universet, og vi md lage en modell for den observerte
random variable,

lied universet md vi her forstd et som er representert av de
n blokkene oppfattet som et random sampel. I samsvar med dette
bruker en betegnelsen gjentak om blokkene. Dette universet er
naturligvis iklie identisk med det som er representert av de N for-
sgksenhetene slik situasjonen er nir prinsippet fri randomisering blir
nyttet. Som oftest er vel det siste universet bredere eller mer
generelt enn det forste, men forskjellen kan ikke vere av betydning
for valget av forsegksplan.

Verdiene av den observerte random variable 0% observas jonene

o

selv vil vi ogsd her betegne med in slik at j = 1,2,...k og
i =1,2,...n. Den forste fotskriften (j) er altsd numerert pe for-
soksleddet og den siste (i) numerert 8 hlokken. Som for fri random-

i
isering md vi/modellen for Xy ha med et ledd (uj) som skyldes at
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forventningen for x er forskjellig forsgksleddene imellom. Fordi
det betyr en liten forenkling skal vi imidlertid skrive by = u+aj.
Her er da p et felles nivd og 2y stdr for avviket av 5 fra dette
nivéet. Uten & innskrenke gyldigheten av modellen kan vi sette at
Zaj = 0. Er nemlig denne summen forskjellig fra null, betyr det

at aj inneholder en konstant addend som rettelig herer med til .
oiden forsegksleddene er valte alternativer er bdde u og aj (j=1,2,..
k) 4 oppfatte som parametrer.

Som for fri randomisering md vi ha med et ledd (eji) som skyl-
des de faktorer som er &rsak til heterogeniteten mellom forssksen-
hetene innen blokkene. Dette leddet vil dessuten inneholde observa-
sjonsfeil og samspillet mellom forseksledd 0g disse heterogenitets-
faktorene.

Det er imidlertid ogsd heterogenitet blokkene imellom. I den
effekt pa x som disse heterogenitetsfaktorene har, kan vi skille ut
en effekt som er felles for alle forseksledd. Denne effekten skal
vl betegne med 2. Dessuten m& en jo regne med at det er samspill
mellom forseksledd og disse heterogenitetsfaktorene. Denne samspill-
effekt skal vi betegne med Wji‘

Modellen blir derfor

X5i =W otag oz o+ Wis *oegs

Her er da zy; N verdier av en random variabel z som gir en beskrivel-
se av effekten av f.eks. vekstvilkdrene og som er felles for alle
forsgksledd. Uten 4 imnskrenke gyldigheten av modellen kan vi sette
B{z) = 0, slik at z; er verdier som varierer omkring null. Begrun-
nelsen for at vi kan sette E(z) = 0 er den samme som Tor zaj = 0.
Vi vil ogséa om Z; forutsette at Z; er n innbyrdes uvavhengige ver-

dier av z. Dette er i samsvar med at vi oppfatter blokkene som gjen-

tak 1 et univers.



Som oftest settes w = 0. Modellen blir da

in:H+aj+Zi+eji

La oss undersgke hva dette betyr. Ta oss ta for oss to forseks—

ledd Tp 08 Tqu Ffor blokknr. i har vi da

Xpi = U + ap +ozg o+ epi
cg
Xqi =u + aq ozt eqi
Differensen er
pi T Fqr 7 (8p = Eg) + (epy —egy) = (up - pg) + (epy - egy)
Ser vi bort fra den random differensen (e - ), er forskjellen

pi eqi
(Xpi - Xqi) ngyaktig den samme for alle blokkene. Tenker vi oss et

feltforsegk der Tq 0g Tp

vekstvilkdrene, slik de varierer blokkene imellom, ingen betydning.

er to ulike mengder av et gjedselslag, har

Fr x avlingsmengder, vil det si at det vi kan vente & oppnd ved &
cke gjedselmengden fra Tp til Tq er uvavhengig av vekstvilkiérene. Vi
na vel derfor kunne si at en pAdstand om at w = O md bero pd et sterkt
forenklet og lite realistisk syn pd& hvordan &rsaker virker samien.

Det er godt mulig at w spiller liten eller ingen rolle 1 mange
tilfelle. Men vi kan ikke vite om det er slik, verken ndr vi skal
planlegge forsgket eller ndr vi skal ta fatt pd den statistiske
analysen. Vi ber derfor helst regne med at w eksisterer.

I et Torsel med griser der kull er nyttet som blokker, vil z
vere effekten av slike faktorer (mil jefaktorer) som genetisk konsti-
tusjon og alder. BEr da f.eks. T1 en standardfoéring og T, samme stan-
dardféring med tilsetting av en viss mengde av et vitamin, vil w = O
bety at effekten av vitamintilsettingen er helt uavhengig av mil jo-
faktorene. A forutsette en slik uavhengighet er lite realistisk.

Derfor ma modellen ogs8 i dette tilfelle inneholde leddet w,
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Som nevnt er z; & oppfatte som n uavhengige verdier av en random
variabel z, med E(z) = 0. P4 samme mite m& vi oppfatte Wi4 som n
uavhengige verdier av en random variabel Wj. I modelien stdr derfor
Wji for n uavhengige verdier av hver av k random variable. Uten a
innskrenke gyldigheten av modellen kan vi for hver Tj sette E(Wj) = 0.
FPor forsgksleddet Tj er effekten av miljefaktorene (z.l + Wji)’ 0g
folgelig ulik for de forskjellige Tjo 3iden nd badde z og w er effek-
ter av miljefaktorene (ikke nedvendigvis de samme mil jefaktorene)
mé vi regne med korrelasjon mellom z p& den ene siden og w'ene pa
den andre. Av samme grunn md vi ogsé regne med korrelasjon mellom
w'ene innbyrdes.

La oss s& ta for oss estimeringen av kontrastene, f.eks. kon-

- a_ ). Av modellen finner vi at gjennomsnit-

trasten (pp - b)) = (ap 9

tet for Tj er

Xyo= o+ ay + Z + Wj + €5
og for estimatoren (ip = iq) at
Xp - Xy = (ap - aq) + (Wp - Wq) + (ep - eq)

Siden e stdr for variasjonen innen blokkene, er det realistisk
a4 g& ut fra at det ikke finnes korrelasjon mellom e og w'ene.
Vi har derfor at

Var(ip - Eq) = var(%p - ﬁq) + var(ép - éq)
Og her er var(%p -~ ﬁq) ikke den samme for alle kontrastene. Estimer-—
ingen av de forskjellige kontrastene er derfor ikke like presis

Konsekvensen av dette er at en til beregning av konfidensgrens-
ene md bruke et middelavvik (s) beregnet serskilt for hver kontrast.
For kontrasten (up - uq) md vi derfor bruke differensene di:Xpi"Xqi'
Konfidensgrensene for kontrasten blir da

dF a.s An
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hvor a er den verdi vi finner i Tabell T for f = n-1 frihetsgrader,

Gjemnomsnittet d er jo her 1lik § = % -%

q

0g er derfor etter det

som er vist foran, en forvenitningsrett estimator av kontrasten.

Beregningen av konfidensgrensene er vist ved eksemplet i Tab.H.2.

Observas jonene er fra et blokkforsgk med n=5 blokker og k=4 forsgks-

ledd. Det er her forutsatt at det i planen for forseket er bestemt

at de tre kontrastene en gnsker estimert er (uz—u1)g <“5-“2) og

(H4—u3)a Gjennomsnittene for d?i’ dZi og d3i er forventningsrette

estimatorer av disse kontrastene.

Tab, H.2. Konfidenssannsynlighet Q = 0,95

Blokk T, m, 1T, T, _ éli . éfi . ?fi _
21714 3i 21 4i 731
B1 3% 48 51 62 15 3 11
B, 30 39 50 57 9 1 7
33 34 43 58 62 9 1 4
B, 37 51 52 60 14 1 8
B5 29 46 51 56 1 5 5
d 12,8 7,0 1,0
sAn 1,625 2,608 1,225
a.sANn = 2,776.s An 4,51 7,24 3,40
d - a.s/Jyn 8,29 -0,24 3,60
d + a.s/Jn 17,31 14,24 10,40

Pe grunn av samspillseffektene (w) er det korrelasjon mellom

estimatorene, f.eks., mellom d

*p7*q

og d = ir - is, Det er

cgsd korrelasjon mellom middelavvikene for differensene di. Etter

resultatene av de undersekelser som er gjort, er imidlertid effekten

pé& konfidenssannsynligheten av disse korrelas jonene uten betydning

i praktiske anvendelser. Hvert av de tre konfidensintervallene i

Tab.H.2 svarer derfor meget ner til konfidenssannsynligheten

Q =0,9.
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H.4 Rangering og gruppering av forsgksledd.

I avenitt H.1 er nevnt at et hovedformil med forsek er & skaf-
fe seg observasjoner som grunnlag for rangering av Torsgksleddene,
eventuelt ogsd - gruppere dem. Dette er serlig aktuelt i slike +til-
fel:e hvor forsgksleddene er kvalitative. Et eksempel har vi i for-
sek hvor forseksleddene er sorter, f.eks. k potetsorter. Det fore-
kommer naturligvis ogsd da at det i planen for forssket er tatt med
enkelte bestemte kontraster som snskes estimert, men vi md se bort
fra dette her. Spersmdlet om rangering kan ogs2 forekomme i til-
felle hvor forsegksleddene er kvantitative , men dette skyldes vel
som oftest mangler ved forsgksplanleggingen.

fn rangering av et antall sorter forutsetter i regelen at en
tar hensyn til mer enn en egenskap. Gjelder det f.eks. hvetesorter,
begr en ta hensyn til avlingsmengde, stréstivhet, bakeevne, sykdoms-
resistens m.m., Dette er imidlertid en meget komplisert sak som
vi ikke kan ta opp her. Vi m& ngye oss med & bruke observasjonene
av en enkelt random variabel som f.eks. avlingsmengde.

I praksis vil en da naturligvis rangere etter verdien av gjen-
nomsnittet ij“ For eksemplet i Tab.H.71 finner vi disse verdiene:

38,00 for T,, 42,25 for T, og 44.00 for T 0g rangeringen blir

39
T, - T, - TB‘ Men en slik rangering kan jo bygge pa sviktende grunn-
lag, nemlig hvis det ikke kan p&dvises ulikheter mellom forventning-

ene i (j=1.2,...k). For en tar i bruk gjennomsnittene for ranger-—

ing av Tj

; ma det utferes en test av null-hypotesen
U/al = u.g = U,B = s o0 eeo0 = H’k
Det er en forutsetning for en forsvarlig rangering av Tj ved hjelp

av ij at de observasjoner forsegket har gitt, er tilstrekkelig grunn-

lag for & forkaste denne null-hypotesen.
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Den testen som brukes oftest er P-testen. I avsnitt G.3 er
det vist hvordan variansanalyse og F-test nyttes til testing av
null-hypotesen Mj = konstant for det tilfelle at forsgket er utfort
etter prinsippet fri randomisering. Vi skal nd ta for oss varians-

analysen for observasjoner fra et blokk-forsgk. Ogsd i dette til-

felle gar variansanalysen ut pd & dele opp kvadratsummen‘ZZ(X..—§)2

Jji ’

hvor X er gjennomsnittet av alle N = nk observasjonene. Det er

enkelt 2 vise at vi kan sette

=\2 - o2 S = =22 ey - - o2
LL(in-X) = kz:(xi—x) + HZJ(Xj—X) +ZJJ(in—Xi—Xj+X)

hvor X, (i=1,2,...n) betyr blokkgjennomsnittene, %.

i~ Si/k

Disse tre kvadratsummene danner si igjen grunnlaget for bereg-

ning av tre varianser, nemlig
_ k = =\2
Vg = ao7 2 (%-%)

Vp = 22 2 (F,-%)2

vy = (n_Tg(kuq)Zﬁl(in—ii-§j+§)2.

Antall frihetsgrader for disse tre variansene er f = n-1 for VB,
f = k-1 for Vg og £ = (n-1)(k-1) for Vg

Det er denne oppdeling av den totale kvedratsummen i tre kve-—
dratsummer og beregningen av de tre tilsvarende varianser vi kaller
en variansanalyse. De tre kvadratsummene kan beregnes direkte et-
ter formiene. Men i praksis utfores arbeidet ved at en forst bereg-
ner den totale kvadratsummen, kvadratsummen for Vg og kvadratsummen
for VT’ Kvadratsummen for VB finnes s& som differensen mellom den
forste og summen for de to siste.

vi
De beregningene/utforer i praksis er gitt ved felgende form-

ler, hvor S er summen av alle N observas jonene:
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2 _ 2 2

- =\2 T ol 2
k §j(xiux) =87 -8 /N
= o2 5.2 24
n Z(Xj—x) _Ilzsj - S¢/N.

For vart eksempel i Tab.H.1 har vi n = 4, k = % og N = 12. Vi har
S = 497, og derfor S2/N = 20 584,08. Videre finnesiﬁlx?i = 20 775

ZS% = 61 947 og 2]8? = 82 6471, Dette innsatt gir:

o -2 .

33 (in-x) S e ceeccceeens oo 190,92

£y (X;,-%)° = 64,92

nz;(ﬁj~§)2 - 76,17 141,09
BE (x45-%,-%.+%)% 49,83

Resultatet stilles ofte opp i felgende skjema, der f betyr antall

frihetsgrader:
Arsak Kvadratsum f Vv
Blokk 64,92 3
T 76,17 2 38,085
Rest 49,.8% 6 8,305
Total 190,92 1]

Vi har altsd at Vp = 38,085 og Vp = 8,305.

som alt nevnt er antall frihetsgrader for de tre variansene 1lik

(n=1), (k=1) og (n-1)(k-1). ¥i konstaterer lett at
(n=1) + (k=1) + (n=1)(k-1) = nk-1 = N-1.

Det en tok sikte p& med den undersgkelsen vi har brukt som
eksempel, var a fa brakt pd det rene om de tre desinfeksjonsmidlene
har ulik effekt pd avliingsmengden. N2 kan naturligvis effekten av
et desinfeksjonsmiddel gi seg utslag p&d flere méter, men det er i
dette tilfelle den effekt det har pid forveniningen for den observerte

random variable vi ferst og fremst er interessert i. Den null-hypo-
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tesen vi i samsvar med dette md stille opp til testing, er null-
hypotesen by = Wy = M3'

En kan teste denne null-hypotesen ved F-testen. De to variansene
en bruker er VT og VR“ Variansen for blokk, altsi VB“ har ingen

interesse 1 denne sammnenhengen. For vArt eksempel finner vi at

_ 38,085 _
F—m~4959

med £=2 frihetsgrader for VT 0g f:ikiéihetsgrader for VR“ Vi
ser da av Tabell III at denne F-verdi/er signifikant pd 5% niviet.
Tabellen for P = 0,05 viser at den nedre grensen for det kritiske
omréade for F 1 dette tilfelle er a = 5,14,

I samsvar med dette md konklusjonen gi& ut pd at forssgket ikke
har gitt det nedvendige grunnlag for 8 ta standpunkt til hvilke av
de tre desinfeksjonsmidlene er & foretrekke. Vi kan derfor heller
ikke foreta noen rangering av forseksleddene. Hvis vi bygger pa
signifikansnivdet P = 0,05, er grumnlaget for & ta standpunkt ikke

godt nok.

Ter vi for oss eksemplet i Tab., H.2, kommer vi til felgende

variansanalyse:
Arsak Kvadratsum £ v
Blokk 106,20 4
T 1960, 15 3 653,38
Rest 92,60 12 7,72
Total 2158,95 19

For dette tilfelle har vi F = 653,38/7,72 = 84,63, dvs. en verdi
som er s& stor at vi trygt kan forkaste null-hypotesen “j = kon-
stent. Vi har derfor ogsd et godt grunnlag & basere rangeringen av
forsgksleddene pd. For gjennomsnittene Ej finner vi her 32,6 for

T 45,4 for T,, 52,4 for Tz og 59,4 for T,. Rangeringen blir

’17

derfor T1 - T2 - T3 - T4. Hvis vé&re observasjoner hadde vart
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observasjoner av aviingsmengde, ville vi kunne si at T4 er & fore-
trekke fremfor T?. Men vi ville ikke kunne si at T4 er & foretrekke
fremfor T3' Heller ikke kan vi si at T3 er 84 foretrekke fremfor T2
0g T,I 0g T2 fremfor T?@ In videregdende undersgkelse er nedvendig
for vi har grunnlag for slike konklusjoner. Vi kan imidlertid ikke
her komme inn pa de metodene vi da har bruk for.

For forsegk etter prinsippet fri randomisering er fremgangs-
mAdten for rangering av forsegksleddene den samme som for blokkfor-
sok. Ogsd da md det naturligvis kreves at observasjonene gir til-
strekkelig grunnlag for & forkaste null-hypotesen “j = konstant.

Vi m& til slutt komme noe inn pd gyldigheten av P-testen. For
det tilfelle at forseket er utfert etter prinsippet fri randomiser-
ing, er det modellen

Xyg = B F 844
som ligger til gruan for utledning av fordelingsfunksjonen for F
og dermed for F-testen. Det er dessuten en forutsetning at eji
er nk dnnbyrdes uavhengige verdier av en normal random variabel
med forventningen E(e) = 0 og var(e) = konstant. Den tilsvarende

modellen for forsek etter blokkplanen er

in:p,-i-zi-i-eji

med de samme forutsetningene om eji'

Det er derfor forutsatt i begge tilfelle at e ikke inneholder
samspill mellom hetercgenitetsfaktorer og forsgksledd. Dette er
ikke realistisk. Det er heller ikke realistisk & forutsette at e
har normal fordelingsfunksjon.

Sampelundersekelser har vist at i ferste tilfelle (fri ran-

domisering) har disse urealistiske forutsetningene liten betydning

for F-testen. Dette vil si at hvis a er den verdi som avgrenser



det forkastningsomréde for null-hypotesen som etter fordelingsfunk-
sjonen for F gvarer til f.eks., P = 0,05, er sannsynligheten for
FZa under realistiske forutsetninger (og forutsatt at null-
hypotesen er treffende) ikke nevneverdig forskjellig fra P = 0,05,
I modellen for blokkforsgk ser vi at leddet (w) for samspill
mellom forseksledd og blokk mangler. sampelundersgkelser har vist
at dette har den betydning at PF-testen er noe for felsom. Det kan
bety s& meget at de verdier av a som vi finner i Tabell 117,
altsd for P = 0,05, kan svare til et signifikansnivs pd noe slikt
som P = 0,10. In md derfor vere noe forsiktig med bruken av P
testen. N&r det gjelder blokkforsek 0g en har bestemt seg for &

bruke signifikansnivdet P = 0,05, er det sikkert fornuftig & bruke

Tabell IV (for P = 0,025) i stedet for Tabell III.
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H,5. TForsek med flere faktorer.

I praktisk virksomhet kan en som oftest skille ut et storre
eller mindre antall enkeltoperasjoner. Er virksomheten planlagt,
vil en ha beskrivelse av hver enkelt operasjon og disse beskrivel-
sene danner sa sammen en oppskrift for det hele. Fn gardbruker som
har bestemt seg til & bruke en bestemt &ker +il dyrking av hvete,
mé velge kornsort, ta standpunkt til hvordan det skal gjedsles, ta
standpunkt til hvordan jorda skal bearbeides m.m. Oppskriften eller
pianen for hele operasjonen er et resultat av en mer eller mindre
sammensatt beslutningsprosess.

Dette viser at skal en utfore et forssk som kan gi grunnlag
for veiledning for praktisk virksomhet, m& en i regelen utfere for-
sgket med flere forseksfaktorer. Det nytter ikke da & utfere iso-
lerte forsegk med hver enkelt faktor om gangen fordi det kan finnes
samspill mellom dem. Det er for eksempel tenkelig at effekten av
en gkning av mengden av kaliumgjedsel til en vekst kan vere avhengig
av mengden av kvelstoffgjedsel, av hvilken sort en dyrker, av miten
& bearbeide jorda pd osv. Det er derfor negdvendig at faktorene tas
med i samme forseket.

Slike forsek kan bli meget kompliserte. Vi m& her ngye oss med
%o faktorer og skal ta for oss et lokalt forsgk etter blokkplanen.
dvis en behersker planlegging og statistisk analyse for et slikt
forsek, er det ikke vanskelig & utvide til mer enn to faktorer.

La oss betegne de to faktorene med Pp (p = 1,2,3...7r) og
Qq (@ = 1,2,3...8). Vi kan tenke pd et forsgk der Pp er r mengder
av et gjedselslag P og Qq s mengder av et annet gjedselslag Q
til f.eks. en sort bygg. Men bide Pp og Qq kan naturligvis vere

alternative kvaliteter.
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Forseksleddet Tj (J = 1.2,3...k) er da sammensatt av en mengde
P og en mengde Q. Det vanlige er at alle kombinas joner av Pp og

Qq tas med. Forsgksleddene er kombinasjonene

S
PrQ1 Per .o PrQs

Vi sier da at forsgksleddene er samiensatdt ortogonalt av P og Q.

Er k  TDetegnelsen pd antallet av forspgksledd, er k = r.s.

I den effekt som forsgksleddet har pd den observerte random
variable (x) kan vi n& skille ut tre komponenter. Den ferste kompo-
nenten er en selvstendig effekt av P, dvs. en effekt som ikke er
avhengig av eller betinget av Q. Vi kaller dette hovedeffekten av
P, Den andre komponenten er en tilsvarende hovedeffekt av Q. “en
det kan ogsd vere en blandet effekt, det vi kaller samspillet mel-
lom P og Q. Dette kommer av at den endring av forventningen for
den observerte random variable (f.eks., avliingsmengde) som skyldes
en gkning eller en minskning av mengden av P, kan vere avhengig av
mengden av Q. Er P, og P, to mengder av kaliumgjedsel (P1 < P2) og
X er mengde avling, vil samspill mellom P og Q (Q f.eks. kvelstoff-
gjedsel) bety at den meravling en kan vente som et resultat av en
gkning av kaliumgjedsel fra P, il P2, er avhengig av Q.

I vir modell for blokkforsgk

Xgg = H tay ozt Wig * ©s4

betyr dette at aj er sammensatt additivt av tre komponenter:

aj = bp + Cq + dpq

Her er da bp og ¢, hovedeffektene av P og Q og d er samspillet.

q nq
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AV samme grunn som vi foran sattez;aj = 0, kan vi her sette

pr =0, nc, =0 og Z}dpq = 0 badde ndr vi summerer over P og nar

q
Vi summerer over q.

P4 samme mdte bestir Wji’ som er samspillet mellom forsgks-—
ledd (Tj) og blokk, av tre komponenter;

Wji = upi + ti + tpqi

Her er da upi samspillet mellom P og blokk, ti er samspillet mel~
lom Q og blokk og tpqi er samspillet mellom PQ-samspillet og blokk.
Til disse kan vi, uten at modellen taper noe i gyldighet, sette som

krav at

B(u)

il

0 for hver p
E(v) = 0 for hver g
og
E(t) = 0 for hver p 0g q.

Modellen blir da

. o= -+ . . . . .
Fpgi TH P Pp Fog Aty bugy + v+ Spai t Cpgi

(p= 1,2, v..v, q = 1,2,...5 og 1 =1,2,...n). Det siste leddet,
epqiy stdr her (som foran) for N = nrs innbyrdes vavhengige ver-
dier av en random variabel e med E(e) = 0. Men var(e) kan ogsd her
vEre avhengig av Pp 0g Qq.

Bt forsek med flere faktorer kan - som forsek med en faktor -
ha til hovedformdl & gi grunnlag for estimering av kontraster. En
slik kontrast er f.,eks.

3 = Hop = (Bg ¥ oy 4 dgy) - (b + oy 4 dyy)

= (b3 - b,) + (d32 - 622)
og er den endring i E(x) som feglger av at mengden av P endres fra
P2 til P3
En annen kontrast er

samtidig som mengden av Q er lik Q2.

oo = Biq = (by +ep +dpy) = (by + ey +d,,)
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0g er den endring i E(x) som felger av en samtidig endring av P
fra P1 til P2 og av @ fra Ql til Qg.
For hver kontrast har vi n observasjoner, en for hver blokk,

For den siste kontrasten har vi differensene (X22i - Xi1i) som

observasjoner. Gjennomsnittet er (§22 - i11), og som for forsgk

med en faktor vil vi finne at

-—

B(Rpp = Xy4) = vy = uy,

Disse n observasjonene brukes som vist i avsnitt H.3 til
beregning av konfidensgrensene for kontrastene. Kontrastene mé da
vere utpekt pd forhdnd, dvs. tatt med i forsegksplanen. Arbeidet med
& sette opp kontrastene slik at de stemmer overens med de spersmdl
en venter svar pd, kan vere meget vanskelig. Vi har imidlertid ikke
tid til & ta med noe mer om dette her.

Vi skal sd vise hvordan variansanalysen tar seg ut for et
to-faktor forsek. Det er ingen sterre vansker med dette nir Tj er

satt sammen ortogonalt av Pp og P slik at antall forsgksledd er

q9

k = rs., Da vil nemlig gjennomsnittene ij = ipq kunne settes opp i

en 2-veis gruppering etter Pp (p = 1,2,...7) og Qq (@ = 1,2,...8).

Vi kan derfor bruke den samme oppdeling som vi brukte i avsnitt H.3
0g vil ha at
nl (%, - %)% =ni (% - %)°
J rq

_ = =y2 V2 L seoz = = =2
= nle(Xp X))+ nrz,(xq X)° + nzéd(qu Xp = Xy * X)

Kvadratsummen for VR kan deles opp pd tilsvarende mite., Vi

kan vise at

25 (xyy = %5 = Xy %)° =220 (ks - Xy - Tpo 2
= SEJJ(zpi =Xy - Xy 4 %)°
Tran Xy - X - Xy o+ %)°
frzn (rpgy = Xpg < Fpy = Xgy ¢ Ry 4 o TR V"
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Antall frihetsgrader (f) deles opp pd tilsvarende mite. Vi har at

k-1 = rs-1

H

(r=1) + (s=1) + (r=1)(s-1)
og at
(k=1)(n=1) = (re-1)(n-1) = (r=1)(n~-1) + (s=1)(n=1) + (r=1)(s-1)(n~1)

Variansanalysen blir derfor slik som vist i Tab. H.3,

Tabell H,3
£ Kvadratsum
Blokk n-1 rs Z(Ei - §)2
P r—1 ns (% - %)°
Q s—1 nr ,(x_ - i)z
PO (r=1)(s=1) n (X - F - F o+ 3)°
“Tpg T p T Eg T X
PB (r-1)(n=1) s (X . - X. - X+ %)
Copi T 7L T T T T
QB (s=1)(n-1) T AL(Xqi - Xi ~ Xq_+ x)
X . - +

. - L - = = =2
PQB (r-1)(s=1)(n-1) L&Z(qui~ iq~ Epi = Xgi Sﬁg EENEE A %)

. =37
- ZL2 -
Sum nrs-1 (qul X)

Kvadratsummen for P,Q,...POB dividert med antall frihetsgrader
gir oss s& 6 varianser: VP,VQg VPQ9 Vops VQB 08 Vpops som vi kan
bruke til testing av 3 null-hypoteser. Disse null-hypotesene er

b =0, ¢c =0 ogd

O. Den forste (b=0) testes ved F = VP/VPBg den
andre (c¢=0) ved F = VQ/VQE og den siste (d=0) ved F = VPQ/VPQBO

De matematiske forutsetningene for disse testene er 1) at vi
i modellen kan sette u =v =t = 0 og 2) at €uqi  ©F N = nrs inn-
byrdes uavhengige verdier av en normal random variabel e, at E(e) =0
og at var(e) er uavhengig av P og Q.

I aktuelle tilfelle er disse forutsetningene ikke realistiske.

Dette virker vanligvis slik at F-testen blir noe for felsom slik som

beskrevet 1 avsnitt H.4.
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Til beregning av kvadratsummene bruker vi i praksis summer i
stedet for gjennomsnitter. La oss ferst ta for oss kvadratsummen for
Vs VQ 0g VPQ' Ved & summere over i (dvs. over blokkene) far vi

sumrene SPQG Disse er da ordnet etter Pp og Qq slik :

7P1 P2 oo Pr Sunmexr
, S41 Soy : Spi
Y S0 Sop x Spo Sq
Qs S?s S2s e Srs
Summer S S
b

hvor 5 er summen av alle N observasjonene.

Vi har da fglgende regneskjema:

e — -2 Jov a2 2
n 2UE, - %) = LENsS - 85/
ns Z(% - %)° = —35s° - 5%/
p > 0 g 5 Sum
.- - 1
anJ(Xq - X) = nrzdsq - S°/N
Differens n2A(x . - X - X + i)z

pa b q

P& samme mdte fé&s Sip ved & summere over q {dvs. over alterna~
tivene av Q). Disse nyttes si pd samme mite til beregning av
LY 5 T (=% —\2 gy - - =12
nszl(xp X)° (p& ny), rs (Xi_ - X)° og s.LZ(XPi - X=Xt x)<.

Pa tilsvarende mdte brukes summene Sqi til beregning av nr2 (iq - E)Q

(vs my), wsy(R; - B)° (& ny) og rIn(Ryy - ¥ - X, + X

Til slutt finner vi sé& kvadratsummen for PQB som differensen
Total kv.sum - (kv,sum for B + kv.sum for P +...+ kv.sum for QB).

La oss sd ta for oss et fingert eksempel med r =8 =2 08
n ==6, Vi wvil for illustrasjonens skyld tenke oss at P1 0g P2 er

to sorter (f.eks. byggsorter) og Q1 og Q2 to mengder (Q2 > Qﬁ)
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av et gjsdselslag (f.eks, kvelstoff). Vi har da N = nrs = 24 obser-

vasjoner av, la oss si x = mengde avling.
Observas jonene er:
Blokk nr, PTQ1 P2Q1 P1Q2 P2Q2 Si
1 42 49 62 61 214
2 30 42 48 50 170
3 31 40 47 44 159
4 43 50 53 62 208
5 29 38 44 46 157
6 4% 46 52 55 196
Sum 5 218 265 306 315 1104 (3)
Summene Spq ers
P1 P2 Sq
Q? 218 265 483
Q2 306 315 621
Sp 524 580 1104

Vi har da S/N = 1

n2y (%, - %)° =
ns 3 (}_;p - 5{)2
I’lrz (Xq - X,) =

Vi bruker si S

kvadratsummer:

N 2
_HSLQ ~ 8°/N

042/24 = 50784 og
>
g

N
Y PR

50914,67 - 50784
51577 50 - 50784

i}

It

p
[ 2
ﬁzsq - S/

a = Tp

-—

S S'(
ny,;, b

ip 0g Siq slik som vist foran og

~ S°/N = 51768,33 - 50784 =

984,33

130,67

= 793,50 924,17

% o+ 5)°

. = 60,16

f8r folgende
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205 (x; 0 - i)gzzzzzxipq - 82/ = 1898, 00
rsp(%;, - %)° = 792,50

nsi(%, - 7)? = 130,67

nr (%, - %)% - 793,50

ICH ip’n %, + %) = 60,16

SIE(R; - Ry - Fy o+ B)P - 52,83

c(Ry; - F - Ry o+ 3)2 = 38,00  1847,66
BIZ (x5 = Tpg = Fpy = Foy + ip+§q+§i-i)2 = 50,34

De 6 kvadratsummene vi har bruk for, med antall (f) frihets-

grader er stilt sammen i Tab. H.4.

Tabell H,4
Kv.sum T v

P 130,67 1 130,67

Q 193,50 1 193,50

PQ 60,16 1 60,16

PB 32,83 5 6,57

QB 38,00 b 7,60

PQB 50,34 5 10,07

De tre PF-verdiene blir s

for test av b = 0: P =130,67/6,57 = 19,90
- " - ¢ =0: F =179%,50/7,60 = 104,41
- " - 4 = 0 F = 60,16/10,07 = 5,97

Velger vi & bruke 5% nivdet, ser vi av Tabell IIT at det kri-
tiske omrdde for F som svarer til 1 og 5 frihetsgrader. er av-
grenset til venstre av 6.61. Vi forkaster derfor null-hypotesene
b =00o0gc¢c =0..

I tilfelle der r = s = 2 er det ikke vanskelig & se hvilke

kontraster det kan vere tale om. Det kan imidlertid ogs&d da vare
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flere sett av kontraster. Det ene av disse er (by = b,), (ey - 01)
08 (dgq + dpp - dyp = dpy) = (4, = dpy) = (4, - d;y). Hvis P, og
P, er to sorter og Q, og Q, to mengder av et gjedselslag (@, > Q,),
ser vi at den siste kontrasten er et uttrykk for den ulikhet det er
mellom de to sortene i den effekt gkningen av gjedselmengden fra Q1
til Q2 har.

Vi har observasjoner av alle tre kontrastene for hver blokk.
Setter vi

+ X

by
i
]

= ooy T Xomy T Fypg o Fqqy

Yoi T Fopy T Fygy T oy T Fyqy

°8 Y31 = Fpoy T Fqqp T Foyg T Fqpy

vil vi finne at

E(yz) = 2(02 - 01)

og
Blysz) = dqy +dpp = dyy = dyp

Det folger videre av dette at ?1, §2 08 ?3 er forveniningsrette
estimatorer av de tre kontrastene.

Konfidensgrensene for kontrasten (b2 - b1) er da 14k
- B(F, Fas/h)
)2

2 _ _1_ -
s° = o7 My - ¥,

hvor
og der a tas ut av Tabell I for den P-verdi vi onsker & bruke og
med (n-1) frihetsgrader.

Npyaktig samme teknikk brukes for de to andre kontrastene.

Konfidensgrensene for den siste kontrasten er ?5 ¥ asB/th

Settes konfidenssannsynligheten til Q = 0,95, finner vi for vart

eksempel a8t yonfidensgrensene er :
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for by - by i #(9,33 T 2,571.2,09) = {1138
for Cp = Cy i (23,00 ¥ 2,571.2,24) =§1igg§

og for _ ) ’
d.; +dpy = d.p = d, 1 6,33 T 2,571,2,59 ={0:32

© 12,98

Brukes signifikansnivdet P = 0,05 er det i dette eksemplet
ikke péviselig samspill mellom de to faktorene. Dette betyr imid-
lertid ikke at det ikke finnes slikt samspill, det betyr bare at
vi ikke har vert i stand til & pdvise det. ILa oss nd forutsette at
det er samspill mellom P og Q og undersgke hva det betyr. Vi vil da
forst tenke oss at P, og P, er to sorter og at Q1 0g Q2 er to meng-
der (Q; <Qy) av et gjedselslag.

Fra tabellen over summene S finner vi ved divisjon med n=6

pa
at gjennomsnittene ipq er:
o P
Q, 36,7 44,2
Q, 51,0 52,7

Den gkning i gjennomsnittene vi registrerer for hver av de to
sortene ndr Q gkes fra Q1 til Q2 er

P1 2 51,0 - 36,7 = 14,3

P2 : 52,7 - 44,2 = 8,5

Forskjellen er altséd noe sterre for P1 enn for PZ' Disse differensene

er n.. estimater av (d12 - d11) 0g (d22 - d21). Og regner vi med et

paviselig PQ-samspill, betyr det derfor at d,j - d - d

19> dpp = 85q-
Vi kan si at det betyr at sort P1 reagerer sterkere pd ekningen av
gjodselmengden enn P2 gier.,

Tenker vi oss at P1 og P2 er to mengder (P2 > PT) av f.eks.
kvelstoff-gjedsel og Q, og Q, to mengder (Q2 > Q1) av kalium-gjesdsel,

vil samspillet bety at den sterre mengde kvelstoff (altsd P,) demper
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effekten av en gkning av kalium-gjedsel fra Q1 til Q2 i sammenligning

med den mindre mengden kvelstoff (Pi)’

H.6., Split-plot i blokkforsgk.

La oss tenke oss samme situasjon som vi behandlet i foregfende
avsnitt, at vi vil utfere et blokkforsek med to faktorer Pp
(p = 1,2,3,...7) og Qq (@ =12,3,...8). Men vi vil nd tenke oss
at det er knyttet sterre interesse til estimeringen av kontrastene
mellom P'ene og samspillkontrastene enn til kontrastene mellom Q'-
ene. Det kan til eksempel tenkes at en er lite interessert i alterna-
tive kvelstoff-gjedslinger og at hovedinteressen gjelder alternative
kalium-gjedslinger og samspillet. Vi kan da utfere forsgket pad en
slik mte at vi f8r en bedre sammenligning mellom Pp enn mellom Qq.

I et feltforsek etter blokkplanen kan vi ofte oppnd dette ved
forst & dele blokkene i s hovedruter (el. storruter) og hver hoved-
rute i r delruter (el. smdruter). Vi fordeler s& de s Qq P&
random madte p& hovedrutene og de r Pp pd random mdte pd delrutene
innen hver hovedrute.

En slik forseksplan kan vi ogsd bruke ndr alternativene av
g~faktoren (Qq) krever sterre forssgksenheter enn alternativene av
P-faktoren (Pp). La oss tenke oss at Qq er s alternative miter &
bearbeide jorda p& og Pp er r alternative gjedslinger eller r
sorter. Det er da mulig at ruter pd f.eks. 10 m° er store nok for
Pp, men at ruter pd denne sterrelsen er for smd til at en kan komme
til med redskapene for jordbearbeidingen. Da kan vi bruke split-plot
planen og de store rutene eller hovedrutene +il Qq og de sm& rutene
eller delrutene til Ppa Er Pp r = 5 sorter og vi bruker ruter pa

2 2

10 m~ til disse, vil rutene il Qq bli p& 50 m~.
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Et annet eksempel har vi nidr Qq er s valte temperaturer i
et veksthusforsegk. Av bygningstekniske grunner kan det da bli ngd-
vendig & bruke veksthus som hovedruter. Innen hvert veksthus kan en
sé& dele opp 1 delruter til Pq,

Variansanalysen blir den sammre som den vi gav en beskrivelse
av i foregiende avsnitt. Er n antallet av blokker (i = 1,2,...0),
vil vi ogsd nd f& N = nrs observasjoner av f.eks. mengde avling.
Ved & summere over i {(dvs. over blokkene) f&r vi rs summer Spq
gsom ordnes etter Pp 0g Qq. Ved & summere over q, far vi nr summer
S_. ordnet etter Bi og P_.

b1 Y
mer °qi ordnet etter Bi og S

Og ved & summere over p, fadr vi ns sum-
q° Vi f8r derfor ogsd de samme seks
variansene: VQ, VP’ V?Q, VQB’ 08 VPQB'

I modellen i foregfende avsnitt md vi imidlertid gjere en vik-

. . o <] ] i1
tig forandring. Leddet epqi ma na erstattes av eqi +»e:pqi Her betyr

da e'qi den random variasjon som skyldes ulikheten mellom hoved—
rutene innen blokkene og %551 den random variasjon som skyldes ulik-
heten mellom delrutene innen hovedrutene og blokkene, Fn md regne
med den muligheten at var(e') kan vere forskjellig for de forskjel-
lige Qq og at var(e'') kan vsre forskjellig for de forskjellige
kombinas joner av Pp 0g Qq.

Ogs& 1 dette tilfelle er det vel som oftest bestemte kontras-
ter en er interessert i 4 estimere. Det er kontraster mellom Qq og
det er kontraster mellom Pp som er utpekt péd forhdnd. Vi har imid-
lertid ikke tid til & g8 noe ngrmere inn pd dette. Vi m& neye oss
med 8 nevne til slutt at null-hypotesen b = 0, ¢ = 0 og d = 0 ogsd
i dette tilfelle testes ved hjelp av varianskvotientene B = VQ/VQB9
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Til grunn for de kvadratsummer og varianser som er vist i
Tab. H.5 hadde en N = 60 observasjoner av mengde kornavling fra et
faktorielt forsek med s = 3 gjodslinger (Qq) og r = 5 varkveite-
sorter (Pp)° De tre gjedslingsalternativene var fordelt pd hoved-
rutene og var Q1 uten kvelstoffgjedsel, Q2 = 200 kg salpeter og

Q3 = 400 kg salpeter. Sortene var fordelt pd delrutene. Antall blok-

ker var n = 4,

Tabell H.5

Kv.sum f vV
B (blokk) 28,40 3
Q 39,30 2 19,65
P 178,38 4 44,59
PO 2,63 8 0,33
QB 6,17 6 1,03
PB 10,07 12 0,84
PQB 6,68 24 0,28
Sum 271,63 59

Vi har s& F = VQ/VQB = 19,65/1,0% = 19,1, F = Vp/Vpy = 44,59/0,84=53,2
og F = VPQ/VPQB = 0,33/0,28 = 1,18. Sammenligner vi med Tabell IIT

vil vi se at null-hypotesen b = 0 og c¢ = O forkastes pd 5% niviet,
derimot ikke null-hypotesen d= 0. Det er m.a.o. paviselig ulikhet
mellom effekten av de tre gjedslingene og mellom de 5 sortene, men

det er ikke plviselig samspill mellom gjedsling og sort.
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H.7. Andre planer for lokale forsgk.

Arbeid med utvikling av planer for forsek ble for alvor tatt
opp i 1930-arene. Professor R A. Fisher var da i flere ar iyt
tet til Rothamsted Experimental Station, og i denne tiden utformes
han prinsippene for det de fleste i dag forstdr med forsgksmeto-
dikk. Hans bok "The Design of Experiments" som ble utgits i
1925, har vert betraktet som grunnleggende.

Fisher oppfattet ikke forsgksmaterialet som tilfeldig, siik
vi har gjort i de foregdende avsnittene. Heller ikke regnet en
den gangen med samspill mellom forseksledd og heterogenitetsfak-
torene. Modellene ble derfor enklere enn det vi har operert umed.

Siden da har det vert arbeidet intenst med & utvikle aye pia-
ner for forsgk. Dels har en vert opptatt med planer som tar sikie
pd & gke presisjonen for sammenligningen mellom forsgksledd, og
dels har en beskjeftiget segmed problemer som meider seg nar an-
tallet av forseksledd er sarlig stort. For 8 gke presisjonen er
det foresldtt bl.a. & bruke eneggede tvillingkalver som gjentak i
et blokkforsek for sammenligning av to féringsmidler., En har ogséd
utarbeidet planer som gdr ut pd & bruke forsgksenhetene om igjen
et antall ganger. Og for 4 mestre problemene med stort antall for-
sgksledd er det utarbeidet planer hvor blokkene ikke har forseks-
enheter nok til alle forsgksleddene,

Alt dette arbeidet har imidlertid dreiet seg om slike forsgk
som vi foran har kalt lokale. Det er allerede nevnt at resultatene
fra slike forsegk bare i unntakstilfelle er tilstrekkelige som
grunnlag for veiledning for praktisk virksomhet. Likevel har lokale
Torsek stor betydning i forseksvirksomheten. I et sterre Tforsknings-~
program kan alle slags forssgk vere nyttige forutsatt at de er skik-
kelig planiagt og utfert. Men de forsek det til syvende og sist kom-

ner an péd, skal vi ta for oss i det f@lgende avsnitt.
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H.8. Utvidede forsgk.

Et r&d som gis for praktisk virksomhet, bygger alltid pé& en
prognose Bt slikt r&d er jo et utsagn som sier hvordan en skal
handle i fremtiden, f.eks. neste 4r. Det er derfor viktig at en
prever & bli klar over hvordan et forsgk m& utferes for at det
skal kunne gi grunnlag for prognoser.

Vi vet at resultatet av en handling som oftest er avhengig
av flere faktorer. Noen av disse kan naturligvis kontrolleres,
iallfall til en viss grad. Som eksempel kan nevnes at effekten av
at en sort poteter gjedsles med et visst kvantum kaliumgjedsel kan
vere avhengig av kvaliteten av dyrkings jorda og av temperaturniviet
i vekstperioden. Av disse faktorer kan kvaliteten av dyrkings jorda
kontrolleres ved at den kan beskrives og klassifiseres. Ra&d om
gledsling kan en sé gi sserskilt for hver av disse klassene. Det
er imidlertid klart at ogsd innen en slik klasse er det variasjon
i jordkvaliteten, og vi har derfor ikke full kontroll. For klima-
elementene mangler vi ennd brukbare prognoser, og defte betyr at
klimafaktorene md betraktes som heterogenitetsfaktorer vi ikke har
noen kontroll med. Derfor md et forsek som tar sikte p& & gi grunn-—
lag for praktiske r&d, dekke en noenlunde normal klimavariasjon.

Vi kan si at dersom et forssk skal utferes i den hensikt & gi
grunnlag for veiledning om praktiske handlinger, m& det planlegges
slik at ingen av de faktorer blir kontrollert som ikke kan bli
eller blir kontrollert i den praktiske virksomheten. Gjelder det
f.eks. plantedyrking (valg av sort, valg av gjedsling o0.l.) er det
derfor klart at gjentakene m& dekke en viss variasjon i1 jordkvali-
tet og variasjon i klimaelementene. Og siden et rdd av skonomiske
grunner ma gis for et geografisk omrdde, md gjentakene dekke bide

eografisk variasjon og variasjon fra ar til &r.
é [ o J
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I praksis kan en til et slikt forsek skaffe seg gjentak pad
en av to miter: 1) Det velges et antall (nq) lokaliteter (byed,
grend e.l.) og innen hver lokalitet et felt hvor gjentaket plas-
seres. De n, geografisk fordelte gjentak gjentas s& i n, &r, oz
en har defmed ialt n = n,n, gjentak. Siden et felt ikke md brukes
om igjen md hver lokalitet vere s& stor at en kan velge nytt fel”
fra ar til ar, 2) Dét»velges fritt n, felter for hvert ar. Btter
n, 4r har en ogsd da n = n n, gjentak.

Det vil kanskje bli hevdet at den siste fremgangsmdten er den
som skal brukes og, dessuten, at de n, feltene skal tas ut ved
loddtrekning hvert &r. Forutsetningen for loddtrekning er imidler-
tid at en har en fortegnelse eller en liste over alle aktuelle
felter innen omrddet. Hvis f.eks. forseket gir ut pa sammenligning
av et antall hvutesorter, mitte denne listen omfatte alle de Ffel-
tene innen omrddet som i praksis kan tenkes brukt til hvetedyrk-
ing. Slike lister mangler i de aller fleste tilfelle, I praksis
vil dette bety at feltene og dermed gjentakene md tas ut P& annen
mete enn ved loddtrekning.

I noen tilfelle er det sikkert mulig & ta ut et sampel pd
n, lokaliteter i et omréde ved loddtrekning. Det er sikkert 0gsa
mulig & bruke loddtrekning ndr en skal ta ut det feltet (innen en
lokalitet) hvor gjentaket skal plasseres i et bestemt &r. Det som
til slutt blir avgjerende for om resultatene kan legges til grunn
for veiledning, er imidlertid om heterogeniteten i forsgksmateri-
alet er tilstrekkelig representativ. Den ber jo vere representativ
for den heterogenitet en mi regﬁgjg fremtiden.

Det er derfor ikke lett & ta standpunkt til hvilken av de to

fremgangsmiatene som bpr brukes. Det en kan si er at den planen som
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bygger pd valg av lokaliteter og felter innen lokaliteter, er den
enkleste & bruke i praksis. P4 den annen side er det rimelig &
regne med at den andre planen vil gi et mer representativt forspks-—
materiale.

Sett fra et teoretisk synspunkt er det tilstrekkelig at et
gjentak bestlr av en forseksenhet for hvert forseksledd. I praksis
hender det imidlertid at noen enheter m& skjaltes ut av en eller
annen grunn. For & sikre seg at det i alle gjentak er observasjoner
for hvert forseksledd ber derfor hvert gjentak omfatte i det minste
to forsgksenheter for hvert forseksledd. For hvert enkelt forsoks-—
ledd vil en da ha i Get minste en observasjon. I analysen er det
imidlertid gjennomsnittet en bruker som observasjon. Er antall for-;
sgksledd 1lik k,; blir antallet av observasjoner lik N = nk. De
metodene en skal bruke er derfor de samme som for et lokalt blokk-
forsek med k forsgksledd og n gjentak, slik som beskrevet i
avsnittene H,3, H.4 og I.4.

Dersom noen av forseksenhetene mi skjaltes ut, vil en ha et
noe varierende antall observasjoner bak disse gjennomsnittene,
altsé iji (3=1.2,...k, 1i=1,2,...n). I variansanalysen kan en ta
hensyn til dette, men beregningsarbeidet blir da noe mer kompli~-
sert. gffekten av et noe varierende antall har imidlertid liten
betydning for resultatet, og vi skal derfor ikke komme inn pa
saken.

Vi har valt & bruke et plantedyrkingsforsek som eksempel
fordi vi da kan se hvilke hovedfaktorer heterogeniteten i forsoks-
materialet beror pd. Situasjonen er imidlertid neppe annerledes i
andre forskningssektorer.

Det er viktig at en serger for at antallet av forsgksledd i

et slikt utvidet forsek ikke blir stort. Derfor kan lokale Fforsgk
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bli meget nyttige fordi en pd grunnlag av resultater fra disse kan
skjalte ut en del forsgksledd som en regnher for mindre verdifulle.
En risikerer da at verdifulle ledd kan bli borte, men det kan en
neppe : . gjere noe ved. Viktig er det imidlertid at spersmilet
om hvilke forseksledd en skal ha med i det utvidede forsgket, blir
grundig drgftet under planleggingen.

P4 samme midte som i et lokalt blokkforssk er det her samplet
av gjentak som representerer det universet som eventuelle konklu-—
sjoner kan appliseres pid. Bn blir derfor nedt til & skaffe seg et
eller annet holdepunkt for & demme om hvorvidt dette universet er
generelt nok til at konklusjonene kan legges til grunn for vei-
ledning for praktisk virksomhet. I et utvidet plantekul turforsesk
er det Jordkvalitet og klimaelementene som er de viktigste &rsaker
til heterogeniteten. Spersmdlet blir da om samplet dekker sd stor
variasjon i disse faktorene at heterogeniteten kan betrakites som
realistisk. On kan f.eks. kreve at forsgket fortsettes i s& mange
ar at en har f4tt med en noenlunde normal variasjon i temperatur
og nedbegr fra &r til &r. Viser det seg f.eks. at det har vert et
relativt heyt temperaturnivd og relativt lite nedber i de vekst-
sesongene som har vert med i forsegket, kan ikke resultatene av
forsoket sies & gi tilstrekkelig grumnlag for veiledning for prak-
tisk virksomhet. I et slikt tilfelle kan en ikke betrakte forsgket
som avsluttet. Det md da fortsette inntil en har 8+t med en noen-
lunde normal variasjon i bade temperatur og nedbgrmengde, Det er
ogsé en forutseining for & bruke resultatene som grunnlag for vei-
ledning at samplet av gjentak dekker en noenlunde normal geografisk
variasjon i jordkvaliteten. A bringe pi det rene om gjentakene til-
fredstiller dette kravet, er meget vanskelig fordi en da md ta hen-

syn til et noksd stort antall egenskaper (fysiske og kjemiske) ved
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dyrkingsjorda. I praksis blir vel derfor dette sporsmidlet avgjort
ved skjenn.

Da det vi nd forstir med moderne naturvitenskap ble grunnlagt
i det 17. &rhundre, var det problemer som ngrer inn under Tysikken
en tok fatt pd Dette har historisk sett fort til enkelte uheldige
konsekvenser for biologisk forskning som ble tatt opp senere.
Innen den fenomenkrets som fysikerne beskjefiger seg med, er det
nemlig en langt mer utpreget uniformitet enn det er innen den bio-
logiske verden. Det vi her sserlig sikter til er at fysikerne ikke
har slike betydningsfulle faktorsamspill & ta hensyn til som bio-
logene. En forsekte imidlertid & etterligne fysikernes metodikk,
modeller og tenkesett. Mye av denne pdvirkningen henger fremdeles
igjen. Innd finnes det ikke f& forskere innen biologi som mener at
observasjoner er mindreverdige hvis de stammer fra forsek hvor
forsgksmaterialet er meget heterogent. Men dette er & sette saken
pd hodet. Heterogenitet er noe som eksisterer i den virkelige ver-
den. Og i den grad det er mulig md derfor forskerne ta sikte nd 4
basere sine forsek pd materialer som har en mest mulig realistisk
heterogenitet. Dette er vilkdret for at en skal komme Ffram til
virkelighetsnsre beskrivelser og til data som kan legges til grunn
for utarbeidelse av prognoser,

Det finnes sikkert tilfelle hvor en realistisk heterogenitet
er tilsynelatende svak, tilfelle som synes & ligne meget pd dem
fysikerne steller med. Som eksempel kan vi nevne en undersogkelse.
av vekttap under lagring av goudaost, hvor forsgksleddene er et
antall forskjellige behandlingsméter. Forsgk med sikte pd & finne
den behandlingsmiten som gir minst vekttap, md naturligvis utferes
i ostelagre som har en nsrmere bestemt teknisk standard. Det kan

da vare fristende & velge et bestemt lager og skaffe seg gjentak
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innen dette i et enkelt &r. Resultatet kan en sd tenke seg appli-
sert pd et univers av ostelagre som har denne bestemte tekniske
standard. Men detfe er neppe tilfredsstillende. Det er godt mulig
at heterogeniteten ostelagre imellom er liten. Bn md imidlertid
regne med geogralisk heterogenitet i det rdstoffet osten lages av,
I réstoffet md en ogsd regne med heterogenitet i tid. Dessuten har
en & gjore med heterogenitet p& grumn av ulikheter mellom de per-
soner som steller med osten i lagringsperioden. Tilsammen kan dis-
se og andre faktorer skape en ikke ubetydelig heterogenitet og
fore til samspill med forsgksfaktoren. Tar en derfor sikte pa &
skafféget grunnlag for en konklusjon som kan appliseres pd et uni-
vers av ostelagre av en viss standard, ber en planlegge forsgket
etter samme prinsipp som et plantekulturforsek.

Det finnes tilfelle hvor slike omfattende forsegk neppe er
nedvendige. len disse tilfelle er sd spesielle at vi ikke skal
komme inn pa eksempler her.

Til slutt wd vi ogsd komme inn pd spersmdlet om hvilke kon-
sekvenser det har at en i praktisk virksomhet handler i samsvar
med det resultat et slikt forsek har fert til. La oss tenke oss
at skogeierne innen et geografisk omrdde gir sammen om et Forspgk
som tar sikte p& & finne ut om tilveksten i granskog av en bestemt
bonitet blir ekt - og eventuelt med hvor meget - ved at en gjed-
sler med et visst kvantum pr. arealenhet av en type nitrogengjed-
sel. Til sammenligning m& en naturligvis ha med forsegksleddet
"ugjedslet", Forseket md da planlegges og utferes slik som beskre-
vet for et plantekulturforsek. En md ha gjentak som representerer
skogeiernes skoger og et antall ar.

La oss tenke oss at observasjonene viser at gjedslingen forer

til ekt tilvekst og at ekningen er mer enn stor nok til & kompen-
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sere for kostnadene med gjwdslingen. La oss videre tenke oss at
skogeierne handler i samsvar med dette. Hva kan en s& vente & opp-
na?

Det en kan vente er at for alle skogene sett under ett, vil
tilveksten gke i det minste s& mye at utgiftene til gjedslingen
blir dekket. Men dette betyr ikke uten videre at alle skogeierne
vil vinne noe ved &4 gjedsle. P& grunn av samspillet med hetero-
genitetsfaktorene vil noen skogeiere kanskje oppnd meget, andre
lite, og kan hende vil noen st& seg bedre pd & la vere & gjedsle.
Det er denne situasjonen de forskerne som gir rad om praktiske
handlinger og de praktikere som m& overveie om de skal felge radet
eller ikke, stidr overfor.

Disse forsgkene som plantekulturforskerne kaller spredte og
som vi her har kalt utvidede, er av flere grunner meget vanskelige
& utfgre i praksis. Nar plante- og Jjordkultur unntas, er en vel
ennd ikke kommeb sarlig langt med & gjennomfgre slike planer. Det
ér imidlertid neppe tvil om at denne typen forsgk vil f& en domi-
nerende plass i fremtidens forsgksvirksomhet. Dette gielder ikke
bare ndr mdlsettingen er rent praktisk. Det gjelder alle forsgk
hvor mélsettingen er & skaffe opplysninger om virkningen av inn-

grep 1 naturen.



