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A. NOEN ALMINNELIGE EMNER.

A1, Innledning.

Dette kurset 1 statistikk er ment & gi en viss innfering i
noen av de viktigste sider av vitenskapelig metoadelsre. Noen vil
kanskje si at emnet angdr dem som tar sikte pd& & bli ferskere og
at det er overfledig hvis en tenker pd mer praktisk betont virk-
somhet. Litt ettertanke vil imidlertid sikkert overbevise om at
glik er det ikke.

Til de fleste som har fadtt utdanning ved universitet eller
hegskale, vil det bli stilt krav om & ta standpunkt i faglige
spersmdl, Noen vil da kanskje foretrekke & vende seg til personer
som de trer er autoriteter ndr det gjelder de spersmdl det skal
tas standpunkt til. Andre vil heller preve & gjore seg Opp en me-~
ning ~=1v, eg har da bruk fer innsikt i metodelzre.

Empiriske fag er slike hver de regler og lovmessigheter en
regner sem kunnskap, er basert pd erfaringer. Med erfaringer me-
ner vi da enkeltepplysninger eller data. Ordet erfaring har imid-
le:rtid dobbelt betydning. Dels brukes det i betydningen data,
de’s em regler eg lovmessigheter. Uttrykket "jeg har gjort den
erfaring at ...." betyr vanligvis at vedkemmende jeg har gjort
seg epp en mening sem han gir uttrykk for i en setning. Vi skal
derfor unngd & bruke erdet erfaring. Vi skal bruke betegnelsen
observasjon eller datum pd faktiske enkeltopplysninger og regel,
lovmessighet eller utsagn em det en kommer fram til ved metodisk
behandling av ebservasjorene.

Den tankevirksemhet sem fgrer fra ebservasjsner til regler,
lovmessigheter eller utsagn, kalles induksjon. Det er den tanke-
virksemhet som er karakiteristisk fer empirisk forskning. Den al-

ternative form far tenkning tar utgangspunkt i alminnelige set-
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ninger ag utleder andre setninger fra disse. Dette kalles deduk-
sjon og er karakteristisk fer logikken og matematikken.

Historisk sett er naturforskning slik vi kjenner den i dag -
og empirisk ferskning i det hele tatt - av ny dato. Grunnlaget
ble lagt i det 17. &rhundre av slike betydelige menn som Galileo
(1564~1642) og Kepler (1571-1630). Forskere som har behandlet
forskningshistoriske emner vil riktignak ogsd ta med som grunn-
leggere filosofer fra den greske sterhetstid. Aristoteles er
nevnt som en av disse. Til dette bemerker”™ den engelske filesof
Bertrand Russell at "Aristotle maintained that women have fewer
teath than men; altheugh he was twice married, it never occurred
to him %o verify this statement by examining his wives' mouths."

En kan kanskje si at det & indusere regler eller lovmessig-
heter pd basis av abservasjoner er forskerens sak. Men den scm
skal gjere bruk av resultatene, bor ikke vere ukjent med midten
slike induksjoner kommer i stand pa., De sem skal bruke resultat-
ene, ber kunne gve en viss kritikk.

Det er tre spersmil en har rett til & f& svar pd. Det er
1) hvor stammer de observasjenene fra sem induksjonen bygger pa?
2) hvilken metede er brukt for 8 skaffe dem til veie?
3) hvilken metode er brukt til bearbeidelsen eller analysen av dem?
Disse sporsmdl skal forskeren kunne svare pé, ogsd fordi det er
ngdvendig for ham selv eg hans arbeid. Forskeren md alltid serge
for at de resultatene han eventuelt kommer til, kvalifiserer dem
som rettesnor for praktisk virksemhet eller grunnlag for videre
forskning.,

Ikke all forskning tar sikte pd resultater som kan bli %il

nytte for praktisk virksomhet. Det har vert gjort undersskelser,

“he Impact of Science on Society. Lendon 1952,



eg det vil det egsd bli gjert i fremtiden, sem ikke har praktisk
siktepunkt. Det er like viktig at slike wndersekelser blir utfert.
Med et visst forbehold kan vi vel si at alt forskningsarbeid som
er planlagt slik at det gi hip om at vre kunnskaper blir ut-
videt, er nyttige. Og prinsippene for ferskning er de samme om
médlet er resultater som har praktisk nytteverdi eller em det bare
er 4 utvide vare kunnskaper.

Vi har ikke anledning her til & komme nzrmere inn pd hva
det i dypere mening betyr & ha kunnskap. Vi mi noye oss med & si
at vi har skaffet oss kunnskap om eller inmnsikt i en sak nir vi
har f&tt svar pd spersmdl vi har stilt. Onsker vi derfor & skaf-
fe oss kunnskap om en sak, md vi stille fornuftige spersmdl eg
innrette oss slik at vi har hdp om & fa svar pd dem. Det er da
viktig at spersmilene er entydige eg at det ikke er for mange
av dem. Sper vi dumt eller om fer meget om gangen, kan vi ikke
regne med 4 f& fornuftige svar.

Utgangspunktet er og md vere det vi vet eller tror vi vet
om saken. Oftest er det viten om at vlre kunnskaper er mangel-
fulle som reiser nye sporsmil. Er sd spersmélet stilt, blir det
var oppgave 4 finne ut hvordan vi skal innrette oss slik at vi
har hidp em & f& svar. Dette er vanskelig, men en vet nd nok &
meget om hvordan en skal g& fram. I neste avsnitt skal vi te for
oss et enkelt forsek eller eksperiment eg ved hjelp av det sem
eksempel preove & ferklare noen viktige prinsipper.

Alle som har vert nedt til & ta standpunkt til et vanskelig
spersmdl, vet ofte med seg selv at standpunktet kanskje ikke er
det riktige. Ogsd i ferskningsarbeidet er det & +ta standpunkt
meget vanskelig. ©n vil vel alltid fele seg 1litt usikker pd om

det resultatet en er kemmet til, er det riktige. Noe bevis i



egentlig forstand for riktigheten av regler, lovmessigheter eller
utsagn s&m er kemmet i stand empirisk, kan aldri gis. Vi kan al-
dri bevise at en sort bygg gir sterre avling enn en annen sort.
Vi kan bare si at det er god nok grunn til & mene at den ene
sorten gir sterre avling enn den andre. Det er bare innen mate—
matikk og logikk en kan gi beviser.

Gjelder det empiriske regler eller utsagn, m& vi ta stand-
punkt for eller imot. Det vi da mi ta sikte pd er & unngd i steorst
mulig grad 4 ta standpunkt mot riktige eller treffende utsagn og

standpunkt for feilaktige.

A,2. Et eksempel pd forsck.

La oss tenke oss at vi vil foreta en sammenligning mellom
to sorter poteter, T; ng T,. Det er i regelen flere egenskaper
ved sortene en gnsker & sammenligne, slike som produktivitet, syk-
domsresistens og smak. La oss tenke oss at vi gnsker & f& brakt
pd det rene om vi kan si at T, under visse vekstvilkér kan ventes
& gi sterre (eller mindre) avling enn T,.

Vi vet at avlingsmengden er avhengig av slike faktorer som
temperatur, nedbersmengde og de mange forskjellige egenskaper som
dyrkingsjorda har. Det nytter derfor ikke & dyrke T, pé& en &ker
08 T2 P& en annen 8ker. Gjer vi nemlig det, vil vi ikke kunne
finne ut om den forskjellen forssket viser det er, beror pd& ulik-
heter mellom sortene. Forskjellen kan helt eller delvis
skyldes ulikheter i dyrkingsjorda pd& de to 8krene, kanskje ogsd
ulikheter i temperaturen og nedbersmengden, og vi vil ikke ha noe
middel til & avgjere hvor meget. Vi md derfor dyrke de to sortene

side om side pa samme &keren, ag det blir da spersmdl sm hvordan
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vi skal gjere det. Hensikten er jo & f& sammenlignbare observa-
sjoner for de to sortene.

Til en viss grad kan vi ogsd bestemme oss for hvilke vekst-
vilkAr forsgket enskes utfert under. Vi kan f.eks. bestemme oss
for jordtype og velge forsecksfelt etter det. Temperatur og nedbgrs~
mengde kan vi naturligvis ikke velge, men vi kan serge for at vi
skaffer oss observasjoner for begge faktorer eg ved hjelp av dis-
se gl en beskrivelse av vekstvilkidrene

Et forsgk som dette, utfeort pd et valt forscksfelt og 1 ett
&r, er hva vi kan kalle et lokalt forsek. Hvis form3let med sam-
menligning av et antall sorter er & skaffe seg et grunnlag for
veiledning em valg av sert, er utfallet av et slikt lokalt forssk
ikke tilstrekkelig. Grunnen til dette skal vil komme tilbake til.
Et lokalt forsek er imidlertid ofte et ngdvendig ledd i et stor-
re feorssksprnsjekt.

I de siste ca. 25 &r er det utfert et stort ng omfattende
arbeid med sikte pa & finne gede planer for slike forsek. Vi har
derfor nd flere planer & velge mellom. Felles for disse er at
dyrkingsfeltet eller forsgksfeltet deles opp i et antall like
store smidfelter eller ruter, og s& ferdeles de forssksleddene en
vil sammenligne, f.eks. de to patetsortene, pd disse rutene slik
at det blir like mange ruter til hvert forspksledd. Er det k for-
seksledd som skal sammenlignes og en vil ha n ruter il hvert av
dem, m& feltet deles i N = nk ruter. En av de planer som brukes,
gér under navn av blokkplanen eller "the randomized block design".

La oss tenke nss at det er k = 2 forsgksledd, f.eks. to potet-
sorter, og at forsgksfeltet er en noe langstrakt rektangulsr 8ker,
nsker en da & bruke blokkplanen, deles 8keren ferst i n felter

eller blokker. Hver av disse deles s& i 4+ like store ruter, P3



den mdten blir hele feltet delt opp i 2n like store ruter, slik

som vist i Fig. A.71., Blekkene er her betegnet med B1sByy....B

e
Figur A.7,
B4 B, B3 e o B,
I T2 T1 T1 . . e T2
IT T1 T2 T2 o o e e s T1

ver av de to sortene, T, og T,y skal s8 dyrkes pd n av de
2n rutene. Fer forsgket settes 1 gang md vi ta ut eller velge de
n rutene som skal brukes til T,, og spersmilet blir hvordan det-
te skal gjoeres.

Felles for alle fersgksplaner er at forseksleddene fordeles
péd rutene - eller i alminnelighet forseksenhetene - ved hjelp av
en eller annen teknikk for loddtrekning. Vi kaller dette & random-
igsere . I vArt enkle tilfelle kan vi randomisere ved at vi forst
gir hver av rutene et nummer, nr. 1,2,3,... 2n, og at vi s& ved
loddtrekning tar ut n rutenummer for Ty. Dette gdr under navn av
fri randomisering eller randemisering uten restriksjoner. En inn-
ser vel da lett at hvis vi gjor det pd denne mdten, blir de to
sortene fordelt utover feltet pd helt tilfeldig mite.

Vi har imidlertid tenkt oss at feltet er delt i n blekker og
hver blokk i to ruter. En av rutene i hver blokk skal s& brukes
til Ty, den andre %il T,. Randomisering i samsvar med dette gar
ut pd at vi trekker 1+dd for hver blekk for & finne ut hvilken av
de to rutene skal brukes til T1. I dette enkle tilfelle kan lodd-

trekningen utferes ved & kaste mynt og krone. Vi kan f.eks. bruke

*En fornorskning av det engelske verbet "to randemize". Substan-
tivet er "randomization" som fornorskes til "randomisering'.
T det folgende kommer vi til & bruke flere slike fornorskede
engelske ord. '



den regelen at hvis kastet gir 'mynt" skal T,f plasseres pd den
ruten som ligger i rutebeltet I i fig. A,71. Figuren viser et eksem-
pel pa hvordan T, og T2 kan bli plassert ved hjelp av slik teknikk.

Vi skal senere forklare noe mer inngdende hverfor vi m& bruke
randomisering. Her m& vi neye oss med fplgende begrunnelse.

Det er en vanlig menneskelig feil at den som stiller et SPIrs—
mdl, gjor det pd en slik mdte at svaret blir lagt i munnen péd den
som blir spurt. Bt forsgk er, kan vi si, et spersmdl til naturen.
Vi m& derfor planlegge og utfore forsegket pd en slik méte at vi
ikke legger naturen svaret i munnen. Randomisering er ngdvendig
for & sikre at vi fir et svar som er fordomsfritt og selvstendig.

La oss tenke oss at vi har utfert et forsek etter blokkplanen
med n = 10 blokker for sammenligning av to forssksledd T1 0g T2.
Hvis da alt har g&tt bra, vil vi etter at feltet er hestet ha 10

observasjoner (av f.eks., mengde avling) for T, og 10 for T,. To

o
og to av disse observasjonene er si ner sammenlignbare som det er
mulig & f4 det til pd en &ker fordi de stammer fra ruter som lig-
ger ved siden av hverandre i samme blokk. Vi kan derfor danne

10 differenser og behandle disse ved hjelp av metoder vi skal
forklare senere,.

Disse prinsippene er felles for alle forsgk eller eksperi-
menter. Vi skal merke oss at det materiale forssket utfores pa,
forsgksmaterialet, er mer eller mindre uensartet. Vi sier at det
er heterngent. Utferes forsoket etter blokkplanen pd et felt ma
en regne med at det er ulikheter i vekstvilkidrene mellom ruter
som herer med til samme blokk, og at det er ulikheter i vekstvil-
kdrene blokkene imellom. Det er m.a.o. heterogenitet bAde innen

blzkkene og mellom blokkene. S1ik er det ogsd i andre tilfelle,

0g pringippene for planlegging og utforelse er ogsd de samme.



I eldre og efte ogsd 1 nyere litteratur vil en finne frem-
stillinger som bygger pd deh forutsetning at en kan utfere for-
sek under homogene vilkér. Sannheten er imidlertid at homogene
forseksmaterialer ikke eksisterer. Noen vil kanskje mene at
laboratorieforsek er unntak fra denne regelen., Men ved nzrmere
ettertanke vil en innse at selv om en gjeor alt en kan for at
heterogeniteten skal bli liten, vil det aldri lykkes & fjerne den
helt. Dette henger bl.a. sammen med at vi ikke er i stand +il &
utfore en handling eksakt likt to ganger.

Porsek er ikke et brukbart hjelpemiddel innen alle sektorer
av empirisk forskning. Undersgkelser av spersmdl som melder seg
under studiet av dyre- og plantesamfunn, geologiske undersgkelser,
undersgkelser av gkonomiske spersmdl osv. ligger i regelen ikke
godt til rette for eksperimentell forskning. En md skaffe seg
observasjoner pd annen midte. I noen tilfelle m& en kanskje neye
seg med mer eller mindre tilfeldige funn, men i regelen kan en
planlegge observasjonsarbeidet.

Det er ogsd mange tilfelle hver forskeren mé bruke ebserva-
sjoner som er skaffet til veie av andre. Det kan T.eks. vare 10d-~
vendig & bruke data fra den offisielle statistikk. Det er da
meget om & gjere at den sem bruker slike data, er helt fortrelig

med den plan som er benyttet.

A.3., Gjentak og univers.

Vi har kunnskap eller viten av to slag. Vi har kunnskap om
enkelte fakta og vi har kunnskap uttrykt i setninger vi har laget
oss pad grunnlag av fakta.

I tabell A.1. er gjengitt resulitatene av et blokkforsgk for

sammenligning av to sorter bygg, T1 og TQ. Tallene er observa-



sjoner av vekten av kernavlingen pr. rute. Av de seks tallene kan
vi danne tre differenser (x),.eg disse representerer da for dette
eksemplet de fakta vi har kunnskap om. Vi kan si at vi har kunn-

skap om fakta i tre enkelttilfelle, nemlig de tre blokkene.

Tabell A.1,

Blekk T, T, x (differens)

B, 74 51 23
B, 76 47 29
B3 67 45 22

Bruker vi statistiske meteder pd disse tre differensene, vil
vi finne at vi er pé& trygg grunn ndr vi formulerer en konklusjon
som gidr ut pd at sort T1 gir sterre kornavliing enn sort T2 under
de vekstvilk8r forssket ble utfegrt. Denne konklusjonen representerer
kunnskap av et annet slag enn kunnskapen om de tre fakta vi tar
utgangspunkt i, Kanklusjonen emfatter noe mer enn de tre enkelt-
tilfelle, den har et generelt innhold.

Maenge setninger hvis innhold vi regner som kunnskap, har det
til felles at innholdet gjelder for alle enkelttilfelle. Eksempler
er "alle mennesker er dgdelige" og "stdl synker i vann'". Dette gjel-
der imidlertid ikke alle setninger. Bt antall differenser mellom
cbserverte avlingsmengder kan gi tilstrekkelig grunnlag for den
konklusjon at "sort T1 gir sterre kornavling enn sort T2” selv om
noen av differensene er negative og noen positive. En slik setning
eller kenklusjon hevder derfer ikke at innholdet gjelder fer alle
enkelttilfelle.

La mss tenke oss at en lege pdstdr at han har funnet en vak-
sine mot forkjelelse. @nsker vi da & sette denne pdstanden pd pro-

ve, m& vi vaksinere et antall personer med vaksinen. Hvis da i



det minste en av de vaksinerte blir forkjelet kort tid etter
vaksineringen, viser det at vaksinen iallfall ikke gir full be-~
skyttelse. Men oppfinneren av vaksinen vil med rette hevde at
det var da heller ikke det han mente. Pdstanden gikk bare ut pé
at vaksinen gir en viss beskyttelse, slik at risikoen for & bli
forkjelt er mindre nidr en er vaksinert enn ndr en ikke er det.

De aller fleste setninger innen biologi og gkonomi, mange
~ngsd innen teknikk, er av denne typen. De pretenderer ikke & ha
gyldighet for alle tilfelle. Likevel representerer de nyttig
kunnskap. Hvis det f.eks. av en eller annen grunn er egnskelig &
behandle goudaost pd samme mldte i alle cstelagre i Norge, kan
det vere nyttig & vite at "behandlingsméte T1 gir mindre svinn
enn Tz” selv om dette ikke gjelder for alle gjentak eller oste-
lagre.,

I alle typisk empiriske fag kommer kunnskap em slike set-
ninger i stand ved induksjon. Kunnskapen bygger da pd det vi har
observert i et antall enkelttilfelle eller gjentak. Setningen
eller konklusjonen har imidlertid et generelt innhold, den sier
ikke noe om de gjentak vi bygger pd. Den sier noe om en storre
mangfoldighet av gjentak. I statistikken gér denne sterre mang-
foldigheten av gjentak under navn av universet eller populasjonen.

Universet er i reglen ikke noe konkret, noe & ta og fole pi.
Det er en tenkt mangfoldighet av gjentak som har en bestemt fel-
les karakteristikk. Det er hva vi pleier &4 kalle en abstraksjen
og ma oppfattes som ubegrenset, Men som vi skal se senere. er det
ikke alltid slik., Vi har ogsd universer som er endelige i stor-
relse.

I aktuelle tilfelle har vi bare en del av universet til

rédighet, et utvalg eller sampel* av de gjentak universet bestér

¥ Fornorskning av det engelske ordet "sample",



av., I eksemplet 1 tabell A.1. har vi sdledes et sampel pd tre
gjentak, og dette md vi oppfatte som representant for et abstrakt
univers. A indusere vil si at vi pé grunnlag av de observasjoner
samplet gir oss, gjer oss opp en mening om et spersmdl. Denne me-
ningen eller oppfatningen uttrykkes s& i en setning, og innholdet
1 setningen representerer s& kunnskap om universet.

De metodene vi da gjer bruk av, gdr under navn av statistiske
metoder. I vid forstand er metoder vi kaller statistiske slike
som vi bruker ndr vi skal skaffe osc gt tilfredsctillon’c samn-l

av gjentak, slike vi bruker til bearbeidelsen av disse observasjon-

ene og endelig metoder vi bruker ndr det gjelder selve induksjons-—

prosessen.

A.4, Titt om tankevirksomhet.

All effektiv virksomhet - det er det samme hva den gdr ut pd -
forutsetter ordnet tenkning. Dette forutsetter igjen klargjering
av de begreper som nyttes og kjennskap til prinsipper for ordnet
tankeinnhold. Disse emnene blant mange andre herer inn under faget
logikk som er, kan vi si, et fag som handler om menneskelig tanke-
virksomhet. Det er ikke mulig for oss her & komme ngrmere inn pa
lcgiske emmer i noen sterre utstrekning. Vi md neye nss med et par
punkter.

Tenker en over hvordan tenkning begynner, vil en c~ppdage at
tenkning mé& ha et utgangspunkt, setninger med forstielig tanke-
innheld, Vi kaller slike sgetninger for premisser. Ordnet tenkning
gdr s4 ut pd & komme fram $il nye setninger som er nedvendige av-
1edninger av premissene. I sin aller enkleste form - det en kaller
en syllogisme - bestdr det hele i en hovedpremisse, en bipremisse

og en konklusjon. La f.eks. hovedpremissen og bipremissen vare:



"alle pattedyr er hvirveldyr" og "katten er et pattedyr". En ned-~
vendig slutning eller konklusjon md da bli at "katten er et hvir-
veldyr". Dette sier naturligvis ikke noe mer enn at alle dyr (til-
felle) som etter definisjonen er pattedyr, har "ryggrad" s-m fel-
les karakteristikk. Katten er et pattedyr og md da ogsd ha denne
karakteristikken.

Syllogismen er et enkelt eksempel pd den tankevirksomhet
som vi kaller deduktiv. Deduksjon er derfor det resonnement vi
gjor bruk av nidr vi tar utgangspunkt i en eller flere setninger
0og utleder andre setninger av disse. Den eller de setninger som
utledes, md da vere nzdvéndige konsekvenser av premissenc.

Deduksjonen er naturligvis sjelden s8 enkel som i vart eksen
pel. Tar vi for oss eksempler fra matematikken, vil vi som cftest
finne at utledningen av konklusjonene kan vere bide lang og om-
stendelig. Vi kan dessverre ikke komme nsrmere inn pd dette ocm~
fattende emne her. Av hensyn il det folgende m& vi imidlertid
nevne to sider ved deduksjonen som er meget viktige.

Det er for det ferste ikke en forutsetning for riktig dedulk-
sjon at det premissene gir uttrykk fer er sant eller riktig. Vi
mé skille mellom det at konklusjonen er riktig utledet cg &7 inn-
holdet av premisser og konklusjon er noe vi kan akseptere. .= 0ss
som eksempel ta for oss denne deduksjonen:

a) alle mennesker har fingrer
b) alle fingrer har negler

og konklusjon: alle mennesker har negler.
Vi kan naturligvis ikke akseptere innholdet i noen av disse set-
ningene. Det finnes mennesker uten fingrer, og det finnes fingrer
uten negler. Likevel er konklusjonen riktig utledet. Den er en

ngdvendig konsekvens av premissene.



For det annet kan innheldet i kanklusjenen vere riktig selv
cm deduksjonen er feilaktig. Professer Susan Stebbing skriver
folgende som det er vel verd & feste seg ved™: "Many unsound
arguments have been used to support conclusions that are in fact
true. When, however, the argument is unseund, we have not justi-
fied our acceptance of the cenclusiens. Jur belief is to that
extent unreasonable, although nét false!

Innen typisk empiriske fag som biologi har deduksjonen som
oftest bare indirekte betydning. Innen disse fag har vi nemlig
sjelden setninger med et innhold som vi stoler s& fast pd, at vi
ter bruke dem som premisser for deduksjen av nye setninger. Deduk-
sjonen har sterst betydning pd felgende mite. Vi sier "la oss
enta at" eller "sett at" sid eog sd er tilfelle, og sd& deduserer
vi nye setninger ut fra dette. Premissene har da en hypotetisk

karakter. Vi kan f.eks. si: la ess anta at byggsertene T1 g T2

under samme vekstvilkdr gir samme kernavling. Vi er da klar over
at dette kan vere feilaktig. Men vi bruker pidstanden som en pre-
misse for deduksjon av en kenklusjen som er slik at vi kan preve
om innholdet av den er akseptabelt. Prgvingen eller testingen
skjer sa ved at vi utferer et forsek for sammenligning av de to
scrtene. For at de observasjonene vi skaffer ess ved forssket

skal kunne gi oss grunnlag for & ta standpunkt til den hypotet-
iske premissen, altsd ta standpunkt til pdstanden em de to sortene,
mé& vi med premissen som utgangspunkt kunne utlede konsekvenser
som forteller oss hva vi skal vente av abservasjonene dersom pre-
missen er riktig. Oppfyller s& observasjonene ikke det vi venter
av dem, md VvAr keonklusjen bli at det er noe i veien med premissen.

Innholdet i1 den kan ikke opprettholdes, og konklusjonen mé derfor

* Fra hennes bok "Thinking to Seme Purpose". Penguin Books Ltd.



bli at det er en eller annen ulikhet mellom de %o sortene som
gjor at den ene gir sterre kornavling enn den andre.

I litteraturen finner en ikke sielden slike uttrykk som
"det er statistisk bevist at ..." eller "det er statistisk mot-
bevist at ....". Slike uttrykksmdter er meget uheldige. Det drei-
er seg lkke om bevis eller motbevis av samme karakter som i mate-
matikk og logikk. I empirien gjelder det standpunkt for eller met
et utsagn. Og da er det meget bedre ogﬁi;effende & bruke ord som
akseptere »g ferkaste, A akseptere vil si & ta standpunkt for,
4 forkaste & ta standpunkt mot. Det er ogsd en tredje mulighet,
nemlig det & la vere & ta standpunkt. En kan kanskje finne at
grunnlaget er for svakt, eller at det er gjort feil under planleg-

ging og/eller utferelse av farsegket. I slike tilfelle er naturlig-

vis det tredje standpunktet det riktige.

A.5. Hypetese, regel, lov eg teeri.

1 Terskning med praktisk milsetting er hensikten & finne reg-
ler som kan tjene som rettledning fer praktiske handlinger. Som
eksempel kan vi tenke oss et fersek fer sammenlisming av et an-
tall valte potetsorter med den mdlsetting & finne den av sertene
som en kan anbefale til dyrkerne innen et geegrafisk omr8de. Sam-
menligningen midtte da gjelde alle praktisk relevante egenskaper
hos poteter, slike som produktivitet, tidlighet, sykdomsresistens
og smak. Ved & utfere et forsek etter en plan sem vi skal beskrive
senere, vil det kanskje lykkes & peke ut an av sertene som kan
karakteriseres som den beste blant de sortene som er tatt med i
forseket. Vi kan 1 sd fall si at vi har funnet en regel som vi

kan bruke sem rettledning for en praktisk handling.



Som et annet eksempel kan vi tenke oss at en har to eller
flere impregneringsmidler for trematerialer som skal brukes il
ytre kledning i bolighus. En kan da ogsd utfore et ligmende for-
sek for sammenligning av disse midlene., Resultatet kan bli ot en
kan peke ut et av midlene som, ndr alt tas i betraktning, Ian sies
& vere det mest fordelektige blant de midlene som er tatt med i
forsgket.

I alle praktiske virksomheter brukes daglig slike regler
som rettesnor for handling. Det er karakteristisk for de aller
fleste slike regler at det er knyttet vilkdr til dem. Det er f.eks.
rimelig &4 tro at det impregneringsmiddel som er best etter resul-
tatet av forsegket, ikke er det beste under alle klimatiske for-
hold. Det kommer an p& hvordan forseket er planlagt sg utfert.

Er det utfert i.et distrikt med relativt fukitig klima, kan en
ikke uten videre regne med at regelen kan brukes i et distrikt
hvor klimaet er relativt tert. Valget av potetsert vil ogsi av-
henge av klimafaktorer eg oftest ogsd av karakteren av dyrkings-
Jorda. Br forspket planlagt og utfert med sikte pd et bestemt
distrikt, og det har lykkes & peke ut en sort sem den beste, kan
en ikke uten videre anbefale denne sorten som den beste for et
annet distrikt.

Oﬁpdagelsen av slike regler har vert eg er av den storste
betydning bdde for det enkelte menneske og for samfunnet. Vi kan
vel si at materiell fremgang skyldes oppdagelsen av slike hand-
lingsregler. Dessverre er verken forskerne eller brukerne alltid
oppmerksomme p& at praktiseringen av slike regler kan ha alvor-
lige negative virkninger.

Et annet motiv for forskning er trangen til dypere innsikt

og forstdelse, trangen til 8 utvide erkjennelsen. Et observert



fenomen som kan vere en ting, en prosess, en hending »sv., feles
av mange som en utfordring. Spersmilet kan da vere: hva er feno-
menet for noe, er det kanskje noe det kan identifiseres med?
FEller det ken vere: hva er den umiddelbare &rsak til at det har
inntruffet? Franklins oppdagelse av at fenomenet "lyn" er et
elektrisk fenomen er et eksempel pd svar pd det feorste spersmal.
Oppdagelsen av penicillinet er et eksempel pad svar pd det andre.
Svar p& slike speorsmdl kan naturligvis egsd fore til regler for
praktiske handlinger. Det skyldes Franklins oppdagelse at en kan
beskytte seg mot lynnedslag ved & sette opp lynavleder. Bruken
av penicillinet i medisinen er ogsd vel kjent.

Resultatet av slik metivert ferskning kalles ofte en viten-
skapelig lov. Med lev mener en da en regel sem har universell
gyldighet. Forskjellen mellam en regel og en lov kan imidlertid
vere nokséd utvisket. Betegnelsen lov stammer fra fysikken. Eksem-
pler er loven om fritt fall og Keplers lover for planetenes be-
vegelser. Selv em vi?ikke kan bruke loven om fritt fall uten &
kjenne akselerasjonen'som er avhengig av breddegraden og heyden
over havniviet, er selve loven universell. Slike lover ferutset-
ter unifermitet. I bielegiske eg sonsiale sammenhenger finner vi
ikke denne strenge unifermiteten, og da er det kanskje riktigere
& oppfatte en 1ovbsom uttrykk for en tendens. ILiebigs minimums-—
lov kan brukes som eksempel.

Vi vet at for at en plante skal vokse m& den ha tilgang pa
flere forskjellige nzringsemner. Minimumsloven sier da at veksten
er avhengig av mengden av det neringsemne som det er minst av i
forhold til behovet. Undersegkelser har imidlertid vist at den nyt-
ten en plante kan ha av et neringsemne kan vare avhengig av andre

neringsemner, og dessuten at en organisme kan ha evne til & er-



statte med et annet et ngringsemne som ikke finnes i tilstrekke-
lig mengde. Vi kan derfor bare si at minimumsloven er en generell
regel som er realisert under visse vilkir.

Nar en skal preve & finne uttrykk for en lovmessighet, md en
naturligvis benytte de uttrykksmidler som er funnet opp. En kan
bruke ord og begreper bundet sammen i en entydig setning, og i
mange tilfelle - sem f.,eks, i fysikken - kan en ty til matematik-
ken. Men enten en bruker det ene eller det andre hjelpemiddel,
blir resultatet som oftest en forenkling. Enkelte mindre betydnings-
fulle karakteristikker mé sleyfes, slik at en lev eller en regel
mé& oppfattes som en abstraksjon. Som eksempel kan nevnes at i det
matematiske uttrykk for fallovene er ikke luftmetstanden tatt med.

Den betydning oppdagelsen av en vitenskapelig lov har, er
vel forst og fremst at vaAr erkjennelse blir utvidet. Vi vet mer
om de krefier som regulerer naturprosessene eller prosesser i
det menneskelige samfunn. Vi mener at vi forstér mer. Men epp-
dagelsen kan ogsd fere til at forskning med praktisk milsetting
kan bli mer effektiv. Arvelevene er et eksempel pd dette. Ogséd
fer disse lovene ble oppdaget eg kjent lyktes det & skape nye
plantesorter og husdyrraser. Oppdagelsen skapte imidlertid mulig-
heter for et mer mdlbevisst arbeid.

Hvis en vitenskapelig lev eller flere slike lover beskriver
eller ferklarer et steorre eller mindre antall fenomener ell r
prosesser, bruker en betegnelsen teori. Det er szrlig innen de
sdkalte cksakte naturfag som fysikk og kjemi at teorier er blitt
utformet. Dette kommer av at det innen dgn fenomenkrets disse fag-
ene emfatter, er en utstrakt uniformitet, Men selv om det er me-
get vanskeligere, har en ogsd innen andre fag gjort forsek pd &

knytte sammen regler eller/og lover til en helhet. Resultatet



blir da emtalt som en teori. Men ofte befinner disse teoriene seg
péd et noksd fcrberedende stadium, og burde kanskje derfor i man-
ge tilfelle betegnes som hypoteser.

P4 et forberedende stadium har alle regler, lever og teorier
vert hypoteser. Det sies ofte at en hypotese er en fecreleopig fer-
klaring. Bedre er det kanskje & si at en hypotese er en tanke el-~
ler en ide sem melder seg hos en forsker som arbeider med et ob-
servasjonsmateriale eller som resultat av ren spekulasjon. Inn-
holdet i en hypotese kan derfor ikke regnes som kunnskap. Den er
noe en cppfatter som en mulighet og som en tar sikte péd 84 T4 be-
kreftet eller forkastet ved & konfrontere den med ebservasjoner,

Hvis vi 1 en gitt situasjon gir tanken helt fritt spill,
kan antall hypoteser bli stort. Til en nyttig hypotese mi en der-
for sette det krav at den ikke inneholder nee element som er i
strid med kjente fakta., Vi md egs& kreve at den blir uttrykt i
en entydig setning. Dette er nemlig ferutsetningen for at den kan
settes pd preve.

Det er ikke mulig & komme inn pd her hvordan en hypotese
blir $i1%. Vi skal imidlertid legge merke til at det ikke finnes
noen metode sem en kan ta i bruk. Hypoteser eppstdr hos mennesker
med fantasi, kembinasjonsevne, evne til & oppdage nyttige analog-
ier og evne til & oppdage fakta sem ikke er vanlige. Alexander
Flemings ide om bruken av penicillinet oppstod hos ham ved at
han festet seg ved at noen stafylokokkulturer oppferte seg anner-
ledes enn andre.

I empirisk forskning bruker en et begrep som kanskje nee
misvisende er blitt kalt en null-hypotese. Det er en slik null-

* Interesserte vises til de mange eksempler sem er beskrevet av
W.J.B. Beveridge i beken "The Art of Scientifie Investigations".



hypetese vi tenkte ess brukt i eksemplet med de to byggsortene

i avenitt A.4. Vi tenkte 088 da at vi som premisse for deduksjonen
pisted at de to sortene gav samme mengde kornavling., En vanlig og
egentlig hypotese er en tanke, en ide, eller en konstruksjon som
muligens kan vere riktig og som : derfor kan aksepteres hvis
prgvningen faller ut til gunst for den. En nullhypotese kan nep-
pe 1 nee tilfelle aksepteres. ¥2n vi skal se senere at den kan
vere meget nyttig fordi den kan gi nss mulighet for pavisning av
et eller annet alternativ, f.eks. at byggsert Ty gir sterre kern-
avling enn T2.

Nar en skal gi en muntlig eller skriftlig fremstilling av
et emne, mi en bruke ord og uttrykk som en bruker til daglig.

Det en tar sikte pd er naturligvis at det en sier eller skriver,
skal oppfattes slik en selv mener at det skal forstds. Men vi
blir jo ofte misforstétt. Dette kan komme av at andre ikke alltid
legger samme mening i ord og uttrykk som vi gjer selv.

Vi har foran brukt uttrykket at en regel eller lov er sann
elier riktig. Dette er kanskje ikke heldig ferdi de fleste sann-
synligvis legger noe endelig eg fastsldtt i slike karakteristik-
ker, Hvis dette er tilfelle, er uttrykksmiten ikke dekkende. Er-
faringen viser nemlig at en regel eller lev ofte har kort leve-
tid. Fortsatt forskning viser at det har vert nedvendig med end-
ringer eller modifikasjener, om ikke forkastelse. Minimumsleven
som vi brukte som eksempel foran, ble sannsynligvis tidligere epp-
fattet som like endelig og fasisldtt sem fallovene i fysikken.
Senere forskning har imidlertid vist at modifikasjoner er blitt
negdvendige. Det ville derfor kanskje vert en fordel om ord som
sann og riktig som karakteristikker pad regler, lover eller teorier

ble erstatitet med noe mer ngytralt, f.eks. treffende.



A.6. Prognose.

En handlingsregel er noe som ferteller oss eller foregir &
kunne fertelle ess hva sem kemmer til & hende dersom vi handler
etter den. Den sier m.s.o0. nee em fremtiden og er derfor det vi
kaller en prognose. |

En kokebek inneholder et helt register av slike prognoser,
en oppskrift pd en matrett er je ikke noe annet enn en regel som
sier hvilke rdstoffer vi skal bruke eg hverdan disse skal behand-
les for at vi skal eppnd det vi tilsikter. Men vi vet av erfaring
at om vi felger oppskriften pinlig neyaktig i te tilfelle, vil
resultatet ikke bli neyaktig det samme. Dette kan bl.a. kemme av
at rdstoffene er varierende i kvalitet.

En handlingsregel kan derfor sem oftest ikke fertelle oss
helt neyaktig hva som vil hende dersom vi handler etter den. Den
endelige preve pd em en handlingsregel er treffende blir derfer
om det den sier cm fremtiden viser seg & holde stikk med s& stor
ngyaktighet at vi vidger fertsatt & bruke den. Det er som med ver-
meldingene som jm egsé er prognoser. Det ville vemre i strid med
erfaringene om vi stoler helt eg fast pi hva metecorelegene sier
om veret i mergen.

Det er flere slags pregnoser. En handlingsregel og en ver-
melding herer ikke med til samme type. Det er imidlertid ikke
mulig & g& nzrmere inn p& dette emne for vi har gjennemgdtt metoder
for utarbeidelse a& prognoser. Vi skal derfor kemme tilbake til

saken.



A.7. Porskning og samfunnet.

Forskning har fert til at vAre kunnskaper pd de aller fle-
ste omrdder er blitt utvidet og fordypet. Sper en derfor om hva
forskning betyr for samfunnet, kan en vel trygt svare at den er
en forutsetning for fremgang bdde gkonomisk eg erkjennelsesmes-
sig. Et viktig resultat av naturvitenskapelig forskning er at
menneskene er blitt frigjort fra meget av den usikkerhet og vil-
kirlighet som skyldes naturfenomener en tidligere ikke kunne for-
klare p& annen mite enn sem virkning av overnaturlige krefter.

En kan lett ferestille seg at Franklins pdvisning av at lyn er

et elektrisk fenomen mdtte kjennes som en befrielse. Et uferklar-
lig fenomen, fer de fleste noe mystisk eg farlig, ble med opp-
dagelsen redusert til nce som hadde liten betydning.

At forskning med praktisk milsetting, bl.a. teknisk forsk-
ning, p& mange mdter har betydning for samfunnet, er det ikke
delte meninger mam. Det er ikke v8r sak her & gi en beskrivelse
av den utvikling sem skyldes slik forskning*. Det er tilstrekke-
lig & nevne at evnen til & produsere er egkt, at meget av det
menneskelige slit er blitt berte eg at arbeidstiden er kortet
inn. Vi m4 imidlertid stanse 1itt ved to meget vesentlige spors-
m&l. Det ferste av disse blir vi stilt overfor foerdi de midlene
som stilles til rddighet for forskning, ikke strekker til for
alle forskningsprosjekter og at det derfor er nedvendig & priori-
tere. Det andre gjelder effekten av tiltak som bygger pd handlings-

regler funnet gjennom ferskning.

* En illustrerende og marsom fremstilling er gitt av Bertrand
Russell 1 boka "The impact of Science on Seciety".



Hvar meget samfunnet skal bruke av sine inntekter til forsk-
ning er et politisk spersmdl som det sannsynligvis alltid vil
vere strid om. Det er imidlertid en kjennsgjerning at det til
stadighet finnes flere forslag om forskningsprosjekter enn de en
har midler til 4 ta opp. Dette betyr at noen md velge ut de pro-
sjekter som skal stgttes. Flere av dem som denne boka er skrevet
for, vil direkte eller indirekte f& med slike saker & gjere. Det
kan derfor bli aktuelt for den enkelte 8 ta stilling til hvilke
kriterier som ber brukes ndr det skal prioriteres.

De fleste som har hatt eller ha» med slike avgjerelser &
glere, gir vel oftest ut fra fermidlet med forskningsprosjektet
som det viktigste. Dette er sikkert riktig i mange tilfelle, men
det m& ikke deminere for sterkt., Og det m& alltid og konsekvent
farlanges at formdlet er klart beskrevet og avgrenset.

Legger en imidlertid far stor vekt p& formdlet med en under-
sogkelse, vil en altfor ofte komme til & gi hey prioritet til
prosjekter som det er rimelig # tro vil gi resultater pd kort tid.
En vil da kunne komme i skade fer & skyve ut undersekelser av mer
fundamental natur hvor formdlet ikke er presentert med stor vekt
pé& umiddelbar nytte, men soem likevel ogsd kan gi grunnlag for
lesning av praktisk betonte oppgaver av ster betydning.

Et annet utgangspunkt for prioriteringen er den plan for
forskningspresjektet sem legges fram. Og dette utgangspunktet er
kanskje det viktigste. Det hender at fermdlet med en undersekel-
se er slik at prosjektet bedemt ut fra dette md gis hoy prioritet,
men at planen er s& mangelfull at det er liten mulighet for at
undersegkelsen kan fore til et resultat. Vi skal senere komme noe

nermere inn pad planleggingen av undersgkelser. Her skal vi der-



for neye css med & nevne at dersem det gjelder en empirisk
undersgkelse, vil planen bestd av tre hovedledd, nemlig 1) prs-
blemstilling, 2) observasjonsarbeid og 3) analyse. Hvert av
disse leddene ber kreves beskrevet. Hver mange detaljer en skal
Torlange er det ikke lett & si. Men det er f.eks. ikke nok at det
blir opplyst at observasjonene er tenkt skaffet til veie ved
forsegk, en mid kreve at forseksplanen er skissert. At det er ned-
vendig eller meget enskelig at ogsd planen for analysen er gjen-
nemtenkt og beskrevet skal vi gi en begrunnelse for senere.

Det er ogsd andre momenter det m& tas hensyn til ndr det
gjelder valget av forskningsprosjekter. Undersegkelser av mange
forskere og gjennom lengre tid har vist at en handling, f.eks.
et Inngrep i naturen, har mer enn en effekt. Blant disse effekt-
ene er det noen sem vi kan klassifisere sem gode, neen er mindre
gode og noen er uensket eller skadelige. I industrien m& vi regne
med forurensning av luft eg vann sem skadelige og vi md regne
steoy som 1allfall lite onskelig.

Dette m& tas hensyn til nfr det gjelder prioritering av
forskningsprosjekter. Er det en undersegkelse med praktisk mal-
setting det er tale om, md det fmrlanges at observasjonsarbeidet
skal omfatte flest mulige effekter. Det kan naturligvis ikke kre-
ves at alle effekter er tatt med fordi en jo s~m oftest ikke vet
hvor mange ng hvilke det er. Det som kan eg ber forlanges er at
denne siden av saken er fersvarlig gjennomtenkt.

Innen enkelte emrader er forskerne kommet sd langt at inn-
sikt scm er vunnet eller som kan regnes med ved fertsatt fersk-
ning, er slik at den omsatt 1 handling kan fere til de verste

ulykker. Eksempler kan finnes innen atymfysikk eg bakteriologi.



De rent etiske problemer som melder seg i slike sammenhenger og
som er meget viktige, har imidlertid liten relevans til det emme
vi skal beskjeftige oss med her,

Vi vet at pd nesten alle omrdder i samfunnet har autoriteter 0g
eksperter f&tt ster innflytelse. I de mest avanserte samfunn kom-
mer dette av at det er blitt s& mange spersmdl en skal ta stil-
ling til. Men det kommer ogsd av at mange spersmidl er vanskelige
eg kompliserte og at en derfor finner det lettvint & sperre ecks-—
pertene om hva en ber mene. Dette er uheldig,

I mange tilfelle er svar en skal gi pd spersmidl, avhengig
av resultater av forskningsvirksomhet og det blir da naturlig
nek forskerne en henvender seg til. Ikke alle slike resultater
er tilstrekkelig underbygget, og det kan derfor vare bra om flest
milige i et samfunn har fidtt en utdanning som gjer det mulig fer
dem & mete forskerne p& deres eget omrdde. Det det gjelder em 1
slike tilfelle er at en kan stille forskeren relevante spersmil
som angdr miten de resultater som det vises til, er kommet i
stand pé. Ferst og fremst gjelder det da at flest mulige har et

visst innblikk i forskningsmetode.
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B. Observasjonene og midler til & beskrive dem.

B.1., Random variable.

Vi kan tenke oss at en undersgkelse i en granskog begynner
med at en tar ut et utvalg eller sampel av trzr. For hvert av
disse méler en heyden, brysthzzﬁydediameteren9 hgyden av kvistfri
stamme og lignende sterrelser,. Egtbestemmer kanskje ogsé alderen.
For hvert tre i samplet har en da/tall for heyden og i samplet pa
n trer n slike tall. Disse tallene er da vAre observasjoner av
hgyden. Ndr vi har skaffet oss slike observasjoner, vil vi se at
det er en storre eller mindre variasjon i dem. Observasjonene vari-
ersr fra tre til tre, eller fra gjentak til gjentak.

Disse observasjonene er ikke neyaktig riktige tall for det
som er observert. I praksis er vi nemlig ikke i stand til &8 mile
helt neyaktig, og védre observasjoner er derfor bare tilnsrmet
riktige tall for det vi har observert. Disse riktige tallene sier
vi er verdier av en random variabel. Hpyden av grantrzr er altsa
en random variabel. Det samme gjelder brystheydediameteren 0g hoy-
den av kvistfri stamme.

Andre eksempler pd random variable er antall kronblader hos
soleihov, antall grisunger pr. kull, prosent fett i melk, potet-
avlingen pr. rute i et feltforsek osv. En observasjon av en
random variabel refererer seg til et gjentak i et sampel av gjen-
tek.

Noen random variable kan ha bare bestemte atskilte tallver-
dier. Eksempler er antall kronblader og antall grisunger. Disse
kxalles diskrete random variable. Andre random variable kan ha en
hvilken som helst reell tallverdi mellom en nedre 0g en gvre gren-
se. Eksempler er heyden av grantrer og prosent fett i melk. Disse

kalles kontinuerlige random variable,



I noen tilfelle er det ikke en random variabel vi observerer.
Det er en enkelt sterrelse. Den rettlinjede avstand mellom to punk-
ter i terrenget er et eksempel. Observerer vi en slik sterrelse
Péd uavhengig madte et antall ganger, f&r vi en rekke tall som vari-
erer fra gjentak til gjentak. Variasjonen skyldes her mdlefeilene
eller observasjonsfeilene.

En observasjon av en random variabel er en karakteristikk av
det gjentak observasjonen refererer seg til. En person kan sdledes
karakteriseres ved observasjoner av f.eks. heyde, skulderbredde,
alder og andre random variable. En person kan imidlertid ogsd karak-
terigseres ved f.eks, kjennet og ved syefargen. En rekrutt kan karak-
teriseres ved resultatet av legeundersegkelsen (udyktig, hjelpe-
dyktig, stridsdyktig). Blomster karskteriseres ved fargen. Slike
karakteristikker kalles konstante kjennetegn eller bare kjennetegn.

Slike kjennetegn er ikke random variable. Men det som oftest
inueresserer css, er det absolutte eller det relative antall gjen~
tak med samme kjennetegn, f.eks. det relative eller prosentiske
antall rekrutter med kjennetegnet stridsdyktig, det relative an-
tall gutter med kjennetegnet bléd eyne, det relative antall planter
mec kvite blomster. Disse tallene, bade de absolutte og de rela-
tive, er random variable. I sammenligning med observasjoner av
en random variabel hvor det er variasjon bdde mellrm gjcntak innen
nampler og mellom sampler, er forskjellen den ot antallet gientak

med et bestemt kjennetegn varierer bvare sampler imellom.

B.2. ¥rekvensfordelingen.

tr antallet av gjentak stort, er det vanskelig & ha oversikt
cver observasjonene. En md derfor ordne dem i det en kaller frekvens-

fordeling.



I Tab. B.1., er gitt n=29 observasjonér av den dobbelte bark-
tykkelse hos gran. Observasjonene er gitt i hele milimeter, dvs.
at det kan enten vere avrundede observasjoner eller det kan vere
observasjoner som er tatt med et redskap sem md3ler med 1 mm ney-
aktighet. Den observerte random variable er naturligvis her en av

den kontinuerlige typen.

TABELL B.1,
14 20 20 22 25
14 16 20 19 22
717 22 21 22
22 17 25 20 24
18 16 24 22 24
18 22 21 20

I dette tilfelle er antall observasjoner si lite at vi i
praksis ikke ville bry oss med & ordne dem. Men vi kan bruke eksem-—
plet til &4 vise hvordan observasjoner kan ordnes i en frekvensfor-
deling. Vi ser at noen av observasjonene forekommer flere ganger.
Vi har f.eks. a} x=14 forekommer i 2 gjentak, x=17 i 3 gjentak
og x=20 1 5 gjentak. Frekvensfordelingen er en tabell over obser-
vasjonsverdiene (x) og .antall. gjentak (z).med vedkammende cbserva-
sjonsverdi. En konstatemen lett at frekvensfordel ingen -i- dette

t;lfelle er slik som vist i -Pgb.B.2.

Tabell B.2.

X Z X Z
14 2 20 5
15 0 21 2
16 2 22 7
17 3 23 0
18 2 24 3
19 1 25 2

n= 29

Eksemplet i Tab. B.3. hvor antall gjentak er n=1905, viser
hva en kan oppnd ved & ordne observasjonene i en frekvensfordeling.

Opprinnelig hadde en her en tabell over 1905 uordnede observasjoner



av en diskret random variabel, nemlig antall arrstrdlsp hos en
valmueart. Vi ser at frekvensfordelingen gir en god oversikt. Vi

ser at alle observasjonene ligger mellom 6 og 20. Det er f& obser-
vasjoner ved den nedre og den gvre variasjonsgrensen og en tydelig

opphopning omtrent pd midten av omrddet.

Tabell B.3.

; Z 7z
X Z 100 _ﬁ X, Z 100‘1:1'
6 3 0.16 14 302 15.85
7 11 0.58 15 2354 12.28
8 %8 1.99 16 128 6.72
9 106 5.56 17 50 2.62
10 152 7.98 18 19 1.00
11 238 12.49 19 3 0.16
12 305 16,017 20 1 0.06
13 315 16.53
1905 99.98

En slik frekvensfordeling kan fremstilles grafisk p& flere

médter. Mest alminnelig er det & bruke et sd8kalt sgylediagram i et
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Figur B.1.



rettvinklet koordinatsystem. En avsetter da x pd den horisontale
aksen og z 1 prosent av n pd den vertikale aksen og tegner sgyler

med z% som heyde. Fig. B.1. viser et slikt sgylediagram for eksem-

plet i Tab. B.3.
Et lignende eksempel er vist i Tab. B 4. Det er kommet i stand
ved at en har foretatt opptelling av antall grisunger i hvert av

n = 334 kull. I tabellen er derfor z antall kull med x unger.

Tabell B.4,

X 7z X Z
2 1 10 51
3 1 11 52
4 4 12 39
5 6 13 45
6 17 14 21
7 20 15 7
8 30 16 5
9 35

n = 334

Er det en kontinuerlig random variabel som er observert, md
observasjonene ordnes i klasser. Frekvensfordelingen er da en ta-
bell over disse klassene (eventuelt med klassenes midtverdier) og
antall observasjoner innen klassene. Bt eksempel er vist i Tab.
B.5. En timoteivoll ble delt opp i 240 kvadratiske ruter pd 25
kvadratmeter. Avlingen ble sd veid for hver rute, og en fikk da
n = 240 observasjoner. Ordnes disse i klasser med en klassevidde
v ett kg, TAr en den frekvensfordelingen som er vist i tabellen.

Her er da x midtverdien i klassene og z frekvensen.



Tebell B.5.

Klasse X Z Klasse X Z
11-12 11.5 2 19~-20 19.5 21
12-13% 12.5 6 20-21 20.5 16
13-14 13,5 9 21=-22 21.5 12
14-15 14.5 18 22~2% 22.5 12
15-16 15.5 30 2%-24 23.5 3
16-17 16.5 40 24-25 24.5 2
17-18 17.5 %3 25-26 25.5 4
18-19 18.5 30 26-27 26.5 2
n = 240

Eksemplene i tabellene B.3. til B.5. har til felles at stort
sett tiltar frekvensene fra den nedre variasjonsgrensen til et mak-
simum omtrent pa midten av omrddet og avtar sd mot den ovre varia
sjonsgrensen. Det er Senne typen av frekvensfordelinger som er den
mest vanlige. Det er imidlertid ogsé mange avvik fra denne almin-
neligste form. Det finnes eksempler pd frekvensfordelinger hvor
frekvensene avtar fra den ene variasjonsgrensen til den andre, og
det finnes eksempler pi fordelinger med mer enn ett maksimum. I
Tab. B.6. er vist et eksempel pd en helt skjev frekvensfordeling.
Den observerte random variable er i dette tilfelle antall kron-

blader hos soleihov.

Tabell B.6,
X Z
5 223
6 45
't 6
8 4
9 3
n = 281

B.3. Det aritmetiske giennomsnitt.

Det er to sterrelser som nesten alltid blir nyttet i under-
sgkelser hvor en gjer bruk av statistiske metoder. Det er det aritmet—

iske gjennomsnitt og middelavviket. Det er mange grunner til at



disse nyttes s& meget. Vi md foreleopig neye oss med 8 vise hvordan
de skal beregnes eg & antyde noe av den nytten en har av dem fer
deskriptive formdl. I vitenskapelige meldinger er det ikke vanlig
at en gjengir de observasjoner en bygger pad. En ngyer seg som oftest
med & oppgi verdiene av gjennomsnittet eg middelavviket. Forutset-
ningen for at en kan tillate seg denne ferenklingen, er at disse
to tallene gir en god nok karakteristikk av observasjonene sett un-
der ett,

Det aritmetiske gjennemsnitt er et middeltall, Middeltall blir
brukt som uttrykk for det alminnelige eller karakteristiske. Nar
det sies at en mann er middels hey, at hesten er som vanlig eller
at en gutt har middels evner, er det et slags middeltall som blir
nyttet. Det er imidlertid flere slags middeltall, og disse tilfreds-
stiller ikke alltid samme fermdl. Det viktigste av dem er det arit-
metiske gjennomsnitt. Det er dette middeltallet vi kemmer til &
bruke i denne beka eg skal da korte inn betegnelsen til bare gjen-
nomsnittet.

La oss betegne observasjonene med Xy9XpsXgy oo Xy eller kort
X5 (i=1,2,3,...0n). Gjennomsnittet er lik summen av observasjonene

dividert med antallet (n). La oss betegne det med X. Vi har da at¥

S
x= = LX 4
For observasjonene 1 Tab. B.1. er gummen lik in = 584 og antal-
let er n = 29. Gjennomsnittet er derfor X = 2%% = 20,14.

* Skulle vi vare helt korrekte, mitte summem skrives 3 X4
i=1
Men dette er bdde tungvint og som oftest overfledig.



Er observasjonene av en diskret random variabel ordnet i en fre-
kvensfordeling, kan en bruke denne som grunnlag for beregningen av
gjennomsnittet. En m& bare huske at summen av observasjonene da er
lik summen av produktene av observasjonsverdiene og frekvensene,
altsd summen av produktene z;X4. Gjennomsnittet er derfor lik

X

_J 5
T on “Ei%y

For eksemplet i Tab.B.4, er'n=334 0g i finner at 2 ZiX; = 3462.

Gjennomsnittet er derfor % = 2%%% = 10,37.

Nar en skal beregne gjennomsnittet for observasjonene av en
kontinuerlig random variabel, ber en helst bruke de uordnede obser—
vasjonene. Bruker en frekvensfordelingen, md en erstatte observasjcn-
ene med midtverdiene i de klasser som er brukt, Ved & gjere det, fore:
en naturligvis inn en feil som helst bor unngds selv om feilen pid
verdien av gjennamsnittet som oftest ikke er stor. Med det utstyr av
regnemaskiner en nd jevnt over har til disposisjon, betyr bruken av
frekvensfordelingen ikke noen betydelig innsparing av tid. Dette gjel
der ogs& beregning av andre sterrelser, f.eks. beregningen av mid-
delavviket som vil bli behandlet i avsnitt B.5.

Det aritmetiske gjennomsnitt er en sd enkel storrelse at det ikke
skulle vere grunn til &4 g8 noe nzrmere inn pd bruken av det. Det gir
kan vi si, tyngdepunktet i observasjonsmassen. Det er imidlertid
grunn til & advare mot & bruke det uten at det vises il observasjon-
ene selv eller til andre karakteristikker av observasjonene. Meget
ulike observasjoner kan nemlig ha samme eller omtrent samme gjennom~
snitt. Sett f.eks. at vi fir oppgitt at den gjenmemsnittlige &rsinn-
tekt for voksne menn i en bygd er 15 tusen kroner. Vi m& da ikke
uten videre bruke dette sem uttrykk for inntektsforheldene i bygda,

Gjennomsnittet X = 15 tusen kan nemlig vere giennomsnitt av inntekter



mellom f.eks. 10 tusen og 30 tusen kroner. Men det kan 0gsd vere
glennomsnitt av inntekter mellom f.eks. 5 tusen og 20 tusen kroner

og en eller noen T4 meget store inntekter.

B.4. Andre middeltall.

Det aritmetiske gjennomsnitt eller bare gjennomsnittet er det
mest brukte middeltall eller, om en vil, den mest brukte sentralverdi.
Det finnes imidlertid ogsd andre middeltall som blir nyttet i visse
sammenhenger. Det er det aritmetiske gjennomsnitt vi skal bygge pd
i dette kurset, men noen merknader om andre middeltall kan kanskje
vere pd sin plass.

Vi har et middeltall som gdr under navnet typetallet. Dette er
den verdi av den ebserverte random variable som Fforekommer eftest i
samplet, eller den verdi av x som har den storste frekvens. Typetal-~
let for cksemplet 1 Tab.B.3. er =x = 13 med frekvensen z = 315, mens
gjennomsnittet er X = 12,76. Det er lett & innse at hvis frekvens-—
fordelingen er noenlunde symmetrisk, kan ikke ferskjellen mellem dig-
se to middeltallene vare ster. Det behover den heller ikke vere em
frekvensfordelingen er skjev. For eksemplet i Tab.B.6. Ffinner vi si-
ledes at typetallet er x = 5 og gjennomsnittet x = 5,29.

Typetallet kan vare nyttig til karakterisering av en frekvens-
fordeling fordi det er den observasjonsverdi som forekommer oftest.
Det gir i noen tilfelle en mer verdifull karakteristikk enn gJjennom-
snittet. Det kan f.,eks. vere nyttigere & kjenne den alminneligste
inntekt enn den gjemnomsnittlige. Typetallet md imidlertid ikke bru-
kes med mindre frekvensfordelingen har et tydelig maksimum. Det er
derfor nedvendig at en har et noks& stort antall observasjoner.

Det geometriske gjennomsnitt er lik n'te roten av produktet av de



n observasjonene:
- 1/n
G —(X1X2X3.... X, )

Vi ser da at 1log @ = % Zlog S dvs. at logaritmen til det geo-
metriske gjennomsnitt er lik det aritmetriske gjennomsnitt av obser-
vasjonenes logaritmer. Det kan vises at G < X, men forskjellen mel-
lom G og X er vel som oftest ikke stor. For eksemplet i Tab.B.6.
finner en at G = 5,25, dvs. praktisk talt lik det aritmetiske gijen—
nomsnitt.

Det geometriske gjennomsnitt brukes helst i tilfelle hvor det
av en eller annen grunn ville vere naturlig & bruke log x i stedet
for x selv. Vi setter da

¥ = log x4
som kalles en transformasjon. For denne har vi at leg G = §. Denne
transformasjonen kan naturligvis ikke brukes i andre tilfelle enn
der hvor alle observasjonene (x) er positive tall. Det er imidlertid
ikke noe i veien for & velge andre logaritmiske transformasjoner,
f.eks. gette
yi = A + B log X5

hvor A og B er gitte konstanter.

Enda et: middeltall skal nevnes. Det er midttallet eller medianen
M. Dette er et middeltall som deler samplet av gjentak i to like
store deler. I den ene delen er alle observasjonene (Xi) storre enn
i, i den andre mindre.

Vi kan ikke komme nsrmere inn pd bruken av disse middeltallene
her. Vi md neye oss med disse f& linjene og ellers vise til littera-

tur hvor de er nsrmere omtalt.



B.5. Varians og middelavvik.

Gjennomsnittet gir oss det vi kan kalle tyngdepunktet i massen
av observasjoner. I tillegg til dette har vi bruk for en storrelse
som kan fortelle noe om i1 hvor stor grad observasjonene varierer om-
kring denne sentralverdien. Til dette brukes oftest en sterrelse som
vi kaller middelavviket. Vi skal forelepig neye oss med & definere
det og & vise hvordan det skal beregnes.

Differensene mellom de enkelte observasjonene og gjennomsnittet
er (Xi—X). Noen av disse differensene er positive og noen negative.

Summen av dem er lik null. Vi har nemlig at
Z(xi—i) =2 %X- 2 X =nNn.X -~ n.x =0

I praksis blir denne summen som regel ikke eksakt 1lik null, fordi vi

da oftest m& bruke en avrundet verdi for %.

Variansen er lik summen av kvadratene av disse differensene divi-

dert med (n-1), eller

1 -2
vV = 1 % (Xi—X)

og middelavviket er kvadratroten av variansen, s = Vv .
For eksemplet i Tab.B.1. har vi fra feor at ¥ = 20,14, og vi fin-

ner at 3 (Xi;})z = 267,4483, Siden n = 29, finner vi sd at

v - 2675g483 = 99,5517 og s = 3,09

I likhet med gjennomsnittet har middelavviket samme enhet som
den enkelte observasjon. Middelavviket s = 3,09 for vArt eksempel har
derfor enheten millimeter.

Er observasjonene av en diskret random variabel ordnet i en
frekvensfordeling, kan variansen beregnes ved formelen

1

V== 2 zi(xiux)

hvor Zg er frekvensen.



Den formelen for variansen vi har gitt foran, er ikke godt egnet
til bruk i praksis. Den er tungvint. Gjennomsnittet er jo oftest et
tall med flere desimaler. Det vil derfor som oftest vere meget ar-
beidskrevende & beregne alle differensenc (Xi—i) og dessuten skal jo
disse differensene kvadreres og kvadratene summeres. I praksis bru-
ker en derfor helst en indirekte metode.

La ¢ vare et valt tall. Vi danner alle differensene (Xi-C)u

Summen av disse differensene er
Z (xi—c) = 2 X; = NeC = N.X = n.C
og folgelig er

X=c+ = I(x;-c)

Gjennomsnittet er altsd lik det valte tallet ¢ pluss gjennomsnittet
av differensene (Xi—o).
Vi bruker ogsd disse differensene til beregning av variansen.

Vi har nemlig at

Z(x,~c)?

i

Z(xi—E F X - )’

= Z(xi—§)2 + 2(%-c) Z(xi4§) + n(x - 0)2'
Siden né Z(XiJE) =0 og Z(Xi-§)2 = (n-1) V, finner vi at

- )2 o4 ~c) 1°
Vo= gogtk(xgme)” - n[z(xi ¢) ]
Nér vi bruker denne fremgangsmiten, kan vi velge ¢ slik det pas-~

ser best 1 hvert enkelt tilfelle. Vi md naturligvis de ta sikte pd &
velge ¢ slik at differensene (xi—c) blir enklest mulige tall. I
mange lerebeker blir det anbefalt & velge for ¢ et tall som en antar
ligger i nzrheten av gjennomsnittet. Men i mange tilfelle er det be-~
dre & sette ¢ lik den minste observasjonsverdi eller lik et tall som
er noe mindre enn denne. Da oppndr vi nemlig noe som er regnheteknisk
fordelaktig, nemlig at alle differensene (Xi~c) er positive tall. I
andre tilfelle, og det er vel det vanligste nd, kan det lenne seg &

sette ¢ = 0,



For ekseﬁplet i Tab.B.1. er den minste observasjonsverdien 1lik

14, og det kan derfar vere hensiktsmessig 4 sette ¢ = 14. Vi finner
2

da at Z(Xi-c) = 178 og Z(xi-c) = 1360. . Feolgelig er
= 14 + 18 = 20,14
cg
178°
28 V = 1360 =~ —zg-'- = 1360 - 1092,5517 = 267,4483
dvs. at V = 207,4483 = 9,5517

28

Velges ¢ = 0, vil vi naturligvis ha at%

X = 4
T n

1 2 1 2}
og at V«m{ZXi—n[ZXi]

2 X,
i

Er observasjonene av en diskret random variabel ordnet i en frekvens-

fordeling, vil vi finne at

g 1 -
X=c+ Z zi(xi c)

_ 2
og v=t {z 2 (x;,~¢)% = 2 [Z 2, (x;~¢)] }

For virt eksempel i Tab.B.4. kan vi f.eks. sette ¢ = 10. Vi finner

da at 2 zi(xiwc) = 122 og 2 zi(xiwc)Zz 2318. Altsd er

X =10 + ?3—4-_ = 10,37
2
e { 122}
V=333 (2318 - 337 C 6, 8071

0g

B.6., Middelavviket som karakteristikk av observasjonene.

Det er nevnt foran at middelavviket brukes som m8lestokk for
sterrelsen av variasjonen. Dette kommer vi tilbake til senere pa an-
nen méte. Men til en forelepig orientering skal vi her vise ved noen
eksenpler at hvis en ved hjelp av gjennomsnittet og middelavviket av-~

grenser et omrdde med grensene X - 35 eg X + 3, vil en finne alle



eller praktisk talt alle observasjonene innenfor dette.

For eksemplet i Tab.B.1. har vi % = 20,14 og s = 3,09. Altsd
er X - 3s = 10,87 og ¥ + 3s = 29,41, Den minste observasjonsverdi
er 14 og den sterste 25. I dette tilfelle ligger derfor alle observa-
sjonene innenfor omrédet.

For eksemplet i Tab.B.3. er X = 12,76 og s = 2,24, Altsd er
X - 38 = 6,04 og X + 3s = 19,48. Vi ser da at det er 3 observasjoner
lik 6 og en observasjon lik 20 som s& vidt faller utenfor. Resten
av de n=1905 observasjonene faller innenfor omr&det.

Ved hjelp av eksempler og ogsd pd annen m&te kan en vise at alle
eller nesten alle observasjonene finnes innenfor et omrdde fra ¥-a.s
til X+a.s nér vi for a velger en verdi pd 3-4. Denne regelen gjelder
for alle typer av frekvensfordelinger, altsa ogsd for typer som en
sjelden kommer bort i. For de vanligste typer kan en nok trygt regne
med at regelen holder for a=3. Dette vil da si at variasjonsbredden,
som ogsd er en sterrelse som brukes i praksis, er omtrent lik 6s. Vi
kan derfor si at gjennomsnittet og middelavviket sammen gir en ganske
god karakteristikk av observasjonene sett under ett. To frekvensfor-
delinger med samme gjennomsnitt og samme middelavvik kan imidlertid
ha noksd ulikt utseende. I noen tilfelle kan det derfor vere av in-
teresse & bruke ogsd andre karakteristikker. Ssrlig vil en kanskje
vere interessert i om fordelingen er symmetrisk eller om den er skjev
og i tilfelle hvor sterk skjevheten er. Vi har sterrelser som gir ut-
trykk for slike egenskaper ved fordelingen, men vi m& her neye oss

med & vise til annen litteratur.



B.7. Om &rsaker til variasjonen.

Det er i regelen mange &rsaker som ligger til grunn for varia-
sjonen 1 observasjonene. Hva for 8rsaker det er, vil avhenge av hva
det er som er observert. Er det en bestemt storrelse som er obser-
vert, f.eks. den rettlinjede avstanden mellom to punkter i terrenget,
vil variasjonen skyldes mdlefeil. Br det en random variabel som ob-
serveres, vil observasjonsfeil bidra noce til variasjonen. Men i slike
tilfelle m& en regne med at variasjonen i observasjonene i alt vesent-
lig beror pd variasjon i den random variable selv. For de observa-
sjoner som er gitt i Tab.B.5. spiller observasjonsfeil en viss rolle.
Det er ikke til & unngd at sterrelsen av ruten blir noe varierende
og at det gjeres feil bédde under sldtten, under bergingen og under
velingen av hegyet. Men i dette tilfelle er det sikkert ulikheter i
jorda og at temperaturen og nedbgren har vert noe varierende over
feltet, som er hoveddrsaker til variasjonen. Og variasjonen i jorda
er igjen avhengig av mange faktorer.

I mange eksempler fra biologien m& en regne med at variasjonen
skyldes bide genetiske ulikheter gjentakene imellom og miljefaktorer.
For eksemplet i Tab.B.4. er det rimelig & anta at det er genetiske
ulikheter som er den viktigste arsak til variasjonen, i andre tilfel-
le kan det vare milj@faktorer som virker sterkest. I Tab.B.7. er gjen-
gitt en fordelingsrekke for antall eksemplarer av sandlilje (Antheri-
cum Iiliago) funnet innen ruter pd 0,25 n? P4 et felt. I dette til~
felle er det rimelig &4 anta at det er miljefaktorer (jordsmonn, tem-
peratur, nedber) og kanskje ogsd konkurranse fra andre arter som

har vert avgjerende for variasjonen



Tabell B.7.

Z

:8
31
27
13

8
1
2

n = 100

VU2 N = O M

o]

Tar vi for oss eksempler fra gkonomien, er det ogsé der lett &
forstéd at det i regelen er mange &rsaker til variasjonen. Til eksem-—
pel er nettoinntekten pd gardsbruk betinget av en rekke forskjellige

faktorer som brukssterrelsen, beliggenhet og driftsmiten.

B.8, Sampel og univers.

I avenitt A.3. har vi forklart at det samplet av gjentak vi har
skaffet oss 1 et bestemt tilfelle, md oppfattes som en representant
for et univers. I regelen er dette universet & oppfatte som en ab-
straksjon.

Tenker vi oss s& at den random variable x er observert i hvert
gjentak i universet, vil vi ogsd& for disse observasjonene kunne ope-
rere med et gjennomsnitt. BEr universet abstrakt, kan vi naturligvis
ikke skaffe oss alle disse observasjonene og da heller ikke beregne
glennomsnittet. Vi kan bare forestille oss den operasjonen vi métte
utfere, vi kan ikke realisere den.

Vi skal senere se hvordan vi skal definere det gjennomsnittet
for x som gjelder for universet. Her m& vi neye oss med & si at det
er en sterrelse som er knyttet til universet og kalles forventningen
for x. Forventningen betegnes ofte med u eller med E(x). Gjennomsnit-
tet av observasjonene i samplet (altsd T) mé vi s& oppfatte som en

representant for E(x).
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P4 samme méte kan vi ogsd tenke oss en stgrrelse knyttet

til universet som svarer, kan vi si, til middelavviket s.
Denne stgrrelsen som vi ogsad skal definere senere, kalles
standardavviket og betegnes med o. I det fglgende vil vi ogsé
bruke betegnelsen var(x) i stedet for 02.*

La oss ta for oss kvadratsummen I(x- sz. Vi betegner.
estématoren av p,med Togsbetber "

S=2 (x5~ p)z
hvor 1 = 1,2,3, 400
Nar observasjonene (x;) er gitt, er S en funksjon av i, og
vi kan da ta for oss som oppgave & bestemme den verdi av ﬁ
som gjgr S til et minimum. Denne oppgaven kan vi lgse ved &
sette den deriverte av S m.h.p. ﬁ,lik null. Vi finner at

as _ ~ _ ~
5= D20 (1) = - 2 (xR

Settes den deriverte 1lik null, finner vi at
@,: %Z Xi = X
Gjennomsnittet (X) er derfor den verdi av p som gjgr S til et
minimum.
Den metoden vi har benyttet, gar under neavn av minste kva-

draters metode. Vi kommer senere til & bruke den ogsd i andre
tilfelle.

Slike stgrrelser som p eller E(x) og o som alts& er knyttet
til universet, kalles parametrer. I matematikken forstar en ved
en parameter en konstant 1 en matematisk funksjon, en konstant
sem vi kan gi en rekke verdier. I statistikken er det ngdvendig
&4 utvide begrepet noe, slik at vi med en parameter forstlr en
stgrrels knyttet til et

* Porskjellig betegnelse p& s og o er ikke alltid gjennomfgrt.
I engelsk litteratur er det alminnelig at bé&de s og o gar under
betegnelsen "standard deviation'.

** Det er vanlig & betegne parameteren og estimatoren med samme
bokstav. For & skille mellom dem settes tegnet ~(hatt) over
bokstaven nadr den brukes som betegnelse for estimatoren.



univers. Som vi skal se senere kan den da ogsd opptre som en konstant
1 en matematisk funksjon, men det behsver ikke npdvendigvis vere slik.

En av de aller viktigste oppgaver i empirisk forskning gir ut pd
4 finne tilnzrmede verdier av slike parametrer. Vi sier da at vi esti-
merer en parameter. Vi skal se senere at X kan brukes til estimering
av BE(x), og vi sier da at X er en estimator av E(x). Nir vi s i et
konkret tilfelle har beregnet verdien av X, har vi skaffet oss et
estimat av E(x).

Denne forskjell mellom estimetor og estimat er kanskje noe van-
skelig & oppfatte, men den er nedvendig. Vi kan si at estimatoren for-
teller oss hvordan vi skal g8 fram for 8 skaffe oss et estimat. Egti-
matoren er derfor oppskriften, mens estimatet er resultatet i et be-

stemt tilfelle,

o

A finne gode estimatorer, og dermed gode estimater, har vist seg
& vere en vanskelig oppgave. Flere prinsipper eller metoder er i bruk,
blant disse minste kvadraters metode., Som vi har sett foran, ferer
denne metoden til X som estimator av E(x). Men dette betyr ikke uten

videre at X er en god estimater.

B.9. Samvariasjon og regresijon. .7 4L o 52

Undersgkelser over samvariasjon mellom flere random variable er
en meget viktig del av empirisk forskning. I en undersekelse i gran-
skog kan en s@ledes vere interessert i heyden, diameteren, alderen
osv. samtidig. Og en vil da ha abservasjoner av flere random variable
for hvert gjentak. I Tab.B.8. er gjengitt observasjonene av arring-
bredde (Xi) og prosent kvist (XO) for et sampel pd n = 15 grantrar.

Det kan vere mange grunner til at en observerer flere random vari-



able samtidig. En av grunnene er at en er interessert i om det finnes
en eller annen sammenheng, dvs, om det kan pdvises at f.eks., en av

dem til en viss grad varierer i takt med en eller flere av de andre.

Tabell B.8.

By
:><
b

Xj

o 0
2.3 0.19 3.9 0.74
5,0 0.26 3.6 0,69
2.2 0.18 3.6 0.60
2.9 0.53% 3.5 0.67
3.5 0.44 4.6 0.96
3.4 0.45 5.6 1.05
5.9 0,71 5.1 0.88
4,1 0.79

Sum 55,2 9.14

Vi ser av Tab.B.8. at det synes & vare en viss sammenheng mel-
lom de to random variable slik at de ikke varierer helt fritt av hver-
andre. Vi ser nemlig at store Xo—verdier forekommer fortrinnsvis sam-
men med store X1—verdier 0g smi xo—verdier fortrinnsvis sammen med
smé xq-verdier. Det ser m.a.o. ut til at trer med stor drringbredde
gjennomgéende har sterre kvistmengde enn trsr med liten &rringbredde.
N& er jo samplet i dette tilfelle meget lite, bare n=15 trzr er tatt
med 1 undersgkelsen, Derfor kan den samvariasjon vi synes & kunne
konstatere, tenkes & forsvinne dersom samplets sterrelse blir okt.

Og det er slett ikke sikkert at denne samvariasjonen eksisterer i det
universet som samplet representerer i egenskap av et random sampel.
Men hvis den regel vi finner for samplet, ogsd gjielder for universet,
sier vi at det er korrelasjon mellom to random variable. For eksemplet
i Tab.B.8. vil det da bety positiv korrelasjon.

I andre tilfelle kan regelen vare at store XO—Verdier Tortrinng-
vis forekommer sammen med smd x,-verdier og sma Xo—verdier fortrinns-
vis sammen med store X?—Verdier. Hvis denne regelen gjelder for univer-
set, sier vi at det er negativ korrelasjon mellom de to random vari-

able.



For & skaffe oss bedre oversikt kan vi fremstille observas jonene
i et rettvinklet koordinatsystem. Til hvert observasjonspar, eller
hvert gjentak, svarer et punkt som til abscisse har den observerte

verdl av x, og til ordinat den observerte verdi av X, Til n observa-

1
sjonspar eller gjentak svarer altsf n punkter, det vi kan kalle en
punktsverm. I Figur B.2, er inntegnet de n=15 punktene for eksemplet
i Tab,B.8. Vi ser at den regelen vi kunne lese ut av tabellen, kommer

tydelig fram i diagrammet.
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Figur B.Z2.

I figuren er det ogsé trukket epp en rett linje som skjsrer gjen-
nom punktsvermen. Hvordan denne er bestemt skal vi komme inn pé

senere,



Vi har allerede nevnt (avsnitt B.7.) at variasjonen i observa-
sjonene av en random variabel og variasjonen i den random variable
selv 1 regelen skyldes en rekke forskjellige &rsaker. To eller flere
random variabler vil derfor i mange tilfelle veare avhengig av arsaker
som 1 sterre eller mindre grad er felles for dem. La oss til eksempel
tenke oss at X, er lengden av heoyre og X lengden av venstre 1l&rben
hos voksne menn. Det er vel da innlysende at de to random variable
md vere pavirket av et antall &rsaker som virker noenlunde 1likt pa de
to larbens vekst. Det er genetiske &rsaker og det er ernsringsfor-
holdene under oppveksten. En vil da ogsd finne at lengden av heyre
og lengden av venstre lirben hos voksne menn er positivt korrelerte.
Punktdiagrammet for et sampel vil vise punkter som ligger ganske tett
samlet omkring en rett linje.

Korrelasjon mellom to random variabler kan imidlertid ogsd& bero
pd =t den ene variable er en av de &rsaker som er bestemmende for
den andre. I de fleste tilfelle kommer en imidlertid ikke lenger enn
til en plvisning av at det er samvariasjon, mens oppklaringen av de
drsaksforhold som betinger samvariasjonen ma oppgis. Dette er kanskje
mzst alminnelig innen biologien hvor &rsaksforholdene er serlig kom-
pliserte. Men selv om en mé& stoppe opp med dette, er padvisning av
samvariasjon av meget stor interesse.

Har vi n& for hvert gjentak observasjoner av to random variabler,
er det nedvendig - som ndr det gjelder en random variabel - & skaf-
fe seg noen fa karakteristikker. Betegner vi observasjonene med Xoi
08 *q4 (i=1.2.3...n), har vi forst de to gjennomsnittene io og il.
Pegsuten har vi de to middelavvik S, 08 Sy. T tillegg vil vi nd tenke
oss at vi legger en kurve gjennom punktsvermen slik at punktene som

representerer observasjonsparene (xoi,xli) fordeler seg noenlunde
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jevnt omkring den. Denne kurven som i det enkleste tilfelle
er en rett.linje slik som vist i Fig. B.2, vil vi s& oppfatte
som en representant for en funksjon av Xye

Spgrsmalet om hva denne funksjonen stir for, m& vi utsette
til senere. Det samme gjelder spgrsmalet om hvilken form fcr
funksjonen vi bgr velge. Tenker vi oss her at vi av en aller
annen grunn kan g& ut fra at funksjonen er linesr, kan vi

skrive den slik

P(X1) = Bo+ B01 X1

Den dobbelte fotskriften pa By 1 betyr at vi oppfatter X, som

avhengig variabel og x, som uavhengig variabel el., forklarings-

1
variabel.

Ved hjelp av funksjonen kan vi lage en modell for XO.Denne
modellen blir :

X . = r(x

ol )+ei:Bo+Bc-‘I J(‘Ii'kei

11

dvs. at XO er en sum av en linegr funksjon av x, og en random

1
variabel e. Og vi ser da at ey stadr for variasjonen omkring

den rette linjen.

Funks jonen r(x1) gar under navn av regresjonsfunksjonen,
dvs. her regresjonsfunksjonen for X, mehape. Xye Vi skal senere
komme inn pé& hva den stlr for og hva den brukes til. Her mi
vi ngye oss med & si at den gir den verdien av X5 vi venter
4 finmme for en valt verdi av Xye En presis beregning av X,
for en valt verdi av x, er imidlertid@ ikke mulig. Pa grunn
av e; vil vi matte finne oss i en feil som er desto stgrre
jo stgrre variasjonen i ey er. Dessuten kjenner vi jo i
regelen heller ikke verdiene av konstantene eller parametrene

Bo og 501 og m& derfor i praksis bruke estimater av dem.

Den metoden en har slatt inn p& for estimering av konstan-
tene er ogsé& her minste kvadraters metode. Betegnes estima-

torene med %o og Eo1’ skal en estimere parametrene slik at

"o 2
§ = Alxgy = By = Byy Xpy)



blir minst mulig.
For & forenkle litt skal vi fere inn gjennomsnittet for xj.
Vi skriver da funksjonen slik
~ . A =
P(xq) =8, By (xy%))

og vi ser at sammenhengen mellom « P BO og Bo1 er

o
ao B Bo * 65121
Vi setter s&
5= Z[Xoi“ab~ E01(X11—E1)]2
Ved & sette de to partielle deriverte av S m.h.p. a, og 801

1ik null, d.v.s.
o8 __0oS -
o, 8501

finner vi at estimatorene av @, 08 601 er

0

o, =X N
=X )

oi o
-%,)°

1174

Den siste (EO1) betegnes oftest med b

Q -
. 2(xq57%4) (x

o1 I(x

1 -

I formelen for estimatoren bol har vi i nevneren den vanlige kva-

dratsummen for X,s 0g denne summen beregnes da som vist i avsnitt

B.5, Telleren som kalles kovarianssummen, er summen av produktene av

observasjonenes avvik fra glennomsnittene. I praksis beregnes den

slik:



For eksemplet i1 Tab.B.8., (Fig.B.2.) finner vi feolgende summer

+ Zx1i = 55’2 ZXOi = 9’1)4-
x,% = 215,28 £x 2 = 6,572y
Zx1ixoi = 36,887

Den estimerte regresjonsfunksjonen* blir da
ﬁ(x1): 0,6093 + 0,2678 (x;-3,68)
= 0,2678 X, - 0,3762
Det er denne funksjonen som er gjengitt grafisk i Fig.B.2.
De to gjennomsrlittenes de to middelavvik og regresjonsfunksjonen
f(x1)gir sammen en ganske god total karakteristikk av observasjonene.
Men det er noe Vikfig som mangler. I to tilfelle kan disse karakteri-
stikkene vere noenlunde de samme. Samtidig kan imidlertid de punktene
sem representerer observasjonene (se Fig.B.3.) i det ene tilfelle
ligge tett inn til funksjonen, i det andre tilfelle mere spredt. I
tillegg til de karakteristikkene vi har nevnt, har vi derfor bruk
for en sterrelse som sier noe om hvor stor spredningen omkring regre-
sjonsfunksjonen er. Den sterrelsen som brukes til dette, géq under
navn av korrelasjonskoeffisienten.
La oss tenke oss at vi mller avstanden mellom hvert punkt i
punktdiagrammet og den linjen (regresjonslinjen) som er det grafiske
bilde av §(X1)° Avstandene vil vi da m8le i en retning som er lodd-

rett pd Xq~-aksen., Vi skal betegne disse avstandene med d;, og har at

* Tegnet ~ (hatt) over r betyr her at det er en estimert funksjon vi
har med & gjere. Denne mdten & betegne en estimator pd, kunne ha
veart gienpomfert for alle estimatorer. Sgm betegnelse pd estima-
toren av U = BE(x) kunne vi brukt f.eks. t . Men betegnelsen X som
vi bruker som estimator i dette tilfelle, er s& innarbeidet nd at
det ville skaffe leseren vansker om en bryter med denne betegnelses-
méten., Dette gjelder ogsd mange andre estimatorer.
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@3 = (Bg37%) = Doy (xyy=%y)

Siden Z(xoiQEO) = Z(x41—21) = 0, er ogsd 24; = 0 og d = o,
Summer Zdiz er derfor en kvadratsum av samme karakter som den som
brukes til beregning av middelavviket for observasjonene av en random
variabel. Denne summem er naturligvis en sum av positive tall som kan
vere lik null, og derfor er 2 di2 2 o.

For denne summen finner vi s& at

2, - Z[(xg17%) = 4 (x45-%) 12
oi'&o)%’ b0§2(x11—§1)2-2’001Z(X1i-§1) (%517%,)
Siden Z(x1i—§1)(x  ~X

finner vi at

og vi ser at

Likhet mellom disse to kvadratsummene vil inntreffe nir bol = 0,

dvs. nar regresjonslinjen er parallell med Xl-aksen.
Verdien av Zdig/Z(xoi-io)2 md derfor ligge mellem O og 1.

Det samme m& vare tilfelle med storrelsen

2 _ 2 - 2
roy =1- Z'.di /Z(xoi XO)
Vi ser ab r° = O nir b,y = 0, dvs. ndr regresjonslinjen er parallell
med xl~aksen. Og vi ser at r2 = 1 nir Zdi2: 0 s dvs. nidr alle punk-

tene 1 punktsvermen ligger pé& regresjonslinjen eller, ndr det ikke

finnes noen spredning av dem omkring regresjonslinjen. |
|
Det kan derfor vere naturlig & bruke T,y som uttrykk for styr-

. o 2
ken av samvariasjonen mellom x_ og X;. Vi ser at nir z d,” =
- 2
Z(xoi—x )

o som svarer til at X, varierer fritt og uavhengig av



Xy, er ry =0, Er Zd12= 0 o+ Sem svarer til at X, er helt bundet
t11 xq, er ro,y = 1. Lar vi s& r,1 he samme fortegn som by Vil T 4
ogsé vise om samvariasjonen er positiv eller negativ. Det er denne
r som har f&+tt betegnelsen korrelasjonskoeffisienten.

En m& legge merke til, og ikke glemme det ndr en i et aktuelt
tilfelle gnsker & 5ruke r som uttrykk for styrken av samvar;asjonen,
at det er forutsatt at regresjonsfunksjonen er linesr. Den er ikke
tilfredsstillende uttrykk for graden eller styrken av samvariasjonen
i tilfelle hvor regresjonen ikke er linesmr. Vi skal imidlertid senere
vise at vi etter samme prinsipp kan danne en annen sterrelse som kan
brukes i slike tilfelle.

Vi ber ogsd legge merke til at p& samme mdte som X er en estima-—
tor av E(x) 0g bol en -estimator av 501 er T, en estimator av den
korrelasjonskoeffisienten vi ville ha funnet dersom samplet av gjen-
tak hadde omfattet hele universet. Bruker vi betegnelsen Poq pa den
siste koeffisienten, er derfor T 4 oppfatte som en estimator av

Po1. Hva dette betyr for bruken av T, skal vi komme tilbéke til.

Korrelasjonskoeffisienten er en meget brukt sterrelse. I littera-
turen finner vi derfor forskjellige uttrykk for den. Hvis vi i form-
elen for ro% setter inn formelen for di2 og for bol’ vil vi lett

kunne utlede at _ -
2(x45-%4) (%54-%,)

= z -
o1 J Z(x1i—x1) Z(xoi-x

r
)
o)

Dette er det vanligste uttrykket for Ty Ved & bruke denne formelen

vil en finne at

51

r =D -
ol ol Sq ‘

I praksis er det naturligvis likegyldig hvilken av disse formlene

en benytter seg av.
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Vi har foran brukt X7 som betegnelse pé den variabel vi oppfatter
som den uavhengig variable., Hvilken dette er m& det vere tatt stand-
punkt til fer en gér 1 gang med beregningene, det er noe som ber
vere med 1 planen for den undersgkelsen det gjelder. Vi kan imidler-
tid bytte om rollene og betrakte den andre, dvs. etter v&rt opplegg
Xy SOMm den vavhengig variable i regresjonsfunksjonen. Vi vil da ha
en regresjonsfunksjon for Xy m.h.p. X, som i det linesre tilfelle
skrives slik

r(xo) = B1 * B10 *o

Lstimatoren av}&kjbetegnes med blo og uttrykket for den fér vi ved
1 uttrykket for b, & bytte om fotskriftene O og 1. Vi vil da finne
at Ty, = Tqp =T, 08 at

o

o = bla EE

dvs., at

2
TalFio =¥ = bol‘blo

eller at r=1 \fbo1b1o

De to regresjonskoeffisientene bol og blo har samme fortegn, nemlig
samme fortegn som summen E(x1i—§1)(xoi~§0) . Korrelasjonskoeffisi-

enten har ogsd samme fortegn som denne summen, altsd samme Tortegn

som de to regresjonskoeffisientene. Til positiv korrelasjons eller

samvariasjon svarer m.a.o0. en positiv korrelasjonskoeffisient, til

negativ samvariasjon en negativ korrelasjonskoeffisient.

B.10. Forelgpig om estimat og informasjon.

Til en forelepig orientering skal vi nd ta for oss spersmilet
om hvilken informasjon estimatet av en parameter kan gi oss om para-

meteren, f.eks. hva gjennomsnittet ¥ kan fortelle oss om forvent-



ningen E(x). Vi vil da tenke oss at vi har et sampel p&d n gjentak

0g n observasjoner av den random variable x, Beregner vi s& gjennom-
snittet, dvs. at vi finner verdien av estimatoren X, har vi skaffet

oss et estimat av E(x). Vi har nevnt foran at denne verdien m& opp-

fattes som en tilnmrmet riktig verdi av E(x). Men spersmilet er hva

som ligger i dette at estimatet gir en tilnsrmet riktig verdi.

Vi skal senere forklare hvordan en, nadr en har verdien av gjien—
nomsnittet eg verdien av middelavviket (s), kan avgrense et tallom-
réde eller intervall omkring X og s& med god grunn pastid at dette
intervallet inneholder verdien av E(x). For eksemplet i Tab.B.1.
har vi at X = 20,14 og s = 3,09, og ved hjelp av disse tallene kan
vi da finne at grensene for intervallet er 18,96 eg 21,%2. Vi har
altsé her et intervall med en bredde pd 21,32-18,96 = 2,36. For
eksemplet i avsnitt A.4. har vi bare n 3 observasjoner (de tre
24,69 og s = 3,79. Og vi
vil da finne at intervallet strekker seg fra 15,25 til 34,09. Inter-

differensene) og for disse har vi at ¥

I

vallet har derfor en bredde pa 183?4.

Dette intervallet kalles et kofidensintervall og grensene for
det k;}idensgrensene» Vi skal senere forklare hvordan vi kan beregne
disse grensene og hvorfor vi kan si at vi har god grunn til & pistd
at intervallet inneholder verdien av E(x).

Tar vi for oss igjen eksemplet fra avesnitt A.4., ser vi at kon-
fidensintervallet har en betydelig bredde (18,84). Dette betyr
naturligvis at den informasjon vi har om E(x) er lite tilfredsstil-
lende. At den er lite tilfredsstillende vil vi lett kunne innse ved
4 tenke oss at vi skal bruke informasjonen til et eller annet,

T.eks. som grunnlag for en gkonomisk kalkulasjon. Vi skal vise se-

nere at bredden av kenfidensintervallet for E(x) er omvendt propor-



sjonal med kvadratroten av antall gjentak (n). Dette betyr naturlig-
vis at sterrelsen av samplet har meget & si. At informasjonen om
E(x) i vArt eksempel er s& utilfredsstillende kommer rimeligvis av
at samplet ikke inneholder mer enn n = 3 gjentak,

Pa tilsvarende mdte kan vi beregne konfidensgrenser ogsd for
slike parametrer som O og 301 - Tar vi for oss 94 for Xq i eksemp~
let i1 Tab.B.8., hvor n = 15, har vi at 8y = 0,93 og vi vil da finne
at ké%idensgrensene for Oy er 0,69 og 1,47. For samme eksempel er

konfidensgrensene for regresjonskoeffisienten 801 1lik 0,21 og 0,33,



C. Sannsynlighetsregning. v

C.1. Matematisk sannsynlighet,

I de foreglende avsnitt har vi beskrevet noen metoder vi har
bruk for ndr vi skal ordne mg gi en kert karakteristikk av vare
observasjoner, Ved hjelp av disse metodene kan vi skaffe oss kunn-
skap om det sampel av gjentak vi har hentet observasjonene fra.

Vi har imidlertid ogsd forklart at samplet m& oppfattes som en
representant for et univers av gjentak og at det er universet vi
pnsker 8 vite noe om. Viten eller kunnskap om dette universet skaf-
fer vi oss s8 ved & generalisere. Vi induserer. Som vi nd etter
hvert skal f& se, har vi da bruk for sannsynlighetsregning.

Sannsynlighetsregningen bygger pd begrepet matematisk sann-
synlighet, og dette har igjen sammenheng med begrepet univers el—‘
ler populasjon. Na&r vi derfor nd skal preve & introdusere begrepet
matematisk sannsynlighet, er det enklest & begynne med universet.

I avsnitt A.3. nevnte vi at et univers bestlr av gjentak, et
abstrakt univers av et ubegrenset antall gjentak. La oss nd ta
for oss et eksperiment av den enklest tenkelige sort, f.eks. et
som g&r ut pd at vi gjer et kast med en vanlig terning. Bt enkelt
kast .. er da & eppfatte som et gjentak. Mange har Vansker med &
godta at en bruker betegnelsen gjentak pd et enkelt kast fordi,
sier de, betegnelsen kan ikke vare riktig med'mindre det er minst
to kast, slik at kast nr.2 er et gjentak av kast nr.1. Nir vi like-
vel sier at et enkelt kast er et gjentak, s8 er det i den forstand
at det er ett av en mengde kast.

B&de i dette enkle eksemplet og ellers ndr det gjelder eksperi-
menter, er gjentaket en handling, dvs. noe vi feretar oss. Det md

bare feyes til at det er noe vi foretar oss etter en bestemt opp-



skrift eller beskrivelse. Vi kan f.eks. oppfatte det & lage rig-
grynasgret som et ekaperimept. Dette ar jo en handling utfert etter
en bestemt oppskrift. Slar vi opp 1 en kokebok, vil vi finne to
oppskrifter: risgrynsgret av vann 0g risgrynsgret av melk. Grot

av vann og gret av melk er ikke gjentak 1 samme univera fordi opp-
gkriften ikke er den samme., Fop ikke & havne i retet tankegang mi
vi holde strengt fast P& det krav at for at to ekgperimenter skal
vare glentak 1 samm- univers, er det nedvendig at oppskriften eller
beskrivelsen er den samme og at den blir fulgt.

La oss nf fremdeles tenke osg at gjentaket er ¢t kast med en
verning. Ser vi bort fra de muligheter &t terningen kan bli sti~
ende pd eﬁ kant eller et hjerne, er det seks mulige utfall. Vi kan
ogsd si at gjentaket har geks mulige og alternatf&e kjennetegn.

E = "seks" er et av disse. Gjentar vi sd kastet n ganger, f.eks.
= 25 ganger, vet vi antallet av gientak med kjennetegn B. Dette
sntallet vil vi betegne med z. Det relative antall gjentak med
E er de z/n. |
I praksies er det naturligvis en grense for hvor mange gjentak

vi kan skaffe oss. Men det er ikke vanskelig & forestille seg &t en

mengde blir sterre og stexre, Kan vi forestille oss en mengdes gaen~
tak pa f,eks, 100, er det ikke serlig vanskelig & forestille seg

o]

°n mengde pa 1000, ti tusen, hundre tusen o,s.v,

I dette universet vil noen av gjentakene ha kjennetegnet E,
f.eks, E = "geks", Med sannsynligheten (P) for E forstdr vi den
relative frekvens for E i universet. Sannsynligheten har derfor
en verdi mellem O og 1, grensene regnet med. Er E et kjennetegn
som er felles for alle glentak, dvs. at det nedvendigvis md inn-
treife 1 et gjentak, md det ha sannsynligheten P = 1. Er det et
kiennetegn som ingen av gjentakene kan ha, dve. at det umilig kan



inntreffe i et gjentak, m8 det ha sannsynligheten P = 0. I et
sampel p& f.eks. n = 100 gjentak, vil et antall (z) gjentak ha E
til kjennetegn. Verdien av z er da naturligvis 0, 1, 2, ......n.
Den relative frekvens z/n er estimatoren av sannsynligheten P.

At z = O betyr derfor ikke at P = 0, og at z = n betyr ikke at

P =1, Br derimot P =1, md z vere 1ik O, og er P =1 md z = n.

I noen tilfelle som vi skal komme inn pd senere, er univer-
set en konkret mengde gjentak. I en viss sammenheng bestdr univer-
set av f.eks. de gardsbruk (eventuelt de som har mer enn 5 dekar
dyrket jord) som finnes i Akershus fylke. Men i regelen er univer-
set en abstraksjon, og det blir da som oftest oppfattet som ube-
grenset.

Det at en betrakter universet som ubegrenset, m& imidlertid
antas til en viss grad & vare diktert av bekvemmelighetshensyn.
Det er ikke vanskelig & forestille seg antall terningkast okt over
alle grenser, men i andre $ilfelle kan nok mengden av mulige gjen-
tak vere begrenset. En kan imidlertid ogsd da g& ut fra at antal-
let er meget stort, eg det er av liten betydning om det er milli-
oner eller hundre millioner det er tale om. Det som har betydning
for utviklingen av sannsynlighetsregningen og bruken av den, er
at universet emfatter et s4 stort antall gjentak at det ikke blir
merkbart forandret av at det blir redusert med et sampel av vanlig
sterrelse.

Vi har sagt foran at E er et kjennetegn som noen av gjentak-
ene 1 et univers har, uten 84 si noe om hva det er for univers vi
tenker pad. Det er imidlertid klart at det samme kjennetegnet kan
vere kjennetegn pd gjentak i forskjellige universer. Kjennetegnet
E = "gutt" er jo et kjennetegn som nocen av gjentak-ne i universet

av nyfedte barn har. Men det er ogsd et kjennetegn som noen av gjen-



takene 1 universet av 10 &r gamle barn har. Undersegkelser har vist
at sannsynligheten for E = "gutt" ikke er den samme i disse to
universene. Det er derfor ikke tilstrekkelig & oppgi et tall for
sannsynligheten for et kjennetegn. Vi m& alltid foye til hva for
univers det er tale om.

Universet kan defineres ved at en nevner opp kjennetegn som
er felles for gjentakene. Med universet av nyfedte barn mé vi der-
for, hvis ikke noe annet er sagt, forstd et som er representert ved
alle nyfedte barn i verden. Fgyer vi til at foreldrene er norske
statsborgere, far vi et annet univers. Andre eksempler pd ulike
universer er: '"morsk statsborger, alder 50 &r", "mannlig norsk
statsborger, alder 50 &r" og "mannlig norsk statsborger, alder
50 &r, murer". Vi md naturligvis ogsd vere oppmerksom pd at gjen-
takene 1 f.eks. universet definert ved "mannlig norsk statsborger,
alder 50 ar" som oftest ikke bestdr bare av de mannlige norske
statsborgere, alder 50 4r, som lever pd et bestemt tidspunkt. Dis-
se er bare et sampel fra det universet vi tenker pa

Det er kanskje lettest & innse hvor viktig det er at vi har
klart for oss hva for univers det er tale em og at det er tilstrek-
keligngye definert, nér vi tenker oss at vi skal estimere sann-
synligheten for et kjennetegn. @nsker vi f.eks. & estimere sann-
synligheten for E = "gutt" i universet av nyfedte barn hvis for-
eldre er norske statsborgere, vil vi ikke i samplet ta med nyfedte
barn hvis foreldre er indonesiske statsborgere. Og gnsker vi &
estimere dedssannsynligheten i universet av "50-&rige mannlige
norske statsborgere med murer som yrkestittel", vil vi i samplet
ikke ta med kvinner, ikke britiske statsborgere og ikke snekkere.

Definisjonen av universet tillater nemlig ikke de%.



Estimeringen av sannéynligheten for et kjennetegn forutset-
ter imidlertid ikke bare at universet er klart nok definert, slik
at en kan vite hva slags gjentak en skal ta med i samplet. Esti-
meringen forutsetter ogsd at samplet er et random sampel eller kan
brukes som et random sampel. Spersmdlet blir da hva vi skal forsté
med et random sampel.

Vi har vert inne pd dette speorsmllet i avenitt A.3. og for-
klarte da at gjentakene 1 et random sampel md vare valt ved hjelp
av en eller annen teknikk for loddtrekning. Men vi m& nd komme noe
ngrmere inn pd saken.

La css ferst tenke oss at universet bestdr av et endelig an--
tall gjentak og at antallet er s8 lite at vi i praksis kan sette
merkelapp pd hvert gjentak, merkelapp med f.eks. nummer. Hvis vi
da under uttaking av et sampel p4d n gjentak bruker et apparat for
loddtrekning som er slik konstruert at alle gjentak i universet
stilles 1ikt, vil samplet bli et random sampel. Etter at vi nd har
innfert begrepet matematisk sannsynlighet, kan vi si at vi med &
stille alle gjentak 1likt mener at sannsynligheten for et bestemt
gjentak & komme med i samplet skal vare den samme for alle gjentak,
Bestdr universet av N gjentak, nummerert fra 1 +il N, skal sannsyn-
ligheten for at f.eks. gjentak nr.25 skal komme med i samplet vere
lik 1/N.

Br antall gjentak i universet meget stert, er det f.eks. et
ubegrenset antall gjentak, kan vi bare ferestille oss at en slik
teknikk blir benyttet. Den skisserte fremgangsmdten forteller css
da hva vi skal forstd med et random sampel. Det er bare i de f&
tilfelle hvor gjentakene i universet er kjent eller registrert og

antallet er beskjedent, slik at vi kan sette merkelapp pd hvert



gjentak, at vi kan skaffe oss et random sampel ved loddtrekning.
Fremgangsmdten kan brukes til & ta ut random sampler for de sfkalin
representative jordbrukstellingene fordi universet da bestédr av
T.eks. alle gardsbrukene i Akershus,

All bruk av sannsynlighetsregningen og statistisk metodikk
forutsetter som vi skal se, at det eller de sampler av gjentak vi
gjer bruk av er random sampler. Hvis da gjentakene ikke kan tas ut
ved hjelp av en eller annen random prosess, blir vi stilt overfor
sporsmdlet om hva vi s& skal forstd med universet. De nyfedte barn,
fodt 1 1970, hvis foreldre er norske statsborgere, er naturligvis
ogséd et sampel som representerer et abstrakt univers. Men hva skal
vi s& Torstd med universet? Det kan ikke vere noe ennet enn det
universet som samplet representerer i egenskap av et random sampel.
Vi er m.a.o. ngdt til, kan vi si, & operere med et univers som er
en ren tankekonstruksjon og s & betrakte det samplet vi har, som
et random sampel tatt fra dette universet. Dette er imidlertid og-
s4 tilstrekkelig. Ved hjelp av samplet av nyfedte barn, fedt i
1970, hvis foreldre er norske statsborgere, kan vi estimere sann-
synligheten for f.eks. E = "bld gyne". Estimatoren er det relative
antall bldgyde barn i samplet. Har vi da samtidig et sampel av ny-
fedte barn, fedt i 1970, hvis foreldre er italienske statsborgere,
kan vi pd samme mdte forestille oss et annet univers som altsd er
det universet dette samplet representerer i egenskap av et random
sampel. Vi kan sd pd samme midte estimere sannsynligheten for
E = "bld gyne" i dette universet. Og et av vAre problemer blir &
undersegke om det kan sies at sannsynligheten for E er forskjellig

1 disse to universene.



C.2., Deluniverser eller subuniverser,

Som vi n& har sett, er sannsynligheten for et kjennetegn knyt-
tet til et bestemt univers. La oss betegne det med U. Gjentakene
i dette universet har visse felles kjennetegn, og det er da disse
som gir oss beskrivelsen av universet. For at dette skal komme med
i den betegnelsen vi bruker, skal vi for sannsynligheten for E i
universet U bruke symbolet P(E;TU).

Et univers kan allitid deles opp i mindre omfattende universer,
deluniverser eller subuniverser, ved hjelp av kjennetegn som ikke
er felles for alle gjentak i universet. Universet av nyfedte barn,
fedt 1 1970, hvis foreldre er norske statsbergere, kan f.eks. deles
1 to universer ved hjelp av kjennetegnene "jente' og "gutt". Setter
vi E1 = "jente" gg;ggt er bare ett alternativ til dette, kan vi
sette "gutt" = ik:ke—E1 eller kort ikE,. Betegner vi s8 det uoppdel-
te universet med U, kan vi betegne de to deluniversene med Uk, og
UiEqu Sett at vi s& er interesserte i sannsynligheten for E2 =
"pld eyne". Vi har da tre sannsynligheter for By, nemlig sannsyn-
ligheten 1 det uoppdelte univers eog sannsynligheten i hvert av de
to deluniversene, altsi sennsynlighetene P(EQ;U)9 P(EQ;UEq) og
P(E2;U1E1)n De to siste er det en kaller betingede sannsynligheter.
P(EZ;UE1) er sannsynligheten for E, betinget av E,. Dette er altsé
det samme som sannsynligheten for E2 1 det delunivers hvor alle
gjentak har kjennetegnet E1.

Hvis det ikke betyr nee for sannsynligheten for E2 em gjen-
takene har E, eller iE,, dvs. hvis P(EZ;UE1) = P(EQ;U1E1), sier
vi at de to kjennetegnene E1 0g E2 opptrer vavhengig av hverandre
eller at de er uavhengige kjennetegn. Vi skal se senere at det kan
ha stor interesse & underseke om to kjennetegn er avhengige av hver-

andre. PForelepig skal vi ta for oss et eksempel hvor antall gjen-



tak (n) er sd stert at det relative antall gjentak med et kjenne-
tegn er en ﬁoksé ngr riktig verdi for sannsynligheten for kjenne-
tegnet.

Ved en bestemt krysning av bananfluer finner en hes avkommet
ET = "normale begrster" og E2 ="'normale gyne"., De to alternative
kjennetegn er iE1 = "reduserte borster" 0g iE2 = "reduserte gyne'".
Ved en bestemt krysning forstdr vi en krysning mellom en hun og en
han som har nzrmere spesifiserte kjennetegn, og ved et gjentak for-
stdr vi et avkom.

I et krysningsforsek fikk en n = 2835 avkom og blant disse
Tfant en

1705 med By og B, (normale berster og normale gyne )

506 med E, og iBE (normale berster og reduserte syne)
489 med :LEJI eg E (reduserte berster og normale gyne )

135 med 1By g iE (reduserte berster og reduserte gyne )

AR AC EEEEE AN B S

Betegnes estimatoren av en sannsynlighet P med P finner vi at

~ _ 17@5 _
P(Eg;UEy) = 7785 5 586 = 0,772

i

B(E,;UiE,) _ 489 |
2 1= Tge + 135 = 0,784

Vi ser at det er liten ferskjell mellom de to estimatene, noe som
tyder pd at de to kjennetegn er uavhengige. Vi skal vise senere

at det iallfall ikke kan pivises at de er avhengige av hverandre,

C.3. Enten-eller setningen og bdde-og setningen.

La oss tenke oss at et gjentak kan ha ett av m alternative

kjennetegn E1, EQ, E3, ) Vi forutsetter altsd at disse kjen-

m.
netegn utelukker hverandre, dvs. at et gjentak ikke kan ha to el-

ler flere av dem. Vi vil ogs& forutsette at det ikke finnes andre



alternativer, slik at et glentak nedvendigvis m& ha ett av dem.

Gjentaket nyfedt barn kan ha ett av kjennetegnene E1 = "jente"

0g E2 = "gutt" og md ngdvendigvis ha ett av dem. Gjentaket "tvil-
ling" kan ha ett av kjennetegnene By = "2 jenter", B, ="2 gutter"
0g E5 = "2 barn av ulike kjenn" og m& ha ett av dem.

La oss tenke oss at det i et random sampel pd n gjentak er
zq gJjentak med E1, Z gjentak med E2, veee 0O Z gjentak med Em.
Forutsetter vi at det ikke finnes andre alternative kjennetegn

enn disse m og at de utelukker hverandre, er det klart at z24 t 2,

I

+ Zy + 4. + 2
3

lik enheten:

m = 0. Felgelig er summen av de relative frekvensene

Denne ligningen mi imidlertid gjelde ogsd em vi har med alle gjen-
takene 1 universet, men da md vi erstatte de relative frekvensene
med sannsynligheten for E1, EQ, ceeo Em, altsd med

P(ByU0), P(Ey;U), ... P(B,;U). Polgelig har vi at

P(ET;U) + P(E2;U) + ieee. + P(Em;U) =1

Forutsetningen er da at E1, E29 ...Em er kjennetegn som utelukker
hverandre og at det ikke finnes andre alternative kjennetegn.
Vi skal s8 videre tenke oss at g (g<m) av de m alternative

kjennetegn, f.eks. de g forste E1, EQ’ oo Eg’ kan innordnes under

en felles betegnelse E. Som,eksempler kan nevnes at By = "2 Jen-
ter" og E2 = "2 gutter" kan innordnes under kjennetegnet E = "2
barn av samme kjenn', og at E1 = "spar 2", E2 = "gpar 3" .....
E13 = "spar ess" kan innordnes under kjennetegnet I = "gpar".

Enten-eller setningen gdr da ut pd at sannsynligheten for E

er lik summen av sannsynlighetene for E.]9 E2, ool

o eller



P(EjU) = P(Eq3U) + P(BpsU) + .uu. + P(By; U)

Forutsetningen er som feor at kjennetegnene utelukker hverandre
i et gjentak i universet U.

Setningen fglger umiddelbart av at hvis det i et sampel pd n
gientak er Zy med E1$ %o med EZ’ ces 0Z Zg gjentak med Eg’ er
antall gjentak med E - som jo er enten E, eller E2, eller ....
eller Eg - vere lik z = z4 + Zo toae. o+ Zge Den relative frekvens

for E er derfor lik

-~ Z-1 + Z2 + L B + Zg _

n

blw?

Z
PR _ﬁ
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en ligning som ogsd md gjelde om vi har med alle gjentak i uni-

verset.
La oss anta at vi vet at sannsynligheten for B = "2 jenter"
og sannsynligheten for E2 = "2 gutter" i et univers av tvilling-

fedsler er 0,31 og 0,34. Da er sannsynligheten for E = "2 barn av
samme kjenn" lik P(EJU) = 0,31 + 0,34 = 0,65.

Kan vi innerdne g av m kjennetegn som utelukker hverandre
under kjennetegnet E, kan vi innordne resten av dem under kjenne-
tegnet ikke-E eller iE. Det folger da uten videre at

P(E;U) + P(iB,U) =1
Kjennetegnene E og iE kalles motsatte. Summen av sannsynligheten
for to motsatte kjennetegn er altsd lik enheten.

Kjennetegnene "2 barn av samme kjonn" og "2 barn av ulike

kjonn" er motsatte ved en tvillingfedsel. Fplgelig er
P(2 barn av ulike kjenn,U) = 1-P(2 barn av samme kjonn;U)

Er sannsynligheten for "2 barn av samme kjenn" 1lik 0,65, er sann-

synligheten for "2 barn av ulike kjegnn) 1lik 1-0,65 = 0,35.



La oss tenke oss at E1 0g E2 ikke utelukker hverandre, dvs.
at noen av gjentakene kan ha begge kjennetegn. Et barn kan ha
bdde kjennetegnet Ey = "gutt" og B, = "bld gyne". Har vi et sampel
P& n gjentak, kan vi dele det i to sampler slik at det ene omfat-
ter alle gjentak med Ej, det andre alle gjentak med iE,. Bade E,
0g E2 kan da naturligvis forekomme bare i det forste samplet, og
la oss si at antalliet av gjentak med E2 i dette samplet er zé.
Dette antallet er da antallet av gjentak i hele samplet som har
bade E1 0g E2, eller med en kort betegnelse, det sammensatte kjen-
netegn E1E2. Det relative antall gjentak med dette sammensatte

kjennetegn er da zé/he Sett n& at det forste delsamplet hvor alle

gjentak har E19 bestédr av z, gientak. Da har vi at

Her er da 21/h det relative antall gjentak i hele samplet som
har kjennetegnet Ej. Og 25/21 er det relative antall gjentak i
delsamplet pa z, gjentak som har kjennetegnet E,. Disse to rela-

tive antall er estimatorer av sannsynlighetene P(E4;U) og P(EQ;UE1),

Denne operasjonen som gdr ut pa deling av samplet i to del-
sampler, kan vi lett tenke oss gjennomfort ogsd om samplet omfat-
ter hele universet. Resultatet er et delunivers hvor alle gjentak
har Ej 0g et annet delunivers hvor alle gjentak har iE1. Og vi
vil da komme fram til samme resultat, men nd scm uttrykk for sann-
synligheten for det sammensatte kjennetegn E1E2. Vi vil finne at
sannsynligheten for bade Ey og B,, dvs. P(E1E2;U) er lik sannsyn-
ligheten for E1 i hele universet multiplisert med sannsynligheten

for E2 i det deluniverset hvor alle gjentak har E1, dvs. at

P(BEy;U) = P(Eq;U) . P(E,; UE,)



Er E1-og E, uavhengige kjennetegn, er P(E2;UE1) = P(Ez;U)
og derfor

P(E,]EQ ,'U) = P(E'l ;U) . P(E2 ;U)

Mntar vi f.eks., at E1 = "normale berster'" og E2 = "normale gyne"
i vart eksempel i avnsitt C.2. er uavhengige og at hvert har
sannsynligheten 0,75, er sannsynligheten et gjentak med begge
kjennetegn lik P(E1E2;U) = 0,752 = 0,5625. Som vi skal se senere,
stemmer dette ikke med de data vi har. Vi ser da ogsé& at estimatet
av denne sannsynligheten er 1705/2835 = 0,6014.
Bade-og setningen kan utvides til &4 omfatte flere enn to kjen-
netegn., For tre kjennetegn har vi at
P(E1E2E3;U) = P(E1;U) . P(EE;UE1) . P(EB;UETEg)
Her er P(EB;UE1E2) sannsynligheten for E3 1 deluniverset UE,E,,
dvs. sannsynliigheten for E3 i den del av universet U hvor alle
gjentak har bade E, og E,. P(ES;UE1E2) er ogsd sannsynligheten
for E3 betinget av E1 0g E2,
Exr E2 uavhengig av E1 0g E3 vavhengig av det sammensatte
kjennetegn E1E2, har vi at
P(E1E2E35U) = P(E1;U) . P(EQ;U) . P(EB;U)
dvs. at sannsynligheten for at et gjentak skal ha alle tre kjenne-
tegn er lik produktet av sannsynlighetene for hvert enkelt av dem.
Vi kan nd ogsd finne sannsynligheten for et kjennetegn
E = "enten E1 eller E2 eller bade E1 0g E2“, dvs. sannsynligheten
for i det minste ett av kjennetegnene E1 0g Eg. Hvig de to kjenne-
tegn ikke utelukker hverandre, er det i alt fire mulige sammen-
satte kjennetegn, nemlig
EyEs E11E2, iE1E2 0g iE?iE2

Disse fire sammensatte kjennetegn utelukker hverandre. Svaret pd



vart spersmdl blir derfor etter enten-eller setningen:
P(E;U) = P(EﬂEZ;U) + P(ETiEin) + P(iE1E2§U)
som kan vises &4 vere 1lik
P(EsU) = P(E1;U) + P(EZiU) - P(EjEin)

Hvis E1 0g E2 utelukker hverandre, kan de ikke forekomme sammen.
Da er naturligvis P(E1E25U) = 0, og P(E3;U) blir redusert til den

enkle enten-eller setningen.

C.4. Binomialfunksijonen.

La oss tenke oss at E er et felles kjennetegn for noen av
gjentakene i et univers U. For sannsynligheten for B skal vi bruke
betegnzisen P(E;U) = p, Sannsynligheten for det motsatte kjenne-—

tegn er da P(iE;U) 1-p = q.

It

Det vi er interesserte i er antall gjentak med E i et random
sampel pd& n gjentak. La oss betegne dette antall med z. Da er
n-z antall gjentak med iE. De verdier z kan ha er z = 0;1,2,... n,
og vi er interesserte 1 sannsynligheten far hver av disse verdier.
Forutsettes det at universet er.ubegrenset eller i hvert fall
s& stort at uttaket av et sampel ikke medferer noen merkbar for—
andring i det, kan en vise at sannsynligheten for z gjentak med

E og n-z gjentak med iE er

P, = (3) p” ¢"7® (z = 0,1,2,...n)
Her er

ny n;

(z) 7oz (n-z)!

hvor n! = 1.2.3....n, z! = 1.2.3...2 og (n-z)! = 1.2.3...(n-z).



La oss anta at sannsynligheten for E = "gutt" i et univers
av nyfedte barn er p = 0,52. Sannsynligheten for iE = "jente" er
da g = 1-p = 0,48, Da er sannsynligheten for z gutter og 4-z

jenter i et random sampel pa n = 4 lik

P = (£) 0,52% 0,48%"

I denne formelen kan vi nd sette z = 0,1,2,3 og 4 og regne ut og
finner da sannsynlighetene for O gutter, 1 gutt, 2 gutter, 3 gut-

ter og 4 gutter. Utregningen er vist i Tab.C.1.

Tabell C,1,

z () 0,527 0,48%% B

o 1 14,0000 0,0531 0,053

1 40,5200 0,1106  0,2300

> 60,2704 0,2304 00,3738

3 4 #1406 0.,4800  0,2700

4 1 0,07%1 1,0000 0,073
1,0000

Vi ser a%t ZPZ = 4, Dette md vere riktig for alle verdier av n
og p. Etter Newtons binomialformel er nemlig

Zp, = (1) p° "7 = (prg)”

og her er jo (p+g) = 1.

At summen er lik enheten stemmer ogs& med det vi gjennemgikk
i foregdende avsnitt. Vi kan nemlig sette E, = (2=0), B, = (z=1)
ceniBg o= (z=4). Vi ser at Ey...Bg utelukker hverandre og at det
ikke finnes andre alternative muligheter. Feglgelig mé summen av

sannsynlighetene for E1...E5 vere 1lik enheten.

Sannsynlighetene PZ kan ogsd beregnes ved hjelp av den sdkalte

differensligningen. Det kan lett utledes at

B p%n—z;
Pz+1 ~ g{z+ Pz



En kan da ferst beregne Py = q” og s& trinnvis P., P,...P, ved

hjelp av ligningen, slik som vist i Tab. C.2.

Tabell C.2,
z n-z z+1 pln-z) q(z+1) > 2;2 P,
0 4 1 2,08 0,48 4,333%3 0,05308
1 3 2 1,56 0,96 1,62500 0,23001
2 2 3 1,04 1,44 0,72222 0,37376
31 L 0,52 1,92 0,27083 0,26993
4 ] 5 0 2,40 0 0,07311

Vi ser av vart eksempel at de forskjellige verdier av z er
ulike sannsynlige, noe som kommer av at PZ er en funksjon av z.
I mange, eller kanskje de fleste, tilfelle er en ikke interessert
i 8 kjenne sannsynlighetene PZ fer alle verdier av z. En er bare
interessert i 4 bestemme den sannsynligste verdien av z og sann-
synligheten for denne. I vart eksempel er z = 2 den sannsynligste
verdien og sannsynligheten for denne er, som vi ser av Tab. C.1.,
lik 0,3738.

La oss betegne den sannsynligste verdien av z med a. Det kan
vises at P, som funksjon av z har bare ett maksimum, og gdr vi
her ut fra det, er det klart at P, mé& vere storre enn béde P

a-1
og Pa+1' Av den differenslikningen vi gjengav foran, fremgdr det

_ pén—a;
Pa+’l — gla+l Pa

Da det ogsd kan vises at

_ a
Pa—1 - pln-a+1) Pa

forer ulikhetene

at

Pa—? < Pa > Pa+1

_T;Ei___y <1 >p{n-a)
p{n-a+1 gla+

til



Losningen av disse to ulikhetene er

np-q4 <& <np+p
Differensen mellom de to grensene for a er

(np+p) - (np-q) = p+q = 1
Er (np-q) og (np+p) brudne tall, er det ett og bare ett tall mel-
lom dem som er et helt tall, Dette tallet er da den sannsynligste
verdi (a) av z. Det hender naturligvis at (np-q) og (np+p) er hele
tall. I s& fall er z = np-q og z = np+p like sannsynlige verdier
0g sannsynligere enn alle andre verdier av z.

I vArt eksempel er n = 4 og p = 0,52. Vi finner da at np-q =
1,6 og np+p = 2,6. Polgelig er a = 2. Sannsynligheten for denne
verdien av z finner vi da naturligvis ved innsetting av z = 2 1
formelen for PZ.

Er n et meget stort tall, blir beregningen av n!, a! og
(n-a)! meget arbeidskrevende. Det er utarbeidet en tabell over
log(r!) for alle hele tall fra r = 1 til r = 1000 som vi da kan
ta 1 bruk. Det er imidlertid oftest neyaktig nek & beregne en
tilnarmingsverdi for Pa. Tilnzrmingsformelen er

1
V2mpq
Er f.eks, n = 1000 og p = 0,25, finner vi at np-q = 249,25 eg

P =
a

np+p = 250,25, dvs. at den sannsynligste verdi av z er a = 250.

Sannsynligheten for denne vevrdien er da tilnsmrmet 1ik

P, ® ——— 1 = 0,029
V271000.0, 25,0, 75

Direkte beregnet finner vi at Pa = 0,0304.
Et interessant og kanskje ogsd nyttig grensetilfelle av
binomialfunksjonen fir vi ved & la n» ~ p~ 0 P& en slik mite

at np~m hvor m er et endelig tall. En finner da =zt binomial-~
lungs jonen gar over til folssonfuniksjonen som er



-m %
e m
P

-

Z-— Zz (Z20917299100m)

hvor e er grunntallet i det naturlige logoritmesystem, e = 2,718..

I dette tilfelle vil en finne at den sannsynligste verdi av
z er det ene hele tallet mellom grensene
m-1 <a <m

P dvs. at da er

Er m et helt tall, vil en lett finne at Pho1 = Pys

z =m-1 og 2z =m like sannsynlige og sannsynligere enn alle

andre verdier av z.

C.5. Den hypergeometriske funksjon. w# &Ad (. For

La oss tenke oss at universet omfatter N gjentak, hvor N er
et s& lite antall at uttak av et sampel pd n gjentak forandrer
universet merkbart. La oss videre tenke oss at H av disse gjen-
tak har kjennetegnet E. Resten av gjentakene, altsé N-H gjentak,
har det motsatte kjennetegn iE. Sannsynligheten for E i dette uni-
verset er da P(E;U) = p = H/N.

Tar vi nd et random sampel pd n gjentak fra dette universet,
vil en finne at sannsynligheten for z gjentak med E i samplet er

N.H
ety
PZ '———Z—-("T\:rr;l-—z— (ZZO,'},Q,....H)
n

Dette uttrykket for PZ er viktig som grunnlag for de sakalte
representative tellinger som vi skal komme inn p& senere. Vi skal
da gi noe nszrmere inn pd funksjonen. Her skal vi neye oss med &

foreta en sammenligning med den binomiale funksjonen.



La oss tenke oss at W = 20 og H = 10, dvs. at P(i;U) = p = &

»

La steorrelsen av samplet vere n = 3, Vi har da at

RIS

Verdiene av PZ for z = 0,1.2 og 3 er vist i Tab, C.3, Til sam-
menligning har vi tatt med verdiene av PZ for den binomiale funk-

sjonmed n =3 og p = 5.

Tabell C,b3,

z PZ PZ
hypergeom binomial

0 0,1052 0,125

1 0,%948 0,375

2 00,5948 0,375

3 00,1052 0,125
1,0000 1,0000

Vi ser her at for de ekstreme verdiene, z = 0 og z = 3, er P,

mindre for den hypergeometriske enn fer den binomiale funksjon.

Det er vist at for gkende verdier av N og H blir forskjellen
mellom de to funksjonene mindre og mindre. Rincomialfunksjonen

er derfor et grensetilfelle av den hypergeometriske.



D, Fordelingsfunksjoner.

D.1. Diskrete random variable.

La oss tenke oss at vi har et random sampel pd n gjentak som
er representant for et univers U, og at vi for hvert av disse
gjentak har en observasjon av en diskret random variabel x. Som
forklart i avenitt B.2, kan vi da ordne observasjonene i en fre-
‘kvensfordeling. La frekvensen til verdien Xy vere z. For denne
verdien av x vil det da til den relative frekvens zi/h svare en
sannsynlighet P(Xi;U) i universet. Som oftest er denne sannsyn-
ligheten avhengig av verdien av x, slik at vi kan oppfatte den
som en funksjen av x eg sette

P(x;U) = £(x)
Denne funksjonen kalles fordelingsfunksjonen for den random vari-
able x 1 universet U. Siden x er en diskret random variabel, har
funksjonen f£(x) gyldighet for bare bestemte atskilte verdier av x.

De verdier den random variable kan ha, er alternativer som

utelukker hverandre. Etter enten-eller setningen er derfar

XP(x3U) = Zf(x) = 1
ndr en under summeringen tar med alle de verdier av x som kan fore-
komme .

Vi har vist tidligere hverdan vi kan bruke gjennomsnittet
og middelavviket til karakteristikk av observasjonene og dermed
ogséd av frekvensfordelingen., Til karakteristikk av en fordelings~
funksjon brukes tilsvarende steorrelser. De to viktigste er for-
ventningen og standardavviket. Forveniningen svarer, kan vi si til
gjennomsnittet og standardavviket til middelavviket. For gjennom-

Q

snittet og middelavviket har vi brukt betegnelsene X og s. For &

o

unngd fervekslinger er det vanlig, som nevnt i avsnitt B.8., a

betegne forventningen med p og standardavviket med O . Forventningen



betegnes ogséd ofte med E(x), og kvadratet P& standardavviket med
var(x).
Forventningen er summen av produktene av x 0g sannsynlig-

heten P(x;U) = £(x), eller:

E(x) = p= ZF(X).X
Standardavvikets kvadrat (variansen, som den ofte kalles) er lik
produktet av (X—u)2 og f(x), dvs.

var(x) = o = Zf(x),(x~u)2
Under begge disse summeringene skal en ta med alle de verdiene av
x som kan forekomme 1 et gjentak.

Vi kan skrive om formlene for gjennomsnittet og middelavviket

e _ Z .
slik: X = 1 Yz.x, = 5 =% x.
n iTi n i
2—_1_ — 2 - —t - 2
s = N4 zzl(xl x) n-1 z n (Xi x)

Her er n& den relative frekvensen Zi/h estimator for sannsynlig-
heten P(Xi;U) = f(xi)a Vi ser da at X og forventningen L svarer
til hverandre. Ser vi bort fra faktoren E%T som vi skal.komme til-
bake til, ser vi at ogsé 82 0g 02 svarer 1il hverandre. De er dan-
net pd samme mite; X og s ved frekvensfordelingen, p og g ved
fordelingsfunks jonen.

I en gktuell situasjon har vi observasjoner av x i et sampel
og kan ordne disse 1 en frekvensfordeling. Noen ganger kan det da
vegre av interesse & underseke hvilken fordelingsfunksjon den ran-
dom variable har. Vi har imidlertid ikke noe middel til & utlede
fordelingsfunksjonen fra frekvensfordelingen. En har derfor vart
nedt til & ta utgangspunkt i visse nermere spesifiserte forutset-

ninger og ut fra disse utledet typer av fordelingsfunksjoner. I

et aktuelt tilfelle kan en s& undersoke om en av disse typene gir



en tilfredsstillende beskrivelse av frekvensfordelingen. En opp-
fatter da fordelingsfunksjonen som en modell, og en er interessert
i om modellen passer for det tilfelle en har for seg.

En av disse modellene er den som gir under navn av den bino-

miale fordelingsfunksjon. Den er

f(x) = (i) p* o ¥ X = 0,1,2,...%
hvor k, p og 9 = 1-p, er parametrer. Tallverdien av p, og da ogsa
av q, er positiv < 1,

Erstatter vi k med n og x med z, gir denne funksjonen som vi
har forklart i avsnitt C.4., sannsynligheten for z gjentak med et
kjennetegn E og (n-z) gjentak med det motsatte kjennetegn iR i
et random sampel pd n gjentak. Vi kan derfor si at binomialfunk-
sjonen er fordelingsfunksjonen for den random variable z i dette
tilfelle. Det er imidlertid meget som tyder pd at denne funksjonen
er en tilfredegtillende modell ogsd i andre tilfelle.

La oss [for & ta for oss et ecksempel, anta som hypotese at
den er en tilfredsstillende modell for beskrivelse av frekvens—

fordelingen i Tab,B.3. hvor x ¢r antall arrstrdler i arret hos en
valmueart. For & kunne foreta en samrenligning er det naturligvis
nedvendig & kjenne verdiene av parametrene k og p. Som oftest har
(vi ikke hypotetiske verdier for disse parametrene, Vi md derfor
iestimere dem for vi kan beregne funksjonsverdiene og foreta sam-
menli8ning.

Det har vert og er fremdeles ulike meninger om hvilken metode
en skal bruke for parameterestimeringen. Vi kan her ikke komme
inn pd dette meget vanskeligé emne og m& derfor neye oss med &

beskrive en av de metodene sam er foresldtt og som er i bruk.

En kan vise at forventningen og variansen (02) for x i dette



tilfelle er
E(x) = p = kp
og var(x) = & = kpq
Den metoden vi nd skal bruke til estimering av k og P, g&r ut pa
at vi setter likhetstegn mellom forventningen og gjennomsnittet
P& den ene side og mellom standardavviket ag middelavviket pad den
annen side. For vart eksempel har vi at T = 12,76 og % = 5,0018,
Vi setter derfor
kp = 12,76

0g kpg = 5,0018
Leser vi disse to ligningene, finner vi at k = 20,99 og p = 0,608,
Runder vi sd av for k til det nermeste hele tall og setter k =21,
finner vi av ferste ligning at p= 0,61.7

Innsettes s& disse verdiene for k og p i funksjonen, fér vi
de funksjonsverdiene som er gitt i Tab. D.1. Til sammenligning
er verdiene av de relative frekvensene agsd tatt med. Vi ser at
det er god overensstemmelse mellom funksjonsverdiene og de rela-

tive frekvensene, og vi md her neye oss med & konstatere det.

Tabell D.1.

X f(x) z/n X 7(x) z/n
40,0007 T3 0,1765  0,1653
5 0,0005 14 N,1576 0,1585
6 0,0020 0,0016 15 #.,1150  0.1228
7 0,0069 0,0058 16 0,0674 00,0672
8 0,0188 0,0199 17 0.0311 0.0262
9 0,0426 0,0556 18 00,0108 00,0100
10 0,0798 0,0798 19 0,0027 0,0016
11 0,1249 0,1249 20 0,0004 0, 0005
12 0,1628 0,1601

2
5
O
%
O
O
@®

0,9997

* For & markere at de verdier av k og p vi har her, er estimater,
har vi satt hatt over k og p. Sml. avsnitt B.9. Det samme har
vi gjort med f(x) i tabellen fordi estimatene av k og p er brukt.



For k¥ = 21 skal naturligvis alle hele verdier av x fra
x = 0 til x = 21 forekomme, men verdiene for f(x) for x = 0,1,2,3,
og 21 er s& smd at de er ikke tatt med i tabellen.

Iar en ke og p-0, samtidig med at kP~ M | hvor m er et
endelig tall, gér binomialfunksjonen som nevnt i avsnitt C.4 over
til

e m
£(x) = = %=0,1,2,%, .. o0

Denne funksjonen kalles Poissons fordelingsfunksjon. Den har bare
en parameter, nemlig m, og en kan vise at
go= 02 =m

Gjennomsnittet X er sdledes en estimator av mn.

la oss som eksempel pd anvendelsen av denne funksjonen anta
som hypotese at den er en treffende modell for eksemplet i Tab.B.7.
Den observerte random variable er her antall eksemplarer av Sand-
lilje innen ruter péd 0,25 kvadratmeter pd et felt. Vi finner at
X = 1,73 og bruker dette tallet som estimator av m. I Tab.D.2. er
s8 gitt verdiene av f(x) for x = 0 til x = 8, For sterre verdier
av x er P(x) s& smd tall at de er ikke tatt med i tabellen. De
relative frekvensene z/n er ogsd oppgitt. Vi ser at ogsd i dette
tilfelle er det god everensstemmelse mellom verdiene av f(x) og

de relative frekvensene.

Tabell D.2.

p.8 £(x) z/n
o 0,1773 0,18
1 0,3067 0,31
> 0,265% 0,27
3 0,1530 0,13
40,0662 0,08
5  0,0229 0.01
6 0, 0066 0,02
70,0016

8 0, 0004

71,0000 1,00



Etter Poissons fordelingsfunksjon har den random variable
et veriasjonsomrédde som strekker seg fra x = 0 til x ~« Den
observerte random variable har imidlertid alltid et variasjons-
omrdde med endelige grenser. Vi kan kanskje derfor si at Poissons
funksjon ikke kan vare en realistisk modell. Det kan imidlertid
vises at denne fordelingsfunksjonen er et grensetilfelle for andre
mer kompliserte funksjoner med begrenset variasjonsomrdde for den
random variable. For vArt eksempel kan det vere en av disse funk-
sjonene som er den realistiske modellen.

Etter hvert er det blitt utviklet et stort antall fordelings-
funks joner for diskrete random variable. Men her har vi ikke an-~

ledning til & ta med flere modeller enn de to vi har nevnt.

D.2. Kontinuerlige random variable.

I avsnitt B.1 ble det sagt at en kontinuerlig random vari-
abel er en random variabel som kan ha en hvilken som helst reell
tallverdi mellom en nedre og en gvre grense. Dette har vi neppe
full dekning for. Det vi vet er at hvis vi har et meget stort an-
tall observasjoner og avsetter disse som punkter pd& en rett linje,
vil det se ut som punktene dekker linjen i hele dens utstrekning.
Ser vi imidlertid nermere etter, vil vi kanskje likevel oppdage
dpninger mellom punktene. Vire observasjoner er nemlig alltid
avrundede verdier fordi vi bruker graderte mdleinstrumenter.

En observasjon inneholder ogsd en observasjonsfeil. Vi kan
si at en observert verdi er sammensatt additivt av den egentlige
verdi av den random variable og en positiv eller negativ observa-

sjonsfeil. Det er lite fruktbart & spekulere pd hvilke verdier den



egentlige variable kan ha. Det er rimelig & tro at en i et bestemt
tilfelle ville komme til at det bare kan vere tale om et visst
sett av rasjonale tall, dvs. at vi ville métte oppfatte varia-
sjonen som diskret. Men vi ville nok komme til at antallet av mulige
verdier innen et intervall er meget stort og sprangene fra en verdi
til den neste meget smé. Dessuten mdtte vi regne med observasjons-
feil og avrundingsfeil. Det ville derfor bli noksd umulig i prak-
sis & operere med diskrete verdier. Vi ber imidlertid vemre opp-
merksomme pd at ndr vi forutsetter kontinuerlig variasjon, méd det-
te oppfattes som en approksimasjon.

Ved fordelingsfunksjonen for den random variable x forstar
vi s& enkontinuerlig funksjon av x, £(x), som bl.a. tilfredsstil-
ler det krav at for alle x innen variasjonsomrddet er f(x) >0.
Hvis variasjonsomriddet for x strekker seg fra x = a til x = b,
krever vi dessuten at arealet av den flaten som i et rettvinklet
keordinatsystem avgrenses ay grafen for funksjonen, X-aksen og

ordinatene til x = a og X = b, er lik enheten, dvs. at

b

L f(x) ax = 1
Avgrenser vi innen variasjonsomrddet et intervall fra x = ¢ til
x = d (se Pig. D.1), er arealet av den Tlaten som avgrenses av
grafen for funksjonen. , X-aksen og ordinatene til x=c og x=d, lik
sannsynligheten for en verdi av x innen dette intervallet. Dette

vil da si at

d
cf f(x) ax = P(cs x = d; v)

Legg merke til her at f£(x) ikke er en sannsynlighet. Men f(x) dx
er en sannsynlighet, nemlig sannsynligheten for en x-verdi innen

differensialelementet dx.



Ogsa kontinuerlige random variable har forventning og stan-
dardavvik. Disse storrelsene defineres P8 samme mdte som for
diskrete random variable. Forskjellen er bare at vi md uttrykke
dem ved integraler i stedet for ved summer. Strekker variasjons-
omrédet seg fra x = a til x = b, er forventningen definert ved
integralet

b
E(x) = p = g f(x) x ax

og kvadratet p4d standardavviket ved integralet

b
var(x) = & = é f(x) (x-u)zdx

Ogsé for kontinuerlige random variable er det utvikled mange
fordelingsfunksjoner, altsd medeller. Den viktigste av dem er
den sdkalte normale fordelingsfunksjon. Den er s& viktig for prak-
tisk anvendelse av statistiske metoder at vi m& studere den noks2
ngye. Vi har ikke heve til & beskjeftige oss med de Torutsetninger
som er lagt til grunn for utledningen av den. Vi m& neye oss med
4 presentere den ved formlen o
o Lx=g)

1 202

f(x) = TS e



hvor U og 5 er forventningen og standardavviket, og e er grunn-
tallet i det naturlige log@ritmesystem. Vi ser at p og O er de
eneste parametrene i funksjonen. Den har dessuten noen meget enkle
egenskaper, og det er kanskje dette som har gjort at det er blitt
brukt s& meget. Variasjonsomrddet for x strekker seg fra- o til
+ oo og blant annet av den grunn er funksjonen neppe en realis-
tisk modell. Vi skal imidlertid se etter hvert at flere praktisk
uunnverlige metoder som er utviklet ved at en har bygget pd denne
fordelingsfunksjonen, er gyldige innen et meget vidt spektrum av
situasjoner og er ikke stemplet av den normale fordelingsfunksjon
som fundament. Vi kaller gjerne slike metoder robuste.

Vi ser at funksjonen har sitt maksimum for x = u og at den
er symmetrisk enkring dette maksimum., Hvordan funksjonen tar seg

ut geometrisk er demenstrert ved grafen i Fig.D.2.
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La oss nd tenke oss at vi stykker opp variasjonsomrddet i
et antall like store stykker, altsd at vi lager klasser pa samme
médte som ndr vi skal ordne observasjonene av en kontinuerlig ran-
dom variabel i en frekvensfordeling. La oss velge lengden av styk-
kene, eller klassevidden, lik 20 og x = u som et av delingspunk-
tene. Som vi har forkiart foran, er da arealet av den flaten som
er avgrenset av grafen, X-aksen og ordinatene til klassens eller
stykkets endepunkter, lik sannsynligheten (P) for en verdi av x
i vedkommende klasse. Arealet av den skraverte flaten i Fig. D.2
er 1lik 0,14988 og er altsd sannsynligheten for en x-verdi i den
klassen som har grensene p + 30eg U +0 Det ubestemte integral
av funksjonen er ikke kjent, og derfor er beregningen av arealene
utfeort ved hjelp av numeriske integrasjonsmetoder. Resultatet er
gitt 1 Tab. D.% hvor P er sanngynligheten for en x-~verdi innen
de oppferte klassene. P4 grunn av symmetrien er bare heyre halv-
del (dvs. for x>p) av funksjonen tatt med. Nar unntas den ytter-

ste klassen er klassevidden overalt lik Lo,

Tabell D.3,

Klassegrenser

nedre gvre P

v L+ 30 0,19146
wt gc L+o 0,14988
p+ 1,50 pt+ 2c 0,04406
L+t 20 ot 2.5 ¢ 0,01654
“‘+ 2,5 lof M+ 30 0900486
ut 3a p,+595 o 0,00112
p.,+ 3’50 “‘+ 4C5 0,000QO
w+ 4o ia 0,00003

0,50000

Vi ser at sannsynligheten for en x-verdi mellom p og U+ 1o

er lik P= 0,19146. P& grunn av symmetrien er dette da ogsd sann-



synligheten for en x-verdi mellom pu-50 og u. Felgelig er sannsyn-
ligheten for en x-verdi mellom u-io og M50 lik det doboelte, el-
ler 2.0,19146 = 0,38292. P4 samme midte ser vi at sannsynligheten
for en x-verdi mellom u-o 08 wo er lik 2(0,19146 + 0,14988) =
0,68268. At x-verdien faller mellom disse to grensene er imidler-
tid ensbetydende med at (x-u) faller mellom grensene -g Og +OC.

Og dette er igjen ensbetydende med at tallverdien av (x-u) er
mindre eller i hgyden lik o, dvs. at sannsynligheten for |x-u| £ o
er 0,68268.

Ved & fortsette denne eppsummeringen i Tab.D.3 kan vi lett
beregne sannsynligheten for|x-u| £ a.c for a = 1,5, a= 2, a = 2,5
osv. Disse sannsynlighetene er gitt i Tab. D.4 under betegnelsen
Q. I denne tabellen er ogsé oppfert P = 1-Q som da naturligvis
er sannsynligheten for |x-u| 2 a.o, Vi ser av denne tabellen at
sannsynligheten for |x-u| 2 3,c0er bare P = 0,0027, dvs. at verdier
av x som avviker fra forventningen med mer enn 3,¢c har en meged
liten sannsynlighet. Det kan vere nyttig 3 sammenholde dette med
den padstand som ble fremsatt i avsnitt B.6, at observasjoner son
avviker fra gjennomsnittet med mer enn tre ganger middelavviket,

forekommer sjelden.

Tabell D.4,

a Q P

0,5 0,3%8292 0,61708
1,0 0,68268 0,31732
1,5 0,8663%8 0,13362
2,0 0,95450 0,04550
2,5 0,98758 0,01242
3,0 0,997%0 0,00270
345 0,99954 0,00046
4,0 0,99994 0,00006




Tabellene D.3 og D.4 gir en god beskrivelse av den normale
fordelingsfunksjon. Det er‘imidlertid en annen tabell som er nyt-
tigere for praktiske anvendelser. Tab. D.4 er en tabell over sann-
synlighetene P for valte verdier av a. For praktiske formal er
Tab. D.5 av sterre nytte fordi den‘er en tabell over a for valte

verdier av P. Vi skal senere komme inn péd hvordan den kan brukes.

Tabell D.5
P a

0,05 1,960
0,02 2,326
0,01 2,576
0,001 3,291

Som nevnt er den normale fordelingsfunksjonen meget viktig,
kanskje serlig fordi den har vert brukt som basis for utvikling
av praktisk-statistiske metoder, f.eks. de metodene vi bruker +il
analyse av data fra forsgk. Bi&de fordi variasjonsomradet strek-
ker seg fra = o til + o o0g frrdi funksjonen er helt symmetrisk,
er den lite realistisk som modell. N&r vi 1 praksis kan bruke me-
teder som er utviklet under forutsetning av at den observerte ran-
dom variable har normal fordelingsfunksjon, er det fordi det er
vist at metodene er robuste.

Den normale fordelingsfunkéjon ble funnet epp av Gauss og
Lavplace som var opptatt av variasjonen i observasjonsfeil. Senere
har en prevd den som modell for andre random variable. Vi gkal

her ta for oss ett eksempel. I Tab. D.6 er gitt frekvensfordelingen,

o
[

O

¥ = hodeskallens sterste bredde hos voksne menn. Gjennomsnit-

ot
ot

et og middelavviket for de n = 2000 observasjonene er x = 156,16
ng s = 5,73,
For 84 kunne foreta en sammenligning méd naturligvis de to

prarametrene i fordelingsfunksjonen estimeres. Det kan vare en viss



tvil om hvordan dette skal gjeres. Vi har her npyet oss med 8 set-
to P= X og 0= 8. Fn skulle sé& beregne de estimerte sannsynlig-
hesene for X—ﬁerdier innen de oppgitte klasser ved numerisk inte-
crasjon av funksjonen, f.eks. ved hjelp av Simpsons formel. Nar
klagssevidden ikke er for stor vil en imidlertid ogséd f& approksima-
tivt riktige cstimater av disse sannsynligheter ved beregning av
arealet av rektangulzre flater. Hgyden av rektanglene settes da
1ik funksjonsverdien for klassens midtverdi og bredden 1lik klasse-
viduen. I v&rt eksempel er observasjonene gitt i hele millimeter,
dvs. at en har brukt et mdleredskap med millimetergradering og

her sd under hver m&ling avlest til nermeste hele millimeter,

Dette vil da si at f.eks. den klassen som er oppfert som (155-159),

har grensene 154,5... og 159,4999..., Klassevidden er derfor her

De estimerte sannsynligheter er oppfert i tabellen under
betegnelsen P og vi kan da foreta en sammenligning med de rela-
tive frekvensene z/n. Vi kan konstatere at overensstemmelsen er

Hilfredsstillende.

Tabell D.6.
Klagsser Midtverdi z, z/1n D
120124 122 ] :
125129 127 0
130-1%4 1%2 o 34 0,017 0,018
135-139 137 2
110-122 142 31
145-149 147 17% 0,087 0,097
150-151 152 567 0283 0,268
155-159 157 701 0,357 0,344
160164 162 390 0,195 0,207
165-169 167 119 0,059 0,058
170-174 172 11
175-179 177 3
180-184 182 7 16 0,008 0,008
165-189 187 1

2000 1,000 1,000




Det er funnet opp andre modeller for beskrivelsen av fre-
kvensfordelingen for kontinuerlige random variable, som er langt
mer realistiske. Vi skal her kort nevne den modellen som synes
a vere den mest realistiske. Det er den s8kalte Beta-fordelings-
funksjonen som er gitt ved formelen

£(x) = K. (x=8)" (p-x)¥ afx 3y
hvor m og k er parametrer med positive verdier. Variasjonsomrddet
for den random variable strekker seg fra x = a til x = b, og kon-
stanten K har da en slik verdi at integralet av funksjonen fra

x=g %1l x=b er lik enheten. Er m og k hele positive tall, har vi

at

o o Lermtt) ! (k+m+1)

= KT ml (b-a )~

Det er grafen for denne funksjonen (a=o, b=10, k=3 og m=1) som er
vist 1 Fig. D.1.

Setter vi m = k, f&r vi en funksjon som er symmetrisk omkring
et maksimum for x = é%E som ogsd da er forventningen for x. Nar
m £k, er funksjonen usymmetrisk,

Denne fordelingsfunksjonen som tilfredsstiller de viktigste
krav $il en realistisk modell, er dessverre meget vanskelig &
hdndtere matematisk. Men vi skal senere se hvordan den er blitt
benyttet til & underseke om metoder som er basert pd den normale
fordelingsfunksjonen, er tilstrekkelig robuste.

Vi m8 ogséd her ta med enda en fordelingsfunksjon, den sdkalte
Gamma fordelingsfunksjon. Variasjonsomrédet for den random vari-
able strekker seg fra x = 0 $til x = « og Tunksjonen er

f(x) = X x™ oKX

hvor m og k er parametrer. Hvis m er et helt positivt tall, er

km+']

N

ml



Det kan vises at funksjonen har sitt maksimum for x = m/k og
at
2 2
E(x) = w= (mt1)/k og ver(x) = ¢ = (w+1)/k
Bt viktig tilfelle av denne fordelingsfunksjonen har vi nar
vi setter x = X2 hvor x er den greske bokstav kji. Da er k = %
og m = 5(f-2). Bnkstaven f stldr her for antall frihetsgrader sem
vi skal forklare betydningen av senere. Ved & benytte formlene for

E(x) og var(x) finner vi at

2
E(x") = £ og Var(xz) = 2f

D.%. Standardavviket som milestokk for sterrelsen av variasjonen.

I avsnitt B.6 viste vi ved noen eksempler at det alt over-
veiende antall observasjoner faller innenfor et omrdde som strek-
ker seg fra X - 3s til X + 3s. I de eksemplene som ble benyttet,
var det iallfall et relativi meget lite antall observasjoner
utenfor dette omréddet. Dette er imidlertid et altfor spinkelt
grunnlag for generalisering, og dessuten vil vi gjerne vite om
en ved hjelp av forventningen og standardavviket kan si noe om
storrelsen av variasjonen. Har n& den random variable normal for-
delingsfunksjon, viser Tab, D.4 at sannsynligheten for en observa-
sjon utenfor omrddet fra -3¢ til w30 er meged liten, nemlig
bare 0,0027. Sannsynligheten for en observasjon utenfor omradet
fra u-20 til w2e er ogsd liten, nemlig 0,0455.

Vi vet imidlertid praktisk talt aldri hvilken fordelings-
funksjon den random variable har. Det ville derfor vare av en
viss interesse & ha en tabell svarende til Tab, D.4 eller D.5 som
hadde gyldighet for alle random variable uansett hvilken ferdel-

ingsfunksjon de har.



Det er vist at for g > 4 er sennsynligheten for
|x - ul 2 a.0

mindre eller i hgyden 1lik 1/&2. Denne setningen glr under navn
av den Bienaymé-Tchebycheffske ulikhet etter de to matematikere
som oppdaget den. I Tab. D.7 er vist noen sammenhgrende verdier
av a og r. Vi ser at P avtar for voksende verdi av a P& samme mi-
te som for den normale fordelingsfunksjonen (Tab. D.4). Og vi ser
at sannsynligheten for en x-verdi utenfor omr8det fra u-L4o til

Wlo er liten, nemlig mindre eller i heyden 1lik 0,062,

Tabell D.7
P

0,2500
0,1111
0,0625
0,0400

TN |

Denne setningen har gyldighet for alle mulige fordelings-
funksjoner. Den gjelder ogsd for alle usedvanlige typer, slike
sog sjelden eller aldri kommer over i forskningsarbeid. De for-
delingsfunksjoner en oftest har & gjore med, avviker ikke si meget
fra den normale. For & gi en liten illustrasjon til dette har vi
i Tab. D.8 gitt sannsynligheten for P for [x-u] 2 a.o Tor et en-
kelt tilfelle av en symmetrisk Beta fordelingsfunksjon, nemlig
£(x) = X x°(b-x)2

Ved & sammenligne med Tab. D.4 ser vi at for a=2 0g a=2,5 er ver-

diene av P mindre enn for den normale fordelingsfunks jonen.

Tabell D,8,

a P
1,0 0,3598
1,5 00,1530
2,0 0,0300
2,5 00,0004




D.4. Funksjoner av en random variabel.

I flere sammenhenger har vi bruk for funksjoner av den obser-
verte random variable, Som eksempel kan vi tenke oss at tempera-
turen er observert i et sampel av gjentak og at mé&lingene er ut-
fort med et Fahrenheittermometer., Vi har f.eks. felgende n=12
observasjoner

40,2 41,3 41,0 41,2

41,4 40,8 40,9 40,73

40,7 40,9 40,9 40,6
Gjennomsnittet og middelavviket for disse observasjoner er
X = 40,83 og s = 0,37,

La oss tenke oss at vi av en eller annen grunn ville ha
gnsket at temperaturene hadde vert mdlt med et Celsiustermometer.
Siden vi kjenner den funksjonelle sammenhengen mellom Fahrenheit-
grader og Celsiusgrader, kan vi naturligvis regne om hver av de
12 observasjonene til Celsiusgrader. Er x antall Fahrenheitgrader

og y antall Celsiusgrader, har vi at

_ D5 (e _ 2 4 _ 160
y =% (x-32) =g x 5

En slik ligning kaller vi en transformasjonslikning eller en trans-
formasjon. Vi ser at den er linesr og er et bestemt eksempel pad
en alminnelig linegr transformasjon y = a + bx.

I noen tilfelle kan en naturligvis vere interessert i &
transformere x til y for hvert av de n gjentak. Men er vi interes-
sert i bare gjennomsnittet og middelavviket for de transformerte
observasjonene (y), er det lett & vise at en kan sette

37 = a + b.i—. Og a8 = D.sS

v X
Bruker vi disse to formlene pd vArt eksempel, vil vi finne at
5 = % 40,83 - l%Q = 4,90

og
s.=% .0,37 = 0,21



Det cr enkelt & vise at dette m& vere riktig. Vi har nemlig at

= 1 5. 1 ) 1 _ _
¥y o= E Z.y’l = E Z(a'i'-b}&i) = E (n,a+b.nax) = 4+ b.x
opg 2 1 -2 1 - D
5.7 = =5 L(y;-) =577 Zl(avbx,)-(a+bX) ]
_ 1 25, =2 .2 2

Transformas jonsligningen kan ogsd skrives slik:
a
¥y = b{x + b)

son klarere viser at bruken av den betyr bi&de en forandring &v

1

milipunktet og av mileenheten. Er a = 0, betyr det at vi foran-

cror bare mileenheten. Er b = 1, betyr det at vi endrer bare null-
puaktes,

Det er vel umiddelbart innlysende at disse omregningsform-
lene for gjennomsnittet ng middelavviket ogsd gjelder forvent-
ningen og standardavviket. La Torventningen og standardavviket
for z vere Hy 08 oXaFor y = a + bx har vi da at

=a + b o} =
by b & o, = b.o

La p = P(B;U) vere sannsynligheten for B i universet U.
Yorventningen og standardavviket for antall (z) gjentak med E

i et random salipel p4 n gjentak er da (sml. C.4 og D.1)

He=mp og o, = Vnp(i-p)

Fer er nd z det absolutte antall gjientak med E. Sett at vi s&

er inveresserte i det relative antall

-z _1
Y =n T n “

Pette 2r en enkel liner transformasjonslidning (a=0 og b= %)

cg forventningen og standardavviket for y blir derfor lik

9
£
ot
e

i
5 1
B
S
i
e

Br sennsynligheten for E = "gutt" i universet av nyfodte barn



lik p = 0,52, er forvenining og standardavvik for det relative

It

antall gutter i et random sampel pd n = 4 lik

b = =052 og o = a2Z0lE - o g

¥ y i

Det finnes mange eksempler pa transformasjoner som er i bruk
i praksis og hvor ligningen ikke er linesr. Vi har da at y = g(x)
hvor funksjonen ikke er lineesr. Eksempier er y = Vx og y = log x.
I slike tilfelle er det meget vanskeligere & foreta omregning av
forventning og standardavvik eller gjennomsnitt og middelavvik.,
Den fremgangsmiten som en har slédtt inn pd, er & erstatte funk-
sjonen g(x) med dens rekkeutvikling (Taylor-rekken) og sd kaste
bort alle ledd unntatt konstantleddet og det linemre ledd. Det er
vel umiddelbart innlysende at en da ikke kan regne med annet eunn
i beste fall tilnsrmet riktige resultater. Og det er vel ogsd
klart at ngyaktigheten vil avhenge av hvor fort rekkeutviklingen
konvergerer. Det er grunn til & vere pa vakt overfor resultater

som er oppnddd pa denne maten.

D.5. Pordelingsfunksionen for flere random variabler.

I mange tilfelle skaffer en seg observasjoner av flere ran-
dom varisbler for hvert gjentak. Et eksempel er vist i Tab.B.9.
La oss nd& ta for oss et annet eksempel. Vi vil tenke oss at et
forsegksfelt er delt i n ruter og at det i hver rute er plantet
et valt konstant antall kdlrotplanter. La oss si 50. Under hest-
ingen av feltet vil en da kanskje finne at noen av plantene er
gadtt ut, slik at antall planter (X1> varierer rutene imellom. Vi
vil s8 tenke oss at vi for hvert gjentak ogsd observerer antall
planter (XO) som er angrepne av en viss sykdom. Vi har da n sam-

tidige observasjoner av to random variabler.



I dette eksemplet er begge random variabler av den diskrete
typen. Ved fordelingsfunksjonen for to slike random variabler
forstir vi en funksjon av dem begge, f(xq,xo)9 som gir sannsyn-
ligheten for en bestemt verdi av X4 0g en bestemt verdi av X, i
et gjentak. Dette vil si at hvis X =a og onb kan forekomme i
csamme gjentak i universet U, er

P(xf:a og x6=p;U) = f(a,b)
Ved universet U forstdr vi her som ellers det universet som er
representert av de n gjentakene i egenskap av et random sampel,
Til funksjonen f(quxn) md vi sette som krav at
L2 f(xq,xo) = 1
ndr vi under summeringen tar med alle de verdier av de to vari-
abler som kan forekomme i et gjentak.

La oss s& tenke oss at samplet bestdr av n=100 gientak eller
ruter. Vil vi da skaffe oss en eversikt over observasjonene, kan
vi begynne med & ordne gjentakene etter verdiene av Ky dvs. at
vi ordner observasjonene av X4 i en frekvensfordeling. La oss

tenke oss at denne fordeling ser slik ut:

X13  Bqy  Bqy/B

47 5 0,05
48 10 0,10
49 60 0,60
50 25 0,25

100 1,00

Til de relative frekvensene (z1i/h) svarer da i universet en for-
delingsfunksjon for x,, f(xy), slik at sannsynligheten for x,=a
i et gjentak i universet er

P(x,=a;U) = f(a)

1
Vi kan sd ta for oss de gjentakene hvor %y har samme verdi, f.eks.

de 10 gjentakene som har X1=48. Observagjornene av X, for denne



delen av samplet kan s& ordnes i en frekvensfordeling. La oss

tenke oss at denne blir:

Xoi Zoi Z01/1‘7‘11
0 6 0,6
1 2 0,2
2 1 0,1
3 1 0,1
10 1,0

Denne delen av samplet m& vi oppfatte som en random representant
Tor et delunivers av U, og til de relative frekvensene (Zoi/z1i>
vil det i dette deluniverset svare en fordelingsfunksjon for X
Sannsynligheten for XO:b er da P(onb;U,X1=48) eller 1 alminne-
lighet for x,=a, P(x,=b;U,x,=2). Dette er en betinget sannsynlig-
het, og i samsvar med det md vi operere med en betinget fordel-
ingsfunksjon som vi skal betegne med f(XO;X1).
Etter bdde-~og setningen (se C.3) er sannsynligheten for X, =8

°g X =b 1 et gjentak lik

P(X1:a og x =b;U) = P(X1=a;U).P(XO=b;U,X1Za)
Brukes symbolene for fordelingsfunksjonene, m& dette skrives
skik:

f(a,b) = £(a).f(b;a)
eller 1 sin alminnelighet:

f(xq,xo) = f(X1).f(XO;X1)
Til den betingede fordelingsfunksjonen m& vi stille det krav
(se D.1) at

Z T(xg3xy) = 1

ndr vi under summeringen tar med alle de verdier X, kan ha i det
deluniverset hvor X4 har en fast verdi. At vi sier at fordelings-
funks jonen er betinget, kommer av at %4 opptrer som en parameter

i funksjonen.



Vi skal ta for oss et nytt eksempel. Ia oss tenke oss at
E2 er en egenskap eller et kjennetegn som nedarves til bare hun-
lig avkom. La sannsynligheten for at et gjentak (dvs. et avkom)
har kjennetegnet E1 = "hun" er P(E1; U) = P og at sannsynligheten
for at en hun har kjennetegnet Eger P(EQ;U,E1) = p. Sannsynlig-
heten for X, hunner i et sampel p& n avkom er da
£l = ()P ()

Sannsynligheten for X avkom med E i et sampel p& x, hunner er

1

X X X4 =X

1 1

Plrgixg) = () 2% (1-p) © °

I den siste funksjonen som er den betingede, opptrer Xq som en
parameter. Den vil derfor ogsd finnes i uttrykkene for den be-
tingede forventning og det betingede standardavvik. Brukes form-
lene s>m er gitt i avsnitt D,1, finner vi at den betingede for-
ventning er pXy ©g at det betingede standardavvik er ngqtgqut

Den betingede fordelingsfunksjonen spiller stor rolle i prak-
sis. Og det en da er smrlig interessert i, er den betingede for-
ventningen som vi vil betegne med E(XO;X1), BEtter definisjonen
som er gitt i avsnitt D.1 er

E(xgsx,) = 2 T(xg3%y) e X

Under summeringen mi da tas med alle de verdier av X, som kan
forekomme i et gjentak i deluniverset (U,X1).

Hvis det finnes avhengighet mellom de to random variable,
vil praktisk talt alltid denne forventningen vere en funksjon av
X4. Denne funksjonen kalles - regr&jonsfunksjonen for X, m.,h.p.
Kq . I avenitt B.9 ble den betegnet med r(x1). I det linewre til-
felle er

P(X1) = BO + B

X

o171



En krever imidlertid at funksjonen skal tilfredsstilles av Xq =

08 X, =Hg, hvor by er forventningen for X,+ Dette forer til at

I‘(X1) = “‘O + BOJ;(X»]_“JI)
Hvis vi lar Xq 08 X, bytte relle, kan vi sette
f(Xj,XO) = f(XO).f(Xj;XO)
hvor da f(x1;xo) er fordelingsfunksjonen for x4 1 deluniverset
(U,XO) eller den betingede fordelingsfunksjon for Xq . Forvent-
ningen for X i dette deluniverset vil som oftest vare en funk-
sjon av x_, og denne funksjonen er da regresjonsfunksjonen for

¢

xq m.h.p. x . I det linezre tilfelle har vi (se B.9) a$

o)
r(xg) =y + Blo (Xt
L et aktuelt tilfelle er det bare en av de to regresjonsfunk-
sjonene vi har bruk for. Vi stér imidlertid fritt i valget av be-
tegnelse pd de to random variable, eg vi vil da her og senere,
under gjennomgielsen av mer kompliserte tilfelle, bruke Xq SOM
betegnelsen pd den avhengige random variable.
For universet innferer vi en sum som gdr under navn av ko-
variansen, oov(x?,xo), 0g som svarer, kan vi si, til den kovari-
anssum vi benyttet i avsnitt B.9. Denne summen er

cov(x1,xo) = 22 f(X1?%O)°(X1-“1)(XO““b)

Settes
2
8= 2% £(xy,x) [x5 - r(x,)]
vil vi finne vead minimalisering av S at

cov(xT,xo)

B =

o1

var(x1)

Dette resultat svarer, ser vi, til den estimator (boﬂ) vi kom

fram til i avsnitt B.9.



Vi har ogsd en korrelasjonskoeffisient (p) som svarer til

den korrelasjonskoeffisient (r) for samplet som vi innforte i

avsnitt B.9. Den er B cov(X1;XO)
o %1%
hvor 0, 08 OO er standardavvikene for X, 08 XO.
Vi har da at
cov(x1,xo) = p 040,
og derfor at o
801 - F -%

Hvis f(xo;xq) ikke har X, som parameter, dvs. at den ikke
0 en betinget fordelingsfunksjon, vil vi ha at f(XO;Xi) = f(XO)
Polgelig er
f(x1,xo) = f(x1).f(xo)
Vi sier da at Xy 08 X, er uavhengige>random variabler. I dette

tilfelle vil vi finne at

cov(x1,xo) = 2 f(x1).(x1—p1) Z f(xo).(x0~pb)

En finner lett at begge disse summene er lik null og at derfor
oov(xq,xo) = 0. Dette betyr da naturligvis at , = g op 801 = 0,
Er regresjonsfunksjonen r(x1) linesmr, betyr omvendt p = O at
den betingede forventning for X, er vavhengig av Xq Da er natur-
ligvis grafen av regresjonsfunksjonen en rett linje parallell med
x1aaksen 1 avstanden p  fra denne.

Ogsd ndr de to random variablene er kontinuerlige eller en
av dem er det, er fordelingsfunksjonen en funksjon av begge,
altsd f(XT,XO). Men 1 disse tilfelle er ikke funksjonsverdiene

sanneynligheter. Er bade Xq 08 X, kontinuerlige, er sannsynlig-

neten £7r a fx, b og ¢ < x, ¥ d 1 et gientak lik
< < < b4
< < < <4 - -
P(a X, Sboge = x a ; U) £ ﬁf(x1,xo) dx1dxo
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Til f(x?,xo) md vi her stille det krav at det bestemte integral
av funksjonen er lik enheten nar integrasjonsomrddene inneholder
alle de verdier av X1 0g X, som kan forekomme i et gjentak.

Ogsd 1 dette tilfelle kan vi sette

f(x1,xo) = f(xT).f(XO;X1)
hvor den siste funksjonen er den betingede fordelingsfunksjonen
for X, - Den betingede forventningen for X, blir da
E(xo;x1) = fc f(xo;x1) X, ax

hvor integrasjonsomrddet omfatter alle de verdier av x, som kan
forekomme nér Xq er gitt. Er det samvariasjon mellom de to ran—
dom variable, er den betingede forventningen'for x, som oftest
en funksjon av X1, 08 denne funksjonen er da regresjonsfunksjonen
for X, m.h.p. Xq

Den normale fordelingsfunksjon for to random variable spil-
ler en viss rolleEfVi skal ngye oss med & presentere den. Settes
som foran f(Xi,XO) Sé%(;o;xq), er f(X1) en vanlig normal fordel-

ingsfunksjon med parametrene Hq 0g O4. Den betingede fordelings-

funksjonen for X, er ogsd normal og kan skrivif slik:
[XO""P(X—] ) ]

2 2
20, (1-p7)

1

f(x ;x = — e

)
0" o N2r(1-£7)
hvor r(x1) er regresjonsfunksjonen
‘ o
o
P(X1> = FLO TP 'EI(X1"M1)
Vi ser at i dette tilfelle er regresjonsfunksjonen med i formelen

for fordelingsfunksjonen. Det er ogsé nyttig & merke seg at stan-



dardavviket for X, er uavhengig av X, og er o, {:E?t Dette vi-
ser at jo sterre korrelasjonskoeffisienten er s jo mindre er vari-
asjonen i X, omkring regresjonsfunksjonen., Nar p —» 1,vil de to
variabler bli identiske ndr en ser bort fra at de to forventning-
ene kan vere forskjellige.

Er o . o, Vil f(xo;x1) bli en vanlig normal fordelingsfunk-
sjon med parametrene b, 08 Coe Vi ser da at

f(x1,xo) = f(x1).f(xo)
dvs. at de to random variablene er vavhengige. En md imidlertid
ikke g8 ut fra at det er slik i andre tilfelle. At korrelasjons-
koeffisienten er 1ik null betyr ikke alltid at de to random varia-
blene er uavhengige.

I praksis kan vi bare sjelden géd ut fra at regresjonsfunk-
sjonen for X m.hn.p. Xq er linesr. I aktuelle tilfelle vil en
derfor bli stilt overfor den ocppgaven i undersgke hvilken form
en skal bruke for regresjonsfunksjonen. Dette er imidlertid et
emne vi skal komme inn pd senere.

I avsnitt B.9 er nevnt at en kan ha observasjoner av flere
enn to random variabler for hvert glentak i et sampel. I samsvar
med dette har vi ogsé fordelingsfunksjoner for tre eller flere
random variabler. Fordelingsfunksjonen er da en funksjon av alle
variable. Er det f.eks. tre variabler, (XO,X1 og XQ)’ kan vi
sette

f(XO,X1,X2) = f(XT,Xz).f(XO;X1,X2)
hvor vi ogs& kan sette at
f(X1,X2) = f(X1).f(X2;X1)
Funks jonen f(xo;x1,x2) er da her den betingede fordelingsfunksjon

for Xy I denne er da vanligvis X1 08 X, parametrer. Den betingede
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forventningen for x_ er derfor oftest en funksjon av bade %, 08

o
X, 0g er regresjonsfunksjonen for X, m.h,p. Xq 08 X5 I det line-
ere tilfelle er

r(xyaXp) = Bo *+ Boy p(y=g) = By 4 (xpmiig)
hvor bos Hq 08 My er forventningene for de tre random variablene.

Koeffisientene g kalles regresjonskoeffisientene.

o1.2 %% Poa 4
Vi skal senere komme inn pd hvordan de skal estimeres. Som vi da
skal se eksempler pd, kan det vere flere enn tre variabler i en
slik regresjonsfunksjon. Er det flere enn to , ftaler en om mul-

tippel regresjon og korrelasjon.

D.6. Funksjoner av flere random variable,

Funksjoner av to eller flere random variable spiller en viss
rolle i statistikken. La oss tenke oss at vi har observasjoner av
to random variable, Xy 08 X5 Vi kan da vere interesserte i sum-

men (X1+X2), i differansen (XT—X eller i forholdet Xj/X2. Det

5)
en feorst og fremst er interessert i, er ferventningen og standard-
avviket for funksjonen.

Vi skal her negye oss med linesmre funksjoner, f.eks. funk-
Sjonen

y = a + b1X1 + b2X2

hvor a, b1 0g b2 er kjente sterrelser. Her er naturligvis da y
en random variabel. Forventningen for den vil vi betegne med
B{y) eller uy og standardavviket med qyoDe tilsvarende karakeri-
stikker for X4 08 X, betegnes med bys Bpy ©y OB O Det kan
da bevises at

U, = a + b1p1 + b2u2

N
08 2 o 2 2 2
?y = b1 oy * b2 Oy + 2b1b2 P 0405
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hvor p er korrelasjonskoeffisienten mellom Xy 08 X Det er enkelt

e
& utlede disse formlene. Vi vil likevel her ngye oss med den ut-

ledningen vi f&r ved & tenke oss at vi har obgervasjoner av X, 0g
X, i hvert gjentak i et sampel. Vi betegner disse observasjonene

med Xq; 08 X5 (i=1,2,...n). Forutsatt at verdiene av a, by og b,
er kjent, kan vi for hvert gjentak beregne

yi = a + b1 X1i + b2X2i
For summen har vi da at

2 y; = na + b1Z Xyg + bZZ X4

og ved divisjon med n at

¥y =a+ b1x1 + b2x2

Videre finner vi at
Yi7¥ = by (¥q5-%9) + bylxy %)

og ved kvadrering og summering at

Sy, 5)° = )2 )

2 1 - 2 —
b, Z(x1i—xf + b, Z(x2i~x2

+ 2 b1b22(x1i—x1)(x2i—xz)
Divideres s& med n-~1 finnes

2 2.2 2 2
Sy = b? 847 b2 82 + 2 b1b2 r 818,

hvor Sy’ Sq 08 s, er middelavvikene for y, Xq 08 X5, 08 hvor r er

korrelasjonskoeffisienten mellom Xq 08 Xy Vi ger at disse form-

lene for y og Sy2 svarer helt til de formlene vi har gjengitt for-

an for Hy og qy . GAr vi nd tilbake til disse formlene og forut-

setter at Xq 08 X, er ikke-korrelerte, dvs. at p = 05 ser vi at
qyz = b12012 + b22022

Setter vi s& f,eks. a = O, bi=1 og b2:—1, dvs. at y = xq~%,, vil

vi finne at

= t o 2 - o 2 + O 2
“y—@']"uz og a b - 4 2
Setter vi a = 0O, b1=b2:1, dvs. at y = Xy Xy, finner vi at
2 2 2
Hy = M oy og at gy = 0, + 0,
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Dette viser da at hvis X4 08 X, er ukorrelerte, har summen (x1+x2)
og differansen (X1—X2) samme standardavvik,

Den situasjon vi tok utgangspunkt i foran for utledningen
av y og Sy g var at Xq4 08 Xy var observagjoner av to random
variable i samme gjentak. I slike situasjoner md vi jo alltid reg-
ne med muligheten for at det eksisterer korrelasjon mellom de to
random variable. I andre tilfelle kan vi trygt regne med at det
ikke finnes slik korrelasjon. En vanlig situasjon er at X4 08 X%,
er den samme random variable, og at foatskriftene 1 og 2 1 X4 08
X,4 betyr at den forste (X1i) stammer fra et tilfeldig gjentak i
et univers U,, den andre (x2i) fra et tilfeldig gjentak i et an-
net univers U2° Som eksempel kan vi tenke oss at Xq4 €T observa-
sjon av den dobbelte barktykkelse fra et tilfeldig valt tre 1 en
skog 1 Telemark og X5y Observasjon av den samme random variable
fra et tilfeldig tre i en skog i @stfold.

La oss tenke oss at X14 08 X,y €T observasjoner av samme
random variabel (eller det kan vare to forskjellige rondom vari-
abler) sem vi har stilt sammen til et par. Den ene (in) skriverseg f
et tilfeldig gjentak i universet U; og den andre (x5;) fra et til-
feldig gjentak i universet Us. Vi kan sd ta et nytt tilfeldig gjen~
tak fra Uy og et nytt tilfeldig gjentak fra U, og f4 to nye obser-
vasjoner, X, 08 Xo,. Dette kan vi s8 tenke oss forisatt il vi
har n gjentak fra U, og n gjentak fra Us. Vi danner s&, la oss si,
differensene Vi = X11~%oqs altsd differensene mellom de to obser-
vasjonene vi selv har paret sammen. Summerer vi disse differensene,
finner vi at

Xy = 2 Xpy

og dividerer med antallet (n), finner vi at 7 = 21’ - 22.

2 yi = 2

.o . o o pa z .
Danner vi s8 med sikte p& &4 finne en formel for Sy , differensene
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y;-¥, vil vi f& felgende differenser:

7477 = (yqpg )= (Fy=%,y) = Gryq=%y)=ryp-%;)

11

Yo7 = (ypmigy)-(Ey-%5) = (xq5-%y)=(xpp-%p)

L] ° . L] . . . L] . . L] * . » » . ] . L] . .

V=T = (p=apn )- (34 -%5) = (xq-Fg )= (xp-%,)

Kvadrerer vi s& disse differensene og summerer kvadratenc, far vi

at
. -2 . = 2
= L(X1i—x1) + A(xZi—x )

2) = 2 D(xyy=%y) (%p4-%5)

Divideres s& med (n-1), finner vi at

Sy2 = 512 + s22 - 25152r
hvor r er korrelasjonskoeffisienten.

Hvis vi utferte i praksis en slik datainnsamling som den vi

har beskrevet - noe ingen forhdpentlig vil finne pd - ville vi
finne at verdien av korrelasjonskoeffisienten ikke er lik null.
Men dette ville da vere en rent tilfeldig eller random effekt.
Er nemlig Xy 08 X, uavhengige, sam vi har forutsatt, vil fordel-
ingsfunksjonen for de to random variable kunne skrives som et pro-
dukt av fordelingsfunksjonene for hver av dem (se avsnitt D.5),
dvs. at

f(x1,X2) = f(X1).f(X2)

For funksjonen y = a + b1x1 + b2X2 vil vi da lett kunne utlede

at
Wy = a + b1p1 + b2u2
2 2 2 2_ 2
0g =
qy b1 01 + b2 02

Vi skal senere se at disse formlene har stor betydning i prak-

tiske anvendelser, f.eks. ndr a = 0, by = 1 0g b, = =1,

2
Disse formlene for forventning og standardavvik for en linesr

funksjon av to random variabler kan lett generaligeres til flere
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variabler. Sett at vi har at
y =a + b1x1 + b2X2 + b3X3

For denne funksjonen kan det vises at

“y = a + b1u1 + b2u2 + b3u3
og 2 2 2 2 2 2 2
oy = b1 O, + b2 Oy + b3 03 + 2b1b2 P1o 940,
+ 2b1b3 p1301o3 + 2b2b5 p230203

Her er P4o» 913 og 923 korrelas jonskoeffisientene mellom X, og

X5 mellom Xq o8 Xz 08 mellom X, 0g Xze
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E. Sampel random variabler.

E.1 Innledning.

La oss tenke oss at vi fra et sterre skogomride med noen-
lunde ensaldret gran, tar ut et sampel pd f.eks. n = 25 grantrar.
Vi tenker oss videre at vi mller brystheydediameteren pd hvert
enkelt tre og beregner gjennomsnitt og middelavvik.

Tar vi et nytt sampel p&d n = 25 trzr, er det meget lite sann-
synlig at vi skal f4 de samme observasjonene om igjen. Vi vil f&
et nytt sett observasjoner og dermed et gjennomsnitt og et middel-~
avvik som er forskjellig fra dem vi fikk i vért ferste sampel.
Béde gjennomsnittet og middelavviket vil altsd variere samplene
imellom, og vi kaller dem derfor sampel random variabler. Har vi
r sampler og har beregnet gjennomsnittet for de n observasjenene
i hvert sampel, har vi r observasjoner av en ny randem variabel,
nemlig X. Gjentakene er da her de enkelte samplene. P4 samme mite
m& vi ogsd oppfatte middelavviket s som en sampel random variabel,

I Tab., E.1 er gjengitt gjennomsnitt (ij) og middelavvik (sj)
for r = 10 sampler, hvert pd n = 25 gjentak. Samplene er tatt fra
et univers hvor fordelingsfunksjonen for den observerte random
variable er normal med E(x) = 10 og o = 1.

Tabell E.1.
Sampel nr. -

i *5 53

1 10,13 0,96
2 9,50 1,13
3 9,90 0,99
4 10,26 1,01
5 9,93 1,04
6 9,76 0,69
7 10,02 0,89
8 9,61 0,92
9 9,95 0,90
10 10,22 1,03
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De to gjennomsnittene er x = 9,98 og § = 0,96. Vi kan ogsd beregne
middelavvikene for de r = 10 gjennomsnittene og de 10 middelavvik

pa vanlig mAte. Vi finner da at

0, 3656

: 1 = =2
A A = 0,0406
og
: 1 =v2 _ 0,1
Sg -~ Z(Sj—S) = —?@ = 0,0140

I neste avsnitt skal vi vise at disse resuliatene er omtrent de
vi vil vente.

Vi kan ogs& beregne korrelasjonskoeffisienten mellom X 0g s
(se avsnitt B.9) og finner at r = 0,12, Vi ser at verdien av den-
ne korrelasjonskoeffisienten er meget liten. Ogsé det er et resul-
tat vi skal vente oss i dette tilfelle.

Vi skal vise senere at vi i praksis har bruk for slike stor-
relser som E(X) og var(X), og at vi har bruk for estimatorer som
T.eks. middelavviket S . I praksis m8 vi neye oss med det ene
samplet vi har. Og konsekvensen av dette er at vi md ha en formel
for f.eks. var(X) som viser hvordan vi skal g8 fram for & beregne
s - nar vi har bare det ene samplet. |

Vi skal vise at >
_war(x) o
- n - n

var(X)

hvor n er antall gjentak i det aktuelle samplet. I vart eksempel

i Tab. E.1 er n = 25 og var(x) = = 1. Etter formelen er da

var(x) = 1/25 = 0,04. For de 10 observasjonene av X fant vi at

gé’ = 0,0406, dvs. praktisk talt det vi skulle vente etter
formelen.

E.2. Fordelingsfunksjonene for gjennomsnittet og variansen.

Vi vil nd tenke oss at vi har et random sampel pd n gjentak

0g observasjonene x; (i=1,2,3...n) av den random variable x.
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Gjennomsnittet X og middelavvikets kvadrat V = s° md vi da som
forklart foran, oppfatte som random variable, og vi er naturlig-
Vis interessert i hvilke fordelingsfunksjoner disse har.

Forutsetter vi nd at den cbserverte random variable x har
normal fordelingsfunksjon med forventningen E(x) = u og varian-
sen var(x) = 02, kan det bevises* at X og 52 er vavhengige ran-
dom variable. Hva dette betyr skal vi komme nszrmere inn péd senere,
Her m& vi noye oss med 4 si at det bl.a. betyr at korrelasjons-
koeffisienten (p) mellom de to random variable er 1ik null.

Det kan videre bevises* at fordelingsfunksjonen for X er nor-

mal med

_ var(x) _ o

n n

E(X) = u og var(x)

dvs. at

_ (Fow?®
- 1 202/n
) = Smom ©

N&r det gjelder middelavviket, kan det bevises at fordelingsfunk-
sjonen for V = 52 er en Gamma fordelingsfunksjon (se avsnitt D.2)

nemlig - n—; ”
1 20
£(v) =g vea(®3) v 2 0)

Sammenligner vi med formelen pd side 87, ser vi at m = 3(n-3) og
at x = (n_q)/202, Bruker vi s& formlene for E(x) og var(x), fin-
ner vi at

2 L

B(V) = & . og var(V) = == ¢

Skriver vi (n,q)v/g2 = X2 og n-1 = f, ser vi at fordelingsfunk-
2

sjonen blir identisk med den fordelingsfunksjon for X som ble

nevnt i avsnitt D.2. Det sies derfor ofte at (n—1)V/o2 er et

kjikvadrat med f = n-1 frihetsgrader.

* Se Tillegg IIT.



-~ 108 =

La oss s& se noe nermere pd fordelingsfunksjonen for X.

Siden den er normal, vil Q i Tab., D.4 (avsnitt D.2) vere sannsyn-
ligheten for X mellom grensene

E(X) - aJ;;;TiT og E(X) + avvar(x)
dvs. mellom grensene p-a.o/vn og MU+ a.q/JB; Differensen
mellom disse to grensene er lik 2a.q/JH; Settes a =3, er sannsyn-
ligheten for X mellom de to grensene lik Q = 0,9973, og differen-
sen mellom grensene lik 6 o/JE; Vi ser at differensen mellom
de to grensene avtar med voksende n, dvs. at jo sterre samplet er,
jo mindre avstand mellom grensene for X. Er n et meget stort tall,
vil de to grensene falle sammen omtrent. Samtidig er det praktisk
talt sikkert (Q=0,9973) at X faller mellom disse grensene. Og det
vil jo da si at X er praktisk talt lik forventningen E(x) = ,

Vi kunne ha gjennomfert et tilsvarende resonnement for vari-
ansen V. Men fordelingsfunksjonen er i dette tilfelle ikke normal,
den er bl.a. skjev. Vi m&tte derfor bruke en forskjellig koeffi-
sient.a for den nedre og den gvre grensen. Resultatet ville imid-
lerid blitt det samme, nemlig at for voksende n vil grensene fer
V komme nmrmere hverandre og tilslutt smelte sammen. For store
sampler er derfor V = 82 praktisk talt lik 02-

Det er her forutsatt at fordelingsfunksjonen for den obser-
verte random variable (x) er normal. Br fordelingsfunksjonen ikke
normal, vil bdde X og V ha andre fordelingsfunksjoner enn dem vi
har referert foran. Det kan imidlertid bevises at uansett hVilkenr
fordelingsfunksjon den observerte random variable har, er B(X) = u
og var{X)= Oz/n. For variansen V har vi alltid at E(V) = 02,
men formelen for var(V) er mer komplisert enn den vi har gjengitt

foran.



Tillegg til side 108.

I avsnitt D.6 har vi funnet at hvis X, 08 X, er uavhengige
08 ¥ = X,~X,, €r var(y) = 012+ 022 hvor 01Z = var(xj) og
0," = var(x,).
La oss nad tenke oss at §1 er gjennomsnittet av ny obser-

vasjoner av en random variabel x i et sampel pa n, gjentak

i universet U1a La tilsvarende 32 vere gjennomsnittet av n,

observasjoner av den samme random variable i et sampel p&

n, gjentak i universet UZ‘ Sett sa

d = X=X,
Vi har at var(x,) = o 2/n og var(X,) = 0,/n,. Pormelen fo=
1 1 1 2 24 2
var(y) anvendt p& dette tilfelle gir da at

2 2
_ 9, S,
var(d) = var(x1~X2) = n; + o

Dette er en meget viktig formel som vi vil f& bruk for

senere.
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E.3. Fordelingsfunksjonen for t.

Som i foregiende avsnitt vil vi forutsette a2t den observerte
random variable (x) har normal fordelingsfunksjon med forvent-
ningen U og standardavviket o . Vi wvil sé& tenke oss at vi har
observasjoner av x i et sampel pd n gjentak. Gjennomsnittet 0g
middelavviket betegnes som for med X og s.

La oss sette - -

T T
Ss s
Siden bdde X og s er random variable, er ogsd t en random vari-

t =

abel. Fordelingsfunksjonen for + kan lett utledes ved hjelp av
fordelingsfunksjonene for X og V fra foregdende avsnitt. Den er
kjent under navnet Students fordelingsfunksjon* og er

K

hvor X :r en konstant. Parameteren f har f&tt betegnelsen antall
frihetsgrader. I det tilfelle vi har for oss her, er £ = n-1.

I andre tilfelle som vi skal ta fer oss senere, bestemmes f pd
ennen miate,

Variasjonscmréddet for t strekker seg fra . o til + ocos
Fordelingsfunksjonen er symmetrisk omkring t = 0. Den nsmrmer seg
mer og mer il den normale fordelingsfunksjon nir f vokser 0og
faller sammen med denne ndr ¢ ..

Oftest ndr en skal bruke denne funksjonen, har en ikke in-

teresse av fortegnet for t, en er bare interessert i tallverdien

[t |= JE_‘S"_J:LL.\[H

P4 grunn av symmetrier omkringi - o vil fordelingsfunks jonen

for It vere identisk med heoyre halvdel av fordelingsfunksjonen

*
Se Tillegg IV.
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for t ndr alle ordjinatene fordobles. I Fig.E.1 er tegnet inn
grafen av funksjonen for det tilfelle at f =4. Arealet av den
skraverte flaten i'denne figuren er da 1lik sannsynligheten for

[t] 2 a , altsd sannsynligheten Pt j a)., For praktiske for-
midl er verdien av s beregnet for valte verdier av P, Siden antall
frihetsgrader (f) er en parameter i funksjonen, md verdien av a
ogsé avhenge av verdien av f. T Tabell I bak i denne boka er gjen-
gitt en tabell over a for f = 1,2,3.... og POt 3'3) = 0,05, |
0,025 og 0,01. Er f.eks. f = 10, og P = 0,05, er a = 2,228, Vi ger
ogsé at verdien av a synker for voksende verdi av f,

Fordelingsfunksjonen for t er utledet under den forutsetning

at den observerte random variable har normal fordelingsfunksjon,
Vi har sagt foran (avsnitt D.2) at den normale fordelingsfunksjon
neppe kan betraktes som en realistisk modell. Hvis fordelingsfunk-
sjonen for t hadde vart sterkt avhengig av den normale fordelings-
funksjon som forutsetning, ville konsekvensen bli at vi ogsé
médtte betrakte fordelingsfunksjonen for + som lite realistisk
og dermed ubrukelig i de aller Ffleste sammenhenger., Det har imid-
lertid vist seg at fordelingsfunksjonen for t er meget robust i
den forstand at fordelingsfunks jonen for den observerte random
variable har lite § si*. Derfor har t og dens fordelingsfunksjon
etter hvert fatt en meget stor betydning i mange sammenhenger

som vi skal komme inn p& senere.

* Se Millege 1IV.
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