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•. 

Innledning. 

Generelt gjelder at en står overfor en utjevningsoppgave dersom det 

er utfØrt flere målinger enn nødvendig for lØsningen av det aktuelle problem,_ 

dvs. dersom det foreligger overbestemmelser. 

Den klareste matematiske forestilling om saksforholdet får en ved å 

anlegge en ligningsteoretisk betraktningsmåte. Vi tenker oss at i d e.t aktuelle 

probler:i ær innvolvert !:. ukjente størrelser. Til problemets lØsning foretas i 

alt .!! observasjoner ( enten direkte av de ukjente selv eller indirekte ved 

måling av størrelser som står i funksjonell forbindelse med d:e ukjente). 

Hver enkelt observasjon gir fØlgelig grunnlag for oppstilling av en ligning 

mellom de ukjente. Utjevningstilfellet er da karakterisert ved at~· Da 

blir ligningssystemet overbestemt, idet antall ligninger overskrider antall 

ukjente. Som fØlge av at målingene er beheftet med feil, vil det for n>e opp­ 

tre motsigelser innen systemet, slik at vi får differerende verdier for de 

ukjente alt etter hvilke e ligninger (observasjoner) som velges ut til be­ 

stemmelse av de ukjente. For å bringe overbestemmelse til veie når n>e, må 

det fØlgelig innføres korreksjoner på de utfØrte observasjoner. Men derved 

endrer problemet karakter. I tillegg til de opprinnelige e uk.jente kommer nå 

n utjevningskorreksjoner, slik at vi nå har n+e ukjente og baren ligninger, 

dvs. det opprinnelige overbestemte ligningssystem er gått over til å bli 
underbestemt. Heri ligger det at det å bortskaffe motsigelsene i systemet, 

kan gjØres på et uendelig antall måter. Det nå fØlgelig innføres et utjev­ 

ningsprinsipp som av det ubegrensede antall muligheter velger ut en bestemt, 

nemlig den som etter visse kriterier, fortoner seg som den fordelaktigste. 

I praksis blir det bare spØrsmål on et utjevningsprinsipp, nemlig minste 

kvadraters metode. I det elementære kurs ble påvist at under forutsetning av 

at mål1~feilene fØlger den Gaussiske feillov, så resulterer dette prinsipp i 
slike verdier for utjevningskorreksjonene (oe samtidig for de ukjente, så 

vel som for vilkårlige størrelser uttrykt som funksjon av de ukjente) , ~ 

den matematiske sannsynlighet for nettopp disse verdier, blir I!laksimal. 

I det elementære kurs har vi behandlet det enkleste utjevningstil­ 

felle, som. has når det aktuelle problem bare omfatter en ukjent størrelse, 

et utjevningsproblem som betegnes som middeltallsutjevning. Videre ble ut­ 

jevning av sluttfeil behandlet, et tilfelle karakterisert ved at antall o­ 

verbestemmelser er lik enG 

I det videregående kurs skal vi befatte oss med de mer kompliserte 

utjevningstilfeller at antall ukjente eller antall overbestemmelser overskri­ 

der ~n. Disse tilfeller omfatter element- og korrelatutjevning (i virkelig­ 

heten er ikke niddeltallsutj evning og utjevning av sluttfeil annet enn spe­ 
sial tilfeller av eleDent-,respektive korrelatutjevning). 
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Kapitel I • 

ELEMENTUTJEVr-TING. 

1. Innfpring av begrepet element. 

,. Uttrykket element har i denne forbindelse en ganske spesiell betyd­ 

ning. Det nyttes nemlig som betegnelse på de ukjente størrelser som er innvol­ 

vert i det aktuelle problem, hvis lØsning er de utfØrte m.ålingers primære for­ 

mål. Vi skal belyse dette med et eksempel. I trekanten ABC (fig. l) er avsatt 

c santlige vinkler og sider. Vi står 

fØlgelig overfor et system eller stØr­ 

relseskompleks, bestående av 6 størrel­ 

ser. Fra geometrien vet vi at en tre­ 

kant er fullstendig bestemt ved tre 

størrelser, hvorav. i det minste den ene 

må. være en sidelengde. Bestemmelsen av en 
trekant er fplr;elig et pr-ob'l.era som generelt 

C ·'omfatter" 3 ukjente, dvs" e = 3 • 

• 

C 

Fig" 1 Når det gjelder valg av dis- 

se ukjente, så består det et større antall muligheter. Fra matematikken vet vi 

at antall muligheter for kombinering av e størrelser innen et stØrrelseskom­ 

pleks,bestående av n størrelser, er gitt ved 

n n' ( e) = o 

e ! ( n-e) ! 

som i foreliggende tilfelle resulterer i(~)= 20, som setter seg sammen av: 

l. Tre sider = 1 mulighet 

2. Tre vinkler = 1 ti 

3. To sider og en vinkel = 9 muligheter 
4. En side og to vinkler = 9 u 

Tilsammen 20 muligheter 

Det synes altså som om det her består i alt 20 muligheter for valg av 

elementer. Imidlertid er ikke alle disse muligheter brukbare. Det henger sammen 

med at elementene må oppfylle fØlgende fundamentale fordringer: 

1. De må entydig fastlegge vedko:mrnende etØrrelseskompleks, og 

2. De må være uavhengige av hverandre, dvs. det må ikke bestå noen 

funksjonell forbindelse mellom dem. 

Derfor faller muligheten ~ed valg av tre vink.ler bort, fordi de alene 

ikke formår å bestemme trekanten, og det henger nettopp sammen med at de står i 

funksjonell forbindelse med hverandre (a+6+y = 2009). Heller ikke er alle 9 
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mulighetene med to sider og en vinkel brukbare. Det skyldes at en trekant ikke L 
er entydig bestemt ved to sider og den minste sides motstående- vinkele For hver 

kombinasjon av to sider er derfor en av de tre mulighetene ubrukbare9 slik at det 

istedenfor de 9 bare blir 6 b1ukbare muligheter i den 3. gruppen. I foreliggende 

tilfelle består det altså i alt 20 - 1 - 3 = 16 muligheter for valg av elementer. 

På tilsvarende måte vil det forholde seg ved de fleste oppgaver i landmålinp,en - 

en vil ha en rekke muligheter å velge mellom - og en velp:er til elementer de 

størrelsene som i det konkrete tilfelle p.ir den enkleste re~ning. 

I enkelte tilfeller er det mulig å velge elementene blant de målte 

størrelser, og det gir som regel den enklest mu.li~e regning. Imidlertid står vi 

ofte overfor tilfeller, hvor det ikke vil være mulig eller ihvertfall ikke prak­ 

tisk å innrette seg slik. Ved koordinatutjevning f.eks. som vi støter på senere 

i feillæren, lØnner det seg å velge nypunktenes koordinater til elementer~ mens 

de målte størrelser er retninger eller vinkler. I eksemplet med trekanten vil det 

selvsagt også være mulig å velge elementene utenom de betraktede 6 størrelsene. 

Vi kunne f.eks. som elementer vel~e: en side, lengden av perpendikulæren fra det 

motstående hjØrnepunkt på denne side og beli~genheten av perpendikulærfotpunktet 

på siden (foruten en rekke andre muligheter). 

Generelt kan det sies at det ved valg av elementer lØnner seg "å gå 

mest mulig rett på sak", dvs. å velge scm elementer de størrelser som primært 

interessere. 

2. Observasjonsligninger, feilligninger og normalligninger. 

Vi ter vårt utgangspunkt i den problemstilling som er drØftet i det fore­ 

gående, nemlig at det foreligger~ observasjoner til bestew.melse av et stØrrelses­ 

ko~pleks som entydig blir fastlagt ved~ elementer. Når elementene er valgt, kan 

enhver størrelse som hØrer med til systemet, uttrykkes som funksjon av elementene. 

At så må være tilfGlle, er lett å innse på basis av det betraktede tilfelle med 

trekanten i fig. 1. Det er klart at når elementene fØrst er valgt, vil enhver 

størrelse som angår trekanten, kunne utregnes ved hjelp av elementene. Velges 
I 

f.eks. o9 bog c til elementer, vil iklce bare den 3. siden og de to andre vinklene 

kunne regnes ut, men også arealet, radien til den inn- og omskrevne sirkel, medie.- 

nenes lengde osvo9 i det hele alle størrelser som angår trekanten. 

I det generelle tilfelle vil det fØlgelig være mulip å uttrykke den 

målte størrelsene som funksjoner av elementene. Vi betegner de målte størrelser 

med o11 o2, ••• o~, On, de val~te elementer med X, Y, Z, ••••• og funksjonsforbin­ 

delsen med 
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o i = Fi (X, Y , Z , ••••• ) 

Disse ligninger går under navn av observasjonslignin~er. Deres an- 

tall er n, og de inneholder i alte ukjente, dvs. ligningssystemet er civer­ 

bestemt forutsatt at n >e,og ~et vil jo alltid vær e tilfelle når d e t er spørs­ 

mål om å foreta utj0vning. P~ grunn av målefeil vil det opptre motsigels0r i 

ligningssy2temet, dvs. om vi velger ute ligninger og løssr disse med hensyn 

til elementen~, og setter disse verdiene for elementene i de øvrige n-e lig­ 

ninger, vil de siste ikke være tilfredsstilt. Ov e r en ss t emme Ls e innen lig­ 
ningssystemet oppnås ved & tilfØye de målte størrelser korreksjonene 

Vj_ , V2 , • • • • • V n , slik at vi får 

n -v-2 = F 2 (X, Y, Z, ...... ) 
• • • • • e-• • • • • • • • • • • • • • • a o o o.,., • a • • • • • o • • • • • • • • • o • • • • • o • • • • • • o • o • • • • • • 

" 

Vi kommer så over til de såkalte feilligninger ved å bringe observa­ 

sjonsligningene på·lineær form. Det oppnås ved å innfØre tilnærmede verdier for 

elementene ( x0 , y0 , z0 ) 9 io.et .,,i setter: 

X = xo + X 

y = y'; + y 

z = zo + z 
••••••••.••• 0 

hvor størrelsene x, y 1 z, .• ~ .. or små forbedringer av elementene som over­ 

fører de tilnærmede verdier av elementene i de endelige verdiene .X, Y, ZJ ••• 

Dermed ant.az __ d_en._i-,te observasjonsligning formen 

0 i + V i = F; ( x0 +x , y"0 +y , rz? +z , • • . • • ) 

Vi utvikler så dette uttrykk etter Taylors formel, idet vi forutsetter at de 

tilnærmede ve rd i e r Y?, y0, z0, •• o ••• er så gode b i.Lnærme l s e r at tilleggene 
x 1 y , z , •.••• blir så små størrelser at leddene av 2. og høyere orden i 

Taylors rekkeutvikling kan sett0s ut av betraktning~ følgelig 

+ Vj F ( o o o ) ( a1j1 i ) ( aF i ) ( aF; ) · ) 
Oj = jX,y,z, • • • • + ax o x + aY o Y + az " z + • • • • • 

T.1 ( 0 0 0 • • •. ) + ai X + bi y + C j Z + • 0 • 0 •••• • •• = l!i X 9 Y , Z , 
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idet vi har innfØrt forkortede betegnelser for differensiaikvotientene. (Null­ 

indiseringen av differensialkvotientene indikerer at det er de provisoriske ver­ 

dier som her skal settes inn for elementene.) Ligningene ovenfor resulterer i 

fØlgende ligningssystem, idet vi, begrenser oss til tre elementer : · 

V 1 = 81 X + b1 y + C1 Z + F 1 ( XQ , YQ , ZQ ) - 01 = 8j_ X + b1 Y + 01 Z + f 1 
v2 = a2x + b2y + c2z +F2(x

0
, y0, z0)- o2 = a2x + b2y + c2z + f2 

t,e;•~··········•••o•••••••••••••••••••••••••••••••••············· 

Vi har her også :innfØrt forkortede b e t cgne t s e r for konstantleddene, nemlig: 

( 0 0 0) f. = F. X ' y ' z - o. 
I I I 

Ligningene ovenfor går under navn av ~~illigninger. Deres antall er lik an- 

tall målinger, og vi kommer fram til dem ved å lineaLisere observasjons- 

ligningene. I feilligningssysteDet opptrer n v-er og e elementer som ukjente 

størrelser, mens antall ligninger er likn; dvs. vi hare flere ukjente enn 

ligninger, systemet er ubestemt~ For at oppgaven skal bli bestemt, må vi 

skaffe e flere ligninger til veie, og det skjer ved å trekke inn prinsippet 

som liggor til grunn for minste kvadraters metode. 

[ pvv] == minimum 

I funksjonen [pvv] opptrer bare de e elementer som variable. Minimum av funk~ 

sjonen finner vi på vanlig måte ved å differensiere partielt med hensyn til 

samtlige variable og sette alle differensialkvotienter lik null, altså ved å 

danne: 

a[pvv] 
ax = 0 

c[pvv] 
åy 0 og 

a[pvv] 
åz = 0 

Her er: 2 
+ •••••• + p V n n 

hvor v-ene ifolge feilligningene er funksjoner av x 1 y, z. Etter reglene 

for derivasjon av sammensatte funksjoner må vi først derivere [pvv] med hen- 

syn til v-ene og deretter v-ene med hensyn til elementene x, y ' z • Mini- 

mumsbetingelsene for [pvv] er følgelig gitt vod: 

o[pvv] av av av 
1 2 n 

= 2 p V -,- + 2 p V -a- + . • ••• + 2D V -- = 0 ax 1 1 ex 2 2 X -"n n ox 

- ] av JV av 
aLpvv _ _1_ __2_ n 

,., _ 2p v a + 2p v a + ..•.•• +2:pv--=o oy 1 1 y 2 2 y n n 3y 

[ l av av av 
n a pvv 1 2 + 2p V--·= 0 ;:i =2pv-a-.-+ 2pv-,.,-+ ••••• 

GZ 1 1 Z 2 2 c z n n az 
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V. • f O h d d' f (}V 1 inn ører sa er ever 1ene or ~A : og ~: som feilligningssystemet gir 

= c. ), forkorter over alt med 
' 

2 og får: 

pva+pva+ • ~- • I) • + p V a == 0 ' dvs. [pav] = 0 
1 1 1 2 2 2 n n n 

pvb+pvb+ + p V b = 0 " [pbv] = 0 • 9 ••• ' 1 1 1 2 2 2 n n n 

p V C + p·v C li r l + Ill •••• + p V C = 0 ' L pcv _I 0,:: 0 
1 1 1 2 2 2 n n n 

Dette er det såkalte implisitte normalligningssystem. Vi får brakt det over 

på eksplisitt form ved å danne [pav] , [pbv] og [pcv] med utgangspunkt i feil­ 

ligningssystemet. 

V 
1 

• • • • • (I • • • • 

V 
n 

a X + b y + C Z + f 
1 1 1 1 

C Z + f 
2 2 

a X + b Y + C Z + f 
n n n n 

P a 
1 1 

Vi multipliserer i tur og ordeu med pa- 1 pb~ og pc-kolonnen, summerer det 

hele og ko~mer fram til 
a b C f 

[pev] 

[pbv] 

[!)CV] 

[paa]x + [pab]y + [pac]z + [paf] = o 

[pab]x + [pbb]y + [pbc]z + [pbf] = o 

[pac]x + [pbc]y + [pccJz + [pcf] = o 

a 

b 

C 

Det innrammede system er det såkalte normalligningssystem, som 

spiller en grunnleggende rolle ved alle former for utjevning etter m.k.m. l 
foreliggende tilfelle fikk vi tre normalligninger. I det generelle tilfelle 

får vi like mange normalligninger som elementer. 

Normalligningssystemet kan tenkes frackommet p& den måten at vi 

skriver koeffisientene i feilligningssystemet horisontalt og vertikalt (se 
forangående nor~alligningsoppstilling). En vilkårlig normalligningskoeffisi­ 

ent kan da opp fat tes som "skjæringspunkt" rae L'l.om den horis_ontale og v e r tLka.Le 
linj.e. gjennom de -tilhørende feilligningskoeffisienter. Vedkommende normal- 

ligningskoeffisient er da gitt som produktet av disse feilligningskoeffisien­ 

ter med tilføyelse av p og med sur;:unetegn omkring. 

Når det gjelder "strukturen" av normalligningssystem.et, er det å 

bemerke at det består symmetri nellom koeffisientene. Koeffisientene [paa] 1 



- 7 - 

[pbb] og [pcc], som gå.runder navn av kvadratiske koeffisienter, danner en 

dia.gona.llinje som samtidig er symmetriakse. Denne symmetri letter opplØs­ 

ningen i hØy grad og tillater en forenklet skrivemåte som ofte brukes: 

[ paa J x + [ pcfb J y + [pac] z + [ paf] = o 

[pbb]y + [pbc]z + [pbf] = o 

[pcc]z + [pcf] = o 

Ved opplØsning av normalligningene finnes forbedringene x, y og z 

til de tilnærmede verdier av elementene. De endelige, utjevnede verdier av 

elementene er da gitt ved tidligere anfØrte ligninger: 

0 X= X + X 

0 y = y + y 

z = 0 z + z 

og dermed er den egentlige utjevningsoppgave løst. 

3. Kontroll på danningen av nornalligningene. 

Kontroll skaffer vi oss ved hjelp av summene til feillignin,gskoet"t"'i- 

sientene. 

Vi tar vårt utgangspunkt i den i-te feilligning og setter 

a. + b. + c. •• o u. + f. = s. li p.a. 
i 1 1 l 1 1 1 

p.b. 
]. 1 P.c. 1 1 

hvor altså ser summen av koeffisientene i feilligningen. Vi multipliserer med 

p.a., summerer og får 
1 1 

[ pa1] + [pab] + [pac] + ••••••• + [paf] = [pas] 

Ved så å multiplisere med p.b. og summere fås på samme måte for summen av koeffi- 
1 1 

sientene til 2. normalligning 

[:pab J + [ pbb] + [pbc] + • • • • • • + (pbf] = [pbs] 

I sin alminnelighet gjelder altså at summen av koeffisienten til en normalligning~ 

hvis kvadratiske koeffisient er [pii], er lik [pis]. 

Vi skaffer oss altså kontroll på danningen av normalligningen ved hjelp 

avs-ene, idet vi undersØker om summen av normalligningskoeffisientene stemmer 

med den verdi som vi kommer fr8.I!1 til gjennom summekoeffisientene (pas], [ pbs] , osv. 
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4. OpnlØsning av normalligningssystemet. 

Det finnes en hel rekke metoder for opplØsning av normallignings­ 

systemer" Dreier det seg om små systemer med bare to eller tre ukjente, kan 
det komme på tale å foreta opplØsningen ved hjelp av deterriinanter, spesielt 

dersom en ved opplØsningen bare tar sikte på å besteI1TI21.e verdiene av elementene. 

Imidlertid er forholdet det at en rekke andre størrelser inter~sserer, f.eks. 

feilkvadratsummen og vektskoeffisientene til elementene (eller til vilkårlige 

funksjoner av elementene),- og for utledningen av slike tilleggsstØrrelser er 

ikke deteroinant.er særlig velegnet" Heller ikke tar determinsntmetoden hen­ 

syn til (og fØlgelig heller il.elte trekker fordel av) NL-systemts symmetriske 

struktur. 
Den mest kjente og i hvert fall tidligere også mest benyttede eli- 

minasjonsmetode, skriver seg fra Gauss og går lmder navn av den Gaussiske al­ 

goritmuso Prinsippet som ligger til grunn for metoden, er det enklest mulige f 

det består nemlig i en suKsessiv eliminering av de uk.jente~ en for en (sub­ 

stitusjonsprinsippet). Vi skal demonstrere prinsippet på fØlgende NL-system 

med 4 ukjente: 

[:~,aa]x + [pab]y + [pac]z + [paa_]t + [paf] = o 
[ pa b] X + [ p b b ]y + [ p b C ] Z + [ pbd ]t + [ p b f] = 0 

[pac]x + [pbc]y + [pcc]z + [pcd]t + [pcf] = o 
[pad]x + [pbd]Y + [pod ]z + [pdd]t + [pa.r] = o 

Den fØrste ligning gir for x 

r - -.~, 7 
X = - LI1e1..0J 

[paalY J 

som innsatt i de tre andre ligninger, resulterer'i 

- [flfl. 
(l b b J-&,ab]~) +( li,bc]- [pab pac )z+( li,bd]-fEab] fpad] )t+(fui:ff _frab] [Eaf~ = 0 

Lp ~ Y pa~ [paaj (paa] 

For dette system innføres skrivemåten 

• [pbb-l]y + [pbc~1Jz + [pbd ·l]t + [pbf·l] = o 

[ p b c • 1] y + [ pc c • 1 ] z + [ pcd • l Jt + [ pc f • 1] = o 

l. p b d "l] y + [ p Cd " 1 ] Z + [ pj. d • 1 ]t + [ pd f "l ] = 0 
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Det _nye system inneholder en ukjent mindre enn originalsystemet. Det beteg­ 

nes derfor som det en gangs reduserte NL-system, og det er nettopp dette re­ 

duksjonstrinn som den ~np~kterte skrivemåten gir uttrykk for. 

Hva oppbygningen av koeffisientene i det enpunkterte system angår, 

så er den underkastet en enkel lovmessighet. De enpunkterte størrelser, som 

er oppbygget av nullpunk.terte størrelser (dvs. av originale NL-ligningskoef­ 

fisienter) består av et positivt og et negativt ledd. Det positive ledd er 

identisk· med den normalligningskoeffisient som framkommer når vi utelater •l 

i den reduserte koeffisienten. Alle negative ledd har nevneren [paa]. Tel­ 

leren består av to faktorer som begge inneholder a. Dessuten inneholder fak­ 

torene hver sin av bokstavene i det positive ledd, slik at en symbolsk for­ 

kortelse resulterer i null for de enpunkterte koeffisienters vedkommende. 

Generelt har vi altså 

[pij•l] [pij] _ Lpai][paj] 
[paa] 

Videre legger vi merke til at det reduserte system oppvi ser samme symmetriske 
struktur son originalsystemet. 

Vi gjentar så den benyttede eliminasjons!)rosedyre. Av det reduserte 
system fås for y 

y 

som innsatt i det~ resterende ligninger gir 

([ • 11 _[pbc•l] bc0l]\ ([ d•l] _(pbc.1][pbd•l])t ( [ f•l JJpbc·l]Lpbf,l])= 
pcc ::.I pbb- l iZ+ pc [pbb• 1] + pc Lpbb01 I o 

som skrives f~rk0rtet 

[ pc c • 2 J z + [ pcd • 2 ] t + [ pc f · 2] 

[pcd•2]z + [pdd·2]t + [pdf•2] 

= 0 

= 0 

som betegnes som det to gangers reduserte NL-system. Vi ser at NL-strukturen 

går igjen også i dette system. De topunkterte størrelser som er oppbygget av 

~npunkterte størrelser, bestå.I;, på samme måte som de t?npunkterte, av et posi­ 

tivt og et negativt ledd. Det positive ledd inneholder de samme bokstaver 

som den to ganger reduserte koeffisient, men er. en orden lavere med hensyn 
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til punktering. Nevneren i det negative ledd inneholder [pbb•l] • De to­ 

punktbrte størrelsene lar seg også sy~olsk forkorte til null. Generelt har 

vi altså 

[ ; ·.27 ~ '"i'•l l - fpbi•l][pjj•l] 
P-- J -' L -' J ~ l p1J b • 1 ~ 

Hadde ligningssystemet inneh~ldt flere ukjente, vill0 vi ha kam­ 

m0t fram til høyere refuksj~nstrinn ag følgelig til punkterte størrelser av 

høyere orden. De trepunkterte størrelsene f.eks. flr formen: 

[ pij • 3 7 _J 

Den i det fore gående gj ennomf Ørte eliminasjonsprosedyre tillat er en 

helt skjematisk (mekanisk) ut rørelse. Vi skal vise hvordan det arter seg for 

et NL-system bestående av tre ligninger 

[paa]x + [pab]y + [pac]z + [paf] = o 

[pabix + [pbb]y + [pbc]z + ~pbf] = o 

[pacJx + [pbc]y + [pcc]z + [pcf] = o 

-- ---- ri ---- . 

[pab]y , 

2 

4 

5 

6 

7 

8 

--+-· . -- --- ·- . - ' ' ~- . ---------- ---~-----1. 
!l 

' [pab]x I [ pbb Jy ! [ pbc] z [pbf J 
I [ pab ]2 [ pac J [ pab ] z [pafl[pab] 

-[ pab ]x ,i - [paaJ Y - L paa] - [paaJ 
i 

>-- r- .. -····-- - t_ - _[__p_~~-'' 1jy 
I 

[pbc0l]z 
I [pbf·l] 

0 l 
I 

-- L __ 
! 

[pac]x [ pbc Jy (pcc]z 
! 

[ 7 I 
I pcfJ 

-[pac 7x [ pa b 7 [ pac J v [_pac ]2 I [paf][pac] 
- l paa] V 

-- L z I 
- L . I paaj - paa j 

-[pbc•l Jy 1 [pbc· 1:2 i [ pb f 1 l [ p b C • 1 ] 
0 

i 
i - Lpbb· 1J 2 i - I J 

I 
\_!)bb• 1 

~........-..- - ----;t= --- 
ii 

I 

li [pcc• 2]z [pcf•2] ' 
0 ! 0 'I - -1 - li !I ·- 

-1 __ 1 (- [pab] ) (- tpac i~ 
! [paa] paa~ 

Først innføres den 1. norCTalligning i linje log derunder den 2. 

normalligning i linje 2. Vi eliminerer så x av disse to ligningene ved å 

multiplisere 1. norTialligning med - !pab og addere resultatet til 2. normal- 
- paa 

Denne multiplikasjon er utført i 3. linje, og addisjonen skjer i 4. ligning. 
linje. Derved fås en ligning i 4. linje som bare inneholder y og z som ukjente. 

Så innfores 3. normalligning i 5. linje. I denne normalligning elimineres x 

ved hjelp av 1. normalligning, og y ved hjelp av 1. normalligning og den inn­ 

rammede ligning i linje 4. Det f o r cgå r på den måten at vi først multipliserer 
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1. normalligning med faktoren - t~:~j og re~ultatet fØres i 6. linje, 

Deretter multipliseres 4. linje med - t~~~:Ij, og resultatet fØres i 7. linje, 

og det hele adderes til 3. normalligning i linje 5. Resultatet av denne addi­ 

sjon blir en ny innrammet ligning i linje 8,som bare inneholder z som ukjent. 

Hovedresultatet av opplØsningen er de innrammede ligninger, og disse har fått 

eget navn, nemlig !;I-uttligningera I eksemplet foran er vi altså kommet fram til 

fØlgende sluttligninger 

Lpaa]x + [pab]y + [pac]z + [p~f] = o 

[pbb0l]y+[pbc0l]z+[pbf•l] = O 

[pcc·2]z+[pcf·2] 0 

idet 1. normal.ligning skal betraktes som 1. sluttligning. 

Av siste sluttligning finnes z, og ved suksessiv innsetting i de 

andre sluttligningene finnes fØrst y og til slutt x.(Vi skal senere se at i 

virkeligheten foregår transaksjonen med å fremskaffe de uk.jente på basis av 

sluttligningssystemet langt mer "raffinert11
.) 

Betrakter vi det oppstilte eliminasjonsskjema nØyere, ser vi at alle 

regneoperasjoner til venstre for de dobbelte opptrukne, vertikale linjer er uten 

betydning for utledningen av de ukjente. Vi kan derfor under de etterfØlgende be-_ 

trekninger begrense oss til regneoperas,jonene på hØyre side av dobbeltstrekene" 

(Det er NL-systemets symmetriske struktur som er årsak.en til denne forenkling, 

som innebærer en betydelig arbeidsbesparelse, som ikke vil kunne "innkasseres'' 

dersom det dreier seg om ligningssystemer av vilkårlig struktur.) 

Ikke bare ved opplØsning av ligningssystener, men ved regnetransak­ 

sjoner i det hele tatt, er det av stor betydning å bruke metoder som tillater 

en helt gjennom mekanisk framgangsmåte etter et enkelt huskeskjemao Vi stiller 

oss derfor nå til oppgave å 0materialisere" frEt,mgangsmåten i det oppstilte eli­ 

mine.sjonsskjema i enkle huskeregler, som muliggjØr en ren mekanisk arbeidsmåte. 

En nærmere betrakning av skjemaet resulterer i fØlgende huskeregler: 

h Under hver sluttligning innfØres en normalligning, idet alle 

ledd foran den kvadratiske koeffisient kastes vekk. Den fØrste normalligning 

skal betraktes som 1. sluttligning" 

2. 1. linje under hver normalligning avledes av 1. sluttligning og 

er lik produktet av 1. sluttligning og faktoren - ~ , hvor~ er den koeffisi­ 

ent i 1. sluttligning som befinner seg i elet aktuelle reduk.sjonsavsnitts fØrste 

kolonne, mens q er 1. koeffisient i 1. sluttligning. 
2 

3. 2. linje under hver normalligning avledes av 2. sluttligning og 
- I 

er lik produktet av 2. - sluttligning og faktoren - q11 , hvor q~ er koeffisi- q 
enten i 2. sluttligning som befinner seg i det aktfielle reduksjonsavsnitts fØrste 

kolonne, mens q2 er lo koeffisient i 2. sluttligning. Slik fortsettes inntil·alle 

sluttligninger 1er "oppbr-ukt '", 
4~ Så dannes summen av alle linjene nedenfor foregående sluttlig- 

ning, og denne summering resulterer i en ny sluttligning. 
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Vi s~al så praktisere disse reglene på et eksempel med tre ukjente, idet 

vi benytter forkortede betegnelser A, B, C og D på koeffisientene i normallignings­ 

systemet. 

l.n.l.=l.s.l. 
j 
l A 
[ - -- 1~--- 

·2. n .1. 

B 
1 

A 
1 

2.s.l. 

~-~------ 

C I D j 

1 I 1 I 
-· 

I 
f 

B c2 ! D 
! 2 2 

B2 B B 
1 -~ - _!_D - - A A 1 A 1 
1 1 1 

- 

B •l C •l D •l 
2 2 2 

3.n.l. · C D3 3 

c1 c2 C 
1 - -2:.n 

- A1 i - A A 1 
1 1 

c2 .1 C •12 C •l 
2 2 

- B
2
.l - B •l 

- --D •l 
B ·l 2 

2 2 
·--·~-- 

C 0 • 2 ! D
3
• 2 

Den Gaussiske eliminasjonsmetode er kun brukbar for oppløsning av 

ligningssystemer som har normalligningsstruktur. (Metoden kan riktignok an­ 

vendes på vilkårlige ligningssystemer, me0 det forutsetter at vi betrakter det 

opprinnelige ligningssystem som feilligninger øg danner normalligninger av_ 

disse før oppløsningen.) 

Den Gaussiske metode ble utformet før regnemaskinenes oppfinnelse. 

Den er derfor spesielt tilpasset log~ritmcregning og egner seg ikke særlig 

for maskinregning fordi den ikke gir høve til å utnytte alle de mulighetene 

som moderne regnemaskiner innebærer. Metodens største mangel består deri at 

den medfører oppskriving av resultatene til et større antall mellomregninger. 

Metoden er derfor sterkt utsatt for opphopning av avrundingsfeil, slik at vi 

blir nødt til å operere med et uforholdsmessig stort antall siffer når det 

dreier seg om systemer med mange ukjente. Siden regnemaskiner kom i bruk, er 

det dukket opp metoder som er bedre tilpasset den automatisering av regne­ 

operasjonene som moderne regnemaskiner innebærer muligheter for enn don 

Gaussiske metode. Av slike metoder kan nevnes den moderniserte Gaussiske 

metode eller Do o Ld t t Le Is me tod e som den også kalles, og Cholesky - Rubins 

metode. Ved begge disse metodene er nedskrivning av resultater begrenset til 
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koeffisientene i sluttligningene. 

* 

Det lar seg vise at NL-systemets determinant er gitt ved 

og videre at 

[pbb~l] > o, [pcc·2] > o, osv. 

likeledes at 

[ pvv] :- [ pf f] 

( Likhet mellom [ pvv] og [ pf f J kan bare inntreffe i det spesialtilfelle at sa.-rnt­ 

lige konstantledd i NL-systemet er lik null. Da blir de endelige verdier for 

elementene lik de provisoriske verdier, slik at v-ene blir identisk med feillig- 
b· 

ningenes konstantledd.) Videre lar det seg bevise at i tilfelle av at a~ = k" 

hvor k er konstant, vil det ikke være mulig ved opplØsningen av BL-systemet å 
11separere" de to elementer som a-ene og b-ene står til. Eks. 

oed tilhØrende NL-system 

1. [paa]x + k[paa]y + [pac]z + [paf] = o 

2. k[ paa]x + k2 [paajy + kU)ac J z + k[paf] = o 

3. [pac]x + k[pac]y + [pcc]z + (pcf] = o 

Vi får altså et system av lineært avhengige ligninger ,,idet 

lign.2 = k x lign.l ··--------- 

5. Regnekontroller ,i forbindelse med opnlØsningrm av NL-systemet. 
J 

For å sikre seg mot regnefeil ved de tallrike regneoperasjoner som en 

utjevningsoppgave medfØrer, innfØres en rekke regnekontroller. Vi skiller nellom 

fortlØpende prØver og sluttprØver. Til fortlppende prØving a.v regningens gang 

har suæmeprøvene vist seg meget hensi·k.tsnessige. Son tidligere vist, sjaltes 

summeprØver inn-.all.er.ede .under dannelsen av normalligningskoeffisientene, idet 
vi skaffer oss kontroll :på danningen av disse Yed hjelp av relasjonene: 
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[paa] + [pab] +[pac]+ [paf] 
[pab] + [pbb] + [pbc] + [pbf] 
[pac]+ [pbc] + [pbb] + [pcf] 

[pas] 
= [ pbs] 

[pes] 

Disse summeledd kan også brukes til å kontr)llere oppløsningen av 

normalligningene. Summeleddene trekkes inn i oppløsningen og blir behandlet 

etter de samme mekaniske r?gler senn de øvrige koeffisionter1 og kontrollen be­ 

star i at følgende relasjoner skal være oppfylt 

[paa] + [pab] +[pac]+ [paf] 

[pbb•l]+[pbc-l]+[pbf0l]= 

[pcc• 2]+[pcf• 2]= 

[pas] 
[pbs.1] 
[pes· 2] 

At disse ligninger må bestå, framgår av en nærmere betraktning av 

eliminasjcnsskjemaet på side 10. Vi skal vise riktigheten av disse kOntr~ll­ 

ligningcr f o r den andre sluttlignings vedk)mmende, Den andre sluttligning er 

framkommet ved å multiplisere 1. normalligning med en faktor f = - tpabi og paaJ 
addere resultatet av denne multiplikasjoo til 2ø normalligning, med andre ord: 

2.n.l. [pab] +[pbb] +[ pbc] +[pbf] = [ pbs] 

Ln.l. x f [paa]f +[pab]f +[pac]f +[paf]f = [pas]f 

2.s.l. 0 +[pbb•l]+[pbc·l]+[pbf·l]= Lpbs•l] 

Det er innlysende at den likhet s~m beGtår mellom høyre og venstre side av de 

første to ligningene:, også vil bestå for sluttligning nr. 21 3.'.)m jo ikke er 

annet enn summen av dem. På tilsvarende måte kan vi bevise riktigheten av de 

angitte kontrolligninger 'f'c r de øvrige sluttligningers vedkommende. 

Vi sammenfatter så i kc r t h e t hvordan k o rrt r o Ll, en med oppløsningen a, 

normalligninger f1regår: Det skJer på den måten at summekoeffisientene trekk, 

inn i oppløsningen og behandles på akkurat s amm e måte som de andre koeffisi­ 

enter i normalligningssystemet. For hver sluttligning får vi kontroll ved at 

summen av koeffisientene i sluttligningen skal stemme ;)verens med samme slutt, 

li5nings reduserte summekoeffisient. 

6. Utledning av feilkvadratsummen. 

Vi skal i det etterfØlgende vise at det er mulig å utlede [pvv]på fler 

måter. Dette forhold innebærer mulighet for en om.fattende kontroll av hele utjev­ 

ningsregningen. 
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6 .1. Direkte beregning av [ pvtl 

Etter at elementene er funnet ved oppløsning av normalligningene, 

kan korreksjonene v utregnes på grunnlag av feilligningssystemet, idet vi i 

det sjste innfører de vordier for elementene som utjevningen har resultert i. 

Deretter kvadreres v-ene og multipliseres med de tilhørende vekter1 hvorved 

[pvv] fås direkte. 

6.2. Beregning av [;pvv] på grunnlag av [pff]. 

Vi tar vårt utgangspunkt i feilligningssystemet: 

V1 = ai_ X + b1 Y + C1 Z + fl .Pi V1 P1. f1 

v2 = a2x + b2y + c2z + f2 P2V2 P2f 2 
:.•oo••••o•o-ooooo•·•oG•o••o 

V = an x: + bn y + en z + fn I Pn Vn I Pn r, n 

Vi mul t Lp l Lae r e r feilligningssystemet med pv-Jco Lonnen , summerer det 

h e I e og får: 

[pvv] = [pav]x + [pbv]y + [pcv]z + [pfv] 

hvor [ pav] , [ p bv ] og "' le 
[pcv], som tidligere nevnt, re~resnenterer den implisitte 

skrivemåte for normalligningene. Vi må altså ha: 

dvs. 

f navl = ! nbv 1 L. -1.. _j L ...._ J 

ipvvl = L .J 

[pcv] = o 
r -1 
LPfVJ 

Vi multipliserer så feilligningene med pf-k-.,lonnen, summerer og får 

[pvf] = [pvv] = ['pff] + [paf]x + [pbf]y + [pcf]z 

6. 3. Utledning av [ pvv] i tilknytning til oppløsningen 

av normall igningssy:3 t emc t. 

Vi tar vårt utgangspunkt i det nettopp utledede uttrykk for [pvv]: 

[pvv] = [pff] + [paf]x + [pbf]y + [pcf]z 

Vi substituerer her elementene xs y, og z med verdiene fra sluttligningssystemet, 

og får etter noen enkle omforminger: 
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[pvv] = [p.f.f] - ~2 - f pb.f•112 - (pc.fo2 ]2 
fpaaJ pbb-1 (poc•2 l 

Ifølge reglene for de punkterte størrelser er: 

[p.f.f] - [pa..rJ2 lik [pff• 1] fpaaJ 
dvs. 

He.r er 

(pvvJ = = [pff•3] 

Generelt (e elementer}: 

Vi har dermed vist at det er mulig å bygge inn utledningen av[pvv) 

i oppløsningen av normalligningssystemet. Det skjer på den måten at vi i til­ 

legg til normalligningssystemet innfører ligningen 

[pvv] = [paf]x + (pbf]y + [pcf]z + (pff] 

som en fingert (e+l). normalligning, slik at det fullstendige normallignings­ 

system formelt får firmen: 

[paa]x + (pa~]y + [pac]z + [paf] 

[pab]x + [pbb]y + [pbc]z + [pbf] 

[pac]x + (pbc]y + [poc]z + (pcf] 

[paf]x + [pbf]y + (pcf]z + (pff] 

= 0 

= 0 

= 0 

= 0 

Vi behandler så hele systemet etter de eliminasjonsreglene som gjel­ 

der for den Gaussiske metode. Vi kommer da fram til følgende system av slutt­ 

ligninger: 

(paa]x + [pab]y + (pac)z + [paf] 
[pbb•l]y+[pbc•l]z+[pbf•l] 

[poc • 2] z+(pcf •2] 
[pff•3] 

=[pvv] 

Summe­ 
kontroll 
(pas] 
[pbs•l] 

(pcs •2] 
[pfs•3] 
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6.4. Utledningen av (pvvJ. på tp'Ullnly av 
observasjonsligningene. 

De kontrollene som vi hittil har sjaltet inn, kontrollerer alle repe­ 

prosesser fra og med ,d.anninsen av normalligningssystem.et til 0~ med OJ?Elgsnimaen av 
same, eller sagt på en annen måte: kontrollerer at.det.toreliggende teillieings­ 
ayatem er korrekt behandlet i samsvar med minste kvadraters metode. Imidlertid be­ 
står fremdeles den mulighet at dette feilligningssystem er feilaktig, ikke minst er 
linea.riseringsprosedy:ren i forbindelse med overgangen fra observasjonsligninger til 

!"ellligninger wreilut satt" • Dette trinn i utj evn.!ngsregningen tår vj kont7oll pl 
ved å inntøre de utjevnede verdier for elementene i observasjonslfgn!ngene. Tl skal , 
da ha at: 

V1 = Fr(X, Y, Z) - Of 

Disse v-ene må innenf'or regnenØyaktigheteri stemme overens med v-ene utledet av :teil• _ 
ligningssystemet. Denne kontroll er en slk.alt sluttprtye. stemmer Of.tlå denne. bar vi· 
rimelig sikkerhet for at hele utjevn.1ngsoppgaven er riktig lØst. 

7. BØYakt:ighetsundersØ}telser ved.elementutjevning. 

Da de utf'1ii'rte observasjoner som utjevninge_n. baserer seg pl, er behettet 
med teil, vil heller :ikke de ve J.dier for elementene san vi k.cam.er tam til gjennom 
utjevningen, være feilfrie, Det samme gjelder selvsagt også for vilkårlige størrelser 
gitt som flJ:Dltsjoner a,, de utjevnede elementer: 

u = f(X, Y. Z , ••• } 

og vi setter oss nl til oppgave l utlede nØ-yaktigheten av sA. vel elementene sea vil­ 
kårlige funksjoner av samme. (Det er altså ingen grunn til 4 regne med at st,z!rrel­ 
øene som bestemmes gjennom utjevningen, er f'eilf'rie. Det san oppnås ved en utjevning 
etter m.k.m. • er at en kamner :tram til de sannsynligste verdier, dva. de verdier hvis 
tilbØrende middelfeil er minimale - forutsatt e.t målefeilene tplger den Gaussiske 
f'eillov.) 

7"1. Nøze.ktigheten av elementene. 

Dette problem løses ved hjelp n.v den Gaussiske teiltorplantni.ngslov. 
Forutsetningen herf'or er at det lykkes! f'& element~ne uttrykt som funksjoner av de 
opprinnelige målinger,. hvilket oppnås med utge.ngspunkt i f'Ølgende resonnement: 
Elementene blir bestemt gjennan utjevningen på grunnlag a.v normall~ningeayatemet, 
hvis konstantledd. er J!.ineære funltsjo·ner av feilligningenes konstantledd t--ene. 
FøJ.seJig må Ø-et_;prinsipielt være mulig å uttrykke elementene som lineære f'unksj~er 
av t-ene, _som i sin t,ir er 1ineære: funksjoner av de obaerverte. størrelser. :.o-MJ.e 
(t • F(x0 ,y-0 .z0 )- o, hvor F(x6 ,y0, z0) i. teilteoretiak toratand her karakteren 
av en matematisk kon8'1;ant og fØlgelig uten interesse i forbindelse med nø,-~ig- 

' . . 
betaw:,.dersøkelser) •. Det må :tØlgelig eksistere relasjoner mellom elementene_og 
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o-ene av formen 

X 

Y = f31 0i. + ~ 2 O 2 + 

z = Y1 01, + Y 2 °2 + " • • + Y n °n 

(1) 

hvor a1 f3 og y er visse forelØpig uk.jente koeffisientsystemer. Dermed er det 

"duket," for anvendelse av den Gaussiske feilforplantningslov, hvorved fås for de 
sØ}tte middelfeil 

m2 X 
2 [ r.1.CC 7 2 rna PJ, my 

hvor størrelsene [ aa], [.ill?..] og [ ll] går under navn av vektskoeffisienter 
p p p . . . '· 

hvis vanligste skrivemåte er Qx x , Qy y og Q.z z • 

Vanskeligheten her.består i å få uttrykt elementene i samsvar med (1), 

m.a.o. ~ bestemme koeffisientsystemene a, f3 og y. Som vi skal se, oppnås dette 

ved anvendelse av den såkalte ubestemte koeffisienters metode på normallignings­ 

systemet. Vi multipliserer fØrste NL med den forelØpig ubestemte koeffisient 
~x, den 2. med Qx y og den 3. med Qxz og får 

QX X [ paa ] x + Qx x [ pab Jy + Qx x 

QX)' [pab ]x + QXY [pbb Jy + Qx y 

Qxz [ pac ]x + Qx z [pbc:Jy + Qxz 

Ved addisjon av samtlige ligninger fås: 

[ pac ] z + Qx x [ paf ] = o 

[ p b C ] Z + Q,x y [ p b f] = 0 ( 2 ) 

[pcc]z + Qxz [pcf] ~ o 

( [ paa]Qx x +[ pab ]Qx y +[pac JQ,x z )x+( [ pab ]Qx x +[ pbb ]Qx y +T pbc ]Qx z )y+ 

( [ pac ] Qx x + [ p b c ] QxY + [ pc c J Qx z ) z+ ( [ paf ] c, x + [ p b f J Q0 + [ pc f ] Qx z ) = o 

Koeffisiuntene er som nevnt ubestemte. Vi disponerer følgelig ~ver 3 frihets­ 

gradorj og kan således fastsette tre betingelser far deres beste;Jmelsej 1~ 

som sådanne Velger vi: I summasj0nsligningon skal k~effisientene til y og 

v forsvinne, mens koeffisientene til x skal bli lik ln, m.a.o. 

[ pa b ] Q,x x + [ p b b ] Qx y + [ F b c ] Qx z 0 (3) 
[pac]Qxx + [pbc]QxY + [pcc]Qxz = 0 

hvorved x fås lik 



•••• 
Vi lØser opp summeloddene i siste uttrykk f0r x: og får. 

X = - ( PJ.¾ Qxx + P1 bi Q.xy + Pi C1 Q.xz )f1 - (p2a2 Qxx + P2b2 Q.xy + P2°2 Qxz )f2 

- { Pn 8.n Qx x + Pn bn ~ y + Pn 0 n ~ z ) f n ••o•••i11 •. •••••• •. •~•oi;:.o•••••••••••• 

= 

Dermed er det endelig lyktes å få brakt x over på formen (1).Det fremgår at 

a 1.· = + p . a . Qx x + p . b . Qx Y + p o . Qx z li t'X i I ai I b . I c . I (.4) l. l. ' l. l. i l. . p. l. l. . 
a i 

v:ed å J,nUl tiplisere med -1 og summere får vi 
pi 

(;a] • + [a.cx]Qxx + [ba]Q0 + [ccc]~t 

Vi danner så. [a1X], [ba] og [ccx] 

[ao:] = + (paaJQ.x + (pab)Qxy + [pac)Q.z = + 1 ~ 

[ba] = + [ pab ] Qxx + [ pb b ] Qx y + [ p b c ] Qx z = 0 -( i fø 1 g c ( 3) 

(co:] = + (pac]Q,., + (pbc)Q,., + (pcc)Q.z = O ~ 

Vi har derved vist at 

[ ~(X]= QX X 

For utledningen av ~] blir det å gå fram på tilsvarende måte. Vi 
multipliserer normalligningssystemet med de foreløpil ubestemte koeffisienter 

Qyx, Qyy og Qyz og fastsetter at ved summeringen skal koeffisienten foran 
y blir lik en og de andre lik null, m.a.o. 

[ paa]Qy x + [ pab ]Qy y + (pac ]Qyz = O 

[pab]Qyx + [pbb]Qyy + (pbc]Qyz = 1 

[ pac ]Qy x + [pbc ]Qy y + [ pcc )Qy z = 0 

(5) 

som betinger følgende relasjon f~r elementet y 

y =·~[paf]~y • (pbf]Qyy - [pcf]Qyz 

mens koeffisientene~ i (l) antar verdien 

~1. = + p.a. Q11 + p.b. Qyy + p.c. Qyz 
1 1 1 l. l. 1 

a. 
l. 

C. 
l. 

(6) 
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Vi danner :f'Ørst 

[~] = + [aØ]Qyx + [b~]Qy y + [c~]Qyz p 

og videre 

[a~] = + [paa]Qyx + [pab]Qyy + [pac]Qyz = 0 

[bØ] = + [pab]Qyx + [pbb]Qyy + [pbc]Qyz = ~ >i fØlge (5) 
[cp]=+ [pac]Qyx + [pbc]Qyy + [pcc]Qyz = 

dvs. [~] = Qy y 

Med utgangspunkt i de forelØpig ubestemte koeffisienter Qz x, Qz Y og 

Q,z z , hvis bestemmelse blir å basere på 

[ paa J Qz x + [ pa b] Qz y + [ pac ] Qz z = 0 

[ pa b ] Qz x + [ p b b J Qz y + [ p b c ] 0-2: z = · 0 

[ pac ] Q.z x + [ p b c ] Qz y + [ pc c ] Qz z = 1 

(T) 

fås på. tilsvarende måte 

z = - [paf]Qzx - [pbf]Qzy - [pcf]Q.zz 

og til slutt 

Ved å multiplisere (4) med~i, SUJI!mere og 'ta hensyn til (3) og (5) 

fås 

Ved å. multiplisere ( 6) med ai ,fås på tilsvarende måte 

[ ~] = Q,y x , m. a. o • Qx y = Qy x 

Denne lovmessighet er generell, dvs. 

Q •. j = Q •• 
~ ~l 

Videre finner vi 

[!!YJ 
p 

* 

Vi har dermed vist hvordan nØyak.tigheten av elementene kan best~es. 

NØyaktigheten har intim tilknytning til vektskoeffisientene (txx, i,.ty y og O.,z z , 

og disse utledes av ~igningssystemene (3), ( 5) og (7), som går under navn e.v 
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vektsligninger. Middelfeilen på elementene er så gitt ved 

mx = IIlo VQx x 

my = m0 V Qyy 
mz = IIlo V Qz z 

De vektskoeffisienter som inneholder to like indekser, går.under navn 

av kvadratiske vekt skoeffisienter, mens · de som inneholder to forsk.j ellige in1elrner, 

kalles ikke-kvadratiske vek.tskoeffisienter" De kvadratiske vektskoeffisienter er 

altså et direkte mål for nØyaktigheten av d.en størrelse. som indeksen viser til. 

De ikke-kvadratiske derimot gir uttrykk for avhengigheten eller korrelasjonen 

- mellom de to størrelsene som indeksene står til. 

Begrepet vektskoeffisient (niir uttrykket brukes alene, så underforstås 

alltid kvadratisk vektskoeffisient) spenner over langt mer enn akkurat det med nØy­ 

aktighet i forbindelse med elementutjevning. Generelt defineres vektskoeffisient 

som fØlger: middelfeilen til en vilkårlig størrelse u er lik produktet av middel­ 
feilen til vektsenheten og kvadratroten til vedkommnede størrelses vektskoeffisi- 

ent, dvs. 

Hva best eæme.l sen av vektskoeffisientene angår, ser vi av vektslig­ 

ningene at disse overelt har samme koeffisienter foran de ukjente som i normal­ 
ligningssystemet. Konstantledd.kolonnene derimot er forskjellige. Det er derfor 

mulig å utlede vektskoeffisientene i tilknytning til op~lØsningen av normallig­ 

ningssyster.iet ved å. utvide sistnevnte med fØlgende nye konstantleddkolonner ( på 

høyr e side av =) 
l 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

* • 

De i det foregående utledede uttrykk for elementene 

x = - [ paf ] Qx x - [ p b f J Qx y - [ pc f] Qx z 

y = - [ paf] Qx y - [ pbf] Qy y ,,__ [ pc f] Qy z 

r- 7 , ] [ J z = - LPB.fjQxz - Lpbf Qyz - _pcf Qzz 

representerer den såkalte ubestemte opplØsning av NL-systemet, som utnyttes bl.a. 
til kontroll av vektskoeftisientenes beregning, idet den ubestemte opplØsning.skal 

resultere i samme verdier for elementene son NL-systernet. 
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7.2. Ng7aktigheten av villårlige funks~oner a.v elementene" 

Vi går et skritt videre og skal utl'!de nØya.ktigheten av villær1ige funk­ 

sjoner av elementene. Vi te.r vårt utge.ngs!)unkt i funksjonen 

· u • cp (X, Y, Z) 

idet vi begrenser oss til 3 elementer. Vi innf'Ører · i u 

X = X~ + X 

y =Y°. +y 

z = z0 + '~ 

og får 

U = 1(x0, :Y0, z0) + (-%t)ox + (*)oY + (*)o Z 

= i.f + IPi'. X + 'fly Y + q:>z z = u0 + f.,,. u (8) 

idet vi innfører de forkortede betegnelser 'Px, q>y og <pz for dif'ferensieJ.kvoti­ 
entene. For utledningen e.v middelf'eilen på u er u0 uten interesse, . idet den i 
feilteoretisk henseende blir å. betrakte som en konstant. 

Vi innfØrer (1) i (8) og får 

u = <i>x ( a1 01 + 0:2 02 + • ~ ) + <py ( ~1 01 + ~2 02 + • • ) + CVz ( Y1 01 + Y 2 02 + • • ) 

= ( 'Px ct1 + <.py P1 + (J>z Y1. )01. + ( <l'x <X2 + 'Py t'2 + Cf>z Y2 )12 + • • • • • • • 

slik at uttrykket ror middelfeilen på u antar formen 
kk 

~ = ~ [-] p 
dvs. ~u = [kk] p 

Vi har altså. 

· k . = 'Px ex • + cpy Ø . + q>z Y · 
i l 1 1 

dvs. 

Dette er· en særdeles grunnleggende rele.sj'ont som bl.a. danner basis for den ut­ 

v:i.dede·feilforplantningslov som blir behandlet senere (side 26 ). 
Setter vi i (9) inn de uttrykk for vektskoef'fisientene som vektslignin- 

gene girt får vi etter en del forenklinger: 
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(10) 

Ligning (10) åpner muligheten for å bygge inn utledningen av~H, i det Gauss­ 

iske eliminasjonsskjema.. 

Ved elementutjevning har vi altså to måter å utlede nøyaktigheten av 

vilkårlige funksjoner til elementene pA, nemlig enten ved å gå veien om vektskoeffi­ 
sientene til elementene i samsvar med (9) eller ved direkte utledning i tilknytning 
til oppløsningen av normalligningene i samsvar med (10). 

I praksis er det gjerne slik at det alltid knytter seg interesse til ele­ 

mentenes nØya.ktighet, slik at veRtskoeffisientene til elementene under alle omsten­ 

digheter må utledes. Det vil da være mest praktisk å basere utledningen.av nØyaktig­ 

heten til mulige funksjoner av elementene på (9), dvs. på deri"utvidede feiltorplant­ 

ningslov (se side 26). Metode (10) kommer fortrinnsvis til anvendelse dersom utled­ 

ningen av vektskoeffisientene slØyfes. 

7.3. Middelfeilen på vektS:enheten. 
I 

Vi har foran utledet vektskoeffisientene til de utjevnede elementer 

og til vilkårlige funksjoner av semme. For å komme over til middelfeilen på, 

disse størrelsene må vi foruten vektskoeffisientene også ha kjennskap til mid­ 

delfeilen på vektsenheten, idet vi definisjonsmessig har: 

Vi har tidligere (side 15) utledet feilkvadratsummen ~d -eJ.ementutjev­ 

ning {vi begrenser oss i det etterfØlgende til to elementer) tii 

[pvv] = (pff] + [paf]x + [pbf]y 

hvor teilligningenes konste.ntledd; f-ene, er gitt ved 

f i = F i ( x0 , y0 
) - o ; 

Ligningen for [ pvv] har generell gyldighet uten hensyn ti~ hvordan de 

provisoriske verdier for elementene velges. Den videre utledning forenkles imid-' 

lertid vesentlig dersom vi forutsetter at som provisoriske verdier for elementene 

er vdgt deres sanne verdier, slik at konstantleddene forenkles til ( 5 - o = e: ) 

dvs. lik den sanne feil på o i , hvorved [pvv] går over til 
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[pvv] = (pEe:] + [pae:]x + [pbe:]y 

I siste ligning substitueres elementene i samsvar med den ubestemte O!)plØsning 

av normalligningssystemet (side 21) 

[pbe]Q.yy 

hvorved fås som sluttuttrykk for [ pvv] 

[pvv] = [pu] - Qxx [pae:]2 - Qyy [pbc]2 - 2Qxy (pae:][pbe;] 

.Betrakter vi en enkelt utjevning isolert, vil det selvsagt ikke være mulig å for­ 

utsi verdien for (pvv], som jo, slik det gar fram av siste uttrykk, blir en tunk­ 

sjon a.v de aktuelle observasjonsfeil. Vi må her nØye oss· med beregning av den 
såkalte forventningsverdi, som er den middelverdi som [pvv] tenderer mot ved et 
uendelig stort Sllt.all gjentakelser av· m!leserien med ny uttievning for hver gjen­ 

takelse. (Generelt defineres forventningsverdien til en størrelse u.som 

~ 
lim Eu 

~=N-+<D N 

hvor indeksen M symboliserer forventningsverdi som altså faller sammen med. middel­ 

verdien. ) I foreliggende tilfelle fås · forventningsverdien for [ pvv] som sUlllJllen 

av forventningsverdiene av hvert enkelt ledd (generelt gjelder nemlig at for­ 

ventningsverdien til en flerleddet størrelse er lik summen av forventsverdiene 

til de enkelte ledd). Vi tar fprst for oss summeuttrykket 

2 + Pn En 

Her er forventningsverdien for de enkelte ledd lik m~, idet-;!_ 2 2 Pi l: EL • Ille t N 

dvs. 

Så 'tar vi for oss 

[pae:]2 - n.2::i~ e2 + p2a2e:2 2 2 2 - n -.1. i 2 2 2 + ••.• + Pn an En + ledd e.v formen 2Pi Pj a1 aj Ei Ej 

Her er forventningsverdien av de enkelte kvadratiske. ledd lik Pia~, mens for­ 

ventningsverdien for dobbeltproduktleddene (tilfeldige målefeil forutsatt) er lik 

null, ·dvs. 
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For summeuttrykket [ pbe ]2 gjelder analogt 

{[pbeJ2}M = [pbb]~ 

På tilsvarende måte lar det seg vise at 

{ [paE][pbe] }M = [pab ]~ 

FØlgelig 

.. 

= n IDo2 - ([paa]Qxx + [pab]Qxy )m~ - ([pab]Qxy + [pbb]Qyy )mE ...______ _ ,.,. ..... J 
~ -.......-- 

= 1 = 1 
At p~a.ntesuttrykkene er lik en, fØlger umiddelbart av vektsligningene ( side 18 ·~ 

og 19) • Dermed har vi vist at 

[ pvv] = nm~ - 2 m3 
M 

I foreliggende tilfelle hadde vi to elementer. I det generelle tilfelle mede 

elementer fås 

Hvorav 

[ pvv J M = nIDo2 - e rno2 

m, = J [pvv ]M' 
n-e 

hvor n:-e er identisk med antall overbeste!nI!lelser. Vi kan fØlgelig skrive formelen 

for mo på fØlgende :rnåte 

l [pvv ]M 
lDo = '~t.overbest, 

Da det er mulig, som vi sener e skal vise, å tilbakeføre alle former for ut.jevning 

til elementutjevning, vil denne formel ha generell gyldighet ved utjevning etter 

minste kvadraters metode. 
Dette er den sanne verdi for mo. I _praksis kjenner vi ikke [pvv]M, 

men må basere oss på den verdi som utjevningen resulterer i, nemlig verdien (i det 
etterfØlgende nyttes tegnene ,.. og - til å symbolisere utjev~ede, respektive sanne 

verdier) 

/ [pvv] 
Ant. overbest. 

som representerer den gunstigste estimeringsmåte form0, idet som vist i det fore­ 

gående 
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lim 
N+m 

Derimot kan denfu
0
-verdi som den enkelte utjevning resulterer i, i større eller 

mindre grad avvike fra den korrekte verdi, jfr. den empiriske middelfeils for- 

delingsfunksjon (elementærkurset, side 44). 
For usikkerheten som knytter seg til bestemmelsen avID.a, når sistnevnte 

estimeres som ovenfor, gjelder fØlgende tilnærmelsesuttrykk. 

,... 
m, 

V2 •(ant.overbest.)' 

8. Den utvidede feilforplantningslov. 

Gyldigheten av den Gaussiske feilforplantningslov er begrenset til uav­ 

hengige målinger som bare er utsatt for tilfeldige feil. Den utvidede feilfor­ 

plantningslav derimot dekker også det tilfelle at målingene er avhengige av hver­ 

andre (eller korrelerte so~ er den vanligste uttrykksmåte) • 

..•.•.. _ Vi går tilbake til ligning (9) 

r r_,,, 2c-, 2(' - n .~ Q -Ju u :=:: q.:,X (-<,X X + cpy "<,y Y + (J)z ,J.,z Z + 2 CJ)x Cf)y ·oi.x Y + 24Jx Cflz 1·ix Z + 2Cf1y (f}z . Y Z 

Denne ligning som. altså uttrykker vektskoeffisienten til en vilkårlig størrelse 

u som fUnks,jon av vektskoeffisientene til de variable som u er runks.icn av, har 

generell gyldighet, uavhengig av utjevningsform. Ved innfØring av begrepet sym­ 

bolske vektsko2ffisienter 

kan den lovmessighet som dekker seg bak (9), uttry~es på en meget enkel og be­ 

kvem måte. Skrevet som ovenfor har de symbolske vektskoeffisienter ingen spesi­ 

ell~ i hvert fall ingen numerisk betydning. Det får de fØr~~ ved multiplikasjon 

av to symbolske vektskoeffisienter" Defin.isjonsmessig tillegger vi nemlig de 

symbolske vektskoeffisienter fØlgende egenskaper: 

Q,x X ' Qy • Qy 

eller skrevet generelt: 

Q. •Q. = Q, •• for i lik eller forskjellig fra j. 
l J lJ •' 
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Ved hjelp av symbolske vektskoeffisienter kan (9) skrives på fØlgende_enkle mate: 

(11) 

Dette er den utvidede feilforplantn.ingslov som altså setter oss i stand til å ut­ 

lede middelfeilen (vektskoeffisienten) til vilkårlige funksjoner av variable 

som det består avhengighet (korrelasjon) mellom. Frrungangs~åten blir som fØlger: 

1. FØrst dannes funksjonsforbindelsen 

u = f(x, y, z, •••••• ) 

2, Så utledes funksjonens totale differensial 

ar ar ar du = -:::-- dx + -a· dy + -a dz + •••••• ex y z 

3, I det totale differensial erstattes alle d med Q, og begge sider av 

likhetstegnet opphØyes i 2. potens, dvs. 

2 { ar ar af 2 ¼i = Qu u = ax Qx + ay Qy + az Qz + t O O o • 0 } 

_ (ar)2 (ar)20 (ar)2 ar 
- OX QX X + ay ""1,y Y + Jz Qz Z + 2 a"; 

Det er klart at (11) innebærer en utvidelse av den Gaussiske :reilforplant 

ningslov. Sistnevnte represent.erer egentlig bare et spesialtil.felle av (11), nemlig 

det tilfelle som inntreffer når samtlige ikke-kvadratiske vektskoeffisienter er lik 

null, som nettopp betyr at de v~riable størrelser i funksjonen uer uavhengig av 

hverandre. 

(Som allerede nevnt, representerer Qi - skrevet isolert - ikke noen ma­ 

tematisk størrelse. FØrst ved multiplikasjon av to symbolske vektskoeffisienter 

fås størrelser som har en numerisk betydninr. Likevel er det tillatt å regne med 

de symbolske vektskoeffisienter som om de var algebraiske størrelser. Vi kan med 

andre ord anvende de vanlige matematiske regneregler på dem, ba.re med den begrens­ 

ning at divisjoner og produkter av mer enn to koeffisienter må unngås.) 

Relasjonen mellom den såkalte korrelas5onskoeffisient som nyttes_i d~n 

matematiske statistikk, og vektskoeffisientene er gitt ved: 

rxy 

hvor x og y er de to korrelerte størrelsene, mens E som vanlig betyr sann feil. 

r kan variere mellom -1 og + 1, og antar verdien null for uavhengige målinger., for­ 
di sumJ.!len av dobbeltproduktene da vil være lik null. 
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9. De utjevnede stØrrelsers konfidens. 

De numeriske verdier vi kommer fram til for de ulike størrelser 

som utledes gjennom en utjevning (1:1tjevningsproblemets egentlige ukjente så­ 

vel som nØyaktighetsmålene), er i en viss betydning tilfeldige, forsåvidt som 

at en gjentagelse av målingene som ligger til grunn for utjevningen, og etter­ 

fØlgende ny utjevning, vil resultere i litt avvikende verdier i forhold til de 

fØrste. Spørsmålet om de utjevnede størrelsers konfidens (pålitelighet) blir 

derfor av fundamental betydning. 

I det foregående er vist hvordan nØyaktigheten til dB ut.jevnede 
størrelser (i betydning av middelfeil) kan bestemmes, og det er klart at de 

middelfeil som hermed utledes, gir et visst bilde a.v konfidensen til de sruume 

størrelser (stor middelfeil betinger liten pålitelighet og omvendt),_men ikke noe 

~llgodt bilde fordi at to ciiddelfeil,like i tallverdi, kan ha vidt forskjellig 

matematisk b~grunn, avhengig av de to mid.delfeils faktiske frekvensfunksjoner. 

Den mest fullkomne måte å angi en størrelses konfidens på består i, 

med utgangspunkt i den verdi som utjevningen har resultert i for størrelsen, å 
konstruere det såkalte konfidensintervall som vedkommende størrelses sanne ver­ 

di vil holde seg innenfor med en gitt matematisk sannsynlighet. Denne på for­ 

hånd fikserte sannsynlighet benevnes statistisk sikkerhet og skrives S, mens 

a = 1 - S, som blir _sannsynligheten for at den betraktede størrelses sanne ver-­ 
di falier utenfor konfidensintervallet, betegnes som feilslutningssannsynlig­ 

het (eller signifikansnivå). Problemet med. konstruksjon av konfidensintervall i 
forbindelse med middeltallsutjevning er tidligere· behandlet i elementærkurset 

( side 42 og utover).. Nå er imidlertid forholdet det at gyldigheten av den den­ 
gang framstilte konfidensteori ikke er begrenset bare til middeltallsutjevning, 

men teorien dekker utjevning etter rdnste kvadraters metode rent generelt, dvs. 
den kan uten Yidere overføres til de mer avanserte utjevningsr;ietoder, element­ 
og korrelatutjevning. Vi nØyer oss derfor her med en rekapitulasjon. 

De størrelser som det blir spørsmål om å undersØke konfidensen for, 

deler seg naturlig i to hovedgrupper, nemlig 
A. De ukjente som representerer utjevningsproblemets lØsning. 

B. NØyaktighetsangivelsene. 

Vi tar fØrst for oss A-gruppen. Generelt gjelder at den matematiske 

basis for den numeriske "turnering" f1V konfidensproblemet, er frekvensfunksjon­ 

en til den betraktede størrelse. Som tidligere vist, utledes de størrelser som 

sogner til A-grupper, rent generelt gjennom lineære relasjoner av formen 

Herav fØlger at de ukjente vil være normalfordelt forutsatt at primærna.terialet 

( o-ene) er det, og dessuten at c--ene er uavhengige størrelser. Konfidensestime.­ 

ringen blir fØlgelig å basere på normalfordelingen, og konfidensintervallene blir 
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å konstruere på fØlgende måte 

eventuelt 

avhengig av om middelfeilen som legges til grunn for konstruksjonen~ er den 

korrekte (sanne) verdi eller om den er estimert gjennom utjevningen. 

a .• Middelfeilens sanne verdi forutsettes kjent. 

I dette tilfelle baseres konfidensestimeringen direkte på normal­ 

fordelingen, og t-ene blir utelukkende avhengig av den valgte feilslutnings­ 

sannsynlighet. Tabellen gir en oversikt over 

t-verdiene assosiert med de vanligst nyttede 

feilslutningssannsynligheter (verdiene uten­ 

for parantes refererer seg til dobbeltsidig og 

de i parantes til ensidig problemstilling). 

Den vanligste bakgrunn for den 

her behandlede problemstilling er at måle­ 

nØyaktigheten foreligger som erfa.ringsverdi. 

UtfØJrils så målinger under 'l.ikeart.ede beting­ 

elser som de erfarinsverdien knytter seg til, 

må det yrere tillatt å regne med s,gr-Jfile nøyaktighet. I pra...~sis er imidlertid den 

langt hyppigste problemstilling den at observasjonsnØyaktigheten utledes på ba­ 

sis av observasj'onsmaterialet gjennom selve ut jevn ingen, 

a. t 

0,1 % 3,2905 (3,0902) 

0,2711 3,0000 (2,7821) 

0,5" 2,8070 (2,5758) 

1 li 2,5758 (2,3263) 

2 l! 2,3263 (2,0637) 

5 ti 1,9600· (1,6449) 

10 li 1'-6449 (1,2816) 

b. Middelfeilen utledes gjennom utjevningen. 

Her blir konfidensestimeringen å basere på frekvensfunksjonen til 
E . 
a ( . " ) størrelsen t = -,.,-, hvor telleren den sanne feil pa u er normalfordelt, mens 

IDu 
nevneren (den estimerte verdi for middelfeilen til u) er m-fordelt. Den av dis- 

se to fordelinger resulterende fordeling fort blir den såkalte t-fordeling. 

Til forskjell fra a-tilfellet vilt-verdiene (som tas ut av beregnede tabell­ 

verk meda og f som argumenter) denne gang, foruten av den valgte a, også av­ 

henge av antall frihetsgrader f. 

c. Konfidensen til empiriske middelfeil. 

Konstruksjonen av konfidensintervall for nØyaktighetsa.ngivelsene 

skjer på fØlgende må~e 

hvor den nunieriske beregning av q-ene (n står for nedre og o for Øvre) blir å 

basere på n-fordelingen. q-ene (det foreligger tabellverk over disse) blir :runk~ 

sjener av såvel den valgte verdi fora som av antall frihetsgrader. 
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10, Det fullstendige eliminasjonsskjema 

ved cleraentutjevning. 

Da vi tidligere b chand l c t oppløsning av norrilalligningor, forut­ 

satte .Yi__at __ elenont_ev~(;)_JikulJ._Q__..finnes ved suksessiv Lnns c t t I ng i sluttligningene, 

idet den siste sluttligning inneholder bare ett element, den nest siste to ele- 

Eienter,osv. 

Vi skal i det etterfølgende vise at det er mulig å erstatte denne 

noe ubekvemm~? indirekte framgangsmåten ued en direkte metode, som bringer oss 

samtlige elementer utregnet,så å si på ett brett. Videre er det nulig å kom­ 

binere oppløsningen med utledning av feilkvadratsummen og likeledes vektskoef­ 

fisientene til vilkårlige funksjoner av de utjevnede elementer, herunder også 

vektskocffisientene til elementene selv. 

Vi skal vise hvordan dette foregår ved et .cks empe L, Vi tar vårt 

utgangspunkt i følgende normalligningssystem med t re ukjente 

[paa]x + [pab]y + [pac]z + [paf] = o 

[ pab ]x + [ pb b ]y + [ pbc J z + [ pb f] = o 

[pac]x + [pbc]y + [pcc]z + [pcf] = o 

Den funksjonen av utjevnede eleBenter sori vi søker middelfeilen 

tilt er: 

u = u0 + cp x + cp y + cp z = u0 + !:::.u 
X 'y Z 

På. side 31 fplger det fullstendige eliminasjont;;skjema f'or OT'J)lØsning 

av NL-systemet ovenfor. 
I det etter:fØlgende -skal vi vise at de størrelsene som vi kommer fram 

til i hovedresultatlinjen i det fullstendige eliminasjonsskliema (umiddelbart 

etter [ pvv J ) , er identisk med de sØkte elementer. Vi tar vårt utgangspunkt i 
sluttligningssystemet som eliminasjonsprosedyren resulterer i, nemlig: 

[paa]x + [pab]y + [pac] z + [paf] 0 

[ pb b .1 ] y + [ p b C .1 ]z + [ p b f .1 ] = 0 

[ pc c • 2 ] z + [ pc f "2 ] = o 

Dette system av sluttligninger gir følgende verdier for elementene: 

z 
[ pcf .2] 

- [ pc c .2 J 

og X 

y 

' t~:~j + [;::J 
pcf .2. 
pc c-? 
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Eliminasjonsskjema ved elementutjevning. 

l..n.l. 
=;:l.s..l. [paa] [pab] (pac] [paf] 1 0 0 

2.n.l. [pbb] [pbc] 0 1 

0 

0 

0 

+------ ·+-- . ----+------+--------+-----+----+----+------i 
2.s.l. I [pbb.1] j [pbc.1] j [pbf.1] f 

1 
1 0 cp .1 y 

3.n.l. [pcc] 

f2 j r2[pac] I f2[paf] 

f3 r3[pbc.1]jf3[pbf.1] 

3.s.L 

0 0 

0 

1 

0 

0 

[pcc.2] ! (pcf.2] 

Fingert n .1. I [pff] 

f4j f4[paf] 

f51f5[pbf.1] 

hovedresultatlfoj e 

0 
i 

o / o 

0 0 

0 

o lf cp .1 
5 y 

f4S1 

t5s2.l 

[pff. 3] 
= [pvv] 

I 
f4+flf5+f2f6+jf5+f3f6 f6 

fff'= X I = y =Z 
1 3 6 

!:::.u 

f7! f7 

f8 flf8 

f9 f2f9+f1fl9 
-- 

- Q, 
XX 

f ---fS+ f ---fS+ ,f =- 1 - paa , 2 - paa 3 

-f =- fpafl f =- pbf.17 
f =- 

4 paa ' 5 pbb.l' 6 

1 fl 
f7 =- (:paa] ,fe=- [pbb.1]'f9 =- 

1 f 3 1 
f -- [ ] f -- [ ] f -- [ ] lo-pbb.l' 11- pcc.2' 12- pcc.2 

cpx cp .1 cp .2 

f13=- [paa] f --~ f ..•.. _ z 
' 14- pbb.1]' 15- (pcc.2] 

0 0 

f8 0 

I fw 
- Q. -Q, ry xz -- 
flo 

fn ~rn lfn 

' - Q. 1-G.. r yy yz 
I 

fl2 lfl2 

1 -Q, 
! zz 
I_ 

fl3 f13cpx 

fl4 fl4cpy.l 

fl fl cp • 2 5 5 z 

- Q ' uu 
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Av skjemaet ser vi at z = r6 = - [[pcf·~~' dvs, -påstanden stemmer for elementet . pcc• ·- 
z's vedkommende. Vi har videre satt: 

y 
[pbf•l] [pbc.l 

= - [pbb•l] + [pbb·l 

dvs. påstanden stemmer også for elementet y1s vedkommende. Ved innsetting i 
x = f

4 
+ f

1 
f
5 

+ f
2
f6 + f1 f3 f6 finner vi at det samme også er tilfelle for ele­ 

mentet x. På samme måte lar det seg bevise at størrelsen som vi kommer fram til 

i nest siste koloone i hovedresultatlinjen, er lik 6u, dvs. lik det tillegget 

som overfØrer den tilnærmede verdi av funksjonen u til den endelige, utjevnede 

verdi, med andre ord 
U = U o + ll.U 

Ved å fortsette skjemaet videre finnes også de kvadratiske og ikke­ 

kvadratiske vektskoeffisienter til elementene~ og til slutt fås vektskoeffisienten 

til funksjonen u. 'Det blir bare den forskjell i regningen at det for utledningen av 

vektskoeffisie~tene ikke blir spørsmål om innfØring av normalligninger i fØrste lin­ 

je for hvert nytt avsnitt. 

Hva de enkelte stØrrelsene i skjemaet angår, er det å bemerke at Si, 

S
2 

og S
3 

in~l-uderer samtlige koeffisienter som befinner seg til venstre for dem. 

Vi må s~lelt være oppmerkso~.me på dette forhold for S~s og SJs vedkommende, for­ 

di at vi ved innfØringen av 2. og 3. normalligning ikke tar med koeffisientene 

foran de kvadratiske ledd, men disse koeffisientene må altså likevel medtas i 

summeleddene. 
Som det framgår av eliminasjonsskjemaet, får vi ikke summekontroll !)å 

utledningen av vektskoeffisientene. Kontroll på riktig beregning av vektskoef­ 

fisientene til elementene fås ved å regne ut elemtene indirekte gjennom den ube- 

stemte opplØsning av NL-systemet 

x; - [paf]Qxx - [pbf]Qxy - [pcf]Qxz 

Y = - [pafJQ,xY - [pbf]Qyy - [pcf]Qyz 

z = - [paf]Qxz - [pbf]Q,yz - [pcf]~z 

Vi skal da komme fram til de samme verdier for elementene som den direkte opp­ 

lØsning av NL-systemet har gitt. 

Ellers er· det å merke seg at det ikke er vanlig samtidig å foreta be­ 
regning av vektskoeffisientene til elenentene og til funksjoner av sa.mme. Inte-re-a­ 

serer bare vektskoeffisientene til et lite antall funksjoner, mens vektskoeffi­ 

sientene til elementene er uten interesse, slØyfes beregningen av de siste. 

Det vanligste er imidlertid at middelfeilen til elementene er av interesse, slik at 
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vektskoeffisientene til dem må utregnes i alle fall. Dersom det siste er til­ 

felle, er det mest hensiktsmessig i eliminasjonsskjemaet å slØyfe utledningen 

av vektskoeffisientene til mulige funksjoner av elementene, og isteden utl3de 

disse på grunnlag av vektskoeffisientene til elementene ved hjelp av den tid­ 

ligere oppstilte utvidede feilforplantningslov 

11. Oversikt over elementutjevning. 

Til lØsning av et problem, som inneholder e ukjente, foreligger ob­ 

servasjonsrekk.en 0i , o2, ••••• o , On med vektene P:t , p2, •• o •• , Pn• Gangen i ut­ 
jevningsregningen blir som f.Ølger: 

1. Valg av elementer. 

2. Oppstilling av de såkalte observasjonsligninger 

o : =Fi(X,Y,Z, ••••• ) 

som ved tilfØyelse av utjevningskorreksjon antar formen 

o , + V[ = F;{X, Y, z, ..... ) 
3. Oppstilling av feilligningene som fra.."11ko:rnmer ved linearisering av obserra­ 

sjonsligningene. Det foregår på den måten at vi i observasjonsligningene 

innfører tilnærmede verdier x0 1 y0 1 z0 ? ••• for elementene og· foretar en 
Taylor-utvik..ling. Oppstillingen av feilligningene foregår i tre trinn, 

nemlig: 

a) Valg av tilnærmede verdier for elementene. 

Hertil er bl.a. det å si, at det av hensyn til reg~enØyaktigheten 

er gunstig at de provisoriske verdier er så gode at tilleggene eller forbed­ 

ringene blir små størrelser. Et moment som ytterligere trekker i samme ret­ 

ning, er neglisjeringen av alle ledd av 2. og hØyere orden i Taylorutvikling­ 

en ved overgangen fra observasjons- til feilligninger. Berettigelsen av denne 

framgangmåten bygger nettopp på at de provisoriske verdier for elementene er 

så gode at tilleggene blir så små størrelser at virkningen av de neglisjerte 

ledd kan settes ut av betra.k.ning. (Dersom observasjonsligningene er lineære, 

er det strengt tatt ikke nødvendig å innfØre tilnærmede verdier ror element­ 
ene. Av regnetekniske grunner vil det likevel også i slike tilfeller være 

fordelaktig å gjØre det~ Det skyldes hensynet til regnenØyaktigheten. Ahtar 

nemlig elementene store verdier, må santlige beregningstra.nsaksjoner i for­ 

bindelse med utjevningen utfØres med et uforholdsmessig stort antall siffer 

for å få elementene bestemt med tilstrekkelig nØya.ktighet.) 
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b) Utregning av koeffisientene i feilligningene 

aFi _ oFi åFi 
ar = -·--' bi - aY ~ Cj - -- • osv" ax az 

Feilligningskoeffisientene krever ikke stor nØyaktighet, ofte vil de 

kunne·regnes med regnestav. 

c) Utregning av konstantleddene: 

I 

f j = F i ( x0 
, y0 ~ z0 , o • ~ • D ) - 0 i 

Konstantleddene må.regnes ut oed stor nØyaktighet. 

4. Så følger danm ug e n. av normalligningssystemet, som må foretas med summe­ 

kontroll. Av rognetekniske grunner er det fordelaktig-før danningen av 

normalligningssystemet-å omforme feilligningene slik at de nye feillig­ 

ningene får ~ekten 1. Det foregår på den måten at vi multipliserer koef­ 

fisientene i feilligningene og likeså konstantleddene med kvadratroten av 

feilligningenes vekter: 

• 
Opprinnelig feilligning: v. 

I 

Transformert " v' 
i 

a. X + b, y + C. Z + f. 
I ! I I 

a. Yr/ x+b. 1fi5'. y+c. yf/ z+ff>~' r. 
I I I I I I I I 

Vekt 

P. 
t 

1 

Riktigheten av transformeringen innses derved at begge feillig­ 

ningene gir samme bidrag til normalligningssystemet. 

Danningen av norilialligninger foregår i følgende skjema: 

I I 
' l ' 

Feilligning I 

a b C f s p V 
nr. ------·-·-- 

x= "t,r = z= .! 

1 a1 b1 c1 f1 s1 P1 V1 

1~ ai bi , ri ' 1 c1 s1 
_____ .,. ·~--~--- -- 

2 a2 b2 Cz f2 s2 P2 Vz 

a2 b2 ' i I 

2' Cz f2 s2 1 

i 
I I 

I I l I 

osv. 
I skjemaet representerer de merkede størrelser de transformerte 

feilligningerj og det er av disse at normalligningssystemet skal dannes. 

Da det knytter seg såvidt stor usikkerhet til fikseringen av vek­ 

tene~ er det tilstrekkelig å uttrykke den ned to siffers eller endog med 

ett siffers nøyaktighet. 
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5. Så fØlger opplØsningen av normalligningssystemet, som også må foretas med 

summekontroll. Herunder utledes ogsa feilkvadratsummen på grunnlag av [vff], 
I 

idet vi har [pvv] = [pff•e], hvor e er antall elementer. 

6. Beregning av [pvv] på grunnlag av feilligningssystemet. Ved denne bereg­ 

ning brukes de umerkede ligninger i det oppstilte feilligningsskjema. Der­ 

etter dannes [pvv],og denne verdi må stemme overens innenfor regnenøyak­ 

tigheten med den verdien for [pvv] som vi fikk ved oppløsningen av nor­ 

malligningssystemet. 

7. Beregning av l pvv] på grunnlag av observasjonsligningene. Denne verdi for 

[pvv] må stemme overens med de tidligere utledede verdier for [pvv]. 
Dette er den såkalte sluttkontroll. Dersom også denne stemmer, ha.r vi sik­ 

kerhet for a.t utjevningen er riktig utrørt. I praksis slØyfes ofte pkt. 6, 
idet en anser det for kontroll god nok dersom [ pvv] etter 7 stemmer overens 
med [pvv,.] etter 5. Beregning av [pvv] på basis av feilligningssystemet fore­ 
tas da bare i tilfelle av at disse to verdier ikke stemmer overens (for å få 
fastslått hvor feilen ligger). 

B. Dersom vi har bruk for vektskoeffisientene til elementene, må disse ut­ 

ledes i tilknytning til oppløsningen av normalligningssystemet. Riktig­ 

heten av utregningen av vektskoeffisientene kontrolleres ved 

X= -[paf]Q, 
XX 

Y = -[paf]Q 
X y 

z • -[ paf lQ 
- •. - X Z 

[pbf]Q 
X y 

[pbf]Q 
yy 

- [pbf]Q 
yz 

- [ pcf J Q, xz 

[pcf ]Q 
yz 

- [pcf ]Q, 
zz 

g. Middelfeilen på vektsenheten er gitt ved: 

_ 11! [pvv l m - , o n-e 

lo. Deretter finnes middelfeilen til elementene: 

m = m -,.r,r--r 
X O' X X 

m =m~ y O y y 
m 
z m~ 

O Z z 
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K a·p it e 1 II. 

KORRELATUTJEVNING. 

l. Betingelsesligninger. 

Problemstillingen er den sa.mme som ved elementutjevning. Til lØsning 

· av et problem, som omfatter !:.. ukjente, er det foretatt !!. målinger. For n = e 

vil oppgaven bestå i å lØse et ligningssystem som inneholder like så mange u­ 
kjente som ligninger. Forn> e blir ligningssystemet overbestemt~ dvs. vi har 

flere ligninger enn ukjente. Forutsetningen for at de overskytende ligninger 

skal "gå 11 sammen med de andre, er at de oppfylle·r visse betingelser, dvs. for 

hver enkelt overskytende måling vil det være mulig å stille opp en betingelses~ 

ligning. Forroverskytende målinger får vi fØlgende system a.v betingelsesli~ 

ninger: 

F (o ~ 02 ' ••• q • ' 0 ) = 0 
1 1 n 

F (o ' 0 ' ..... ' 0 ) = 0 
2 1 2 n . . . . . . . . . . . . . . . 

Det blir like mange betingelsesligninger som antall overskytende 

målinger. Forbindelsen mellom r, n og eer gitt ved: 

r = n - e 

Vi skal senere behandle spørsmålet om oppstillingen av.betingelses­ 

ligningene. Foreløpig nøyer vi oss.med å belyse problemet ved et eksempel: 

Vi tenker oss at vi i en plan trekant har målt alle tre vinklene a, ~ og y. 

Det foreligger da ~n overskytende måling, og vi kan stille opp en betingelses­ 

ligning som får formen: 

a + ~ + y - 2oo9 = o 

Betingelsesligningene er rent teoretiske ligninger som ville ha 

vært oppfylt dersom målingene hadde vært feilfrie. På grunn av målefeil vil 

systemet av betingelsesligninger ikke være tilfredsstilt når vi setter inn de 

målte verdier for o
1 

, o
2 

, ••••• , on • For å få tilfredsstilt betingelses­ 

lign.ing~ne må vi tilføye korreksjoner til måleverdiene, slik at vi får: 
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F (o +v 
1 1 1 

o +v 
2 2 

F (o +v , o +v 
2 1 1 2 2 

~ ..... 
' ..... 

o +v ) ::::: o 
n n 

'J o +v ) = o n n 

• • • • •• • , • 0 • • • 

F (o +v , o +v , ••••• , o +v) = o 
r 1 1 2 2 n n 

Vi foretar så en rekkeutvikling i samsvar med Taylors formel,hvor­ 

ved ligningssystemet bringes på lineær form: 

Fl ( o1 ' o2 ' . . . . . ' 
åF 

o) +-;-1-v 
n o o 1 

1 

oF 
+~v 

do 2 
2 

+ • • • • • + 
aF 

1 --v ao n 
n 

= 0 

aF aF aF 
F (o ' 02 ' ..... ' 0 ) 

+ __ 2_ V + _2_ V + . .... +~v ::::: 0 
2 1 n ao 1 ao 2 oo n 

1 2 n 

• 
åF aF aF 

F (o ' 02 ' ..... ' 0 ) +-·r-v + __r_ V + . .. ., . + _r_ V = 0 
r 1 n 00 1 ao 2 ao n 

1 2 n 

som opptrer her.: 

Vi innfører forkortede betegnelser for de forskjellige størrelsene 

00:e 
d Xi Upi 

81. V1 + a2v2 + ... + an Vn + W1. = o ,eller skrevet på komprimert form:[av] + w1 = o 

b1 V1. + b2V2 + •.• + bnvn+ Wz = o, t1 " " tt :[bv] + W2 = 0 

(1) 
•••••••••ocai••••• •. ••ci•••••••Cl•o•••o••••••••••••••••••••••••••••••o••oi:,oe 

It " 11 {rv J t wr = e 

Dette er de såkalte lineariserte betingolsesligninger. Vi kommer 

i det etterfølgende til å bruke betegnelsen betingelsesligninger både om de 

opprinnelige og lineariserte betingelsesligningor. Bare i da tilfelle hvor 

det kan være av betydning å holde dem fra hverandre, kommer v i+t t L å bruke de 

fullstendige betegnelser. Størrelsene w kalles motsigelsene i betingelses­ 

ligningene,og er altså lik det avviket fra null som fås når de observerte 

verdier settes inn i de -Opprinnelige betingelsesligninger, dvs. 

' ..... ' 0 ) n 

2. Overgang til normalligninger. 

I systemet av lineariserte betingelsesligninger opptrer n ukjente, 

nemlig den korreksjoner. På den annen side foreligger r ligninger, dvs. 

ligningssystemet er underbestemt. Ved å trekke inn prinsippet som ligger til 

grunn for m-.k.m., nemlig [pvv] ~ min.7 skaffer vi oss den - r manglende 
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ligninger. Vi blir med andre ord stilt overfor oppgaven å gjØ~e [pvv] til mini­ 

mur.., men samtidig skalv-ene oppfylle betingelsesligningene (1) • Den mate­ 

matiske betegnelse på den oppgaven å finne minimumsverdien av en fu:nks,jon når 

funksjonens variable samtidig skal oppfylle visse betingelseslie:ninger, er: !:.ks­ 
tremaloppga.ve med tilleggskrav. Vi har tidligere i elementærkurset under "ut­ 

jevning av sluttfeil" allerede behandlet lØsningen av dette matematiske problem. 

LØsningen som skriver seg fra den store italiensk-franske matematiker Lagrange, 

går ut på at hver av betingelsesligningene skal multipliseres med de forelØpig 

ubestemte faktorene - 2k
1 
, - 2k , •• o •• - 2k , hvoretter det hele adderes til [ pvv]. 

~ .. 2 r 
Derved fås den såkalte hovedfunksjon. StØrrelsene k går under navn av La.grange- 

s~e multiplikatorer eller korrelater (den siste betegnelse nyttes i utjevnings­ 

regningen). Vi betegner hovedfunksjonen med li og har altså: 

H = [pvv] - 2k (av +av + •..•• +av + w) 
1 11 22 nn 1 

- 2k (b V + b V + •••~• + b V + W) 
2 1 1 2 2 n n 2 

- 2k (r v + r v + ••••• + r v + w) 
r 11 22 nn r 

Egentlig står her ikke noe annet enn H = [pvv], fordi hvert enkelt 

av tilleggsleddenG ifølge (1) er lik null. Minimumsverdien av H finnes på 

vanlig måte ved å differensiere partielt med ho nsyn til samtlige variable 

og sette alle partielt deriverte lik null: 

BH - 2k a - 2k b - 2k r -.- .. - ::::: 2p V - ..... = 0 
;,;V 1 1 1 1 2 1 r 1 

1 

5H - 2k a - 2k b - 2k r (2) - = 2p V - ..... = 0 ov 2 2 1 2 2 2 r 2 
2 

2p V 
n n 

2k a 
1 n 

2k b 
2 n 

2k r = o r n 

Vi har nå like mange ligninger som ukjGnte. Antali ukjente er den korrek­ 

sjonene vog der korrelatene k. På den annen side har vi der betingelses­ 

ligninger (1) · og den ekstremalbetingelsesligninger (2). Av ligningene 

(·2) fås! 
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81- b1 r1 
11 81. I' b1 I v1 = - ki + - k2 + • • • . • + -· kr C1 

P1 Tu. Pi 

a2 b2 r2 

l b2 V 2 = -- k1 + - k2 + • • ø • • + - kr a2 C2 
P2 P2 P2 

• • • • 0 ••••••••••••••••••••••• " •••• 
, . • • l • • 

an bn rn li : an I bn I v n = -·- k1 + - k2 + .• • • • • + - kr Cn 
Pn Pn Pn 

Disse ligninger går under navn av korrelatligninger. Av disse ke.n v-ene f'innes 

når korrelatene er kjent. For å kolllIG.e over til normalligninger multipliserer 

vi kor1·ele.tligningene i tur og orden med 8-1 , a2 , ••••• , an og danner [av]. 
Vi adderer w

1 
til på begge sider og får, idet vi forutsetter 3 betingelseslig- 

ninger: 

[av] + W1 = 0 

fordi [av]+ w1 ifØlge 1. betingelsesligning er lik null. Dette er den fØrste 

normalligning. Multipliserer vi deretter med b1 , b2 9 ••••• , bn· og c1 , 02, 

•o•••us en, framkommer to nye normalligninger, slik at vi får normallignings- 

systemet: ~-tt · ~ :: -t 

fabl [bb] [be]. -p-'k1 + p k2 + p k3 + W2 = 0 

c;c]k1 + (~C]k2 + [;C]k;s + W3 = 0 

Dette ligningssystemet har samme oppbygning som normalligningene ved elementut­ 

jevning, be.re med den forskjell e.t vek'E&e -ved korrele.tutjevning opptrer i nev­ 

nerne. 
På. samme måte som ved elementut.jevning, fås regnekontroll på danningen 

av normalligninger ved hjelp av summen av koeffisientene i betingelses ligningene. 

Vi.setter: 

a1 b1 C1 
!I - - - 81. + b1 + C1 = S.L Pi. Pl P.L 

~- 
b2 C2 -- - a2 + b2 + C2 = S2 P2 P2 P2 . . . . .. ·········Ql···li··· an ~ 2 an+ bn + Cn = Sn 

Pn Pn Pn 
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og har da at: 

+ [ac] = [as_] {Ved multiplisering med ~-kolonnen p p ,. ., p 

+ f b c J = [ b 8 7J, ( n n 11 E. -kolonnen 
Lp p p 

[ ac] + [ be J + [ ~ J = [ c 8 J ( tt n 11 
~ -kolonnen 

p p p p p 

og stmm1ering) 

1f •• ) 

n t! ) 

Vi legger merke til at betingelsesligningenes konstantledd ikke inngår is-ene, 

og heller ikke inngår normalligningenes konstantledd i summekontr,llen. 

Av normalligningssystemet finnes korrelatene og deretter v-ene av 

korrelatligningene. Med disse v-ene korrigeres så de utførte observasjoner~ 

og på grunnlag av disse utjevnede verdier for observasjonene foretas bereg­ 

ning av det størrelseskompleks som målingene tar sikte på å bestemme, hvorved 

utjevningsoppgaven er løst. 

3. Generelle regler for oppstilling av betingelsesligninger. 

En feil i oppstillingen av betingelsesligningene med hensY'D: til antall 

eller "innhold" fØrer - som vi skal komme nærmere inn på - enten til at utjevn­ 
ingen "blokkeres" (ubestemte verdier for korrelatene) eller til forfalskning av 

utjevningsresultateto De mest nærliggende feilmuligheter består i å operere med 
feiJak.tig antall betingelsesligninger eller å stille opp betingelsesligninger 

som er lineært avhengig av hverandre" 

Den oppstillingsprosedyre som innebærer maksimal sikring mot feil av 

nevnte kategorier, består i 

1. Avsetting av de gitte størrelser (dersom slike forekommer). 

2. Avsetting av så mange målte størrelser som nødvendig for oppgavens 

lØsning. (Antall overbestemmelser og dermed antall betingelseslign­ 

inger blir da identisk ~ed antall tiloversblevne målinger.) 

3o Avsetting av de resterende målinger, en etter ~n, med oppstilling 

av den tilhØrende betingelsesligning umiddelbart etter avsettingen 

av h~er enkelt overskytende måling. Oppstillingen skal basere seg 

på de til enhver tid avsatte størrelser. 

Det er altså av avgjØrende betydning at systemet av betingelsesligning­ 

er er korrekt både med hensyn til antall or "innhold". Hva det siste angår, må 
en spesielt ha oppmerksomheten rettet mot 

B å unngå avhengige ligningero Vi skal be­ 

lyse dette med et eksempel. Figuren fore­ 

stiller et nivellementsnett basert på de 

hØydegitte punkter A og B samt 5 niveller­ 
te hØydeforskjeller (pilene angir stig­ 

ningsretningen). Vi har 3 overbestemmelser 

og de 3 betingelsesligninger kan stilles 
Fig. 2 
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opp på ulike måter, både korrekt og feilaktig. Hedenfor fØlger et korrekt og et 

feilaktig system 

korrekt sistem 

h1 - h3 - h2 = 0 

h3 - h5 + h 4 = 0 
HA+ h1 - h5 = Hs 

feilakti~stem 

h1 - h3 - h2 = 0 

h3 - h5 + h4 = 0 

h1 - h5 + h4 - h2 = 0 

De to fØrste ligninger er de samme i begge tilfeller, utformet som polygon- 

eller slØyfeligninger. I det feilaktige system er den 3. ligning feilaktig, og 

feilen består i at den er lineært avhengig av de to fØrste. Den er nemlig utformet 

som polygonligning (i hovedpolygonen), og blir derfor en fØlge av de to fØrste, 

dvs. den bringer ikke noe nytt inn i "bildet" (i det korrekte system er den 3. 
ligning utformet som dragligning). 

Under alle omstendigheter disponeres atskillig "frihet" med hensyn til 

valg av betingelsesligninger. Målsettingen her bØr være å oppnå betingelseslig­ 

ninger som inneholder færrest mulig ledd. 

Hva blir så konsekvensene av feil ved betingelsesligningene og hvordan 

gir de seg til kjenne1 Vi betrakter fØlgende 3 feilmuligheter. 

a. Korrekt antall betingelsesligninger, men en ligning er lineært av­ 

hengig av de andre. 

b. For mange betingelsesligninger. I tilegg til et korrekt system 

kommer ~n overtallig betingelsesligning som fØlgelig må bli lineært 

avhengig av de andre. 

c. For få betingelsesligninger. 

De to fØrste tilfellene ytrer seg på samme måte. Vi får et NL-system 

med like mange ukjente som ligninger~ men i begge tilfeller blir ~nav NL-ligning­ 

ene lineært avhengig av de andre, dvso de resulterer i ubestemte verdier for korre­ 

latene, noe som manifesterer seg på den måte at det i en bestemt fase av opplØs­ 

ningsprosedyren vil forekomme en null med null-divisjon. Dette inntret-fer i hov-ed~ 

resultatlinjen ved danningen av den multiplikas,jonsfaktor s0!!1 er tilordnet siste 
sluttligning. Her vil nemlig den reduserte kvadratiske koef. og den reduserte 

kcnat ant.Leddkoef , begge anta verdien nulL For et system bestående av 3 NL vil 

vi i siste sluttligninV, ha 

og likeså 

Hva c-tilfellet angår, vil ikke den begåtte feil manifestere seg under 

selve utjevningsregningen. Feilen vil fØrst gi seg til kjenne etter utjevnings­ 

prosedyrens avslutning ved den endelige beregning av stØrrelseskomplekset, hvis 

bestemmelse er utjevningens egentlige formål. Det vil da konstateres indre mot­ 

sigelser innen størrelseskomplekset~ nettopp som fØlge av den (eller de) negli­ 

sjerte betingelsesligning(er). 
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4. Tilba.kef9Sring av korrelatutjevning til elementutjevningo 

Vi skal nå vise at det er mulig å overføre en korrelatutjevning 

til elementutjevning. 
Denne overfØring sk,j er på den måten at vi i de r betingelseslig- 

ninger velger ut et antall v-er til elementer. Dette imtall må være lik antall 

ukjente, med andre ord like. Vi lØser så betingelsesligningene med hensyn til 

de n-e resterende v-er. De derved framkomne ligninger, sammen med de ligninger 

som uttrykker identitet mellom visse v-er og elementene, representerer et kom­ 

plett system av feilligninger, 

Eksenpel: n = 5 og r = 2 

a v + a v + a v + a v + a v + w = o 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 

b V + b V + b V + b V + b V + W = 0 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 2 

Med utgangspunkt i relasjonen n-e=r finn!=lr vi i det foreliggende tilfelle 

e lik 3 , dvs. vi raå velge 3 av v-ene til elementer. 

og kaller dem x, y eg z • 

syn på v og v og får : 
1 2 

Vi velger v , v og v 
3 4 5 

Vi løser så de to betingelsesligninger med hen- 

v = a'x + b'y + c'z + f 
1 1 1 1 1 

v = a'x + b'y + c'z + f 
2 2 2· 2 2 

som sammen med: 

V = X 
3 

V = Z 
5 

utgjør et komplett system av feilligninger. 

De to utjevningsarter· element- og korrelatutjevning atskiller seg 

med andre ord bare ned hensyn til regnematen. Vi sKaL senere komme inn ~å 

spørsmålet om hvilke av de to utjevningsmetoder som bør velges når vi står 

overfor et konkret utjevningsproblem. U~jevningsresultatet blir det samme i 

begge tilfeller,men regnearbeidet kan differere atskillig, avhenp,ig av 

for.holdene i det enkelte tilfelle~ 

5. Middel feilen på vektscnhet en. 

Da korrelatutjevning kan føres tilbake til elementutjevning, kan 

vi uten videre bruke den tidligere formel fe: middelfeilen på vektsenhetep9 
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som ble utledet under elementut.jevning: 

r 1 • '[ 1· mo = \ '1 pvv • = V pvv 1 

· n-e r 

Vi skal så vise hvordan vi kan utlede [ pvv]. Vi tar vårt utgangspunkt i 
korrelatligningene: 

a• b• C· 
V· = ~ k1 + ..:::L. k + -1 k 

I p· r., 2 r,, 3 
I .t' I .t- I 

Vi multipliserer med Pi vi ,summerer og får: 

Her er [av], [ bv] og [ cv] ifØlge betingelsealigningene lik -w1 , -w2 og -w3 

(se (1)), dvs.: 

Innføres her fork-ene de verdiene som normalligningssystemet gir, får vi en 

tilsvarende formel som ved elementutjevning: 

2 ( )2 2 V' 2 w ( w .1 ) 13 • 
1 2 + . + ••••• 

[pvv] ~[ap"]+ [b: ,1] [cz .2] 
Av dsnne formel går det fram at vi kan utlede [pvv] gjennom eppløsning av 

normalligningssystenet, idet vi til der nornalligninger foyer følgende fin- 

gerte nornalligning: 

W k + W k + W k + 0 = O 
1 1 2 2 3 3 

og behandler denne ligning etter s amm e mekaniske elim.inasjonsregler som 

gjelder for de øvrige normalligninger. 

Endelig består den flulighet å utlede [pvv] ved å regne ut de en­ 

kelte v-er ved ~jelp av korrelatligningene. 

Stemmer disse to uttrykkene for [pvv] overens, har vi sikkerhet 

for at hele utjevningsregningen fra og med danningen av normalligningene til 

og med utledningen av v-ene, er riktig utført. Det eneste ledd i regningen 

som fremdeles kan være beheftet med feil, er lineariseringen av de opprinne­ 

lige betingelsesligninger, med andre erd utviklingen av de siste etter 

Taylors formel. Vi_ skaff Er ess kontroll på denne regnet ransaksj_Q_nen ved den 

såkalte slu.11Erøv~, som_består __ i å_ sette inn _de korrigerte cbservasjon.er_i_de 

~pprinnelige beti~gelsesligninger, og disse må da være tilfredsstilt innenfor 

regnenøyaktighet en. (Men fremdeles består den mulighet at selve betingelseRlignings- 

systemet er feilaktig. ~n o~ik feil vil fØrst manifistere seg ved den endelige 

beregning av stØrrelseskomplekset, idet en da konstaterer at det etter utjevn- 

ingen fremdeles opptrer mo:tsigelsero) 



- 4~ - 

6. Middelfeilen på funksjoner av utjevnede observasjoner. 

Vi setter oss nå til ,ppgave å utlede middelfeilen til følgende 

vilkårlige funksjon av utjevnede målinger: 

U = qi( 0 + V 
1 1 

+ V 
2 • • • • • 9 0 + V ) n n 

cp ( 0 a·o ~ ~ 
' 02 ' • V .f •• jl 

0 )+ ..:::..x._ V + " V + ..... + a V 1 n ao 1 oo 2 o n 1 2 n 

= rp( 0 ' 0 ' ..... ' 0 )+ t V + t V + ..... + t V 1 2 !i '~-~~ 2 2 n ..V ......,_..­ 
[ tv] 

~ u0 + ~ll 

idet vi har innf~rt· som betegnelse for de rartielle differensialkvotienter- 

3:_ 
åo; 

t• I 

Da feilforplantningsloven bare kan brukes f'e r uavhengige størrel- 

ser, må vi her,på samme måte som ved behandlingen av det tilsvarende pr•rri--em_______ 
under eleme.ntu.tjevning, søke å framstille funksjonen u som funksJon av de opp­ 

rinnelige~måling.er o , o , ••••• ,, o , som her representerer de iuavhengige 
1 2 n 

størrelser. Vi tar vårt utgangspunkt i korrelatligningene: 

a. b o. 
V ,::: -' k +-i k +-' k I t. i P. 1 P. 2 I>. 3 I 

I I I 

Vi multipliserer med t. ' summerer og får: 

[ tv] = [ ~] k + [ b t] k + [~]k 
P 1 P 2 p 3 

dvs, 

Det gjelder så her å få k-ene uttrykt ved de opprinnelige observasjoner. 

Det oppnår vi ved å gå ut fra normalligningssystemet: 

[ ab 1 k I b b 7 k i- b c 1 k ~t- ..-.li = 0 

I 
q,_, 

pJ1 + .... P"'2 +LIJ-'3 2 G 

[ a;Jk1 -1- [bo1k [CC7k + w = 0 I q,., , p j + D J , 2 -" 3 '7 ... , ,) 

I dette ligningssystem opptrer de uavhengi 
stantleddene, idet vi har 

+ W = 0 
1 

observerte størrelser, o-ene,i kon- 

w i = F i ( 01 , 02 ' • • • • • , On ) 
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Vi må derfor ta sikte på å få uttrykt k-ene som funksjoner av w-ene, og det opp­ 

nås ved å slå inn på ubestemte koeffisienters metode, idet vi multipliserer nor­ 

malligningssystemet etter tur med de forelØpig ubestemte koeffisienter ~, q2 og ~ 

og adderer produktene (som alle har verdien null) til.på hØyre side av siste lig­ 

niug for u. -Vi får da: 

q V.t + 
1 1 

q VI + 
2 2 

{ r aal r ab 1 , [ ac] . [at, J k + - -1- __ , T - -;-- - 
L p ~ q1 I L I> J ~ . p q3 p J l 

r,ab] rbb] !be] [bt11 + 1- q + ·- Q + - q + - k ''-P 1 Lp -2 -p 3 p~ 2 

Vi forlanger nå at q-ene skal velges på en slik måte at alle {}-ut~rykk blir 

null,og har dermed oppnådd vår hensikt å få funksjonen u uttrykt som funksjon 

av w-ene, idet u da går over til: 

Vi disponerer nå de 3 frihetsgradene som innføringen av de 3 ubestemte 

koeffisienter betinger, til å forlange at samtlige f }-uttrykk skal anta verdien 
null, m.a.o. 

C'J], ·: q + [ a,~] ¾ + I ac l ¾ + [ at J == o 
P·'1 P '-P· P 

[ apb·] q
1 

+ [ b: ] q
2 

+ [ \~ ] ~ + [ bpt] == 0 3) 

[ac] [be] [CC~ rCt] P q1 + T q2 + PJ~ + lp = 0 

Vi har dermed oppnådd vår hensikt, nemlig å få funksjonen u uttrykt ved w-ene, 
idet u nå går over til 

' ... , O ) + q W + q W + q W 
n 11 22 33 

Vi innlfl.Ørerc her for w-ene op får : 

~= cp ( o , o 1 •• j o ) +a F ( o , o j ••• , o ) +q F ( o , o , ••• 9 o ) +q F ( o ~ o , ••• , o ) 
1 2 n ~1 :1. 1 2 n 2 2 l 2 n 3 3 1 2 n 

Det har dermed lykkes Pss å tilbakeføre u til en funksjon av de 

målte størrelsene. Vi kan nå uten videre anvende feilforplantningsloven, idet 

vi først bringer u på lineær form. Herund.er,·tas.fhensy.n .til at 

~= t 
0 B, oF aF 1 2 3 -- ::::; a ' -.,- --= b. og -- == C åo. 1 ' o o. i OQ. I 00, i 

I I I l 
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hvorved fås : 

E 
u 

= t E 
1 1 

+ t 8 
2 2 

+ ..• + t E: 
n n 

(t + q a + q b + q c )s 
\.._ 1 1 1 2 1 ~5 1 ,1 1 -----,,----·---·.-' 

r 
1 

+ q a s 
1 1 1 

+ q_ b C 
2 1 1 

+ q_ C E 
:5 1 1 

+ q a E 
1 2 2 

+ q b E.: 
2 2 2 

+ •• cit;,• 1- 

+ q_c E + ••o•• + ,:i 2 2 

+ (t + q a + q b + q C )2 
-..2 12 22 32;2 
~'-------.,,, ~---·- ·"' 

r 
2 

q a E 
1 n n 

q b 2 
~2 n n 

q C E 
3 n n 

. . 
+ •• ~ •• 

F~lgelig: 

m~ = lll5cr;1 

Vi skal se litt nærmere på uttrykket [~], idet vi tar vårt utgangspunkt i p 
det generelle uttrykk for r: 

r. 

I 
a. 

I 
t. 

I I ' = t, + q a + q___ b. + q~, ei l - pi P. r. r. I I 1 i ,;! I ,.) 
I , 

r 
Vi multipliserer først med ~ 1 summerer og får: 

I 

,~] 
l.. p 

r !I 7 [ar, r b r] r ~] 
L p + q1 p _' + ¾ L p + q3 L p . 

a 
Deretter multipliserer vi med _i , summerer og får: 

pi 

+ [ apt] 

.ller- er [ar] ifØlge (3) lik null. Ved etter tur å multiplisere med E..L og ~ kommer 
P [br] er Pi Pi vi fram til at det saæne også er tilfelle for p og [ p J , fØlgelig: 

Ved 
t. 

så å multiplisere med -1 og summere, 
P. 

I 

fås: 



- kr- - 

Dermed er oppgaven for så vidt ].Øst" idet q-ene er gitt- ved (3),, mens ,de e.nd:re 

størrelsene som opptrer i formelen er kjent. Imidlertid er det mulig å komme 

fram til et enklere uttrykk ved å lØse (3) med hensyn p! q-ene og innføre 

disse verdiepe i den siste ligningen. Vi får de. som sluttformel for middelfeil­ 
e~ på f.unksjonen u: 

= mo2 ~ u 

/ 

I 

Hva{J-uttrykket i den siste formelen angår, er det mulig å utlede dette di­ 
re.kr.t:a ~ t,i lknytning. .,tdJ.. -oppJ..Øsni.n_geni -ev- nQfT:la.llif,-.ningssyst.emet • 

Middelfeilen på funksjonen u dersom den ble utregnet på grunnlag av 

de ikke utjevnede størrelser, ville væro: 

Aggregatet 
[at]2 m2{ P 

0 [;~J 
r bt ]2 
I- •l 
L. 12 + } 

p 

utgjØr fØlgelig den nØyaktighetsvinning som utjevningen har medfØrt for funk­ 

sjonen u's vedkommende (de enkelte ledd representerer vinningen som de enkelte 
. . . df [at]2 [aa] . . . 1 bet1ngelsesl1gn1nger me Ører, m.a.o. - : - har sin opprinnelse 1 • be- p p 

tingelseslign., o.s.v.). 

7. Det fullstendige eliminasjonsskjema 

ved korrelatutjevnin~. 

Det forutsetter et normalligningssystem med tre korrelater. Opp­ 

løsningen skal kombineres med utledning av feilkvadratsummen og vektskoeffi- 
sienten til en funksjon av utjevnede observasj oner1 nemlig funksjonen: 

u :;::: cp(o + V 9 0 + V ' ..... ' 0 + V ) 1 1 2 2 n n 

q, ( 0 0 ) + t V + t V + t V 
0 + lm ' 02 ' ... ' + ... = u 1 n 1 1 2 2 n n 
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Eliminasjonsskjema ved korrelatutjevning. 

l.n.l. 
1.s.L 

f 
1 

[~a] [~bl 
I 

I [at] [§&l wl 1 0 0 C' 
p _, p - 1,,)1 

[~b] [~c] l [ttJ i w 0 1 0 s2 

i 
2 

fl[apb] fl[;tJ r [.§:.Q.7 : f ·v fl • 0 fl Sl 1 p - l~l 

[ bb -, [tc.·1] w 1 fl 1 [it. 1] S 2 .1 p•lj 2. 0 

3.n.L [~c] V,' 0 0 1 [~t] s3 I '3 
i 

f2 C10l l f [at] fil f2 p I f2wl f2 0 0 
2 F 

be f (21·.17 r
3
s2.l 

f3 f
3
(°1,·1] f

3
w2.1 flf3 f 0 

3 3"- p 

[~c ~2] re+ l 3. s. l. w
3
.2 f2+flf3 f 1 _.-!:::.,_ 2 s

3 
,2 

3 Lp - 

Fingert n • 1 . I 0 0 0 0 0 ' s =[ w l 4 -~ 

f4 f w f4 0 0 .... [at] 
f 451 4 l .L4 p 

f f
5
w
2
.1 flf5 f rbt ] f S 1 0 f 5L-P.i 

5 5 5 2· 

f6 f6w3.2 f2f6+f1fl6 fl6 f6 f6[~t·2] f
6
s
3
.2 

esultatlinj e -[p,rv] k k2 k3 /:,u s
4
.3 

1 

~tt] LT 

f f [atl 
7 7 p - 

[~c] [ ~c •1] f8 f rbt·1] 
gLP 

f = - -·-· - f = - 
2 [~a] ' 3 [~.·1] f9 f9[~t·2] 

VJ 1 w
2
.2 Q, 

.r., 
2. 

+' 
uu 

-- 

[ 

[ 

[~a] 

1at] 1..P 

[tal 

5 6 [~c ·2] 

[%1·2] 
[cpc .2] 



- 49 - 

80 Oversikt over korrelatutjevning. 

Det foreligger n observasjoner: 

De tilhørende vekter er: 

Ved utj. blir målingene tillagt korreksjonene: v 
1 ' V 2 

' ..... 
' ... " . 
, . ' V r, 

De utjevnede verdier av målingene er: o +v 9 o +v, ••• ,o +v 
1 1 2 2 n n 

Gangen i utjevningsberegningcn blir: 

1. Oppstilling av de opprinnelige betingelsesligninger 

F. ( o
1 

, o , • • • • • , o ) = o 
I 2 n 

Vi får like så mange slike betingelsesligninger som overskytende målinger, 

nemlig n-G;;:: r. 

2. Linearisering av de opprinnelige betingelsesligninger, som faller i· to 

trinn, nemlig: 

a. 

Danning av koeffisientene i de lineariserte betingelsesligninger: 

av +av + ••••• +av + w = o 
11 22 nn 1 

b V + b V + ••••• + b V + W = 0 
11 22 nn 2 

. . . . . . . 
r V + r V + 0 "" ••• + r V + w = 0 
1 1 2 2 n n r 

oF aF oF 
Her 1 b, 2 3 

er: a = ao. ' =~ 9 C, - -- osv. 
i I I - 00, ' 1 I I 

Koeffisientene a, b, c,osv. trenger vi ikke regne ut med noen særlig 

stor nøyaktighet. 

b. 

Utregning av motsigelsene w i betingelsesligningene: 

Vi. = F. ( 0 
1 I 1 

9 ••••• ' 0 ) n 

Beregning av konstantleddene w må utføres med stor nøyaktighet. 

3. Dersom vi i tilknytning til utjevningen skal utlede middelfeile~ til en 

f'Unksj on av11 ttt-j evnede _,ob:s..erva..aj-oner, nenli.g -fun.k.sj •nen 

• • • • • , 0 + V ) n n 
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~å denne funksjon først lin8ariseres 

u = o(o , o 
r 1 2 ' ••• 0 , 0) + t V + t V + ••••o + t V 

n 11 22 nn 

hvor t. 
! 

4. Så følger danningen av normalligningssystemcti som. må foretas med summe­ 

kontroll. Da.m i ng en av normall igninguw foregår i følgende skj erna: 

-b 
t - I . I ! ! V l a C s 11/ -r-,-r• I V p 

• 1- - •1 I beregn-et 
I ! - I 

J;:t ::;: :-2= 1-r,.,,= 
,j 

V t a b C t s l q1 
! 

V I p 1 1 1 1 1 1 I 1 1 

a' b' C il t, s' 
I 

·1 
J.. 1 1 1 1 1 

~ 
I 

V I a b C t s i q I V I ··) 
2 2 2 2 ;~ 2 I -:i 2 1:2 

,, 
b' c' t' 3? 1 ~1, ., 2 2 2 2 rJ 

V a b J C t s qn I V Pn n n n n n n n 

a' b' C' t' r, 7 1 ;;;, 
n n n 11 n 

i [wk] 
i 

v: w T,\T 
I 

- 1 2 ~i ! 

I dette skjemaet anbringes altså betingelsesligningene vertikalt, 

slik at korrelatligningene kommer horisontalt. De merkede størrelsene er 

framkommet ved å multiplisert: horisontalt med fq = f"p . 
Danningen av normalligningene skjer med de merkede størrelsene. 

Derved oppnås den forenkling at normalligningskoeffisientene kan dannes med 

vekten ~n. Etter at korrelatene er funnct1 skrives de opp øverst i skjemaet. 

v-ene finnes da ved horisontal regning med de umerkede korrelatligningskoef­ 

fisienter og skrives opp i nest sistG kolonne: 

V. ::: q, ( 8., k + b. k + C, k 
l I I 1 J 2 I 3 

I siste linje skjer utregning av [pvv] på grunnlag av formelen 

[pvv] == - [vrk] 

Ellers legger vi merke til &t også koeffisientene ter med i skjemaet. Der- 
e O O d t -, [at7 rbt7 d k 11 ved 8ppnas a f'å armet s ø r r e.r.s erie p.J , L·r-' , osv. me summe ontro • 
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5. Oppløsning av normalligningssystemet med fortløpende summekontroli av slutt­ 

ligningene og med samtidig utledning av korrelatene, feilkvdratsummen og vekts­ 

koeffisienten(e) til funksjonen(e) u. 

6. Beregning av v-ene på grunnlag av korrelatligningene. 

7. Med de under pkt. 6 beregnede v-er dannes så [pvv], som må stemme overens 

med [~vv] funnet ved oppløsningen av normalligningssystemet. 

8. Beregning av de·utjevnede verdier o. + v. av observasjonene. 
I I 

9. Sluttprøve.Den består i å sette inn de utjevnede verdier av observasjonene 

i de opprinnelige betingelsesligninger soCT da må tilfredsstilles innenfor 

regnenøyaktigheten. 

lo. Beregning av det størrelseskompleks som målingene tar sikte på å bestemme 

på grunnlag av de utjevnede observasjoner. 

11. Beregning av middelfeilen på vektsenheten 

ID = læuJ 
o r 

12. Beregning av middelfeilen på den funksjon (eventuelt de funksjoner) av ut­ 

jevnede observasjoner, som vi søker nøyaktigheten av 

m =m~ 
u O u u 

9. Valg av utjevningsmetode. 

Vi har allerede vist at enhver utjevningsoppgave kan løses enten 

ved element- eller korrelatutjevning. Når vi står overfor en konkret utjev­ 

ningsoppgave, mGlder derfor spørsmålet seg om hvilken metode som er mest hen­ 

siktsmessig. Vanligvis lønner det seg å praktisere den regel at en velger 

den metode som resulterer i det minste antall normalligninger, idet erfaringen 

viser at antall normalligninger i det store og hele er utslagsgivende for om­ 

fanget av utjevningsregningen. Hva tallet på nornalligninger angår, har vi at: 

Antall NL" 

Elementutjevning 

Korrelatutjevning 

e 

n-e=r 

Herav ser vi at elementutjevning i alminnelighet vil være å fore­ 

trekke dersom 

e < n-o , dvs. e < E. 
2 
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Dersom antall ~ormalligninger er det samme i begge tilfelle, eller praktisk 

talt det samme, foretrekkes den utjevningsnetode som resulterer i de enkleste 

grunnligninger (feilligninger eller bctingelscsligninger). Ellers er det å 

merke seg at alle nøyaktighetsundersøkelser faller enklere for elementutjev­ 

ning enn for korrelatutjevning. Det er et moment som under ellers like for- 

hold kRn bli avgjørende for valget av metode. 

Utviklingstendensen i den senere tid har i det store og hele gått 

i fe.vør av elementutjevning. Ikke minst er denne utyikling blitt påskyndet som 

fØlge av at datateknikken er blitt tatt i bruk. Forholdet er nemlig det at ele­ 

mentutj. er langt mer velegnet for programmering av helautomatiske utjevnings­ 

prosedyrer enn korrelatutj. (en helautonatisk onpstillin~ av betingelsesligning- - 

er byr på langt større problemer enn en he Laut.oma't i sk on:nstillinp: av feillip:ninger). 

lo. Utjevning av målinger som har forskjellige dimensjoner. 

I det tilfelle at de utførte målinger har forskjellige dimensjoner 

(det kan f.eks. dreie seg om en observasjonsrekke bestående både av vinkel­ 

må.l i nge r og lengdemålinger), byr utjevningen på spesielle problemer hva fik­ 

sering av vektene angår. Det henger sammen med at målingene blir inkoL1D1en­ 

surable med hensyn til nøyaktighet. Det vil ikke være mulig, slik som vi 

hittil har gjort, å velge en vektsenhet og uttrykke samtlige vekter ved denne. 

Vi må ta vårt utgangspunkt i den tidligere oppstilte generelle utforming av 

prinsippet som ligger til grunn for m s k s m, (~e e.Lement.ær'kur-se't , side 25) 

rV
2J . L-::7 = rm.n , m 

2 
I dette uttrykk er de enkelte ledd~ dimensjonsløse fordi v-ene og m-ene for 

ill 
de enkelte ledd har samme dimensjon. En skjønner av dette at vi nppnår en 

korrekt utjevning etter m.k.m. også i tilfelle av at målingene - og dermed 

middelfeilene - har forskjellige dimensjoner dersom vi fastsetter vektene på 

følgende måte: 

1 
p = 2 m 

Eksempel: I en utjevning inngår både vinkel- og sidemålinger. Nøyaktigheten 

av de første er gitt ved m = ± lbcc 7 mens observasjonsmiddelfeilen til de 
a 

siste er lik m = ± 5 cm. Med ·hvilken VGkt skal vinkelmålingene og sidemål­ 
s 

ingene inngå i utjevningen? Vi får: 

1 l 
P -::7=- a - m loo 

a 

1 1 
P = ~ = 25 s :m.

8 
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Av regnetekniske grunner vil det her være fordelaktig å operer8 med en konsta~ 

faktor, f.eks. loa, slik at 

og p == 4 s 

En videre forutsetning er nt utjevningsprosedyren forøvrig baseres på de semt?le 
enheter som legges til grunn for vektsfastsettelsen (i foreliggende tilfelle 
altså. på enbe t en e cm Of'. cc). 

Det melder seg så spørsmål -n betydningen av middelfeilen på vekts­ 

enheten når vi har med dimensjonsforskjellige observasjoner å gjøre. Holder 

vi oss til det førstu tilfelle med p = b ~ vil altså vekten bli en for m=l , / m 
dvs. vektsenheten svarer til vekten av en fiktiv observasjon hvis middelfeil 

er lik ~n. Middelfeilen på vektsenheten må følgelig bli ~n dersom vi vod ut­ 

jevningen har truffet tiktige antakelser med hensyn til vektene, dvs. med hen­ 

syn til de enkelte målingers middelfeil. Dersoo vi ved utjevningen får en 

verdi for middelfeil8n pa vektsenhsten som avviker merkbart fra en, er altsi 

det et tegn på at vektsfastsettelsGn ikke er i samsvar B8d de faktiske forhold. 

Opererer vi derimot med en konstant multiplikasjonsfaktor, dvs. vi 

setter p =-½ 9 skal vi av sanme grunner som nevnt ovenfor ved utjevningen 
fil 

komme fram til m = fe dersom fikseringen av vektene er realistisk. 
0 
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K a p i t e 1 III. 

GEODETISKE ANVENDELSER AV MINSTE KVADRATERS METODE. 

Vi skal i det etterfØlgende behandle noen av de viktigste anvendelser 

av m.k.m. i den geodetiske praksis. Vi kommer særlig til årette oppmerksomheten 

mot utjevning av geometriske punktsystemer, men fØrst skal vi befatte oss med noen 

sentrale problemer vedrørende måling av retninger og vinkler, nemlig stasjonsut­ 

utjevning i forbindelse med måling av fullsatser og likeså vinkel.måling i alle 

kombinasjoner. Uttrykket st.as.i onsut j evndng sikter til at utjevningen er "lokal" 

for så vidt som dens "virkning" er begrenset til ved.kommende stasjon som målingene 

e~ utfØrt i, i motsetning til selve hovedutjevningen, dvs. utjevningen av punkt­ 

systemet, som vanligvis innvirker på observasjonene i samtlige involverte stasjons­ 

punkter. 

1. Stasjonsutjevning. 

1.1. Utjevning av fullsff~ser. 

Satsmåling er uten sammenligning den mest anvendte observasjons­ 

metode når det er spørsmål om å bestemme trekantvinkler i geometriske systemer. 

Dessuten knytter det seg atskillig teoretisk interesse til satsmålingen av den 

grunn at visse andre vinkelmålingsmetoder leve~er resultater som i feilteore- 

teoretisk henseende ekvivalerer full- 
sirket-nuU 
/ 
I 
I 
I 

,satser. 

I fig. 3 har vi en satserie som består 

av 4 retningerg Utjevning av fullsatser ut­ 

fØre~ pnklest som ~lementutjevning, idet 

vinklene X1 , x2 . og x3 fra ut gangsretningen 

r1 og dessuten vinkelen z1 mellom r1 og 

retningen svarende til nullavlesning1 · på 

sirkelen,velges til elementer" Vi får da 

fØlgende system av fundamentalligninger: 

r1 = Z1 

r2 ::;;: Z1 + X1 

r3 = Z1 + X2 

r4 = Z1 + X3 
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som resulterer i følgende feilligningssystem: 

V191 = + Z1 - r1, 1 
v2, 1 = + zi + X1 - r2, 1 

1. sats: 
V3, 1 == + zl + X2 - r3, 1 
V4,1 = + Z1 + X3 - r41 1 

hvor indeksen 1 viser til 1. sats. 

Vi tenker oss så at vi har målt i alt 3 fullsatser. Mellom hver 

sats foretar vi dreining av sirkelen, og får følgelig andre verdier for vink­ 

elen mellom nullretningen og utgangsretningen. Vi innfører betegnelsene z2 

og z3 for de nye orienteringselementenc og får i alt fø].pende feillitninrst;y- 

stem:.:· 

1. sats 

2. sats 

3. sats 

a b C d e g 
V 

( Z1 ) ( Z2) (z3 ) (x1 ) (x2) (x3) f 

f V1 ,1 + 1 - r191 

) V2,1 + 1 + 1 - r2,1 l V3 ,J. + 1 + 1 - r;s,1 

V4,1 + 1 + 1. - r4 ,1 

i + 1 - r1,2 . v1,2 

v2,2 + 1 + 1 - r2,2 
~ + 1 - r3,2 I V3 ,2 + 1 

11 V4, 2 + 1 + 1 - r4,2 

' + 1 - r:1.,3 
( v~,3 
V2,3 + 1 + 1 - r2,3 

I - r3,3 l V3,3 
+ 1 + 1 

V4,3 + 1 + l - r4,3 
..•• ~....-...... ....... ·---~ ~ _ .... _ .....•.......... , 

Vi forutsetter sa at observasjonsnøyaktigheten er den sanme for 

alle retninger, og får følgende normalligningssysten: 

r + X1 + X2 + X3 - [ r J 1 I t,zl 
= 0 

1. gruppe ' 4z2 - [ r J2 < + Xi + ¾ + ~ = 0 
\ 
I 

.. l 4 23 + Xi + ¾ + X.s - [ r ls = 0 
f 
\,_ 

( Z1 + z2 + Z3 +3X1 - [ r2 J = 0 

- [ r3 J 2.gruppe ) z1 + z2 + Z3 +3X2 = 0 

z1 + z2 + Z3 +3x3 - [r4] = 0 

\_ 
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Her betyr f.eks. [r]
2 

summen av alle retningsverdier tilhØrende 2. sats, mens 

f.eks. [r
2
] betyr summen av alle retningsverdier mot objekt 2. 

Vi summerer de to gruppene hver for seg og får: 

4 ( Z 1 + Z2 + Z3 ) + 3 ( X1 + X2 + X3 ) - { [ r] 1 + [ r] 2 + [ r ]3 } = O ' ;_1 
.•.•.... - __ ..•.•...• ---~---- .•..•...•• 
Lr1 J +[r-aJ +[r3] + l r4] 

3 ( Z1 + Z2 + Z3 ) + 3 ( J<i + X2 + X3 ) - { [ r 2 ] + [ r3 ] + [ r 4 j } = O 

Vi subtraherer disse to ligninger og fir: 

z1 + Z2 + ~ - L r 1 J = o 

som innfort i hver av ligningene i 2o gruppe resulterer i: 

Vi gikk her ut fra 3 satser. I det generelle tilfelle med s satser får vi: 

og 

Vi har dermed fastslått at de utjevnede verdier for vinklene x er identiske med 

de som kan utledes av ,, .; dde l sat.sen ( som differenser mellom de til vinklene x 

korresponderende retninger), idet denne jo får formen 

1 r1 = -[r1J S· 

r2 = .!-[r:J s 

r3 = ! [r3] 
.,.. 1- 1 
r4 = -lr41 $ L J 

r = l rr l n ~ L. n.., 

n!r vi forutsetter n retninger og s satser. Utjevning av fullsatser er altså 

meget enkelt. Den består gans~e enkelt i en middeltallsberegning av de for­ 

skjellige retningsverdier. 

I praksis pleier vi å redusere alle satsene til null med hensyn pl 
utgangsretningen, og danne middelsatsen av de reduserte enkeltsatsene, da fal­ 

ler rAgningen enda ~nklere. 

Middelfeilen på en utjevnet retning finner vi av 

,... 1-L J r=-r s 
I samsvar med teorien for middeltallets middelfeil fås herav 

I!lr 
m"' = - ! fs 

hvor altså mr er middelfeilen på en obs'=;TVert retning. Det er videre klart at 

samtlige utjevnede retninger og fØlgelig samtlige vinkler som kan utledes av 

middels at sen, får sa.mme nØyakt ighet • 
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For å finne niddelfeilen på vektsenheten, son her blir niddelfeilen på en 

observert retning, nå vi kjenne antall overskytende målinger, son er gitt ved: 

n - o = n • s '-....~---,,---' 
antall 

obs.retn. 

(n - 1) 
""----..,,..- _ _.J 

antall 
x-er 

- s = ~ 
antall 
z-er 

ns - n + 1 - s = (n-l)(s-1) 

dvs. 

Vi skal så se nærnere på bester:inolsen av feilkvadratsusnen. Vi kan 

selvsagt gjøre det på den nåton at vi regner ut v-ene på grunnlag av det opp­ 

rinnelige feilligningssyste8et, uen det faller tungvint. Ved den praktiske 

anvendelse av satso~toden danner en son allerede nevnt, reduserte satser. Det 

skjer på den oåten at retningsverdien for en for så vidt vilkårlig valgt ut­ 

gangsretningj settes lik nullj hvoretter de andre retningsvGrdiene reduseres 

med nullretningens opprinnelige retningsverdi. I sausvar ned resultatet av 

den nettopp foretatte undersøkelse over satso.åling, består utjevningen i at de 

reduserte s2tsene sa~nendras til en niddelsats, hvor hver retning er niddel­ 

tallet av r8tningsverdiene i de reduserte satsene. En kan så regne ut av­ 

vikene v" rre I Lora o.iddelsatscn og de reduserte enkeltsatser. Io.idlertid vil 

ikke de korreksjonene son vi konoer fran til på denne o.åten1 være identiske 

o.ed de sannsynligste korreksjoner vetter n.k.o.1 slik de framgår av det tid­ 

ligere eppstilte feilligningssysten. At det nå være slik9 skjønner vi blant 

annet av den grunn at i v'-systenet får alle korreksjoner til utgangsretningen 

verdien null1 og det kan jo unulig være riktig. Utgangsrotningen vil selv­ 

sagt være feilbeheftet i sanne utstrekning som de andre retningene. Saor:ien­ 

hengen mello8 v9-ene og v-ene finner vi ved åta utgangspunkt i det tidligere 

oppstilte feilligningssysteo for 1. sats, som antar følgende forn når 1. ret- 

ning er redusert til null ( r1 ,1 = o). 

Vi.' 1 :::: Z1 + (o - o) 

V2,1 = Z1 + (x1 - r2 1) , 

V3' l. = Z1 + ( X~ - r3 l. ) 
j 

. . . . . . 
Her er størrelsene i parentesene nettopp lik avvikene nellon de reduserte 

retningsverdier og middelsatsen, ned andre ord lik v'-ene for 1. sats, dvs. 

+ ' V1,1 = Z1 vi ,1 

v2,1 Z1, + ' = V2 ,1 

V3, 1 zl + ' = V3, 1 

. . . . . . . . . 
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Vi kan her eliminere z 1 ved å ta hensyn til at ved elementut,jevning skal [av] 

være lik null, og det betyr her at [v]1 = o 

dvs. i '] • L· '} 0 = nz1 + LV 1 SOm gl.!' Zl = - n_lV t, .. 

Relasjonene mello1;1 v1 -ene og v-cne ~r altså gitt ved ( i ref'ererer seg til r-et.n i.nsr 

or j til satsnr.) 
Vj ,j = V·' · - ![ V t l 

1 sJ n J 

Vi skal belyse f'r angangsrnåt.en ved et eksernpe L med n = h og s = 3. 

~ 

I 1 
r1 r2 I" r I [V'] -;[v I] 3 4 

v' V v' V v' V v' V 

1 o,- 0 +2 26,5430 0 +2 52,4892 -7 -5 116,1967 -1 +l --8 +2 

I") o,- 0 +3 36 -6 -3 87 -2 +l 70 -4 -1 -12 +3 . .:;,. 

3 o,- 0 -5 ; 24 +6 +l 76 +9 +4 61 +5 0 +~O -5 
I 

Middel- I 

o,- 0 0 I 26,5430 0 0 52,4885 0 0 116,1966 I 0 0 0 0 sats li - I 

Vi danner så i- vv .... 
1

1 = c96 orr 
L -· .:;i f:lr 

m r 
j I - 9c:. 

- "(4-l) (3-1) = •4,occ 

som e.ltså er middelfeilen på en observert retning. Middelfeilen på do utjevnede 

retninger "blir fplgelig 

1. 2. Stasjonsut.jevni.ng ved vinkelrnålini:; i alle kombinasjoner. 

L 2 .1. Stasjonsutjevningen. 

I op:p:c.ålinssJ..t:re I har vri bch and.Let den utf;iringsnessige side ved 
vinkelmåling i alle konb.i.nas j one r , og skal nå komne inn på den beregningsI!l.es­ 

sife behandling av observas,jonsresultatene. Det Loriner- sef! opså i dette til­ 
felle å legge elementut.j evninp: til grunn for st as.i on sut.i evn i nr-en. 
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I fig. -4_ blir alle mulige vinkelkonbinasjoner i sektoren mellom ret- 

ningene til pkte 1 og pkt. 4 observert. I 

det foreliggende tilfelle ned 4 tilsiktede 

punkter har vi i alt 6 nuligheter. I det 

generelle tilfelle ned n retninger gis det1 

son tidligere vist, i alt ½n(n-1) vinkel- 

2 

l 

4 

fig. 4 

koobinasjoner. 

På grunn av den syonetriske anordning 

av oålingene faller stasjonsutjevningen, 

son vi skal se, svært enkel. Son eleoen­ 

ter velger vi de n-1 vinkler fra utgangs­ 

retningen til hver av de andre retningene. 

Vi kaller elenentene x, y og z og.får 

følgende feilligningssysten, idet vi be­ 

tegner de •bserverte verdier av vinklene 

V1.2 = + X 

V1.3 :::; + y 

v1.4 = + z 

- X + y 

V2.4 - X + z 

- y + z - 

- 1.2 

- 1.3 

- 1.4 

- 2.3 

- 2.4 

- 3.4 

Herav resulterer følgende nornalligningssysten dersoo vi foruts0tter at alle 

oålinger er like nøyaktige: 

3 X - y - Z = 1,2 - 2,3 - 2.4 

- X+ 3y - Z = 1.3 + 2.3 - 3,4 

- X - Y + 3z = 1.4 + 2.4 + 3,4 

Vi surm.erer santlige nornalligninger og får: 

X+ Y + Z = 1.2 + 1.3 + 1.4 

Vi adderer så denne ligning til hver enkelt av noroalligningene og konner der­ 

ved fram til følgende verdier for elenentene: 

X= ¼{2(1.2) + (1.3 - 2.3) + (1.4 - 2.~)} = 1--:'2 

y =¼f2(1.3) + (1.2 + 2.3) + (1.4 

z = ¼ f 2 ( L 4 ) + ( 1 a 2 + 2. lr ) + ( 1. 3 + 3 . 4 ) } = 1~ 
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hvor de enkelte ()-uttrykkene representerer enten direkte eller indirekte obser­ 

verte verdier {de siste i form av summer eller differenser mellom to målte vinkler). 

Vi kan derfor stille opp fØlgende generelle regel for utledningen av 

de utjevnede verdier av vinklene ved vinkelmåling i alle kombinasjoner: 

Den utjevnede verdi av en 7inkel finnes som middeltallet av den dir­ 

ekte målte verdi av vinkelen ( tillagt vekten to) og alle mulige indirekte uttrykk 

for vinkelen som kan dannes ved kombinasjon av to direkte observerte vinkler (til­ 

lagt vekten en). 
Det viser seg at alle vinkler blir bestemt med samme nØyak.tighet gjen- 

nom utjevningeno For elementet x foeks. hadde vi: 

l{· X= 4 2(1.2) + (1.3 - 2.3) + (1.4 - 2.4)} 

eller generelt forn retninger: 

X= ~{2(1.2) + '11.3 

dvs. 

2.3) + (1.4 - 2.4) + ••••• 1 
-----....r.'" 

i alt (n-2) dobbeltledd 

2 2 n mcx: 

hvormastår for middelfeilen på de enkelte vinkler som inngår i utjevningen. Den 

utledede middelfeil mx blir den samme for alle elementer og for alle andre vinYier 

som kan dannes mellom to. og to retninger· i den ekvivalente satsserie som stasjons­ 

utjevningen resulterer i {,Jfr. l. 2a a.), 

Vi går så et skritt videre og tenker oss at hver enkelt vinkel som inn­ 

går i stasjonsutjevningen, er framko!!lmet som middeltall av q enkeltmålinger, dvs. 
2 

ID-v - -- q 

hvor mv er middelfeilen på den enkelte vinkelmåling, fØlgelig: 

0wi2 =2 - C-J.u.v 
., •..•. x - -~ 

Vi erstatter her mv med den tilsvarende retningsmiddelfeil mr (den generelle se.m­ 

. menheng mellom. middelfeil på retning og vinkel fØlger av: o: = r - r', dvs. 

ID: o: = \fl mr ) og får : 

:m.2 - X - 
4m~ 
n.q 

1 2 r'I ,.... 1 · . ~ t , ...• •• c. oaF.lmen 1gn1ng mea sa sma~1ng. 

Det lar seg bevise at elementene x, y , z , ••••• som vi kommer fram 

til ved sta~jonsutjevningen, i enhver henseende kan oppfattes og behandles som uav­ 

hengige retningero Vi kan altså "over røre" stasjonsutjevningsresultatet til fØl- 

gende ekvivalente (fiktive) satsserie 

0, X, y, Z, ••~•• 
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og regne videre med denne som om vi hadde med en ekte satsserie å bestille. Vi 

vil f.eks. oppnå samme sluttresultat OD. vi ved utjevning av et punktsystem, hvis 

bestemmelse baserer seg på vinkelmåling i alle kombinasjoner, fØrst foretar en 

stasjonsutjevning og deretter utjevner punktsystemet, idet vi betrakter stasjons­ 

utjevningsresultatene som uavhengige retningsobservasjoner, eller om vi foretar 

utjevningen av punktsystemet på grunnlag av de opprinnelige målinger~ altså på 

grunnlag av vinklene 1.2, 1.3, osv. 

Vi skal så bringe klarhet i spørsmålet om hvordan q må avstemmes når 

vi forlanger at nØyaktigheten av den fiktive fullsatsen skal tilsvare en gitt 

nøyaktighet t~l en ekte fullsats. Vi forlanger altså at 

den fiktive satsen; o, x, y, z, ..... 
og den ekte satsen: r1, r2, r3, r4, •••• , 

skal ha samme nØyaktighet. Vi forutsetter at den ekte satsen er en middelsats 

av s enkeltsatser o I samsvar med resultatet av den foretatte undersøkelse over 

nØyaktigheten av fullsatser vil sruntlige vinkler som kan dannes av middelsatsen, 

bli bestemt med en middelfeil lik: 

2 
" IDr 

m~ = 2 mt = 2 - a s 

I den fiktive satsen vil samtlige vinkler mellom to og to retninger ha en middel­ 
feil identisk med den tidligere utledede middelfeil på en utjevnet vinkel, dvs. 

4~ 
m~ = -- ex nvq 

hvor altså ner antall retninger i stasjonen og q er antall ganger so~ den en­ 

kelte vinkel blir målt. Vinkelmåling i alle kombinasjoner og middelsatsen avs 

fullsatser er derfor likeverdige med hensyn til nØyaktighet d~~som 

m2 4m2 
r r 2 - = -·- dvs. dersom nq = 2s 
s nq 

Når metoden anvendes i praksis, tar en sikte på å oppnå samme nØyaktighet for 

de fiktive retningssatser i samtlige stasjoner, dvs. en fastsetter en konstant 

verdi for s. Vi ser da at q som representerer antall målinger av hver enkelt 

vinkel, blir variabel lik ~s , dvs. avhengig av antall retninger i de enkelte 

stasjoner. For den grunnleggende triangulering av 1. orden i Norge er s fast­ 

satt til 12, dvs. observasjonsstyrken i vårt l. ordens nett tilsvarer 12 full­ 

satser. Observasjonsstyrken for hver enkelt vinkel vil, som nevnt, avhenge av 

det totale antall retninger i de enkelte stasjoner. For s=l2 kan vi stille opp 

fØlgende oversikt over q: 

GJ 2 

12 
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Vi ser herav at observasjonsstyrken for enkeltvinklene avtar med Økende antall 

retninger i stasjonene. 

1. 2. 3. 11iddelfeilen på vektsenheten. 

Middelfeilen på vektsenheten kru1 utledes på 4 måter: 

h På grunnlag av de observerte og utjevnede verdier for de målte 

vinkler utledes~utjevningskorreksjonene v1 2 , v ,osv. Det er målt i alt 
> 1.3 

~(n-1) vinkler, mens antall elementer er (n-1) • .Antall overskytende målinger 

blir fØlgelig lik: ~(n-1) - (n-1) = ~(n-l)(n-2). Middelfeilen på vink.lene som 

inngår i utjevningen,er fØlgelig gitt ved 

m :;: 
a. 

[vv] 
1 (n-1 J(n-2) 
2 

Vi må her ta hensyn til at hver enkelt vinkel som inniår i stasjonsutjevningen, 

er middeltall av g_ enkeltmålinger. :Middelfeilen på en enkelt gang observert 

vinkel, som vi kaller m , blir derfor m Vq, dvs. 
V a. 

m = 
V 

2q[ vv] 
(n-l){n-2) eller 

q[vv] 
mr = V (n-1 )(n-2) 

Dette er den vanligste mate å utlede observasjonsnØyaktigheten på ved stasjons­ 

utjevning i alle kombinasjoner6 

~ Ved den nettopp behandlede metode utledes altså middelf'eilen gjen­ 

nom stasjonsutj~vningen, hvor sistnevnte baseres på middeltallene av de q en­ 

keltvinkelmålinger. En sikrere bestemmelse av middelfeilen (som fØlge-av et 

st,Srre antall overbestemmelser) oppnås ved å legge enkeltvinkelmålingene til. 

grunn for stasjonsutjevningen. Stasjonsutjevningsresultatet blir det samme 

(Schreibers 2. regel), men v-ene blir nå A utlede som avviket mellom utjevnet 
vinkelverdi og hver enkelt av de q vinkelmålinget'. Ved denne :fremgøngsmAte 

blir antall overskytende målinger lik: 

n lin - (n - 1) q - (n - 1) - (n - 1) (~ - 1) ~ g_. • . .. _.J \ \ •.. .. - ~ - - 2 
""'-v' ~ 

ant.All !!:i,1.inr,er ante.J l e Lemerrt e r 

Vi betegner korreksjonene etter denne metode med v' og har fØlgelig: 

Ill :::: r 
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~ En tredje mulighet består i å basere utledningen av observasjons­ 

nØyaktigheten på den preliminære utjevningsfase, dvs. på middeltallsdanningen. 

Utjevningskorreksjonene for hver enkelt vinkel 1.2, 1.3, osv. finnes da som av­ 

viket mellom middeltallet og enkeltmålingene, hvoretter feilkvadratsummen ( om­ 

fattende samtlige vinkler) dannes. I dette tilfelle blir antall overskytende 

målinger lik: 

E.(n-1) ( q-1) 
2 

hvo~ %(n-l) <;;r lik arrt al.L vinkler, nens (q-1) ~r lik antall overskytende målinger 

for hver vinkel. Vi betegner korreksjonene etter denne metode med v"· oc; har 

fØlgelig: 

[v"v''] 
n ( n-1 )( q_-1) 

h Endelig består den mulighet å regne ut observasjonsnØyaktiJheten 

på 3runnlag av di f'f'e r-enuene rae Ll.om vinkel verdiene i I. og II. kikkertstillin::3, · 

Vi kal.ler de to verdiene av en målt vinkel for a1 og aII og setter: 

og får i samsvar med den tidlip;ere utledede formel for middelfeilen utret;net 

av dobbeltmålinger (ro = J [~!] 1 

} : 

J [dd] I 

nq(n-1) 

som blir middelfeilen på en vinkel observert i bare en kikkertstilling. Den 

tilsve.rende middelfeil for en i bcgce kikkertstillinger observert retning er 

fØlgelig gitt ved: 

"r= !M nq(n-1) 

Dette er en meget sikker metode til bestemmelse av observasjonsnØyaktigheten 

1.L~der forutsetning av at det benyttede instrmn.ent er tilstrekkelig godt veri­ 

fisert for instrumentfeil som kolli~asjonsfeil og horisontalakseskjevhet, idet 

disse instrur.ientfeil vil virke inn på differensen mellom de observerte verdier 

i Io og II~ kikkertstilling.Som allerede nevnt, blir vinkelmåling i alle kom­ 

binasjoner hovedsakelig anvendt ved I. ordens triangulering, og her vil hØyde­ 

vinklene som regel være forholdsvis små på grunn av at sidelengdene er meget 

store, slik at virkningen av disse instrumentfeil blir uten noen stØrre betyd- 

ning. 
* 
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Vi skal så gå nærmere inn på spØrsm.ålet om nØyaktigheten av bestem­ 

melsen av retningsmiddelfeilen etter disse fire metodene. Som tidligere omtalt, 

er middelfeilen til middelfeilen på vektsenheten tilnærmet gitt ved: 

Mmo= 
1/2(ant.overbest.) 

For s = 12 kan vi stille opp fØlgende oversikt over Mm,
0 

for de fire metodene 

Mme 
·Metode n = 2 n = 3 n = 4 n = 6 n = 8 

1 O, 6358mq ( l) 0,3967mQ(3) 0 ,222~ (10) 0 ,1538Dlo (21} 

2 0,2119m0(ll) o ,1503mo c 22 > 0 ,1228~ (33) 0,0952mo (55) 0,0805m0(77) 

3 0,211~ (11) 0 ,1538~ (21) 0 ,128Bmc, ( 30) 0 ,1053.tDo ( 45) o,0944mo(56) 
4 0 ,2030mo ( 12) 0,1439m0(24) O ,1176.tDo (36) 0,091~ (6o) O ,0771mo ( 84) 

Tabellen er beregnet på basis av det eksakte uttrykk for .Mm,0, altså 

ikke ved den tilnærmede formel ovenfor (i parantes er antall overbestemmelser 

anført). 
Av tabellen går det frem at særlig for små verdier forn er den l. me. 

tode betydelig usikrere (det henger sammen med at antall overbestemmelser etter 

denne metode blir så lite) enn de tre andre, som er praktisk talt jevngode. 

Hva ~etode 2 og 3 angår, må en regne med en tilleggsusikkerhet i be­ 
stemmelsen av~- som fØlge av at korreksjonene etter disse metodene vil bli for­ 

falsket av eventuelle sirkeldelingsfeil. Metode ler noe mindre påvirkelig overfor 

sirkeldelingsfeil, mens metode l~ overhodet ikke påvirkes av slike feil. 

Dersom vi får større avvik ved bestemmelsen av retningsmiddelfeilen 

etter disse 4 metodene enn som kan forklares ut fra middelfeilens middelfeil, 

er det et tegn på at observasjonene er påvirket av syst·ematiske feil. 

l.2.4. Ford~ling av vinkelmålingene på sirkelen. 

Antall vinkler som skal måles, er altså~ n(n-1). Hver av disse 

vinkler skal måles q ganger. De q målinger av hver enkelt vinkel blir å ford~le på 
sirkelen i samsvar med den generelle regel at sirkelen mellom hver måling skal for- 

2009 
skyves -- • q 

Prob1emet gjelder altså fordelingen av de i n(n-1) vinkler,dvs. l be- 
stemme utgangsa.vlesningen for den fØrste måling av hver av disse v.inkler. Den 

kl t øt ø . ,I. d tt O O f d 1 " kl " t . f . 2009 . . en es e m.a; e a gJ>"re e e pa er a or e e vin ene Jevn innen or - -1.nter- q 
vallene. 

Vi skal belyse dette ved et eksempel, som refererer seg til n=3 og s=6, 
dvs. observasjonsstyrken skal ekvivalere 6 fullsatser. 

Her blir antall enkeltvinkler~ 3(3-1) = 3. Hver av disse skal måles 

q ganger, hvor q er gitt ved: 

2s 
q = n 2.6 

= 3 = 4. 
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Mellom hver av de fire målinger av de tre vinklene skal altså sirkelen forsky­ 

ves 
2
~
09 

= 509. De tre vinklene skal så fordeles jevnt innenfor dette intervall 

(~Og= 16,679 ro Vi får derfor fØl,?"ende fordeling av målingene på sirkel~n: 

1.2 1.3 2 .• 3 

0 008 16,679 33,339 ' 
50,00 66,67 83,33 

100,00 116,67 133,33 

15~,oo 166,67 183,33 

2. Koordi~tutjevning. 

En cv de viktigste anvendelser ev elementutjevning innen den prak­ 

tiske landmåling består i bestemmelse av trigonor.:1etriske punkters koordinater 

ved ut jevn i ng , Navnet, koordinatutjevning skriver seg fra at det er nypunl(tenes 

koordinater som onptrer son elementer ved denne utjevningsfonn. 

Ved koordinatutjevning spiller spØrsnalet om endringen av en linjes 

retningsvinkel når Li.n jeris endepunkter forflyttes, en grunnleggende rolle. Det 

samme gjelder også behnnd.l i ng e,v feilligninger i sin alminnelighet. Disse grunn­ 

leggende prob Lerae r vil dc rf'o r bli behandlet fØrst, 

2.1. Funksjonsforbindelsen mellom retningsvinkelendring 

og forflytni~av e~ linjes endepunktero 

/ 

2 

----------ili"y 

Fig. ~ 

endring i retningsvinkelen ved 

I fir;. 5 er gitt to punkt.e r 1 or.; 2 

ved sine rettvinklede koordinater. De er 

er.de punkt.e r til siden S, hvis retningsvinkel 

i pkt~ 1 er ~l?' Ftmksjonsforbindelsen mellom. 

endepunktenes koordb.ater oc; retningsvinkelen 
er ·Iitt ved: 

Y2-Y1 

Vi lar så. ende punkt.ene foreta små forflyt­ 

nineer, ritt ved koordinatendringene dx1, 

dy 1, =. og dy 2, og finner = tilsvarende 
im1=;lisi tt differensic.sjon av uttrykket for ln tg cp: 

hez-av fØlgar: 1 
tg cp 

dvs. d = sin <p cos p dx - sin cp cos rp d - sin (j) cos cp dx + sin p cos f dy 
cp f::...x l /J.y yl LlX 2 6.y 2 
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Vi bar altså gjort den forutsetning at forflytningen av endepunktene er så liten 

at vi med tilstrekkelig nØyaktighet kan erstatte funksjonstilveksten med funk­ 

sjonens totale differensial. Vi innfØrer så i uttrykket ovenfor: 

!J.y = S sin tpi 2 

b.x = S cos q:>1 2 

og får for dcp 

Her opptrer dcp i absolutt vink.elmålo Vi går over til gradmål ved å multipli­ 

sere med Q på begge sider 

Ved koordinatutjevning brukes forkortede betegnelser for koeffisientene foran 

koordinattilleggene i ligningen for d~, idet vi setter: 

Ko~ffisientene her går under navn av retningskoeffisienter. Koeffisientene foran 

dx
1 

og dy1 betegnes som ~tasjonspu?ktet3 retningskoeffisienter (eller tilbake­ 

skjæringskoeffisienter) og skrives a' og b 1, mens koeffisientene fora.I'l: dx2 og dy2 

bet egnes som det til siktede p_unkt s retning skoef fis i eE ter ( eller framskj æring :3- 

koef fis ient er) og skrivesa og b~ 

Vi fester oss ved at stasjonspunktets og det tilsiktede punkts koeffi- 

sienter er like i tallverd~, men har motsatt fortegn. 
Fortegnene til retningskoeffisientene bestemmes sikrest ved hjelp av 

fØlgende kvadrantskjemaer: 

Det tilsiktede -pkt.s koef" ,.._.~ ..... , 

X 

a = + P-u = - 

b = + b = + 
--. y 

a = + a = - 

b = - b = - 

Stasjonspunktets koef. 

X 

a'= 
b'= 

a'= + 
b'= 

a'= 
b'= + 

y 
a'= + 
b'= + 

Fremgangsmåten blir altså at ::'Ørst beregnes la.I og jbl: 
. Q 

lal=~ lsin ~[ og \bl=~ I cos ~I 
dvs. uten åbry seg om koeffisie~tenes fortegn. Ved den endelige oppstilling av 

feilligningssystemet fe~stszttes så fortegnene ved hjelp av kvad.rantskjemaene. 
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Foruten den analytiske utledning av dc:p som vi nettopp har foretatt, 

er det også mulig a foreta en geometrisk utledning (rig. 6). 
Utgc.ngsposisjonen for den 

betraktede side er gitt ved punk- X 

1 

tene 1 og 2. Vi lar så pkt. 2 

forflyttes til 2' og dekomponerer 

forflytningen i dy og dx, End- 
' ringen av cp som fØlge av forflyt­ 

n mgen dy, har vi kalt for d !J)y 

og endringen av cp som fØlgc av 

forflytningen dx , for dcpx. Den 
resulterende retningsvinkelend­ 

ring når 2-+ 2' er dcp. Vi har 

Y QQ ifØlge fig. 6: 

dvs, 

dx sin cp Q 
s 

,. "' " () Q dcp = dq)y ..••. dcpx = - ·s sin cp dx + s cos cp dy 

På tilsvarende måte kan vi utlede endringen i~ ved forflytning av pkt. 1. 

2.2. Preliminær eliminasjon av elementer. 

Ved koordinatutjevning opptrer foruten koordinatelementene også en 

spesiell type elementer som går under navn av orienteringselementer, og som det 

av regnetekniske grunner er mest praktisk å eliminere før danningen av normal­ 

ligningene. En slik preliminær eliminasjon kan foretas etter to forskjellige 

metodero Den ene metoden skriver seg fra Gauss og den andre fra Schreiber. 

2o2.l. Metoden til Gauss. 

Gitt feilligningssystemet: 

• (I O •• 

• • • • •• • • • • ~ • • (t 

Vekt 

P.t 

Pn 
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Vi foru~setter så at vi skal foreta en preliminær eliminasjon av elementet x, og 

det skjer ved hjelp avl. normalligning: 

[paa] x + [ pab] y + [pac] z + •••.•• + [paf] = o 

- r pa b] [ pac ] [ paf ] 
dvs , X - - ...,.:,;.[ ·-·-r Y - ( ] Z - • • • • • - [ ] _paa paa paa 

Vi innf9Srer denne verdi for x i hver av de opprinnelige feilligninger og får: 

( [:pab]) ( [pac]) ( ( paf ~) v1 = b1 - a1 [ ] y + c1 - 01,. [ J z + • • • • • + f1 - a1 pa.a pe.a _ paa 

( [ pab]) ( [ pac ] ) ( 
V2 = b2 - a2 r ] Y + c2 - a2 [ ] z + ••••• + f 2 

L paa paa 
• o • ~ • • • • • • • • • • o ~ ,o • "' o • • o -a o (; o • • 0 0 • Q 1 ,.. g o o ·, {\ 4 Q • o • I}. ,;..· • e n o ., ~ ~ o • • o ~ Q- o ti 

Vi innfører nye bete~nelser for koeffisientene i disse feilligninger, idet vi 

setter: Vekt· 

V 2 = B 2Y + C 2 z + 0 0 • 0 • + Ti' 2 p 2 

0 IIJ ., • • • • • 0 • e • • • • • • • • • • e • • • 

+ ,,. 
n Pn 

Det nye system går under navn av reduserte feilligninger og de nye koeffisi- 

entene A, TI , ••••• for reduserte feilligningskoeffisienter. 

De to systemene er likeverdige så vel med hensyn til bestemmelsen 

av elementene y, z, •••.. medtilhørende middelfeil, som med hensyn til be­ 

stemmelsen av vilkårlige funksjoner av y, z , •••• De to systemene har også 

samme feilkvadratsum og identiske v-er. 

I det tilfelle som er av størst praktisk interesse, nemlig at samt- 

lige koeffisienter til det elementet som skal elimineres, er lik minus ~n1 og 

dessuten at samtlige vekter er lik en? antar det reduserte feilligningssystem 

formen: 
[""b7 , 7 r f 7 

V1 = (b1 - L n .J )y + ( C1 L C J ) ( - - Z + •••. • + f1 - l.!-__,L) 
n n 

rb] rcl [f] 
V2 = (b2 - ~)y + (c2 - Lil-')z + • • • • • + (f2 - TI) 

. . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 

Kontroll på danningen av de reduserte feilligninger skaffer vi oss i dette til­ 

felle ved kontrolligningene: 

[Bl = [c] == = !1i'J == 0 
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2.2.2. Schreibers metode. 

(Schreibers l.regel ) 

Gitt feilligningssystemet: 

• • • • • • • 0 • 

Vekt 

Vi forutsetter at vi ogs& denne gangen ønsker å eliminere elementet x • 

Etter Schreibers metode oppnås det ved å erstatte det opprinnelige feillig- 

ningssystem med f'ø Lg endc reduserte. system: 

Vekt 

Vi = b1Y + C3. Z + 0 • • • • + f1 il 

V~ = b2Y + c2z + •. , •• + f2 P2 2 

. . . . . . . . 
v' = bnY + Cn Z + • •••• + fn Pn n 

l = [pab]y + [pac]z + ••.•• + [paf] 1 
- L paa] 

Det nye systemet er ~pstått av det ~pprinnelige på den måten at vi i det •PP­ 

rinnelige systemet har fjernet x-kolonnen. Dessuten har vi tilføyd en fingert 
1 

feilligning 6 med den negative vekten - 1 "~]. L pek~ 
At det nye systemet ekvivalerer det epprinnelige med hensyn til ut- 

ledningen av elementene y, z, •.•.• innsees ved å danne normalligninger av 

det nye systemet. Vi kommer da fram til samme normalligningssystem som vi 

ville få ved å eliminere x av normalligningssystemet· dannet av de opprinne­ 

lige feilligninger. De to systemene er følgelig likeverdige i enhver henseende, 

ikke bare med hensyn til bestemmelsen av elementene y, z 9 ••••• medtilhørende 

middelfeil, men også med hensyn til bestemmelse av vilkårlige funksjoner av 

elementene. Det lar seg også vise at d~t nye systemet har samme feilkvadrat­ 

sum som det opprinnelige, dvs. 

Derimot stemmer ikke de enkelte korreksjoner i de to systemene overens. I så 

henseende er Schreibers metode forskjellig fra metoden til Gauss. Ved den Gaus­ 

siske metode er nemlig korreksjonene i det opprinnelige og i det reduserte sys­ 

tem identiskeo 
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Mellom v-ene og v'-ene består fØlgende sammenheng 

v; = a1x + b;y + c1z + ••••• + f1 

m.a.o. V· = a· X + V•' I I I 

Av 1. normalligning fås for elementet x: 

l.NL.: 

dvs. 

[paa]x + [pab]y + [pac]z + ••••• + 

t pab J [pac] 
X= - ·· y - Z - ••••• - 

[paa] [paa] 

[paf] = o 

[paf] 
= p •/J. 

[ paa] - .6, 

fØlgelig: 

Denne relasjon setter oss i stand til å beregne v-ene på grunnlag av v'-ene. 

I det tilfelle som det knytter seg størst praktisk interesse til, nem­ 

lig at samtlige vekter er.lik en, og dessuten at koeffisientene til det elementet 

son skal elimineres, samtlige er lik ninus ~n, antar det reduserte feillignings- 

system formen: 

V 1 = b1 y + C 1 Z + • • o " o + f 1 

•••••••• •. ••c••oooo••••••--• 

/J. =-[b]y -[c]z - ..... -[r] 

Vekt 

1 

l 

l 

1 - - n 
Videre blir: 

Regelen om prelimin~r eliminasjon etter Schreibers metode går under 

navn av Schreibers 1. regel. Han har dessuten stilt opp to andre regler som under­ 

tiden kommer til nytte ved koordinatutjevning: 

Schreibers 2. regel. 

Gitt feilligningssystemet: 

Vi = ax + by + • • • " o + f i 

Vekt 

o•••• .• • •. ••••••••••Gaao••• 
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hvor de enkelte feilligninger bare atskiller seg med hensyn til konstantledd og 
. -- 

vekter. Schreibers 2. regel uttrykker at hele dette system kan erstattes av en 

enkelt feilligning: 

V = ax + by + •• •• • + ~;j 
Vekt 

[p] 

Riktigheten av Schreibers 2. re.gel innsees derved at de to 11feilligningssystem­ 

ene" resulterer i samme bidrag til normalligningssystemet. 

For den praktiske utjevningsregning er rekkevidden og betydningen av 

Schreibers 2o regel meget omfattende. Den utgangssituasjon som ligger til grunn 

for regelen (et stØrre eller mindre antall feilligninger som bare atskiller seg 

med hensyn til konstantledd og vekter), svarer nemlig til det tilfelle at en 

størrelse som inngår i en utjevning, er målt flere ganger. Dersom vi ikke visste 

noe annet, måtte utjevningen bli å basere på enkeltmålingene, dvs. vi måtte 

stille opp separate feilligninger for hver enkelt. Schreibers 2. regel gir imid­ 

lertid her "legitimasjon" for den forenkling som ligger i en 2-trinnsbehandling 

av utjevningsproblemet, nemlig 

1. FØrst dannes middeltall etter regelen for middeltallsutjevning 

(middeltall etter vekt). 

2. Selve hovedutjevningen, som baseres på disse middeltall, idet sist- 

- nevnte innføres og behandles som observerte størrelser. 

Etter Scbreibers 2. regel vil denne oppdeling av utjevningsprosedyren i to trinn 

betinge eksakt s5.lTIIDe resultat som ville op~nås dersom utjevningen ble basert 

direkte på pr imærmå.l i naene ot: utført samlet. 

Det nettopp behandlede problem "inngår" i det langt større problem som 

gjelder lovligheten rent generelt av å spalte opp utjevningsoppgaver i to eller 

flere trinn, hvor en innretter seg på den måte at en lar resultatene fra ellerede 

ut'rørte trinn inngå i etterfØlgende som observasjonsmateriale. Hertil er å si at 

i de aller fleste tilfeller vil denne fremgangsmåte, som jo i og for seg står i 

strid med "ånden" i minste kvadraters metode (den forutsetter nemlig at i feil­ 
kvadratsummen [pvv], som blir minimalisert gjennom utjevningen, skalv-ene knytte 

seg til primærmålingene) ikke være tillatt, dvs. sluttresultatet av slike parti­ 

elle utjevninger vil ikke bli identisk med resultatet av en samlet utjevning. Men 

det gis unntak fra denne regelj og Schreibers 2. regel representerer et av de 

aller viktigste unntak, idet den åpner muligheten for en oppspalting i to trinn. 

Punktbestemmelse som baserer seg på vinkel.måling i alle kombinasjoner, er eksem­ 

pel på et tilfelle hvor det er tillatt med oppspalting av totalproblemet (be­ 

stemmelsen av selve punktsystemet) i tre trinn, nemlig 
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1. Middeltallsdannelse for de enkelte vinkler som inngår i stasjonsutjevningen. 

2. Stasjonsutjevning. 

3. Utjevning av punktsystemet. 

Lovligheten av trinn l fØlger umiddelbart av Schreibers 2. regel. 

Hva trinn 2 og 3 angår, så lar det seg, som tidligere omtalt, vise at sluttre­ 

sultatet vil bli eksakt korrekt under forutsetning av at resultatene fra trinn 

2 innfØres og behandles i trinn 3 som uavhengige retningsobservasjoner. 

NB! En mer avansert utjcvningsteknikk (utjevning av korrelerte ob­ 

servasjoner) gjØr det mulig å "angripen vilkårlige utjevningsproblcmer trinnvis, 

og likevel oppnå et sluttresultat identisk mecl det som ville fås ved en samlet 

utjevning. Men det dreier seg her om en forholdsvis komplisert og arbeidskre­ 

vende utjevningsform .som faller utenfor rammen av dette kurs. 

Schreibers 3. regel. 

Schreibers 3. regel angår omforming av vektene til feilligninger. 

Vi tenker oss gitt feilligningen: 

v = ax +by+ •••• + f med vekten p 

Denne ligning kan erstattes med fØlgende feilligning: 

v = qax + qby + •••• + qf med vekten L 
q2 

hvor q er en fritt valgt konstant. Riktigheten herav innses på samme måte som 

nevnt under Schreibers 2. regel (begge feilligninger resulterer i sa.mme normal­ 

ligningsbidrag). 

2.3. Oppstilling av feilligningene ved koordinatutjevning. 

De etterfØlgende utledninger bygger på forutsetningen om uavhengige 

retningsobservasjoner, som aJ.le har samme vekt. Av regnetekniske grunner velger 

vi denne vekten til vektsenhet. 

Fig. 7 

Vi tenker oss gitt et punktsystem som skal 

bestemmes ved utjevning på grunnlag av retnings­ 

observasjoner som er foretatt i et visst antall 

av systemets punkter (i det minste to av punk­ 
tene som inngår i systemet~ må være fastpunkter). 

Fig. 7 forestiller et utsnitt av punktsystemet, 
! 

nemlig den delen som "angår" et vilkårlig sta- 

sjonspunkts. Gjennomser trukket en parallell 

til x-aksen og likeså retningen svarende til null­ 

avlesning på sirltelen. I stasjonspun..lttet er målt 

satsserien r1 " r 2 * r3 , ••••• mot punktene 1,2 ,3, .. 
Som elementer under utjevningen velges koordinat- .. 
ene til de variable punkter;dvs. til nypunktene 
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og i tillegg hertil orienteringsstØrrelsen z:. som e:r lik den positive vinkel 

som en parallell med x-aksen i pkt. s mil dreies for å falle sammen med sats- 

seriens nul1retning. 

Forretningsobservasjonen r1 fås da fØlgende observasjonslinging~ 

Vi forutsetter så at vi 110, grunnlag av en provisorisk beregning har skaffet oss 

tilnærmede verdier for koordinatene til nypunktene som inngår i punktsystemet. 

Vi kan fØlgelig sette: 

cp1 = rpf + d(J)1 

hvor altså cp° refererer seg til provisorisk punktposisjon. Vi har tidligere ut­ 

ledet dq:> til! 

hvor koordinattilleggene dx og dy svar or til overgangen fra den provisoriske 

punktbeliggenhet til den endelige:: utjemede posisjon. Vi innfØrcr også en pro­ 

visorisk verdi z0 for orienteringselementet z:> idet vi setter: 

"' ::::: zo + dz 

Vi innfØrer så foregående uttrykk for cp1 og z i observasjonsligningen og får 

fØlgende feilligning: 

· 'd I . ( o O' dz + a1 x5 + b1 dys+ a1 dx1 + b1 dy1 + "-- cp1 ~ 
f 

eller skrevet på generell fornt ( s bet.egner stasjonspunkt og t tilsiktet punkt) 

Vi =: 

v st = - z s + a, xs + b 'y s + a Xt + b y t + ( i:r;t -- r st - z ~) 

Dersom ett av punktenes eller t (eller b2gge) er fastpunkter, har 

det til fØlge at de tilhØrende koordinattillegg skal settes lik null. 

Vi stØter :på to hovedtyper av feilligningssysteI"l.er ved koord.inatutjev­ 

m ng , avhengig av om satsseriens oriEmteringsvinkel er kjent eller ikke. 

2. 3.1. Feilligningssyste_~~- som skriver seg fra sats.serier med 

ukjent orientcringsvinkel. 

I dette tilfelle antar feilligningssystemet fØlgende form, idet -:i 

betegner satsseriens stasjonspunkt r.1ed s og de tilsiktede punkter med 1 , 2 , 

. • . • . , n 
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hvor vi har innført betegnelsen z 1 x og y istedenfor dz, dx og dy. I dette 

system kan en del av feilligningen anta forraen: 

V :::: - Z + f 

Det vil inntreffe dersom både stasjonspunktet 

kjente punkter. Dersom st~sjonspunktet 

• 
+ fJ. 

og det tilsiktede punkt er 

er et nypunkt1 mens det tilsiktede 

punkt er gitt, vil de tilhørende feilligninger anta formen: 

Endelig består den mulighet at stasjonspunktet i er et fastpunkt, mens det 

tilsiktede punkt er et nypunkt. I så tilfelle får feilligningene formen: 

Når det gjelder danningen og oppløsningen av normalligningssystemet; 

er det selvsagt fordelaktig med færrest mulig elementer. I foreliggende til­ 

felle kan vi oppnå en reduksjon i antall elementer v2d å foreta en preliminær 

eliminasjon av orienteringselementene. Etter Schreibers metode oppnås dette 

ved å erstatte det ~pprinnelige feilligningssystem med følgende fingerte sy­ 

stem: 

' • 0 

+ f 

vekt 

+ fJ. 1 

+ f2 l 

+ fn 1 

-[ f J 1 -- -- n 
hvor koeffisientene i 6-ligningon er frankoQmet ved summering av koeffisientene 

i det opprinnelige feilligningssystemet, og ner lik det totale antall ret­ 

ninger som inngår i vedkommende satsserie. En slik prelininær eliminasjon må 

foretas for santlige satsserier. Det er her mulig å dppnå en liten forenkling 

i 6-ligningen9 idet vi velger en slik provisorisk verdi for orLenteringsele­ 

mentet at 6-ligningens konstantledd blir nulf• Under utledningen av den ~ene­ 

relle feilligning ved koordinatutjevning viste vi at konstantleddene er gitt 

ved: 
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f = ( rp0 - r) - z0 

herav fØlger at: [r] = [ cp0] - nz? - [r J 
Betingelsen for [f] = 0 er fØlg~lig at den provisoriske verdi for orienterings­ 

elementet velges lik: 

zo = [ q>o J - [r] = [ q)o :' r J 
n n 

hvor altså q:i0 her ha.r betydn_ingen av retningsvinkelverdi fØr utJevningen. (For. 

retninger :mellom to fastpunkter vil altså cp0 og endelig cp være identiske.) 

2.3.2. Feilligningssystemer som skriver seg fr_a satss·erier 

med kjent orienteringsvinkel. 

Denne tYJ;>e av feilligningssystemer kan forekomme dersom stasjonspunktet 

er et fastpunkt hvis orienteringsvinkel allerede er bestemt,·r.eks. gjennom en se­ 

parat orienterinstranseksjon, jfr. 2" 7. (avvikende behandling av se.tsserie:r i grunn­ 
lagspunkter). Orienteringselementet og koordinateiementene til stasjonspunktet 

faller da vekk, slik at feilligningssystemet ante.r formen: 

. . . . 
V = n 

I dette systemet blir det altså ikke spøroål om å innføre noen ~-ligning. 

Konstantledden~. får her fornen: 

f = ~
0 

- (z + r) = ~
0 

- ~obs. 

dvs. ~onstantleddene er lik differensen mellom beregnet provisorisk retningsvin­ 

kel og den observerte verdi av smnrie. 

* 

Etter at feilligningssystemene er oppstilt, følger danningen av nor­ 

ma.lligningssystemet. Imidlertid er det mulig på forhånd å foreta visse manipula­ 

sjoner med feilligningssystemene, for derved å oppnå at danningen av normal.lig­ 

ningssystemet faller lettere. Det består fØlgepde to muligheter: 

h I sin opprinnelige form har 6-i~gningene vekten - ¼, mens de an­ 
dre feilligningene har vekten+ l. Dette konpliserer danningen av normal.ligning­ 

ene, Imidlertid er det mulig å omforme 6-ligningene slik at de får vekten -1. 
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Etter Schreibers 3. regel opnnås det ved å multiplisere ti-ligningene 

med visse konstanter q gitt ved: 

1 a = 
1 Yn 

Ved å gå fram på denne måten oppnår vi et enhetlir, system av feillignin~er som 

alle har vekten enten + 1 eller - L Det at de omformede ti-ligninger har vekten 

- 1, betyr ikke noen særlig komplikasjon for danningen av normalligningene. Vi 
I'1å bare være oppmerksom på. at fortegnsreglene f'or Di-ligningene rett og slett står 
nå hodet, dvso produktet av to ledd med samme fortegn blir negativt, mens produk­ 

tet av to ledd med motsatt fortegn blir positivt. 
~ Ved hjelp av Schreibers 2. regel er det mulig å innskrenke antall 

feilligninger betraktelig. Saken er nemlig den at etter eliminasjonen av orienter­ 

ingselementene (Schreibers metode forutsatt) atskiller feilligningene for gjen­ 

sidige retninger seg fra hver-andr e bare med hensyn til konstantledd. Vi har nemlig: 

og for kontraretningen: 

V] _ i = - ax i - by i + axj + byj + fj 

Ved hjelp av Schreibers 2. regel kan disse to feilligningene slås seæmen til: 

f• + f· v = - ax· - by· + ax· + by· + 1 1 
I I ,J • J 2 

som får vekten 2a _Dersom vi nytter se.m:m.enslåing av feilligninger, må vi derfor 
sØr~e for at også 6-lip;ningene får vekten - 2. Det oppnås ved 1:1ultiplikatoren 

l q-­ - {2n 

Videre må vi sØrge for å omforme feilligninrer som skriver seg fra eventuelle en­ 
sidig observerte retninger, slik at også de får vekten 2. Det oppnås ved rnulti:oli­ 

katoren q = 0,70710 

2o4. Utreening av de enkelte korreksjoner. 

Kor-r-ek sj onene kan finnes på to måter, enten på. grunnlag av observa.sjons­ 

ligningene eller på grunnlag 9.,V feilligningssystemet. Ved koordinatutjevning er det 
vanlig å basere den prinsipale ut Ledn inz av v-ene på. obser-vasjons LIgn.ingene , 
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2.4.1 Utledning av v-ene på grunnlag av obser­ 
vasjonsligningene. 

Den generelle observasjonsligning ved koordinatutjevning har vi tid­ 

ligere utledet til ( se side 72): 

r+v+z=~ 

For feilligningssystemer som skriver seg fra satsserier med kjent ori­ 

enteringsvinkel, resulterer denne ligning i: 

v = ~ - (z + r) = ~ - ~obs. 

dvs. de enkelte v-er finnes som differensen mellom. endelig retningsvinkel og den 

observerte verdi av samme. 
For feilligningssystem.er som inneholder orienteringselementer, stiller 

saken seg annerledes. Vi her da: 

v = ~ - (z0 + dz + r) 

hvor z ? er valgt lik z0 = !{[cp0-r]}.Det gjelder her å skaffe et uttrykk for dz , 

Det oppnår vi ved hjelp av feilligningssystemet fra vedkommende satsserie som dz 

refererer seg til: 

.................... 
Vn = - dz + d<pn + fn 

idet vi her har substituert aggregatet+ a'xi + b'Yi + axj· + byj med dcp. Vi ser 

herav at [v] blir lik null for satsserier (stasjoner) med ukjent orienteringsvin­ 

kel. Det fØlger e.v at [av] er null ved elementutjevning. FØlp;elig (a = - 1): 

[av]= - [v] = +.n.iz - [dq,]-[r] ·= O 

Her er [f] = 0 som. fØlge av at den provisoriske verdi for orienteringseiementet 

ble valgt lik !{[~-r]}. Dermed fås for orienteringselementet 
· f d 1 

dz = ~ n 

I 

FØlgelig blir den utjevnede verdi for orienteringsvinkelen lik: 

z = z0 + dz = [ 9?° -r] + bi.tl = [p0 +dcp-r J = [($-r J 
n n n n 

dvs. satsseriens utjevnede orienteringsvinkel. z utledes av sa.mme uttrykk som den 

provisoriske verdi av samme, baremed den forskjell at den endelige·verdi baseres 
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på retningsvinklene etter utjevningen istedenfor de provisoriske verdier rw samme 

ved bestemmelsen av z0 • Når z er funnet, utledes v-ene av det tidligere uttrykk 

V = $ ( z + r) 

evt. V = ('cp - r) z 

·Legg merke til at v-ene og f-ene .(på sa:mme måte som ovenfor konstatert 

for z og z0) utledes av identi.ske uttrykk. For f-ene hadde vi jo nemlig 

f = (~0 
- r) - z0 

Forskjellen ntikker i at utledningen av· f-ene skal baseres på situa.sjOnen fØr ut­ 

jevningen2 mens v-ene derimot ske~l baseres på situas,]onen etter utjevningen. 
Som forelØpig kontroll på utledningen av v-ene tjener kontrolligninr.;en 

[v] = O, som har gyldighet for alle satsserier hvor det opptrer orienteringsele- 

menter. 
Feilkvadratsummen a~ v-ene utledet av obaervasjonsligningene må innen- 

for regnenØyaktigheten stemme overens med samme utledet ved opplØsningen av normal­ 

ligningssystemetc Denne kontroll er riktignok ikke 100% sikker, men sannsynligheten 

for feil i utjevningen, dersom disse to feilkvadratsummer stemmer tilfredsstillende 

oyerens, er forsvinnende liten. Ved koordinatutjevning er det derfor.blitt stå.ende 

praksis at en nøyer seli.med å jevnfØre · [pvv] fra. observasjonsligningene med [ 1'.)VV] 

fra normalligningssystem.et. Dersom disse to verdier stemmer tilfredsstillende over­ 

ens, anser en det som garanti god nok for at utjevningen er riktig utfØrt. Kun 

dersom det konstateres uoverensstemmelse, blir det nødvendig - for å få fastslått 

hvor feilen stikker - å foreta en 3. utregning a.v v-ene, nemlig på grunnlag av feil- 

ligningene. 

2.4.20 Utledning av v~ene på.grunnlag av feilligningene. 

For de feilligningene som ikke inneholder orienteringselem.~nter, finnes 

v-ene ved å regne ut: 

V:::: ax +by+•••••+ f 

Inneholder feilligningene orienteringselementer, finnes korreksjonene 

som vi tidligere har vist under behandling av preliminær eliminasjon av orienter­ 

ingselementer etter Schreibers metode, 

!::, 
V = v' + - n 

hvor v' = ax + by + ••••• + f 

og t:, = - [a]x - [ b]y - ••••• 
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Mytt es preliminær eliminas,j on av orient er ing selerrent er ett er den 
Gaussiske netode, har vi 

v=Ax+By+ •••• +F 

I praksis viser det seg at de fleste feil i forbindelse med koordinat­ 

ut jevning, enten skriver seg fra feilaktig utregning av de provisoriske or; ende­ 
lige retningsvinkler, eller fra utregningen av retningskoeffisientene. Det fØrste 

en derfor bØr undersøke dersom det viser seg uoverensstemmelse mellom [pvv] av 

observasjonsligningene og [pvv] på grunnlag av normalligningssystem.et, er om dcp 

utregnet av feilligningene stemmer overens med differensene mellom :provisorisk 
og endelig retningsvinkel •. Mellorri q/) , ~ og retningskoeffisientene består nemlig 

fu.aksjonsforbindelsen 

" 0 c.p = c.p + dc.p = 0 c.p + a'x + b1y + a x' +by s s t t 

En uoverensstemmelse her kan ha sin opprinnelse i feilaktig utregning av~ 
eller q>0, eller av retniagskoeffisientene. Konstateres uoverensstemnelse 
mellon de to feilkvadrat summene, under-søkes alt så fØrst om kontrollie;ninp:en 
ovenfor er oppfylt for semt Li.ge nypunktretninger (retninRer som det inng·år 

nypunkte~ i). Dersom vi ikke finner noen feil ved denne kontrollregning, biir 

neste skritt i f'e i.Letrt er søk i ngen å regne ut sanrt Li.g e v-er av feillignint;ene 

~ f D, V = O.(j) + _· + - n 

og under-søk. om disse stemmer overens med v-ene frR. observas.ionsligningene. 

Feilen(e) ligger der hvor uovere.asstemmelse(r) mellom disse to v-sett konsta­ 

teres. 

2«>5. Koordinatutjevning når de observerte størrelser 

er vinkler. 

s 

Vi har hittil forutsatt at målingene foreligger i form av retnings­ 

verdier. Derson observasjonenF. er utfØrt som 
vinkelmålinger, faller regningen atskillig 
enklere, og det henger sammen med at det ikke 
opptrer orienteringselem.enter ved denne form 
for koordinatutjevning. 

2 
I fig. 8 er vinkelen a i et sta­ 

s,j onspunk:t S me.Ll.on punkt ene l og 2 målt. Vi 
får o bservas,j onsligningen · 

·Fig. 8 y a + V = Y2 - 'fl 
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Vi in.afprer som tidligere tiL~ænnede verdier for q:,1 og q:,2 og får 

0 . O d et + V = cp2 + dcp2 - (f)1 - lf11 

hvor 

og 

Vi innfører disse verdier i observasjonsligningen og får fØlgende feilliening 

som blir den generelle feilligning ved koordina.tutjev.ning på grunnlag av vin­ 

kelmålinger. Dersc:::n. noen av punktene S, 1 eller 2 er fastpunkter, har det til 
fØlge at de tilsvarende koordinatelementer faller vekk. 

2. 6. NØyaktighetsundersØkelser ved koordinatut,jevning. 

Den etterfØlgende nØyaktighetsteori har ikke bare referanse til 
koordinatutjevning, men gjelder bestemmelse av trigonometriske punkter i sin 

alminnelighet. 

2.6.1. Retnincsr.iiddelfeileno 

På grunnlag av feilkvadratsummen kan vi utlede retnings:middelfeilen 

I _ V [vv] 
- n-k-z 

hvor ner det totale antall retningsobservasjoner som inngår i utjevningen, k er 

antall koordinatelementer, som er lik det dobbelte antall nypunkter, og z er 

aatall orienteringselementer, som igjen er lik antall li-ligninger. 

Da vi ved utjevningen som regel opererer med middelsatser, vil denne 
retningsmiddelfeilen referere seg til middelsatsene, som altså er middeltall av 

flere enkeltsatser. Dersom middelsatsene er middeltall av s enkeltsatser, blir 
niddelfeilen på en observert retning 

Det er klart at retningsr.:iiddelfeilen gir et visst uttrYkk for nøy­ 

aktigheten av nypunktenes bestemmelse, idet stor observasjonsnØya.ktighet selv­ 

sagt vil betinge nØyakt;igere punktbestemmelse enn liten observasjonsnØyaktighet. 

På den annen side det innlyse.nde at .I:.10 r epr-e serrt erer et sterkt H amputert H nØy­ 

aktighet små.l , idet, som tidligere påvist, er middelfeilen til en vilkårlig stør- 
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relse urent generelt gitt ved 
nu = m-; \/ ti;;u 

hvor vektskoeffisienten Quu er en funksjon av bestemmelsesanordningen. Herav 
fØlger at Illo isolert utgjØr bare en del av det totale nØyaktighetsbilde (hvilke 

faktorer avhenger forØvri~ Quu. av ved den trir-:;onometriske punktbestemmelse?). 
Videre ka..n det innvendes mot m0 som nØyaktighetsmål at den ikke eksplisitt gir 

opplysning om nypunktenes nØyaktighet (med et punkts nøyaktighet assosieres 

selvsagt en lineær ang.i.ve Lae , f o eks" så og så mange cm). Imidlertid er det M.U­ 

lig på basis av mo å trekke visse slutninger ned hensyn til nypunktenes lineære 
grunnrissnØyaktighet. Det oppnås ved å kombinere I!lo med triangulerinr.ens gjen- 

nomsnittlige sidelengde. 

2.6.20 Koordinatmiddelfeil. 

Mer avanserte nØyaktighetsmål enn retningsmiddelfeilen representer- 

er koordinatmiddelfeilene mx og my, som er middelfeilene .som knytter seg til 

nypunktenes koordinater. Ved opplØsningen av normallignin~ssystemet utledes vekts­ 

koeffisientene Qx x, Qy y, hvoretter middelfeilene i koordinataksenes retnin~r 

er gitt ved 

Imidlertid he:rter det seg den mangel ved koordin3tmiddelfeilene at de bare _gir 

uttrykk for usikkerheten i koordinatakseretningene. Full oversikt over nØyaktig­ 
heten av en punktbestemmelse forutsetter kjennskap til middelfeilen i alle mu­ 

lige retninger, og det skaffer vi oss ved den såkalte feilellipse. 

2.6.3. Feilellipsen. 

Vi setter oss nå til oppgave å under-søke nøyaktigheten av punktbe­ 

stemmelsen for samtlige retninger horisonten rundt, hvilket oppnås med utr,angs­ 

punkt. 1. funksjonsforbindelsen ( se fig. 9) 

Q( x,y) 

hvor (x , ,Yp ) er koordinatene til det punkt hvis 

nØya.ktighet skal undersØkes, mens (x,y) er ko­ 

ordinatene til et variabelt hjelpepunkt Q., som 

her har karakteren av en matematisk parameter, 

og som sådan ikke feilbehe:rtet. 

Vi forutsetter så at punktet Per 

Fig. 9 beheft et med koordinat feilene dxp og dyp or; 

finner den tilsvarende forfalskning av avstanden D ved differensiasjon 

2DdD = 2(y-yP ) (-dyp) + 2(x-xP) (-dxp) 
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dvs. v-or. x-x a.n = _ ~ dyp _ r dXp - - sin <p dyp cos cp dxp 

hvor cp er retningsvinkelen i p for linjen mellom P og P.. Vi kommer over til 

middelfeilen på D ved her å erstatte differensialene ned syribolske vektskoef­ 

fisienter (hvorfor må den utvidede feilforplantningslov nyttes her?) 

QDD = (-sin cp Q.y - cos cp Qx) 2 = sin2cp Qy y + cos2 cp Ox x + sin 2cp Gx y 

videre 

M2(cp) = mg {Qyysin2cp + Q,xxcos2q:> + Gxy sin 2cp) 

hvor altså M(cp) er middelfeilen til punktet Pi retningen cp. Ved åla cp anta 

alle mulige verdier mellom O og 4009 vil den siste ligning fremstille usikker­ 

heten i punktbestemmelsen hele horisonten rundt. 

En nærmere analyse av en ligning i polarkoordinater av den gene­ 

relle form 

r2 = a sin2 cp + b cos2 cp + c sin 2<p 

hvor a~ bog c er gitte konstanter, viser at r fremstiller en såkalt fotpunkt­ 

kurve til en ellipse. Navnet fotpunktkurve skriver seg fra at kurven er det geo­ 

metriske sted for fotpunktene til samtlige perpendikulærer fra vedkommende ellip- 

ses sentrum ned på ellipsens tangent. Fig" 10 viser konstruksjonen av fotpunkt­ 

kurven når ellipsen er gitt. Det til ellipsepunktet P' svarende punkt P" på fot­ 
punktkurven fin.nes ved i P' å trekke tangenten til ellipsen og nedfelle en :perpen- 

dikulær på denne tangent fra ellip- 

X sens sentrum C. Den stiplede kurven 

forestiller forpunktkurven. Den min­ 

ner om en ellipse, men har en mer 

rektangulær form enn denne. 

Av det som er sagt foran, fØl­ 

~er at i Li.gu i ngen 

M2( gi) =m~ ( Qy y sin 2 cp+Qx x cos 2q:>+Q.x y sin 29) 

/ 
..•.. .,/ ___ .,.,...,,, 

Fig. 10 

fremst ill er M( cp) en fotpunktkurve til 

en ellipse. Denne ellipse gå~ under 

navn av feilellipse. Punktbestemmels- 

·ens middelfeil i en vilkårlig retnin,~ 

er lik radius vektor til feilelli12_­ 
sens fotnunktkurve (se fig. 10). 
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Av fig. 10 ser vi at ekstremalverdiene til M( cp) faller sammen med 

aksene til feilellipsen, og vi setter oss nå til oppgave å bestemme disse eks­ 

tremalverdier, eller om vi vil, å bestemme feilellipsens akser m.h.t. størrelse 

og retning. Oppgaven lØses på vanlig måte ved derivering av M( ip ) med herrsvri på 

cp og sette differensialkvotienten lik null 

d.M2 (cp) 
~ = ~ ( 2 sin cp cos cp Qy y - 2 cos q, sin cp o, x + 2 cos 2q> c, y) = 0 

dvs. m~ (sin 2tp Qyy - sin 2cp Qxx + 2 cos 2cp Qxy) = 0 

son resulterer i tg 2rp = 
Q,x x - G.y Y 

hvor altså cp representerer retningsvinkelen til feilellipsens akser. Ligningen 

er cp:pfylt for to verdier av cp som er 1009 forskjellig, dvs. de to ekstremal­ 

retD.inger står vinkelrett på hverandre. 

Når det gjelder å avgjØre kvadrantspØrsmålet, kommer de srænne for­ 
teGnsregler til anvendelse som tidligere ved utregningen av en retningsvinkel 

gitt ved tg cp = : ; Den verdi for p son vi kommer fren til ved å :praktisere 
nevnte forte.s_nsregel, gir oss retningsvinkelen til feilellipsens store akse. 

Vi skal så utlede ekstremalverdiene som altså her blir identiske 

med feilellipsens halvakser. Den verdi av 9 som svarer til naksimumsretningen, 

kaller via. Mininn.1nsverdien faller fØlgelig i retningen 1009 + a, med andre 

ord 

Vi har altså innfØrt betegnelsene A og B for halvaksene til feilellipsen. Sub­ 

stituerer vi i disse uttrykkeue de trieonometriske funksjoner· ved hjelp av 

den tidligere ut ledede relasjon 

tg 2 (~ = , får vi 

hvor k = /(Qxx - Qyy )2 + 4 Q}y 

Ellipsen med halvakser A og B går under navnet av den midlere feil­ 
'ellipse. Det lar seg bevise at feilellipsen er invariabel med hensyn til akse­ 

systemets orientering, dvs. den influeres ikke av en dreining av aksesysteriet. 
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Når feilellipsen er kjent, kan vi utlede punktets middelfeil i vilkår­ 

lige retninger. Fig. 11 viser hvordan vi kommer frem til middelfeilen i retningen 

cp. Det skjer ved å trekke en perpendikulær på vedkommende retning, som samtidig 

skal være tangent til feilellipsen. Avstand­ 

en mellom ellipsens sentrum og fotpunktet 

til denne perpendikulæren er lik punktets 

middelfeil i den betraktede retning. 

Som vi skjØnner, representerer feil­ 

ellipsen et indirekte nØyaktighetsmål. 

Fotpunktkurven til den midlere feilellipse 

Fig. 11 derimot gir eksplisitt uttrykk for punktets 

middelfeil i de forskjellige retninger, idet punktets middelfeil i en bestemt ret­ 

ning er lik lengden av fotpunktkurvens radius.vektor i samme retning. 

Vi går tilbake til uttrykkene for f'eilellipsens akser 

Vi summerer disse ligningene og får 

Da A2 + B2 er konstant:i uttrykker altså denne ligning at summen av m~ + m; er kon­ 

stant. Ettersom aksesystemets orientering er mer eller mindre vilktrlig valgt
9 

kan 

vi fØlgc-}lig trekke den slutning at for hvillæ som helst to retninger som står vin­ 

kelrett på hv2randre2 vil srnrn.en av kvadratene til middelfeilene i de to retning­ 

ene være konstant; nemlig lik summen av kvadratene til feilellipsens hElvakser. 

En nærmere-undersØkelse over spørsmålet om sannsynligheten for at punk­ 

tets sanne posisjon skal falle innenfor den midlere feilellipse med sentrum i 

punktets beregnede posisjon, gir til resultat verdien 0,39347. 

Videre lar det seg vise at feilellipsckurven (det samme gjelder 

for alle ellipser likedannet med feilellipsen) -~resenterer det geometriske sted 

for punkter med samme posisjonssannsynlighet. 

Foruten den midlere feilellipse har en også. innfØrt den sannsynlige 

feilellipse, som er karakterisert ved at sannsynligheten for at punktet skal be­ 

finne seg innenfor denne, er like stor som sannsynligheten for at punktet skal 

falle utenfor, nemlig lik 0,5 i begge tilfeller. Den sannsynlige feilellipse er 

likedannet med den midlere f'e i Le.l Li.pee , men dens dimensjoner er Øket i forholdet 
1 : 1,17741. 

I det spesielle tilfelle at Qxx = Qyy og dessuten at Qxy = O, blir 
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tp 2q = ~ , altså ubestemt, og videre blir A = B. Feilellipsen har i dette spesi­ 

elle tilfelle antatt sirkelform, og den tilhØrende fotpunktkurve faller sarnnen med 

denne sirkelen. At feilellipse.a antar sirkelform, bet.vr fØlgelig at punktet blir 

bestera.t med samme nøyaktighet i samt Li.ge retninger, og det er selvsagt meget for­ 

delaktig, og bØr tilstrebes ved planlerr;ingen av den trir-;ononetriske punktbestem­ 

melse. 

2. 6. 4. Punktbesternnelsens nøyaktighet uttrykt ved en 

enkelt størrelse. 

Feilellipsen, og enda mer fotpunktkurven, er temmelig "arbeidskre­ 

vende" nØyakt ighet smål. Det har derfor i praksis meldt se~ behov for enklere nØy­ 
aktighet smål, og helst slike som ved en enkelt størrelse formår å uttrykke et 

nypunkts nØyaktighet under ett (mer eller mindre dekkende). 

2.6.4.lo Den midlere usikkerhet. 

Dette nØyaktighetsmål, som betegnes med R, har mniddelbar tilknytning 

til feilellipsens fotpunktkurve, idet R fremkommer som kvadratisk middelverdi 

av fotpW1ktkurvens radius vektor hele horisonten rundt. Som tidligere vist, er 

fotpunktkurvens ligning i polarkoordinater 

Den kvadratiske middelverdi av rer fØlgelig gitt ved 
2n 
f r2 d9 ( 2 2) 

R2 = o = TI rnx + ID:{ = .1 (m2 + m2 ) 
2n 211: 2 X 'Y 

J d9 
0 

(R kan også interpreteres på en annen måte, nemlig som radius i den sirkelen som 

omslutter samme areal som f'ot.punkt kur ven ; ) 

2.6.4.20 Punktmiddelfeilen. 

Vi har hittil befattet oss med punkt nøyakt i.ghet en som funksjon av ret­ 

ningsvinkelen. Imidlertid er det mulig åta et annet utgangspunkt og spørre etter 

nØyaktigheten av nypunktet i betydning av avstand mellom korrekt og faktisk punkt­ 

beliggenhet ( uttryh-t som middelfeil) uten å bekymre seg om i hvilke retning grunn­ 

rissfeilen befinner seg i. 
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X 
1' 
I 
I dy - 

~ 

P(X+d,x.V+dy) 

dx 

-----+Y 
P(XJ) 

Fig. 12 

I fig" 12 forestiller P den beliggenhet 

av nypunktet som vi er kommet frem til ved ut­ 

jevningen, mens Per punktets korrekte posisjon. 

Da vi behandlet nØyaktighetsundersØkelsen i for­ 

bindelse med elementutjevning, viste vi at det 

var mulig å skrive elementene som lineære funk­ 

sjoner av de observerte stØrrelser (se side 18). 
Det består fØlgelig en lineær funksjonsforbin­ 

delse mellom nypunk.tets utjevnede koordinater 

og observasjonsmaterialet som pu.nktbestenunelsen baserer seg på, av formen 

Y = ~1 Di+ ~2° 2 + • • • • • + ~n On 

hvor a og~ er visse koeffisienter (som blir funksjoner av punktbestemmelsens 

geometri) 0:1., o2, ••••• , On er de observerte størrelser, mens x og y er de verdier 

for punktets koordinater som utjevningen gir. Ved å innfØre observasjonenes sanne 

feil E1, E2, •o•••,En finner vi punktets sanne koordinatfeil dx og dy 

*) 2 
dvs. my 

[ aa jm2 

Videre får vi: 

hvor altså ds er avstanden mellom punktets feilaktige og korrekte posisjon. Vi 

tenk.er oss så at punktbestemmelsen gjentas i alt N ganger og får når N-+<xJ 

1- r M2 = am LdS 2] N+oo --N------" 

idet alle dobbeltproduktleddene har. gr-eusever-d'i.eu null når N-+00• Vi forutsetter nå 

at alle observasjouer· er like nØyak;tige og får 

M2 = [aa]m2 + [~~]m2 = m~ + m~ 

Pnnktmiddelfeilen er den enkeltstørrelse som best karakteriserer 

nøyaktigheten av en punktbestemmelse under ett, fordi den mniddelbart gir uttrykk 

for punktets gru.unrissr:liddelfeil i betydning r.v avstcnd mellon feilaktig og kor­ 
rekt beliggenhet . 

Relasjonen mellom midlere usikkerhet og punktmiddelfeil er gitt ved 

*) under forutsetning av like nøyaktige målinger 
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M2 = m~ + m7 = 2R2 

Ved bruk av M og R må en ha klart for seg den prinsipielle forskjell 

mellom dem. M som refererer seg til avst anden mellom feilaktig og korrekt punkt­ 

posisjon, er et retningsuavhengig nØyaktighetsmål;; mens R derin.ot er retnin.gs­ 

bundet.. Overalt hvor det er spørsmål om et punkts grunnrissnØyaktighet som så­ 

dan, skal punktmiddelfeilen nyttes. Er det derimot apør små]. om nØyaktighet i en 
bestemt retning, kommer den midlere usikkerhet inn i bildet. Vi skal belyse pro­ 
blemet med et eksempeL, Vi tenker oss at et nypunkt blir bestemt trigonometrisk, 

i alt foretas N bestemmelser (N->-oo). For hver enke.lt; punktbestemmelse måles av- 

st anden ds mellom korrekt og alttuell posisjon ( se 

fig. 13, hvor P forestiller punktets korrekte og P 
d t " b rt .li • • ) • e s o serve ... e posa aj on • Det er da klart at vi 

kommer frem til punktmiddelfeilen ved å "realisere" 

uttrykket 

Fig. 13 

Tenker vi oss derimot fastholdt en bestemt retning, foeks. <p = 309, og for hver 

enkelt punktbestemmelse utmåler =punkt et s feil i denne retning, som blir lik grunn­ 

rissfeilens komponent, i den bestraktede retning, ·m.a.o. størrelsen Eq, i fig. 13,_ 

og "realiserer" uttrykket 

så er det punktets middelfeil i retningen ·P som vi kommer frem til, dvs. størrel­ 

sen M(q)), eller om en vil: lengden av radius vektor til fotpunktkurven i retningen 

Q •. ,(Ved mer tilnærmede nØyaktighetsvurderinger vil det her være tillatt å erstatte 

M(Q) med den midlere usikkerhet R.) 

Foranstående eksempel skulle klart vise den innholdsmessige betydning 

av og likeså anvendelsesområdet for M: og R. 

NB! Det er i.riktig å ha klart for seg at samtHge behandlede nØyaktig­ 

hetsmå1 bygger på forutsetningen om feilfrie grunnlagspunkter, dvs. ingen av dem 

tar hensyn.til eller formår å utt!;[kke virkningen av feil som skyldes at denne 

forutsetning iY..ke er oppfylt. FØlgelig gir de uttrykk for relativ nøyaktighet i 

forhold til fastpunktgruppen ( sistnevnte kollektivt oppfattet). 

2"7. Avvike:qde behandlinga'! satsserier i grunnlagspunkter. 

I grunnlagspunkter hvor det er observert i det minste en fastpunkt­ 

retning" består den mulighet å foreta en preliminær bestemmelse av satsseriens 

orienteringsvinkel. De.rved oppnås 3. få overfØrt vedkommende satsserie til den 
typen som ble behandlet under punkt 2.3.2. (Feilligningssystemer som skriver seg 
fra satsserier med kjent orienteringsvinkelo) Utledningen av orienteringsvinkelen 

foretas i et orienteringsregister i samsvar med den tidligere utledede formel 
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z = 

hvor ~ og r refererer seg til fastpu..ri1'tretningen~ og q er lik antallet av 

samme. 

Vi har dermed overfØrt satsserien, som egentlig sogner til punkt 

2.3.l. (FeilligL1i.ugssystemer som skriver seg fra satsserier med ukjent orienter­ 
ingsvinkel) til pkt. 2"J.2, Verl å gå frem på denne måten oppnår vi en viss ar­ 

beidsbesparelse, idet antall elementer r cduscr-es , Imidlertid må vi være klar 

over at f'r-emgeugænåt.en ikke er bf.;lt, i'· sa.::.uwar med. "ånden" i m. h.rn, Det vi her 

har foretatt er nenlig en partiell 1J:t,j:.~vn~_ng. B,..:2':::.E.::.::.c.:~:lsi~n av z er i samsvar med 
m.k.rn.. når vi ser på ,: .. r·· ~ i.·.:~-·- .~:.:Tflss ir..:·::,~---~·t. I:1idlertid er det bestemmelsen 

av punkt syst emet i sin helhet som i det foreliggencle tilfelle representerer 

selve utjeYningsproble·,net. ~11 korrek'c behandling av en utjevningsoppgave etter 

m.k.m. forutsetter at kvad~:.atsu.1i:1,.nen .. r"v korreksjonene til samtlige observasjoner 

som inngår i ut,je7ningc.g_,~_~mJ. €d:~res til :minimum sænt i.d.i.g , Ved partielle ut­ 

jevninger som den vi netrt opp har behand.l.et , gjØr vi fØrst kvadratsummen til en 

del av korreksjonene til m i.n.imun og der-ct t er kvaar-at summen til de resterende 
observasjoner til m.i rrimum, I ele e.LLer fleste tilfeller vil ikke sluttresultatet 

av to eller flere partielle ut jevn i.ngeu falle sammen med resultatet av en samlet 

utjevning. Som tidligere c:-'.·;:-,-_i,1-c ( se Schr-e i.ber s 2. regel, side 71), vil det ba.re 

inntreffe i rent spesielle t ilf'2ller, f o eks 4 når de st Ørrelser som Lnngår i en 
utjevning, er middeltall av- f'Ler e en}celtmålinger. Det er da tillatt å innfØre 
middeltallet av enkeltmålingene i utjevningen og g,jØre kvadratsummen av korrek­ 

sjonene til disse niddeltall til m.i n iraum. Vi vil da oppnå samme resultat som om 

vi hadde innfØrt enkeltml~.1inge1ie av vcdkcnmendø størrelse i utjevningen. At det 

må være slik f!75lg.e1~ av Schreibers 2. r ege'l , Det samme forhold har vi ved stasjons­ 

utj evning ett er sat emet.odcn Of!, ved vinJ.teJnåling i alle kombinas,j aner, hvor det 

også er tillatt å foreta staPjon:::;utJev··ning·:.:in og utjevningen av punkt syst emet 

at skilt fra hver andr e , og likevel OP1)1l':. et sluttresultat som vil være identisk 

med resultatet av en ss:.:J.let ut j evn i ng , 
Bortsett fra det tilfelle at det i et fastpunkt bare inngår en ny­ 

pu.uktretning ~ vil pr-e.l.im i.nær bestemmelse av orienteringsvinkler innebære et brudd 

med den strenge behandli.ng av prob.Lc .. et , og bØr bare brukes for stasjoner hvor 

det forekommer et ~-:;tØ:cre ant all grun11lat;sretninger, eller når det dreier seg om 

mindre viktige st asj oner , 

Unntakstilfellet el" altså at det i et fastpunkt inngår bare en enkelt 

nypunkt r-et n i.ng , Det Lar s23 da 7i2e at pr e.Limi.nær orientering på basis av fast­ 

puukt r et.rri.ngene betinger SfJTI.t"llC resultat· sen f1·emgangsmåte.1.1 med innfØring av ori­ 

errt er i ngae.Leraerrt 11c::.. >--"' :-'. :.l·ve p~' ·-.--i: 1::.":; j, _·.-:· ;_~,·.,~~"'". D .n. p:"'::;lir.lir1:":."'e orient er ing inne- - 

bærer at hele feilligningsrJ~',rst enet f're et slikt fastpunkt kan erstattes av en 

enkelt feilligni11g a~/ formen 
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med vekt en q , hvor z alt så q + .. 

utledes ved den ordinære orienteringsprosedyre (basert på fastpunk:tretningene, 

hvis au.tall er lik q)e 

2.8. Behandling av flere satsserier i smnme stasjon. 

Dersom det i en st as.jon forekommer et større antall retninger, bØr 
observasjonsarbeidet fordeles på flere satsserier. I praksis bØr en helst ikke 
ta mer enn i hØyde:n 6 - 7 objekter i hver satsserie" Ellers vil målingen av hver 

enkelt sats ta for lang tid, slik at det kan være tvilsomt om forutsetningen 

ora at instrumentet holder seg i ro under målingen, er oppfYlt med tilstrekkelig 
tilnærmelse. Det melder seg så spØrsnål on hvordan slike satsserier skal behandles 
under utjevningen. Det vanligste er å innrette seg på den måten at en velger en 
eller flere fellesretninger som går igjen i samtlige satsserier. Ved hjelp av 
denne eller disse fellesretningene er det mulig å . fØye sammen alle enkelt serier : 

til en enkelt satsserie, som behandles videre på vanlig måte. Imidlertid må vi 
være oppmerksom på at også denne fremgangsmåten bryter med ånden i m.k.m. Den 

strengt riktige behandling av problemet består i å trekke enkeltserie~e atskilt 

inn i utjevningen, idet vi innfører et orieJ.1teri.ugsele:.2eut for hver enkelt sats­ 

serie. Denne fremgangsmåten bØr derfor nyttes for de overordnede stas,iouer i 
nettet. For mindre viktige stasjoner derimot kan det være tilstrekkelig å trekke 

sammen de forskjellige satsserier til en enkelt sats ved h"ielp av fellesretning­ 
eu( e) og innfØre bare ett eneste orienteringseletnent for den sazmnendradde sat sen. 

2. 9. Oversikt over koordinatutjevning. 

Gangen i regningen blir som fØlger: 

1. Beregningen av tilnærmede koordinater for nypunkt ene , Det er 

av betydning av de provisoriske koordinater avviker så lite fra de endelige 

at koordinatforbed.ringene blir små størrelser" Den provisoriske best.emrne.l se av 

punktenes koordinater bØr derfor baseres på sentrerte retninger og gunstige 

skjæringsvinkler. 

2. Beregning av de provisoriske retningsvinkler mellom alle punkter 

som det er foretatt retningsobservasjoner mellom" 

~ Beregning av retni.ngskoeffisientene til alle sider som inneholder 

nypunkter. Som enheter er det i alminnelighet hensiktsmessig å operere med cm 

og sek. 
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4. InnfØring i skjema for koordinatutjevning av retningskoeffisient­ 

ene i kolonnene 3 - 12, retningsvinkler i kolonne 13 og observerte retninger i 

kolonne 15. Fortegnene til retningskoeffisientene bestemmes ved hjelp av koordi­ 

natutjevningsskjemaets kvadrantoversikter. Uttrykkene fra.mskjærings- og tilbake­ 

skjæringskoeffisienter er slik å forstå: 
Tilbakeskjæringskoeffisientene står til koordinatelementene til sta­ 

sjonspunktet for vedkommende retningsobservasjon, mens framskjæringskoeffisient­ 

ene står til det tilsiktede punkt s koordinatelementer. 

5. Utledning av provisorisk orienteringsvinkel i kolonne 16 for alle 
satsserier med ukjent orienteringsvinkel: z0 = [(p- r] , hvor <p-ene omfatter samt­ n 
lige retningsvin.kler fØr utjevningen (både de gitte og de provisoriske). 

i:_ Utledning av feilligningenes konstantledd som er lik differensen 

mellom z0 og de enkelte <p-r i kolonne 16: f = (cp - r)-z0for satsserier med ukjent 

orienteringsvinkel, og f = cp0 - cpobs for satsserier med kjent orient eringsvinkel. 

l..!. InnfØring av 6-ligninger for alle satsserier med ukjent orienter­ 

ingsvinkel. Koeffisientene til disse 6-ligninger er lik summen av de tilhØrende 
feilligningskoeffisienter. 6-ligningene har vekten - 1 , hvor n er det totale n 
antall retninger som inngår i utjevningen fra vedkommende satsserie. 

~ Om.forming av 6-ligningene slik at de får vekt en - 1. Det skjer 

ved hjelp av multiplikatoren q som er oppstilt i tabell på skjemaet for koor­ 

dinatutjevning. De opprinnelige 6-ligninger strykes ut og de omformede 6-lig­ 

ninger samles for seg selv. 

2.:_ Danning og opplØsning av normalligningssystanet med summekontroll, 

hvorved de endelige verdier for nypw1ktenes koordinater fås 

X= x0 + X Y = s" +y 

1.2.:_ Beregning av de endelige retningsvinkler for samtlige sider som 

inneholder nypunkter. 

11. InnfØring av de endelige retningsvinkler i kolonne 14. Deretter 

regnes de endelige orienteringsvinkler ut i kolonne 17 

z= [p-r] 
n 

12 .Deretter regnes v-ene ut som differensen mellom endelig orien- 

t eringsvinkel og de enkelte ~ - r i kolonne 1 7, dvs. v = ( ~ - r) - z for sats­ 

serier med ukjent orienteringsvi:lkel og v = ~-9obs.for satsserier med kjent ori­ 
enteringsvinkel. Disse v-ene, som altså er utledet av observasjonsligningene, 

fØres i koordinatutjevningsskjemaets kolonne for v. 
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13. Dann ing av feilkvad.rat summen av v-ene utledet under 12. Denne 

feilkvadratsum.men skal stemme overens innenfor regnenØyaktigheten med samme ut­ 

ledet ved opplØsningen av normalligningssystemet. 

14. Dersom denne kontroll ikke stemmer, må korreksjonene også utregnes 

på grunnlag av feilligningene. For satsserier med k,ient orienteringsvinkel er 

v-ene gitt ved 

For satsserier med ukjent or i eirt ez i.ng sv.inke.L has 

/j 
V= v' + - n hvor v' = ax +by+ ••••o + f 

Disse v-ene, som altså er utregnet på grunnlag av feilligningene, fØres inn i 

koordiuatutjevningsskjem.aets v'-kolonne. Brukes preliminær eliminasjon av ori­ 

_enteringselementene etter den Gaussiske metode, er v-ene gitt ved 

V= Ax +By+ ••••ø + F 

15. Deretter fØlger de forskjellige slags nØyaktighetsundersØkelser. 

Det kan foruten utregning av observasjonsnØyaktigheten også bli spØrsmål om 

middelfeilen på elementene, punktmid.delfeilen(e) og feilellipsen(e). 

3. Nettutjevning. 

I det foregående har vi behandlet utjevning av trigonometriske punkt­ 

systemer ved elementutjevning, men det er ingen ting i veien for å foreta ut­ 

jevningen som korrelatutjevning, og vi bruker da betegnelsen nettutjevning. 
Som overalt ellers når det dreier seg om korr.elatutjevning, blir 

,oppstillingen av betingelsesligningene selve krumtappen i utjevningsprosedyren. 
·1 det etterfØlgende blir derfor betingelsesligningene ved nettutjevning, deres 
antall, oppstilling og hvilke geometriske betingelser de gir uttrykk for, gjort 

til gjenstand for en inngående drØfting. 

3. L Betingelsesligningene ved nettut,jevning. 

Ved nettutjevning opptrer 3 hovedtyper av betingelsesligninger, 

nemlig 

1. Vinkelligµinger 

1.1. Stasjonsligninger 

1.2. Vinkelsumsligninger 
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2. _Sideligninger eller sinusligninger 

2 .1. De egentlige sideligninger. 

2.2Q Basisligninger 

3. Polygonligninger 

Vi skal så gå nærmere inn på de enkelte typer av betingelsesligninger. 

3.Ll. Stasjonsligninger" 

Betegnelsen stasjonsligning henger sammen med at betingelsesligningen 

har sitt utspring i overbestemmelser i de enkelte stasjoner. Vi skal belyse denne 

betingelsesligningstype ved 3_ eksempler. 
1. I fig. 14 er A, B og C fast punkt er. FØlge- 

lig er vinkelen a gitt. Observasjonene r1 og 

r;3 må derfor oppfylle fØlgende betingelses­ 

ligning 

2. Det andre tilfellet omfatt er hor i sont sl ut­ 

ning når observasjonene utfØres som vinkel.må­ 

ling. Av fig" 15 ser vi at vi kan stille opp 

fØlgende betingelsesligning 

Dersom vi i stedet har målt de fire retningern 

r1 , ••••• , r4 og ut ledet vinklene på grunnlag 

av disse, faller denne betingelsesligning bor 

idet summen av vinklene horisont en rundt da 
alltid vil være 400 9• At det må være slik, ka. 

vi vi se på fØlgende måte: 

Fig. 15 

dvs. ligningen vil alltid være oppfylt uten hensyn til om observasjonene er be­ 

he:rtet med feil eller ikke. 
3~ Til slutt tar vi det tilfelle som inn­ 

treffer ved vinkelmåling dersom vi i en sta~ 

sjon har målt overskytende vinkler, som fØlge 
lig kan utledes indirekte som sum av eller 

differens mellom andre målte vinklero Pa 
grunnlag av observasjonene i fig. 16 kan vi 

stille opp betingelsesligni.ngen 
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3.1. 2. Vinkelsumsligninger. 

Vinkelsumsligninger oppstår når vi måler alle vinklene i en lukket 

polygon. I den plane geometri gjelder at stnmnen av de innvendige vinkler i en 

polygon, bestående av n punkter, skal være lik (n-2)2R. Den vanligst forekom­ 

mende polygon i landmålingen for oppstilling av vink.elsumsligninger,er selvsagt 

trekanten" For plane trekanter antar vinkelsumsbetingelsen rormeu 

og for sfæriske trekanter 

01. + o2 + °'3 = 2009 + sfærisk overskudd. 

3.1.3. Sideligninger eller sinusligninger. 

Mens vinkelswsligningene tar sikte på en korrigering av observa­ 

sjonsmaterialet slik at polygonene får korrekt vinkelsum, har sideligningene 

til 'misjon°å bringe alle stråler som inngår i bestemmelsen av et punkt, til å 
skjære hverandre i ett og samme punkt. Den siste fordringen kan også formuler­ 

es på fØlgende måte: Sideli~ningene bringer til uttrykk den betingelse at en 
triangelside som kan beregnes ad flere veier, skal få samme verdi i alle til­ 
feller. Vi skiller mellom to typer av sideligninger, nemlig 

3.1.3"1. De egentlige sideligninger. 

C 

Fig. 17 

Disse oppstår når det er mulig ut fra en side i 
nettet å regne seg fran til samme side ved å gå gjen­ 
nom et større eller mindre antall trekanter. Fig. 17 

viser et eksempel på hvordan en slik sideligning opp­ 

står. Ved f.eks. å gå ut fra siden AD kan vi i tri­ 
anglet ACD regne oss frem til CD, videre i tri anglet 
BCD til BD~ og endelig i trianglet ABD tilbake til 

AD. Sideligningen uttrykker så den geometriske be- 

tingelse at vi da skal komme tilbake til utgangsverdien. 

3. 1. 3. 2. Basisligninger. 

Slike ligninger oppstår når det foreligger minst to kjente sider i 
nettet. Basisligningen uttrykker den betingelse at vi ved å gå ut f:ra den ene 

kjente sidelengde og regne oss gjennom nettet til den andre, skal kow.me fran 
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til den sistes gitte verdi. Fig. 18 viser et eksempel på en basisligning. Punkt­ 
ene A, Bog C er fastpunkter, fØlgelig er SAs 

og SAc gitte. Ved sukssesiv anvendelse ~v 
sinusproporsjonen er det mulig med utgangs­ 

punkt i SAs- å regne seg frem til SA c , og 
b-a.sisligningen gir uttrykk for betingelsen 
at vi da skal komme frem til den gitte verdi 

for SA c· Et annet eksempel på basisligning 

har vi når det i nettet foreligger målt to 

eller flere atskilte basislengder. Prinsip- Fig. 18 

pet for oppstilliuge.r.1 av basisligningen blir også i dette tilfelle det samme som 
i foregående eksempel: Ved å reg.ne oss ut fra den ene basisside frem til en av 

de andre, skal vi komme frem til den sistes gitte verdi. 
Vi skal senere behandle de såkalte polygonligninger" 

3. 2. Det totale antall betingelsesligninger" 

Det totale antall betingelsesligninger ved nettutjevning finnes 

lettest ved, å tenke seg oppgaven lØst ved koordinatutjevning. Antall oversky­ 

tende målinger er da lik n-e, hvor n er det totale arrt a.Ll, observasjoner og 

e det totale antall elementer. Når det dreier seg om retningsmålinger, vil e 

bestå av koordinatelementer og orienteringselanenter. Antall koordinatelementer 
er lik det dobbelte antall nypunkter, og antall orienteringseleme:nter er lik 
det totale antall stasjonspunkter. Betegner vi antall nypunkter med p og antall 
stasjonspunkter med s, blir antall overskytende målinger, som igjen er lik an­ 

tall betingelsesligninger, fØlgelig gitt ved 

r = n - 2p - s 

Dersom de observerte størrelser er vinkler istedenfor retninger j faller orien­ 

teringselementene vekk, og antall betingelsesligninger blir 

r = n - 2p 

For å avgjØre hvordan det totale antall betingels sligninger fot-­ 
deler seg på vinkelsums- og sideligninger brukes en regel som er oppstilt av 

Bessel og som derfor går under navn av ~ssels regelo 

3o3• Bessels regele 

Når vi skal praktisere Bessels regel, går vi frem på fØlgende måte: 

Vi setter fØrst av de kjente punkter. Antall betingelsesligninger som fØlge av 
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denne transaksjonen er lik null. Deretter avsettes punktsystemet punkt for pu.akt, 

idet ptw.ktene forbindes med de allerede avsatte pt.mkter etter hvert som de av­ 

settes med helt eller halvt oppt rukne linjer, avhengig av om det dreier seg om 

gjensidige eller ensidige retninger. Bessels regel utsier da: 
Vinkelsumsligningenes antall er for hvert avsatt punkt lik antall helt 

opptru.kue linjer minus en, og antall sideligninger er lik antall av helt og halvt 
--9.FPtrukne linjer minus to. (Dersom subtrahenden blir mindre enn subtraktor, skal 

resultatet settes lik null. ) 
Dersom det dreier seg om et fritt nett, dvs. et nett som ikke inne- 

holder kjente punkter, skal vi likevel 'begynne med å sette av som kjente punkter 

det minimale antall punkter som er nØdvendig for den geometriske bestemmelse av 

systemet, nemlig to punkter. 
Dersom nettet inneholder to eller flere gruppen av kjente punkter som 

ikke er direkte rorbucdet med helt eller halvt opptrukne linjer, skal som kjent 

utgangsfigur nyttes bare en av gruppene. 
Ved å bruke Bessels regel får vi med alle betingelsesligninger i 

nettet bortsett fra eventuelle stasjonsligninger i utgangsfisuren. Heller ikke fås 

med de betingelsesligninger som eventuelle kLiente størrelser i nettet utenfor 
utgangsfiguren betinger. Opptrer det utenfor utgangsfiguren en kjent side, be- 

Fig. 19 

tinger det en basisligning. En kjent vin­ 
kel utenfor utgangsfiguren betinger en sta­ 
sjonsligning~ mens et koordinatbestemt punkt 
utenfor utgangsfiguren betinger to polygon­ 

ligningero 

Vi skal praktisere Bessels regel på net­ 

tet i fig. 19. Punkt ene 1, 2 og 3 er fast­ 
punkt er , mens 4 , 5 og 6 er nypunkt er. Til 
bestemmelse av nypunkt ene er det foretatt 
de i figuren antydede 17 retningsobserva­ 
s~ioner. Bestemmelsen av antall bestingelses-. 

ligninger foregår i fØlgende skjema: 

pkt. helt opptrukne helt og halvt ant all vinkel- antall 
I 

linjer opptrukne linjer sumslign. sidelign. 

1,2,3 - - 0 0 

4 3 3 2 l 

5 2 2 1 0 

6 0 3 0 1 

Sum: 3 2 
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Vi setter fØrst av fastpunktene 1, 2 og 3 som ikke gir opphav til 
noen betingelsesligning. Deretter avsettes pkt. 4, hvorved delnettet i fig. 20 
oppstår. Etter skjemaet fås derved 2 vinkelsumsligninger og en sideligning. 
Når vi skal anvende Bessels regel, er det vilrtig å ha klart for seg at de 

ligninger som konstateres etter hvert som nettet bygges opp, refererer seg 
til den del av nettet·· som er avsatt til enhver tid. 

I delnettet i fig. 20 skal vi altså ha 
to vinkelsums- og ell sideligning. Vinkelsums­ 

ligningene kan utform.es på den måten at vi for­ 

langer at trekantene 1,2,4 og 2,3,4 skal ha 

korrekte vinkelsummer. Sideligningen får her 

\L: \ _,ill!;! karakteren av en bas i.s.Li.grri.ng , som uttrykker 

den betingelse at en ved å gå utfra S21 og 

beregne seg frem til S23 , skal kamme frem til 
den siste sides kjente verdi. 

fig. 20 

fig. 21 

6 

"" ; I ' 

5 

fig. 22 . 

Vi sett er så av pkt. 5 , hvorved 
nettet antar den formen som fig. 21 viser. 
IfØlge skjemaet betinger avsettingen av 
pkt , 5 en ny vi11kelsumsligning, som får 
sin enk.Leate utforming ved å stille opp 

fordringen om at tre kant en 3 , 4 , 5 skal ha 
korrekt vinkelsum. 

Vi sett.::r så til slutt av pkt. 6, 
hvorved nettet blir komplett (se fig. 22). 

Derved oppstår ifØlge skjemaet en sidelig­ 
uing. Denne kau ut_formes på to måter. nem­ 
lig enten som basisligning eller som ekte 
sideligning. Vi kan nemlig gå ut fra 821 
og regne oss frem til den kjente siden 

823 ved å ve·lge "lØype" (1) , eller vi 
kan stille opp den fordring at en sei1tral­ 
linj e, f.eks. S14, skal resultere i sin 

egen verdi når vi regner oss rundt figuren med 4 som sentralpunkt (lØype (2) i 
fig.22). Den fØrste betingelse resulterer i en basisligning og den siste i en 
ekte sideligning (vanligvis er sideligninger å foretrekke fremfor basisligninger). 

I foreliggende tilfelle har altså Bessels regel fØrt til i alt 5 
betingelsesligninger. Det melder seg så det spør små.; om nettet kan inneholde be­ 
tingelsesligninger som ikke Bessels regel har "fått med seg".-Ved å bruke den tid­ 
ligere oppstile fornel for det totale antalle overbestemmelser finner vi 
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r = n - 2 p - s = 17 - 2•3 - 5 = 6 

· Nettet i fig. 19 in.ueholder med andre ord i alt 6 betingelseslig.Liinger. Som tid­ 

ligere nevut, overser Bessels regel eventuelle stasjonsligninger i utgangsfigu­ 

r en, I foreliggende tilfelle har Bessels regel ikke fått med stasjonsligningen 

3.4. Oppstilling av sideligniuger. 

Som det fremgår av Bessels regel, vil sideligningene oppstå i enkle 

standardfigurer. Den langt vanligste standardfigur for oppstilling av sidelig­ 
ninger (og for den saks skyld også vinkelsumsligninger) er diagonalfirke.nten, som 

derfor blir vi et spesiell oppmerksomhet i det etterfØlgende" 
Ved bruk av Bessels regel på diagonalfir- 

kant en i fig. 23 finner vi 

Pkt. helt helt og halvt V s 

A,B 0 0 0 0 

C i 2 2 1 0 

D 3 3 2 1 
' . 

sum: 3 1 

Vinkelsum.sligningene stilles enklest opp ved 
fig. 23 å forlange at 3 av de 4 mulige trekanter skal ha 

korrekt vinkelsum. De kan også utformes på den 
måten at vi forlanger at hele firkanten og to av trekantene skal ha korrekt vink­ 
elsum. I siste tilfelle består imidlertid den fare at vi kan konane i skade for 

å stille op:p betingelsesligninger som er lineært avhengig av hverandre. Det vil 

fremgå av fØlgende eksempel 

1. betingelseslign. i tiABC: 2 + 3 + 4 + 5 = 2009 

2. n i 6ADC: 1 + 6 + 7 + 8 = 2009 

? n i ABCD: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 4009 .) . 
Dette system av betingelsesligninger er ikke brukbart, idet den 3. ligningen 
ikke er noe annet enn sumaen av de to andre. Li gn.i.ngene er med andre ord lineært 
avhengig av hverandre. Et uavhengig system av betingelsesligninger oppnår vi ved 
å bytte ut den 3. ligning med en vi.nke.Lsuas l i.gni.cg i l:IBCD eller L\ABD. Bortsett 
fra faren for å få et lineært avhengig ligningssystem når en bruker firkantlig­ 
ninger, taler også det til fordel for trekantligninger at de siste inneholder 
færre ledd. I det hele tatt bØr en overalt ved oppstilling av betingelsesligninger . 
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ta sikte ·på å: gi dem en slik utforming. at antall ledd blir minst mulig. Det med­ 

fØrer nemlig en betydelig arbeidsmessig besparelse. 

-Sideligningen i d'i agona.Lf'i r-karrt eu kan stilles opp på flere måter. Vi 

kan f.eks. gå ut fra siden a og regne oss v:i e b, c og d tilbake til a, og skal 

da komme tilbakE, til a' s utgangsverdi 4 Denne betingelse kan uttrykkes ved fØl­ 

geude identitetsligning 

a b C d ~~- - -- -- = 1 
b C d a 

Vi fØrer her de observerte vinkler inn ifØlge sinusproporsjonen og får side­ 

betingelseslig.1.1ingen 

sin 6 sin 4 sin 2 sin 8 
sin 1 sin 7 sin 5 sin 3 = 1 

* 
Vi skal så vise at det er mulig å oppstille ovenstående sidebeting­ 

elsesligning ( og alle mulige andre som kan oppstilles såvel i diagonalfirkanten 

som i en hvilken som helst annen figur) rant mekanisk. "Krumt appen" i de meka­ 
niske regler som det hele bygger på, er begrepet seutral.E_unkt:L som er det felles­ 
punkt som inngår i samtlige trekanter som sinusproporsjonen anvendes på etter 
tur for å få uttrykt sidebetingelsen (sentralpunktets hosliggende trekantvinkler 
vil fØlgelig ikke inngå i sideligningen). I~år fØrst sentralpunktet er valgt, 

skjer oppstillingen av sideligninge.n etter fØlge11de regler ( se fig. 24 hvor C · er 

det valgte sentralpunkt): Vi går ut fra aeut r a.I.Li nj en lengst til venstre" her 
Li nj en C-1 og dreier om sent.r-e.Lpuulrt et i posi- 

figo 24 

tiv retning til neste sentrallinje:, hvor vi 
g._iØr e.1.1 stans. Vi skriver så opp i tellere11 til 

:.__:_,:.;.::-i€:-tingelsesliguinge11 sinus til dE·.u trekant­ 

vinkelen som befinner seg ved enden av den sen­ 

trallinjen som vi stanset ved, og i nevneren 

fØres opp sinus til den trekai1tvinkelen som be- 

.•· 
finner seg ved enden av utgangssentrallinjen. I foreliggende tilfelle gir altså 
trekanten 1,2,C fØlgende bidrag til sidebetingelsesligningen 

_sin . .E.. 
sina 

På samme måte fortsettes videre i positiv omlØpsretning til vi kommer tilbake 
til utgangsstillingen, hvoretter br_Øken settes lik en. 

Vi skal praktisere regelen om sentralpunkt på nettet i fig. 25. Vi 
velger diagonalenes skjæringspll.!lkt C til sentralpur ..... kt , og begynner f.eks. med 
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sentrallinjen C-1 og draier til C-2, som resulterer i 

sin 3 d t·l C 3 . siu 5 d· .1 ~2 , erfra 1 - som gir . 4 , erfra t1 sin sin 

C-4 som gir s~n i og endelig tilbake til C-1 som re­ sin o 

.. ,.t . sin l I alt fo . . d . 1 Su..L erer 1 s1.llB • ar vi s1 ebet Lnge ses- 

ligningen 

fig. 25 sin 1 sin 3 sin 5 sin 7 
sin 2 sin 4 · sin 6 si1i8 = 1 

som blir den form som sidebetiugelsei1 antar når diagonalenes skjæringspunkt vel­ 
ges til sentralpunkt. Imidlertid består også den mulighet å velge et av de 4 
hjØrnepunktene i diagonafirka.nten til sentralpunkt. Vi skal vise hvilken form 
betingelseslignin.gen antar dersom vi velger punkt 1 til sentralpunkt. Vi korrnn.er 
frem til den.ne ved å gå ut fra ideutitetsligniugen 

1 , dvs. 
sin 5 sin(7+8) sin 3 
sin(3+4) sin 6 sin 8 = l 

Vi ka.n også stille delllle ligning opp rent mekanisk ved å nytte de tidligere an­ 

gitte regler for oppstilling av sidebetingelsesligninger ved bruk av sentralpunkt. 

Pa tilsvarende måte kan også de andre 3 hjØrnepu.nktene i diagonal­ 
firka.nte.11 nyttes til sentralpunkto De betingelsesligninger som vi får ved å 
nytte et av firkantpunktene til seutralpunkt, stiller SLJ gunstigere regnetek­ 

nisk sett enn den ligningen som fås uår diagonalenes slrjæri.ngspunkt nyttes til 
sentralpUilkto Det henger sammen med at de fØrste resulterer i ligninger med 6 
ledd, mens den siste vil inneholde 8 Ledd, l . ..Eaksis foret1:_ekk_e~_de:r:_for ett av 
dia.goualfirkantens hjØrnepunkter til sentralpunkt. 

Det spørsmål melder seg så om det er likegyldig hvilke av de 4 
hjØrnepunkter som velges til sentralpunkt. En nærmere undersØkalse over dette 
spØrsmål gir til resultat at det sentralpunkt er å foretrekke som betinger de 

spisseste vinkler i sideligningen. Det henger sammen med at s i nus til en vinkel 
er mer fØlsom overfor endringer i vinkelen jo spissere den er. Som kvantitativt 
mål for et punkts "skikkethetn som sentralpunkt kan nyttes størrelsen av arealet 

til den trekant som de 3 andre hjØrnepu.nktar i diagonalfirkanten danaer-, Jo 
etØrre dette arealet er, jo gunstigere er vedkommende punkt som sentralpunkt. 

Til sentralpunkt skal altså velges det hjørnepunkt 2 hvis "m<?!stående" trekant 
har det største are~. 



- 100 - 

A 

~

/I ""' 7 
10 B. 
'""' J_ .. '__..,.-" .' '~~ 

E 
Fig. 26" 

I en vilkårlig mangekant uten diagonal"!" 

forb.indelser, som fig. 26 viser et eksempel på , 
stilles sidebetingelsesligningen opp ved å velge 
det indre punkt til sentralpunkt. Sideligningen 

i fig. 26 får formen 

sin 1 sin 3 sin 5 sin 7 sin 9 _ 1 
sin 2 sin 4 sin 6 sin 8 sin 10 - 

3.5. Linearisering av sideligninger, 

Det ligger i sakens natur at sideligningene ( såvel de egentlige 

sideligninger som basisligningene) vil være ikke-lineære, og må fØlgelig 

bringes på lineær form. Det består to hovedmuligheter for denne lineariser- 

ing, nemlig en logaritmisk og en analytisk (numerisk). 

3.5.1. Logaritmisk linearisering. 

Dette er den metode som, ihvertfall hittil, har vært den langt van­ 

ligste for linearisering av sideligninger. Vi skal demm1strere met oden med 

utgangspun..'lrt i fØlgende sideligning 

sin l sin 3 sin 5 
sin 2 si~~ sin~ 

= 1 

Vi logaritmiserer ligningen og innfører seintidig korreksjoner til 

observasjonene 

logsin(l+v1 )+logsin(3+v3)+1ogsin(5+v5)-logsin(2+v2)-logsin(4+v4)-logsin(6+ve)=O 

Vi komr:ier over til lineær fonn ved hjelp av log.tabellens differenser, som 

betegnes med d. For log sin (l+v1) f.eks. fås 

Talleks. : for 1 = 28, 67 44 9 fås log sin ( 1 +v1 ) = 9, 638829 + 1, 41 v-1 cc, hvor alt så. 

1,41 er log.tabellens differens for ett sekund, uttrykt i enheter av logaritmens 

6. desimal. 
Her er det av spesiell betydning å være oppmerksom på nødvendigheten 

av konsekvent bruk av enheter. Nyttes f.eks. 10cc som enhet for korreksjonene, 

må d være lik differensen til log sin for 10cc. Likeledes må d og betingelses- 

ligningens konstantledd stemme overens m.h.t. enheter. 
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Ved å fortsette på samme måte fås den lineariserte sidebetingelses­ 

ligning (T = teller, N = nevner) 

+ d1 v1 - d2v2 + <1.3 v3 - d4 v4 + d5v5 - d.c;v6 + 1~ log '11 
- log N_.1 = O 
-V 

w 
Nedenfor gis et fullstendig eks. på linearisering av sidebetingelses- 

ligninger. Originalligningen lyder (observasjonene foreligger i form av ret11ings­ 

J::1åliager) 

sin 
sin 

(9-8) sin (6-4) sin (12-11) _ 1 
(12-10) sin (8-7) sin (5-4) - 

Teller 

log sin (63,4843 + v9 - va)= 9,924259 + 0,44(v9 - v5) 

log sin (9·7 ,2654 + v6 - v4) = 9,999599 + 0,03(vs - v4) 

log .sin ( 34 ,3600 + vi2 - v.u) = 9, 710879 + 1,14( Vi.2 - vu) 

29,634737 

Nevner 

log sin (103,3605 + v12- v~0) = 9,999395 

log sin ( 34,2013 + va - v7) = 9,709067 + 1,14 (va - v7) 

log sin ( 63 ,9496 + v5 - v4 ) = 9,926293 + o,44 (v5 - v4) 

29,634755 

Ved sammentrekning og ordning av leddene fås den lineariserte ~etingelsesligni:ag 

Foruten den her brukt e metode til bestemmelse av koeffisientene i den 
lineariserte betingelsesligning, altså ved hjelp av log.tabellens diffenser, som 
er den uten sammenligning mest brukte fremgangsmåte, består også den mulighet å 
utlede koer"isientene i sideliguingen analytisk.· Metoden baserer seg på en Tay- 

lor-utvikling av log sin (o+v) 

l . ( ) l . cos o . u t "' og sin o+v = og sin o + µ -·-.-- v = log sin o + -- co gov 
, Sl.U O Q 

hvorµ er modulus i det Briggske logaritmesystem.et (µ=loge = o,4343). I form­ 

elen må det selvsagt være samsvar mellom enhetene til vog Q• Videre må side­ 
ligningskoef. og konstantleddene samsvare i enheter. Nyttes en q-sifret log.­ 

tabell, oppnås det ved å multiplisere koef. med lOq. Det fullstendige uttrykk 
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for sidebet.ingelsesligningskoef. blir fØlgelig 

D = l:!:.. 104 cotg o 
Q 

I eksemplet foran med o = 28, 67449 og 6-sifret regning fås 

• 

Denne metode for utregning av koef. i sidebetingelseslign. er nØyaktigere 

enn metoden med log.tabellens differenser. 

3.5c2. Analytisk (numerisk)linearisering. 

Det dreier seg her om en direkte metode, som baserer seg på en 
Taylor-utvikling av den opprinnelige sidebetingelsesligning (alteR uten loga­ 

ritmisering) .Til demonstrasjon av metoden tas utgangspunkt i sideligningen 

( i det siste uttrykket er utjevningskorr. innfØrt) 

sifi o1sin o3sin o5 · =1, dvs. 
sin( 01. +v1 ) sin ( o3 +v3) sin ( o5+v5) = 

1 
~n o2sin o4sin 06,..,. sin(o2+v2) sin (o4+v4) sin (o~+v6) 

-y- 
y 

Det siste uttrykket ut.vikles et.ter · Taylor, hvorved fås 

sin o1 sin o3 sir" o5 
sin o

2
sin o

4
sin 

06
+ a.iv1 + a2V2 + 85V3 + a4V4 + a5V5 + a6v6 = 1 

hvor v-ene opptrer i absolutt vinkelmål. Problemet knytter seg til koef. 

foran v-ene. For a1 f.eks. fås 

. . . cos 01 
sin o2sin o4s1n 06 

d ult. 1. . d sin 01 o t·l som ve m ip 1ser1ng me . gar over i sin c1 

Tilsvarende uttrykk fås for de andre a-ene, bare med den forskjell at nevner­ 
koeffisientene blir negative. Den lineariserte betingelsesligr~i:ng antar fØlge­ 

lig formen (v-ene i.gradmål) 
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3.6. Polygonligningtt. 

Ved nettutjevning kan det også forekomme en 3. type av betingelses­ 

ligpi nger II nemlig de såkalte polygonligninger. Polygonligninger opptrer i 
kranssystem.er og dessuten i systemer 

som inneholder koordinatbestemte punkt- 

lr!: 
2 

ter utenom den fastpunktfiguren som 

representerer utgangsfiguren når en 

skal nytte Bessels regel. I fØrste 

tilfelle kommer polygonligningene med 

ved bruk av Bessels regel, i siste til­ 

felle derimot ikke. Kransen i fig. 27 
inneholder 12 full.målte trekanter be­ 

stemt ved vinkelmåling. -FØlgelig blir 
antall .målte -vinkler lik: n=l2• 3=36. 

Fig. 27 Når vi skal bruke den generelle formel 

12 

for det totale antall overbestemme.iser, må i det foreliggende tilfelle to av 
punktene betraktes sar. fastpunkter, dvs. 

r = 36 - 2•10 = 16 

Ved å. bruke Bessels regel på kransfiguren finner vi 13 viukelsumsligninger og 

3 sidepetingelsesligninger. Av de 13 vinkelsumsligninger·gir de 12 uttrykk for 
at de 12 trekantene skal ha korrekt vinkelsum. Av de 3 sideligningene gir den 
ene uttrykk for at ved å g?, ut fra en sid.e i kransen og baregne seg frem til 

samme ved å gå r-undt kra.nsen,skal en komme tilbakE til utgangsverdien. De rest­ 
erende 3 ligninger (en vinkelsumsligning og 2 sideligninger) er de såkalte 

polygonligninger. Disse forlanger at et polygondrag sammensatt av sider i 

kra..o.ssystemet, som legges rundt kransen, skal lukke seg uten gap. Dette poly­ 

gond.rag inneholder på samme måte som et vanlig polygondrag, en vinkelsum.s- og 
2 koordinatligninger. Koordinatligningene får formen 

[ S sin f+1] == o og [ S cos cp] = 0 

Vi.nkelsumslii;ningeL1 ut fonnes enklest ved å knytte den til den betingelse at 
den polygon som det valgte polygondrag danner,· skal ha en gitt vinkelsum, nemlig 
(n-2)2009 for innvendige vinkler og (n+2)2009 for utvendige vinkler. 

For oppstillingen av polygonligningene må vi altså velge ut et po­ 

lygondrag rundt kransen, og velger da selvsagt det som inneholder minst mulig 

sider, dvs. vi velger den _indre "1Øype0, altså draget 3 - 5 - 8 - 11 i fig. 27. 

Foruten i kranssystemet opptrer også polygonligninger når det fore­ 

kommer koordinatbestemte punkter utenom utgangsfiguren. Fig. 28 forestiller en 

triangelrekke mellom pkt. A, B og C, D som alle er koordinatbestem.te punkt er , 
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Ved bruk av Bessels regel finner vi 

Fig" 28 

--- 
Helt opp- Antall Antall 

Pkto trukne vinkel- side- 
linjer sumslign. lign. 

A,B 0 0 0 

l 2 1 0 

I"\ 2 1 0 c:. 

3 2 1 0 

D 2 1 ! 0 

C 2 1 ! 0 
i 

Som tidligere nevnt, betinger et koordinatbestemt punkt utenom utgangsfiguren, 

som her er pkt. A og B, 2 polygon.ligninger. Vi får altså her i alt 5 vinkel­ 

sums.Li.grri uger og 4 polygonligninger. Det samme resultat gir også formelen for 

det totale antall betingelsesligninger 

r = 22 - 2•3 - 7 = 9 

Vinkelsumsligningene utformes enklest ved å forlange at alle J trekantene skal 

ha korrekt vi.nke l sum , De. li polygonligninger kan utformes på ulike mÅ,ter. Den 

vanligste måte er å disponere en av dem i form av en basisligning {som uttryk­ 

ker betingelsen at ved å gi'i ut fra SAB og regne seg g,jennom rekken til SCD' 

skal en komme frem til den siste sides gitte verdi):; mens de tre resterende ut­ 

trykke1s pr~, tilsvarende måte son i '1}1:r~rnstilf'ellet '1• En velr,;er al ts:.1 ogs.~ he r et 
polygondrag som forbinder de to fastnunktgrupper (i foreliggende tilfelle er 

det gunstigst å velge .i"'.' ~~-::J). Vin]~elsu:r_sli1:1,nint3en ft.r her 3rn,rakteren av en 
. . 1 · . . - C, 0 r-et.nanzsv.i nke l igm.ng ~ som u+t.rvkke.r be'tingo.Laen at ved 1. ga ut fra 'f AB or,: 

,r,egne seg f'r em til if'~ri 1 skal en komme f'r-em til :·d_ stes r;i tte verdi. De ssut.en 
. U\..1 

fås to koordinatbetingelsesligninger av forF;n 

»« + [S cos (p] .= XD 

YA + [s sin cp]= Yn 

• 

Polygonligni:n.ger er atskillig mer komplisert og fremfor alt mer 

arbeidsk...revende enn de vanlige vinkelsumsligninger og sideligninger" I de fleste 

tilfeller hvor polygonligr:..inger kommer på tale, vil det derfor være mer for­ 

delaktig å foreta en koordinatutjevnic.g istedenfor nettutjevning" 

3a7• Avvikende behandling av stasjonsligninp:er ved nettutjevning. 

Vi har hittil forutse.tt at stasjonsligningene skal trekkes inn i 
utjevningen og behandles på sænme måte som de Øvrige betingelsesligninger, og 
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det er også denne fremgangsmåten som er i overenestemmelse med "ånden" i minste 
kvadraters metode. Imidlertid Øker arbeidsmengden ved en utjevning sterkt med 

antall normalligninger, som ved korrelatutjevning er identisk med antall betin-­ 

gelsesligninger. (I praksis regner en med at arbeidsmengden ved en utjevning 

Øker med kvadratet av ant.aLl, norme.l.Li.gndnger c ) En redusering av antall beting­ 

elsesligninger vil derfor innebære en betydelig arbeidsbesparelse, og det er 

nettopp det som tilsiktes ved den forenklede (men altså tilnærmede) fremgangs­ 

måte, som har fått stor utbredelse i praksis, og som består i at stasjonsbe­ 

tingelsene underkastes en preliminær stasjonsutjevning& Derved oppnås at sta­ 

sjonsligningene faller bort under selve hovedutjevningen. Vi skal belyse frem­ 

gangsmåten med et eksempel. 

T fige 29 er punktene A, B og C fast­ 

punkter, fØlgelig er vinkelen a gitt, og sta­ 

sjonsligningen i A får formel· 

Fig. 29 

r1 og r3 er lik nØyakt ige 

dvs. 

w 
Vi foretar så en preliminær stasjonsutjevning, 

dvs. vi behandler stasjonsligningen separat 

etter m.k.m. og får, idet vi forutsetter at 

dvs. hver av retningene som omslutter vinkelen a, skal tillegges en korreksjon 
lik halvparten av motsigelsen i stasjonsligningen. De verdier for r1 .. _og r3 som 

vi kommer frem til ved denne stasjonsutjevning! fastholdes så under selve nett­ 

utjevninden. ForLBAP f.eks. innføres under hovedutjevningen verdien 

.. 

hvor altså r1 er den stasjonsutjevnede verdi for r1• 

Denne fremgangsmåten som er diktert av praktiske hensyn, represen­ 

terer altså en tilnærme1ses1Øsning. :Jen strengt riktige behandling av en nett- 

utjevningsoppgave forutsetter at samtlige betingelsesligninger, altså også 

stasjonsligningene, underkastes en samlet behandling. 

3. 8. Feilellipsen ved nettutjevning. 

Fra teorien for feilellipsen husker vi at den blir bestemt både med 

'hensyn til dimensjoner og orientering ved vektskoeffisientene Qxx, Qyy og Qxy• 
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Vi skal i det etterfØlgende vise hvordan disse vektskoeffisientene 
kan utledes ved nettutjevning, idet vi bygger på teorien for utledning av 
middelfeilen på en funksjon av utjevnede størrelser ved korrelatutjevning. 
Vi tenker oss koordinatene til det utjevnede punkt uttrykt som funksjoner av 

de utjevnede målinger .. 
X = <pi ( 01 + V1. '02 + V2 , ..... ' on + v« l.. 

9)1. ( 01 '02 ' ••• , on) + ti vi+ t2v2+ ••••• + tnvn 

og y = q,2 ( 01 + V1 ' 02 + V2 ' • • e • • ~ On + vn) 

= C?2 ( 01 '02 , ••• , on ) + tl v 1 + t 2 "'2 + ••• o • t ~ v n 

hvor altså og 

Av den generelle teori for nØyaktighetsundersØkelser ved korrela.tutjevning fØl­ 

ger at vektskoeffisientene til x og y er gitt ved 

..... 

Videre lar det seg vise at den ikke-kvad.ra.tiske vektskoeffisient Qxy er gitt ved 

bt I ] rbt i][- ·l 
L p • . p . - 

[bb ·il p 
..... 

Disse vektskoeffisienter utledes mest. hensiktsmessig i tilknytning til opplØs­ 

ningen av normalligningssystemet. Deretter beregnes feilellipsen på. grunnlag·av 

de formlene som tidligere ble utledet un.der koordinatutjevning. 

~. Utjevning av linjetriangulering {trilatera.sjon). 

, 

Ved trilaterasjon er det avstandene mellom punktene i nettet som 

må.les. utjevningen kan foretas enten som korrelatutjevning eller som element­ 

utjevning. Den siste utjevningsart er som regel å foretrekke selv an antall 

normalligninger ved elementutjevning vanligvis blir stØrre enn ved korrelat­ 
utjevning. Når elementutjevning likevel er å foretrekke, så skyldes det at 
feilligningene ved elementutjevning av trilaterasjon blir ganske enkle å stille 
opp, mens betingelsesligningene ved korrelatutjevning derimot blir meget kom­ 
pliserte· og arbeidskrevende" 
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Fig. 30 forestiller 2 vilkårlige punkter i tri­ 

laterasjonsnettet, som vi har målt avstanden mellom. 

Fundament alligningen blir 

g2 = ( X2 - Xi_ ) 2 + ( y 2 - y 1 ) 2 

Vi forutsetter at vi har skaffet oss proviso­ 

riske verdier for koordinatene til de to punktene 

( xf , Yi , x~ , ~ ) , som ved utjevningstill eggene d.x.1 , 

dy2, osv. overfØres til de endelige, utjevnede ver­ 
d.i er , dvs. 

Fig. 30 

Forflytningen av linjens endepunkter (x0-+ x og y0~y) betinger en en­ 

dring i S som finnes ved implisitt differensiasjon av uttrykket for S2 

dvs. dS = cos cp1 2 dx2 - cos cpi. 2 dx1 + sin cp1 2 dy2 - sin q>12 dy1 

Oppstillingen av feilligningene skjer med utgangspunkt i den generelle 

observasjonsligning ved trilaterasjon 

• 8obs +V= 8 = 8° + dS 

dvs. v = dS + S0 - Sobs 

Ved her å innfØre uttrykket for dS som ble utledet ovenfor, fås feilligningen 

v = - cos Cfll. 2 dx1 - sin <r1 2 dy1 + cos cp1 2 dx2 + sin Cfa 2 dy 2 + .f S0 
• .:;,:'b~ 

f 

= a' dx1 + b' d;ti + a dx2 + b dy2 + f 

Størrelsene a og b går under navn av sidekoeffisienter. Koeffisientene foran dx1 

og dy1 betegnes som begynnelsespunktets sidekoeffisienter og skrives a I og b 1 , 

mens koeffisientene foran dx2 og dy2 betegnes som endepunktets sidekoeffisienter 

og skrivesa og bo (På samme måte som ved koordinatutjevning, pleier en også her 

å slØyfe d-betegnelsen foran utjevningstilleggene til koordinatelementene, og 

nytte skrivemåten Xi , Yi·) 

Vi legger merke til at begynnelses- og endepunktets koeffisienter er 

like i tallverdi, men har motsatt fortegn. 

Fortegnene til sidekoeffisientene bestemmes sikrest ved hjelp av 
fØlgende kvadrantskjemaer: 
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Begynnelsespmktets koef. 
X 

Endep·mkt ets koef. 
X 

a' - - a' - - a = + a = + 
b' = + b' - - b = - b = + y y 
a' = + a' = + a = - a = - 
b' = + b' - - b = - b = + 

Fremgangsmåten blir altså fØrst å beregne lal og lb! 
JaJ = !cos ~I og lbl = lsin ~} 

dvs$ uten åbry seg om koeffisientenes fortegn. Til slutt fastsettes så for~ 

teene ne ved hjelp av kvadrant skj emaene, 
Den utledede ligning for v, som blir den generelle feilligning ved 

trilaterasjon, må stilles opp for samtlige observerte avstander. I feillignin­ 

gene vil leddene med dx1 og dy1 P-ller dx2 og d.y2 falle bort dersom enten pkt. 
1 aller 2 er et fast punkt 

Hva beregningen av provisoriske koordinater fornypunktene angår, 

foretas denne enklest ved å utlede de nødvend.i ge trekantvinkler ved hjelp av 

• 

cosinussetningen. I fig. 31 er A og B fastpunkter og P et nypwikt. Videre er 

81 og S2 målte størrelser" Vi best.ænmer p 
fØrst vinkelan a ved hjelp av cosinus­ 
setningen 

herav cos a: 

s~ = s2 + sf - 2s 81 cos a 
2 2 2 

_ S + 81 - S2 
- ·--28~--- 

De.retter utledes cpAP = 9AB - a. Dermed 
Fig. 31 kjenner vi polarkoordinatena til Pi 

forhold til pkt. A (Si og q:iAP ) og kan fØlgelig_ beregne de rettvin.klede ko­ 
ordinater 

6X = 81 COS cpAP 

!Jy = 81 sin cpAP 

• 

Kontroll på riktigheten av utjevningen.fås som vanlig ved den så­ 
kalte sluttkontroll, som består i å beregna utjevningskorreksjomme av rela­ 
sjonen 

V= S - 8obs 
hvor § skal beregnes på grunnlag av de utjevnede koordinater, og deretter under­ 

s,Øke om kvadratsummen av d i s se v-ene stemmer med den tilsvarende' verdi utledet 
ved opplØsningen av N.L.-systemeto 
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