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Innledning.

Generelt gjelder at en stdr overfor en utjevningsoppgave dersom det
er utfgrt flere milinger enn ngdvendig for lgsningen av det aktuelle problem,
dvs., dersom det foreligger overbestemmelser.

Den klareste matematiske forestilling om saksforholdet fér en ved &
anlegge en ligningsteoretisk betraktningsméte. Vi tenker oss at i det aktuelle
problen er innvolvert ¢ ukjente stgrrelser. Til problemets lgsning foretas 1
alt n observasjoner (enten direkte av de ukjente selv eller indirekte ved
mdling av stgrrelser som stdr i funksjonell forbindelse med de ukjente).
Hver enkelt observasjon gir fglgelig grunnlag for oppstilling av en ligning
mellom de ukjente, Utjevningstilfellet er da karakterisert ved at n>e. Da
blir ligningssystemet overbestemt, idet antall ligninger overskrider antall
ukjente, Som f@lge av at mdlingene er beheftet med feil, vil det for n>e opp-
tre motsigelser innen systemet, slik at vi fér differerende verdier for de
ukjente alt etter hvilke e ligninger (observasjoner) som velges ut til be-
stermelse av de ukjente. For & bringe overbestemmelse til veie ndr n>e, méd
det fdlgelig innfgres korreksjoner pad de utfgrte observasjoner. Men derved
endrer problemet karakter. I tillegg til de opprinnelige e ukjente kormer né
n utjevningskorreksjoner, slik at vi nd har nt+e ukjente og bare n ligninger,
dvs. det opprinnelige overbestemte ligningssystem er gitt over til & bli
underbestemt. Heri ligger det at det & bortskaffe motsigelsene i systemet,
kan gigres pd et uendelig antall miter. Det md fglgelig innfgres et utjeve
ningsprinsipp som av det ubegrensede antall muligheter velger ut en bestemt,
nemlig den som etter visse kriterier, fortoner seg som den fordelaktigste.

I praksis blir det bare spgrsmdl on et utjevningsprinsipp, nemlig minste

kvedraters metode, I det elementare kurs ble pévist at under forutsetning av

at mélefeilenevfﬂlger den Gaussiske feillov, sd resulterer dette prinsipp 1
slike verdier for utjevningskorreksjonene (og samtidig for de ukjente, sé
vel som for vilkérlige stgrrelser uttrykt som funksjon av de ukjente) , at

den matematiske sannsynlighet for nettopp disse verdier, blir maksimal,

I det elementz=re kurs har vi behandlet det enkleste utjevaingstil-
felle, som has ndr det aktuelle problem bare omfatter en ukjent stgrrelse,
et utjevningsproblem som betegnes som middeltallsutjevning. Videre ble ut-
jevning av sluttfeil behandlet, et tilfelle karakterisert ved at antall o-
verbestemmelser er lik én.

I det videregdende kurs skal vi befatte oss med de mer kompliserte
utjevningstilfeller at antall ukjente eller antall overbestemmelser overskri-

der &n, Disse tilfeller omfatter element— og korrelatutjevning (i virkelig-

heten er ikke niddeltallsutjevning og utjevning av sluttfeil annet enn spe-

sialtilfeller av element-,respektive korrelatutjevning).
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Kapitel T .

ELEMENTUTJEVNING.

1. Innfgring av begrepet element,

Uttrykket ckement har i denne forbindelse en ganske spesiell betyd-
ning. Det nyttes nemlig som betegnelse pd de ukjente stgrrelser sonm er innvol-
vert i det aktuelle problem, hvis lgsning er de utfgrte mélingers primsre for-
m&l, Vi skal belyse dette med et cksempel. I trekenten ABC (fig. 1) er avsatt

c samtlige vinkler og sider., Vi stér
fdlgelig overfor et system eller stgr-
relseskompleks, bestdende ev 6 stgrrel-
ser. Fra geometrien vet vi at en tre-
kant er fullstendig bestemt ved tre
stdrrelser, hvorav i det minste den ene

md vere en sidelengde. Bestemmelsen aven

trekant ep f¥lrelig et problem som generelt

¢ ‘omfatter" 3 ukjente, dvs. e = 3.

Fig. 1 N&r det gjelder valg av dis-
se ukjente, s& bestdr det et stgrre antall muligheter. TFra metematikken vet vi
at antall muligheter for kombinering ev e stgrrelser innen et stgrrelseskom-

pleks,bestdende av n stgrrelser, er gitt ved

ny _ n!
(€) = el{n-e)!

som i foreliggende tilfelle resulterer i (g) = 20, som setter seg sammen av:

1. Tre sider = 1 mulighet

2. Tre vinkler = 1 "

3. To sider og en vinkel = § muligheter

L, En side og to vinkler = 9 "
Tilsammen 20 muligheter

Det synes altsd som om det her bestdr i alt 20 muligheter for valg av
elementer. Imidlertid er ikke alle disse muligheter brukbare. Det henger sammen
med =t elementene mé oppfylle fglgende fundementale fordringer:

1. De md entydig fastlegge vedkommende stgrrelseskompleks, og

2. De mA vere uavhengige av hverandre, dvs. det md ikke bestd noen

funksjbnell forbindelse mellom dem.,
Derfor feller muligheten med valg av tre vinkler bort, fordi de alene

ikke formir & bestemme trekanten, og det henger nettopp sarmen med at de stér i

funksjonell forbindelse med hverandre {a+B+y = 2009), Heller ikke er alle 9
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mulighetene med to sider og en vinkel brukbare. Det skyldes at en trekant ikke 7

er entydig bestemt ved to sider og den minste sides motstdende vinkel., For hver

kombinasjon av to sider er derfor en av de tre mulighetene ubrukbare, slik et det
jstedenfor de 9 bare blir 6 brukbare muligheter i den 3. gruppen. I foreliggende
tilfelle bestdr det sltsd i alt 20 - 1 - 3 = 16 muligheter for valg av elementer,
P4 tilsverende mite vil det forholde seg ved de fleste oppgaver i landmdlingen -
en vil ha en rekke muligheter 4 velge mellom - og en velger til elementer de
stgrrelsene som i det konkrete tilfelle pir den enkleste regning.

T enkelte tilfeller er det mulig & velpe elementene blant de mdlte
stgrrelser, og det air som regel den enklest mulipe regning. Imidlertid stér vi
ofte overfor tilfeller, hvor det ikke vil vere mulig eller ihvertfsll ikke prak-
tisk & innrette seg slik., Ved koordinatutjevning f.eks. som vi stgter pd senere
i feilleren, lgnner det seg & velge nypunktenes koordinater til elementer, mens
de milte stgrrelser er retninger eller vinkler. I eksemplet med trekanten vil det
gselvsagt ogsd vere muliz & velge elementene utenom de betraktede 6 stgrrélsene,
Vi kunne f.eks. som elementer velge: en side, lengden av perpendikuleren fra det
motstdende hjgrnepunkt pi denne side og beliggenheten av perpendikulerfotpunktet
p& siden (foruten en rekke andre muligheter).

Generelt kan det sies at det ved valg av clementer lgnner seg "& gé
mest mulig rett pd sek”, dvs. 2 velge scm clementer de stgrrelser scm primert

interessere,

2, Observasjonsligninger, feilligninger og normalligninger.

Vi ter virt utgangspunkt i den problemstilling som er drgftet i det fore-
géende, nemlig at det foreligger n observesjoner til bestemmelse av et stgrrelses-
kompleks som entydig blir fastlaegt ved e elementer. Nér elementene er valgt, kan
enhver stgrrelse som hgrer med til systemet, uttrykkes som funksjon av elementene.
At s& md vere tilfelle, er lett 3 innse pd basis av det betrektede tilfelle med
trekanten i fig. 1. Det er klart at ndr elementene fgrst er velgt, vil enhver
stgrrelse som angdr trekanten, kunne utregnes ved hjelp av elementene. Velges
f.eks. a; b og ¢ til elementer, vil ikke bare den 3. siden og de to andre vinklene
kunne regnes ut, men ogsé arealet, radien til den inn- og omskrevne sirkel, media=-
nenes lengde osv., 1 det hele alle stgrrelser som angdr trekanten.

I det generelle tilfelle vil det fglgelig vzre mulig & uttrykke de n
milte stgrrelsene som funksjoner av clementene. Vi betegner de mélte stgrrelser
med 01, Opy +++0e5 Ops d€ valgte elementer med X, Y, Z, ..... 0g funksjonsforbin-

delsen med
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0 = Fi(X, Y, Zy eneea)

Disse ligninger gdr under navn sv observasjonsligninger. Deres an-

tall er n y og de inneholder i alt e ukjente, dvs. ligningssystcmet er over-
bestent forutsatt at n>e,0g det vil jo alltid vere tilfelle nir det er spoars-
m&1 om & foreta utjevning. T& grunn av milefeil vil det opptre motsigelscr i
ligningssystemet, dvs, om vi velger ut ¢ ligninger og leser disse med hensyn
til elementenecy og sctter disse verdisne for elementene i de pvrige n-e lig-
ningery; vil de siste ikke vare tilfredsstilt. Overensstermelse innen lig-
ningssystemet oppnds ved & tilfgye de milte stgrrelser korreksjonene

. -
Viy Vgy eeseeVps Slik at vi far

02 + Vo =F2(X, Y, Z’ aun-o), " W2=

“

01 + vy = Fi(X, Y, Z, nono.), dvs. vy = Fl(X, Y, Z, oooo--) - 01
F2(X, Y, Zg o--ooo) - 02

89 99508288 0P S4etR0000C0 200 REE0ENTEREEeET0EQGCESIOBIBIEAIROOSIPOTRINORIREDS

on + Vy o= FplX, ¥y By veend)s " vy = F (X, ¥y Zy eeeses) - o

[}

Vi kommer s& over til de sé&kalte feilligninger ved & bringe observe-

sjonsligningene pd linemr form., Det oppnds ved & innfgre tilnzrmede verdier for

elementene (x°, y°, 2°), idet vi setter:

X = %x° + x
Y=y +¥
Z=3z° + g

«a¢ ® P oo e o0

hvor storrelscne ¥ 3 ¥ 3 2 3 as... oY smid forbedringer av elementene som over-
forer de tilnermede verdier av eclementene i de endelige verdiene .Xy Y, Z,

Lo )

Dermed antar.den j-ie observasjonsligning formen

o, + v, = 7, (F+x , ¥4y , PHz , ...l)

H

Vi utvikler s& dette uttrykk etter Taylors formel, idet vi forutsetter at de
tilnermede verdier ¥, y%; 2°; ...... er sd gode tilnmrmelser at tilleggene
X 3 ¥ 35 Z 3 e-r.s blir s& smd sterrelser at leddenc av 2. og heyere orden i

Taylors rekkeutvikling kan settes ut av betraktning, folgelig

3F; \ oF; OF;
o; + ;i Fi(x®, 5%, 2°, ....) + (ﬁl')ox + (). 7 + (‘“—“)OZ toavaes)

oY ‘e 0z

it

F;(Xo, y°7 ZO’ ----) + a;Xx + Dyt 2+ iiieviianns
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idet vi har innfgrt forkortede betegnelser for differensisalkvotientene., (Null-
indiseringen av differensialkvotientene indikerer at det er de provisoriske ver-
dier som her skal settes inn for elementene.) Ligningene ovenfor resulterer i

f@lgende ligningssystem, idet vi begrenser oss til tre elementer :-

ve = 81% + by + cpz +F (2%, 70, 2°)- 04 = a4 x + byy + crz + f3

Vy = 8pX + by + cpz +F(x%, ¥°, 2°)- 0p = @px + bpy + cpz + £
s} o <] : )

Vp = 8yX + bpy + cpz +Fn(x , ¥°, 2°)- On = 8yX + by + cpz + £y

Vi har her ogsd innfgrt forkortede betegnelser for konstantleddene, nemlig:

£ =5 G0 50, %) - o

I i

Ligningene ovenfor gar under navn av feilligninger. Deres antall er lik an-
tall mélinger, og vi kommer . fram til dem ved & linecagrisecre observasjons=—
ligningene., I feilligningssystemet opptrer n v-er og e elementer som ukjénte
sterrelser, mens antall ligninger er lik n 3 dvs. vi har e flere ukjente enn
ligningery systemet er ubestemt, TFor at oppgaven skal bli bestemt, md& vi
skaffe e flere ligninger til veies; og det skjer ved & trekke inn prinsippet

som ligger til grunn for minste kvadraters metode.
[pvv] = minimum

I funksjonen [pvv] opptrer bare de e slementer som variable. Minimum av funk-
sjonen finner vi p& vanlig méte ved & differensiere partielt med hensyn til

samtlige variable og sette alle differensialkvotienter l1ik null, altsd ved &

danne:
[ pvv ] 2 pvv ] dl vvv |
- - :O y =~ = Q0 Og ,_ = O
ox oy oz
Her er: [pvv] = v + pvo + +p v
* 1Y "*1 1 p,?, 2 ves e e BV,

hvor v-ene ifolge feilligningene er funksjoner av x 5 ¥ ¢+ 2 « Etter reglene
for derivasjon av sammensatte funksjoncr mi vi ferst derivere [pvv] med hen-
syn til v-ene og derctter v-ene med hensyn til elementene x y» y » 2 . Mini-

numsbetingelsene for [pvv] er folgelig gitt ved:

6[ v ] avl av2 avh
AAS + Z2p v T + — =
X

A 2p1v18 I - +2pnvn o = 0
é[pvv] avl 3Vé BV}

3y 2p1v15§f>+ 2P2V2€ET'+ ceere T 20 Ynhy T °
] ; av B, o

Vv'=2pv————1—»+2va T veees 2PV — = 0

Dz 1 1902 2 2C32 n ndz.
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o . 0 7 AN . N . .
Vi innforer sa her de verdiene for %g ’ %% og-%g som feilligningssystemet gir
o Vi il ), forkort 1t med 2 og fA
————g, T = g = = over a € og far:
(ax P13y .oz 2 c.)» forkorter ove n g

, dvs, [pav!

+ P +t oecaoe T v a = =
pl V:L ai Pa VE a.?. ceree pn n n ° °©
-

b+ D+ veees + PV b = L bv] = o
plvi 1 p2v2_2 e pn non O LP ]
. Bl

v C o+ V. C + sesee T+ DV C =0 " cv) =0

pl 11 pz 2 2 pn nn ? [ P

Dette er det sdkalte implisitte normalligningssystem. Vi fa4r brakt det over

pé eksplisitt form ved & danne [pav] , [pbv] og [pcv] med utgangspunkt i feil-

ligningssystemet.

1

- ¢+ + zZ + 5 a b c
vy ax 'b1y> ¢z f1 By B P P e

= . Z o+ a b c
Yo g% b‘ay e, fz B, 8, Py Oy By %y
L] » [ ] - - o * L] » o » L L] . * - L » » » Ll

= + + f D & » b c
v:"! aﬂ X+ bi’! y Cﬂ 2 f‘ﬁ l(’l n Pn n pn n

Vi multipliserer i tur og orden med pa- ; pb~ og pc-kolonnen, summerer det

hele og kommer fram til

a b c f
[pav] = [pazlx + [pably + [paclz + [paf] = 0| a
[pbv] = [pablx + [pebly + [pbelz + [pbf] = o b
[pev] = [paclx + [pbely + [peclz + [pef] = o c

Det innrammede system er det sd8kalte normalligningssystem, som

spiller en grunnleggende rolle ved alle former for utjevning etter m.kom. I
foreliggende tilfelle fikk vi tre normalligninger. I det generelle tilfelle
fdr vi like mange normalligninger som elementer.

Normalligningssystemet kan tenkes framkommet pa den miten at vi
skriver koeffisientene i feilligningssystemct horisontalt og vertikalt (se
forangéende normalligningsoppstilling). En vilk&rlig normalligningskoeffisi-
ent kan da oppfattes som "skjeringspunkt" mellom den horisontale og vertikale
linje gjennom de tilheorende feilligningskoeffisienter., Vedkommende normal-
ligningskoeffisicent er da gitt som produktet av disse feilligningskoeffisien-
ter med tilfoeyelse av p og med summetegn omkring,

Nar det gjelder "strukturen" av normalligningssystemet, er det &

bemerke at det bestir symmetri mellom koeffisientene. Koeffisientene [paa] ¢
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[pbb] og [pec], som gr under navn sv kvadratiske koeffisienter, danner en

diagonallinje som samtidig er symmetriakse., Denne symmetri letter opplgs—

ningen 1 hgy grad og tillater en forenklet skrivemite som ofte brukes:

i
o

[pealx + [pably + [paclz + [par]
[pbb}y + [pbc}z + [pbf] = 0

E cc]z + [pcf] = 0

Ved opplgsning av normalligningene finnes forbedringene x, y 0og Z
til de tilnermede verdier av elementene. De endelige, utjevmede verdier av

elementene er da gitt ved tidligere anfgrte ligninger:
X=X + X

Y

I
O
+
e

Z =2 + 2

og dermed er den egentlige utjevningsoppgave lost.

3, Kontroll pid danningen av normalligningene.,

Kontroll skaffer vi oss ved hjelp av summene til feilligningskoefri-
sientene. '

Vi tar vlrt utgangspunkt i den i-te feilligning og setter

&i+bi+ci oooa.o+f'=s' H p

: i | p.c

% | omgP i |

ii
hvor altsd s er summen av koeffisientene i feilligningen. Vi multipliserer med

p;8;, summerer og fér

[pa;? + [pab] + [pac] + vvveene + [paf ] = [pas]

Ved sd & multiplisere med p;b; og summere fds pé samme mdte for summen av koeffi-

sientene til 2. normalligning
[pab] + [ pbb] + [pbe] + ceveus + [pbf] = [pbs]

I sin alminnelighet gjelder altsd at summen av koeffisienten til en normalligning,
hvis kvadratiske koeffisient er [pii], er 1ik [pis].

Vi skaffer oss altsd kontroll pd danningen av normalligningen ved hjelp
av s-ene, idet vi undersgker om summen av normalligningskoeffisientene stemmer

med den verdi som vi kommer frem til gjennom summekoeffisientene [pas], [pbs] , OBV.
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L. Oppldgsning av normelligningssystemet.

Det finnes en hel rekke metoder for opplgsning av normallignings-
systemer. Dreiler det seg om smd systemer med bare to eller tre ukjente, kan
det komme pd tale & foreta opplgsningen ved hjelp av determinanter, spesielt
dersom en ved oppldsningen bere tar sikte pd 4 bestemme verdiene av elementene,
Tmidlertid er forholdet det at en rekke andre stgrrelser interesserer, f.eks.
feilkvedratsummen og vektskoeffisientene til elementene (eller til vilkérlige
funksjoner av elementene), og for utledningen av slike tilleggsstgrrelser er
ixke determinanter szrlig velegnet., Heller ikke tar determinentmetoden hen-
syn til (og fglgelig heller ikke trekker fordel av) NL-systemts symmetriske
struktur,

Den mest kjenmte og i hvert fall tidligere ogsé mest benyttede eli-

minasjonsmetode, skriver seg fra Gauss og gar under navn av den Gaussiske al~

goritmus. Prinsippet som ligger til grunn for metoden, er det enklest mulige 3
det bestir nemlig i en suxksessiv eliminering av de ukjente, én for en (sub-
stitusjonsprinsippet). Vi skal demonstrere prinsippet pd f@glgende NWL-system

med 4 ukjente:

[pably + [paclz + [psalt + [paf]

sa -+ + + = 0
[pablx + [pbbly + [pbelz + [pbalt + [pbf] = o
[pac]x + [pbely + [pcejz + [ped it + [per] = o
[padlx + [pbaly + [peals + [pad]t + [par] = o

Den f@rste ligning gir for x

[paal. [pef]
(B2 < [pas)

[\
i

som innsatt i de tre andre ligninger, resulterer i

, Leb
¢ ab|ipab 3 [pad{pac ab|lpad ﬁgﬁéf?)ab afp
(Lpob - B Jy+ (fpoel- "o o fval -Spag 0 o+ [‘—5]%4% =0

(Tpve]- ey o (fpoc)- (25l ad>z+<[pc§]-ﬁ>a"pa‘§d]>t+<[pcf]- acleet

L [pa : dfpad ad] [
(Tpoe - E2LER Ty (o] 12580 by ([pag-R2ilpadly par) LElzed

For dette system innferes skrivemadten

>

[pbb']jy + {pbc«l]z +<[pbd'1]t + [pbf-l] = 0
pbo+1ly + [peerl lz + [ped 1]t + [pef ] =0
Tppaqly + [peasila + [pdde1]t + [pdral = o
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Det nye system inneholder en ukjent mindre enn originalsystemet. Det beteg-
nes'derfor som det en gangs reduserte NL-system, og det er nettopp dette re-
duksjonstrinn som den gnpunkterte skrivemften gir uttrykk for.

Hva oppbygningen av koeffisientene i det énpunkterte system angér,
a8 er den underkastet en enkel lovmessighet. De &npunkterte stgrrelser, som
er oppbygget av nullpunkterte stgrrelser (dvs. av originale NL-ligningskoef-
fisienter) bestdr av et positivt og et negativt ledd. Det positive ledd er
identisk med den normalligningskoeffisient som framkommer ndr vi utelater o1
i den reduserte koeffisienten. Alle negetive ledd har nevneren [paa]. Tel-
leren bestdr av to faktorer som begge inneholder a. Dessuten inneholder fak-~
torene hver sin av bokstavene i det positive ledd, slik at en symbolsk for-
kortelse resulterer i null for de &npunkterte koeffisienters vedkommende.
Generelt har vi altsd '

| pai]l paj]
paa

[pij-1] = [pij] -
Videre legger vi merke til at det reduserte system oppviser sarme symmetriske
struktur som originalsystemet,
Vi gientar s den benyttede eliminasjonsorosedyre. Av det reduserte
system f8s for y

__ [pbee] . Lpbae1] , [pbf.1]
ST T Topbe1] % Tobbe1] [pbb-1 ]

som innsatt i de t» resterende ligninger gir

_ : .
- _[pbe-1 ]fpbe-1] fobe-1 Jlpbada] n [pbe-1]{pbf 1]y _
([pco-1] -2 c[égf,l] Bz+(lpedt] - e (Lpet 1 - Mo 5 T7)=0

[ pbe-1 Jfppa.1] fobd «1][pbd-1] o4 Lppa-1][pbr 1],
(lpea-1]-+E£ prfalj )z+((pdd.1]-E Lpgbol] )¢+([ paf-1]- 55 1] )=0

som skrives forkortet

Il
o

[pec.27]z + [ped-2]t + [pef.2]

(ped-2 ]z + [pda-2]t + [par-2]

1]
o]

som betegnes som det to gangers reduserte NL-system. Vi ser at NL-strukturen
gdr igjen ogsd i dette system. De topunkterte stgrrelser som er oppbyrget av
&npunkterte stdrrelser, bestdy pd samme mdte som de Enpunkterte, av et posi-
tivt og et negativt ledd. Det positive ledd inneholder de samme bokstaver

son den to ganger reduserte koeffisient, men er &n orden lavere med hensyn
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til punktering. Nevncren i det negative ledd innecholder rpbb l] De to-

punkterte sterrelsene lar seg ogsd symbolsk forkorte til null. Generelt har

vi altsa

_ [poi-1i[pbje1]
[pbb.1]

[pije2] = [pije1]

Hadde ligningssystemet inneh-ldt flere ukjente, ville vi ha kom-
met fram til heyere reduksj-nstrinn og felgelig til punkterte storrelser av
hoyere orden. De trepunkterte sterrelsene f.eks. far formen:

[pei-2l[pej.2]

[pcc-2 ]

[pij-3] = [pij-2]

Den i det foregdende gjennomfgrte eliminasjonsprosedyre tillater en
helt skjemetisk (mekanisk) utfgrelse. Vi skel vise hvordan det arter seg for

et NL-system bestiende av tre ligninger

[paalx + [pably + [pac]z + [paf]

= 0
[pabix + [pbbly + [pbelz + {pbf] = o
[pac’x + [pvely + [peclz + [pef] = o N

P e === (pap pac]
1 j [paalx: [paﬁzy - % [pac]z | paf] S T%EE; Igggfl
2 1 [pavle]l  [wobly | [poclz [ove]
r - [pabl® _[pacllpsv] | _ Lpatlized]
E —Lpab]xl " Tpeal ¥ ' [paa ] Z! [paa]
i | [pbbe1] [pbe-1] | [poe-1] | _ [pbe-1]
4 o |l lpbbrlly . Lpbe: 1z P | (= Tpbo-1
5 | [paclx [ pbely ? pecla Lpef]
6 | -[pacTxi- [pabipac] | _ [pac]? _ Ipaf]ipac]
| pas ' pas | pas |
* ’2 | [pbr-1]{pbe” -1]
oveerly I - bEREL 1 14 P
7 o} Lpbb 1l J :L IPbD 1 i i"")-bb 1_]
8 o o %; [pee: 21z Lpef-2] ;
N t i

Perst innfores den 1. normalligning i linje 1 og derunder den 2,
normalligning i linje 2. Vi eliminerer 58 x av disse to ligningene ved &
multiplisere 1. normalligning wmed -~ T%%%% og addere resultatet til 2. normal-
ligning. Denne multiplikasjon er utfert i 3. linje, og addisjonen skjer i 4.
linje. Derved f4s en ligning 1 4. linje som bare inneholder y og z som ukjente.
S8 innfores 3. normalligning i 5. linje. I denne normalligning elimineres x
ved hjelp av 1. normalligning, og ¥ ved hjelp av 1. normallipning og den inn-

rammede ligning i linje 4. Det fOTC”ar pa den madten at vi forst multipliserer
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[pac]
raa pbc . —E . . s
Deretter multipliseres 4, linje med - pbb 1 og resultatet fgres i T. linge,

og det hele adderes til 3. normalligning i linje 5. Resultatet av denne addi-

1. normalligning med faktoren - og resultatet fgres i 6. linje.

sjon blir en ny innrammet ligning i linje 8,som bare inneholder z som ukjent.
Hovedresultatet av opplgsningen er de innrammede ligninger, og disse har fatt

eget navn, nemlig sluttligninger. I eksemplet foran er vi altsd kommet frem til

f@lgende sluttligninger

Lpaa]x + [pab]y + [pac]z + [paf]

=0
[pbbe1]y+[pbce1]z+[pbf.1] = o
[pece2]z+[pef-2] = o

idet 1. normalligning skal betraktes som 1. sluttligning.

Av siste sluttligning finnes z, og ved suksessiv innsetting i de
andre sluttligningene finnes fgrst y og til slutt %x.(Vi skal senere se at 1
virkeligheten foregdr transsksjonen med & fremskaffe de ukjente pd basis av
sluttligningssystemet langt mer "raffinert™.)

Betrakter vi det oppstilte eliminasjonsskjema ngyere, ser vi at alle
regneoperasjoner til venstre for de dobbelte opptrukne, vertikale linjer er uten

betydning for utledningen av de ukjente. Vi kan derfor under de etterfglgende be-

trekninger begrense oss til regneoperasjonene péd hgyre side av dobbeltstrekene.

(Det er NL-systemets symmetriske struktur som er drseken til denne forenklinga
som inneberer en betydelig arbeidsbesparelse, som ikke vil kunne "innkesseres"
dersom det dreier seg om ligningssystemer av vilkdrlig struktur. )

_ Ikke bare ved opplgsning av ligningssystemer, men ved regnetrensak—
sjoner i det hele tatt, er det av stor betydning & bruke metoder som tillater
en helt gjennom mekanisk framgangsmite etter et enkelt huskeskjema. Vi stiller
oss derfor nd til oppgave & "materislisere” framgengsméten i det oppstilte eli-
minesjonsskjems i enkle huskeregler, som muliggjgr en ren mekanisk arbeidsméte.
En nezrmere betrekning av skjemaet resulterer 1 fglgende huskeregler:

1. Under hver sluttligning innfgres en normalligning, idet alle
ledd foran den kvadratiske koeffisient kestes vekk. Den fgrste normelligning
skal betraktes som 1, sluttligning.

2, 1, linje under hver normalligning avliedes av 1, sluttligning og
er lik produktet av 1. sluttligning og faktoren - %—12— , hvor g, er den koeffisi-
ent i 1. sluttligning som befinner seg i det aktuelle reduksjonsavsnitts fgrste
kolonne, mens q, er 1. koeffisient i 1. sluttligning. '

3. 2 linje under hver normalligning avledes av 2. sluttligning og
er lik produktet av 2. sluttligning og faktoren -qﬁ, hvor gjer koeffisi-
enten i 2. sluttligning som befinner seg i det akgﬁelle reduksjonsavsnitts fgrste
kolonne, mens g, er 1. koeffisient i 2. sluttligning. Slik Portsettes inntil-alle
sluttligninget wr "oppbrukt”.

4. 84 dannes summen av alle linjene nedenfor foregéende sluttlig-

ning, og denne summering resulterer 1 en ny sluttligning.



- 12 -

Vi skal s praktisere disse reglene pé et eksempel med tre ukjente, idet

vi benytter forkortede betegnelser A, B, C og D pi koeffisientene i normallignings-

systemet.
; i
lon-l-—'——l-Soln { A B C D
S L } 1 1
2.n.1.! B, G, D,
B Bf B B,
i — - - —
-7 | T& 5y )
i 1 1 1
Z.s.1. B -1 C_-1 D, -1
2 2 2
Z.n.1. C, D,
2
c1 El‘.. S}-D
Al Al Ai 1
212 .
C,.1 —021 ~021 N
T B,.1 B, 1 B_-172
03.2 Dy o2

Den Gaussiske eliminasjonsmctode er kun brukbar for opplesning av
ligningssystemer som har normalligningsstrukiur. (Metoden kan riktignok an-
vendes p8 vilkarlige ligningssystcmer, mea det forutsetter at vi betrakter det
opprinnelige ligningesystem som feilligninger og danner normalligninger av
disse for opplosningen.)

Den Gaussiske metode ble utformet for regnemaskinenes oppfinnelse.
Den er derfor spesielt tilpasset logaritmeregning og egner seg ikke serlig
for maskinregning fordi den ikke gir heve til & utnytte alle de mulighetene
som moderne regnemaskiner inneberer., Metodens sterste mangel bestdr deri at
den medforer oppskriving av resultatene til et sterre antall mellonmregninger.
Metoden er derfor sterkt utsatt for opphopning av avrundingsfeil, slik at vi
blir nedt til & opercre med et uforholdsmessig stort antall siffer nar det
dreier seg om systemer med mange ukjente. Siden regnenaskiner kom i bruk, er
det dukket opp metoder som er bedre tilpasset den automatisering av regne-
operasjonene som moderne regnemaskiner innebzrer muligheter for enn den
Gaussiske metode. Av slike mctoder kan nevnes den moderniserte Gaussiske
metode eller Doolittle’s metode som den ogsi kalles, og Cholesky - Rubins

metode. Ved begge disse metodene er nedskrivning av resultater begrenset til



-13 -

koeffisientene i sluttligningene.

Det lar seg vise at NL-systemets determinant er gitt ved

D= [psa]lpbb1l]{pce-2] ....

\
L

og videre at

[pbbel] > o, | pcc-2] = o, 0SYV.

likeledes at

(Likhet mellom [ pvv] og [pfr]ken bare inntreffe i det spesialtilfelle et samb-
lige konstantledd i NL-systemet er 1lik null., Ds blir de endelige verdier for
elementene lik de provisoriske verdier, slik at v-ene blir identisk med feillig-
ningenes konstantledd.) Videre lar det seg bevise at i tilfelle av at %— =k,
hvor k er konstant, vil det ikke vare mulig ved opplgsningen av NL-systemet &

n " oo o .
separere’ de to elementer som a-ene og b-ene stir til. FEks,

vy = % + kay + ez + fy
Ve = 8,x + k a,y + ¢gz + £,
Vv, = 8% + k a,y + ¢cyz + 1,

med tilhgrende NL-system

1, [paa]x + k[paa]y + [pac]z + [paf]

=0
2. klpaa]x + k*[padly + klpac]z +k[paf] = o
3. [pac]x + k[pac]y + [pcc]z + [pcf] = Q

Vi fir altsd et system av linemrt avhengige ligninger,idet

lign.2 = k x lign.l ' —

5. Regnekontroller i1 forbindelse med opnlgsningen av NL-systemet.
e

" For & sikre seg mot regnefeil ved de tallrike regneoverasjoner som en
ut jevningsoppgave medfgrer, innf@gres en rekke regnekontroller., Vi skiller mellom

fortlgpende prgver og slutiorgver. Til fortlgmende prgving av regningens gang

har summeprgvene vist seg meget hensikitsmessige. Som tidligere vist, sjaltes
summeprgver inn allerede under dennelsen av normaelligningskoeffisientene, idet

vi skeffer oss komtroll pd danningen av disse ved hjelp av relasjonene:
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[pea] + [pab] + [pac] + [par] = [pas]
[pab] + [pob] + [poe] + [ppe] = [pbs]
[pac] + [pbe] + [pbb] + [pefl = [pes]

Disse summeledd kan ogsd brukes til 8 kontrollere opplesningen av
normalligningene. gummeleddene trekkes inn i opplesningen o blir behandlet
ctter de samme mekaniske regler som de gvrige koeffisicnter; 0f kontrollen be-

stir i at fglgende relasjoner skal vare oppfylt

[paa] + [pab] + [pac] + [par] = [pas]
[ pbbe1 J+[ pbe. 1]+ pbf- 1]= [pbs.1]
[pcc-2]+[pcf-2]= [pcs«?]

At disse ligninger md bestd, framgdr av en nermere betrakitning av
climinasjensskjemact pd side 10. Vi skal vise riktigheten av disse kontroll-

ligninger for den andre sluttlignings vedk- >mmende. Den andre sluttlﬁgni?g er
; ; e ' o . _ _ Lpab
framkommet ved & multiplisere 1. normalligning med en faktor f = IEEET og

addere resultatet av denne multiplikasjon til 2. normalligning, med andre ord:

2,n.1. [pab] +[pbb] +{pbe] +lpof] = [vbs]
Loni. x £ [pasls +[pavle +[pac)e +[parls = [pas]f
2.8.1. o  +[pbbe1]+[pbe-1]+[pbre1l= Lpbse1]

Det er innlysende at den likhet s-om bestdr mellom heyre og venstre side av de(
forste to ligningene; ogsi vil bestd for sluttligning nr. 2, 82m jo ikke er
annet enn summen av dem. Fa tilsverende mite kan vi bevise riktigheten av de
angitte kcontrolligninger for de gvrige sluttligningers vedkommende.

Vi sammenfatter s% i korthet hvordan kontr»llen med npplesningen a°
normalligninger foregir: Det skjer pi den mdten at summekoeffisientene trekk:
inn i opplesningen og behandles pa akkurat samme méte som de andre koeffisi-

enter i normalligningssystemet. Xor hver sluttligning far vi kontroll ved at

summen av koeffisientene i sluttligningen skal stemme overens med samme slutt

lignings reduserte sumnekoeffisient.

6. Utledning av feilkvadratsummen.

9

Vi skal i det etterfglgende vise at det er mulig & utlede [pvv]pé fler
méter. Dette forhold innebzrer mulighet for en omfattende kontroll av hele utjev-

ningsregningen.,



6.1. Direktc beregning avfpvvlJ

BEtter at elementenc er funneit ved ospplesning av normalligningene,
kan korrcks jonene v utregnes pa grunnlag av feilligningssystemet; idet vi i
det siste innferer de verdier for elementene som utjevningen har resultert i.
Deretter kvadreres v~ene og multipliseres wmed de tilherende vekter; hvorved

Tpvv] fias direkte.

6.2. Beregning av | pvv ] pd grunnlag av [pff].

Vi tar vart utgengspunkt i feilligningssystemet:

Vi o= 84Xt gy + ez + fy Py P fy
Vh = 8, X + by + cpz + f, PrVn Pnfh

Vi multiplisercr feilligningssystemet med pv-kolonnen; summerer det

hele og far:

[pvv] = [pavlx + [pbvly + [pev]z + [ptv]

&
hvor [pav], [pbv]og [pev], som tidligere nevnt, re-resnenterer den implisitte

skrivemate for normalligningene. Vi m& altsid ha:

[pav] = [pbv] = [pev] = o
avs., Epvv} = {pfv}

Vi multipliserer si& feilligningene med pf-k-lonnens summerer og far

Love] = [pvv] = [prf] + [paf]x + [pbfly + [peflz

6.3. Utledning av [pvv] i tilknytning til opplgsningen

av pormalligningssystemect.

Vi tar vart utgangspunkt 1 det nettopp utledede uttrykk for [pvv]Z

Lpvv] = [p£e] + [paflx + [purly + [perlz

Vi substituerer her elementene x, y, og z med verdiene fra sluttligningssystemet,

og fér etter noen enkle omforminger:
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af ]2 pbfe132  [pef- 2]2
Lowe] = Lore] - HREF° - PREY - (20

Ifalge reglene for de punkterte sterrelser er:

[pff] - [paf 1ik [pfee]

bf-1 }? cf.2 |2
avs. [pvw] = [pfee1] - obb-1] " Tpoo-2
bf.1]2
Her er . [pff‘1] - ‘E-gm} lik {pff'.?]

. 2
of21° _ [pree3]

dve. pr] = [pffe2] - poom

Generelt (e elementer): [pvv] = [pff-e]

Vi har dermed vist at det er mulig & bygge inn utledningen av[pvv]
i opplesningen av normalligningssystemet. Det skjer pd den mlten at vi i til-

legg til ndrmaliigningssystemet innferer ligningen

[pvv] = [paflx + [pbrly + [peflz + [pff]

som en fingert (e+l). normalligning, slik at det fullstendige normalligningse

system formelt fadr f-rmen:

prove—— o

[paalx + [pably + [pac]z + [paf]

=0
[pablx + [pbbly + [pbelz + [pbf] = o
[pac]x + [pbely + [pec)z + [pef] = o
[paflx + [pbfly + [peflz + [pff] = o

Vi behandler s& hele systemet etter de eliminasjonsreglene som gjel=~
der for den Gaussiske metode. Vi kommer da fram til felgende system av slutt-

ligninger:
Sumnme~
kontroll
[paalx + [pably + [paclz + [paf] [pas]
[pbb-l]y+[pbc-l]z+[pbf»l] [pbse1]
[pece2]z+[pcf.2] {pecs.2]
[p££e3] [pfse3]

=[pvv]
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6.4, Utledningen av [pvv] pd grunnlag av
observasjonsligningene.

De kontrollene som vi hittil har sjaltet inn, kontrollerer alle regne-

prosesser fra og med danningen av normalligningssystemet til og med opplgsningen av

sarme, eller sagt pd en ennen mite: kontrollerer at det foreliggende feillignings-
system er korrekt behandlet 1 samgvar med minste kvadraters metode, Imidlertid be-
stdr fremdeles den mulighet at dette feilligningssystem er feilaktig, ikke minst er

lireariseringsprosedyren i forbindelse med overgangen fra observasjonsligninger til
YeYlligninger "feilutsatt™ ., Dette trinn i utjevningsregningen fir vi kontroll pd

ved & innfgre de utjevmede verdier for elementenme i observasjonsl¥gningene. ¥ skal
da he at: '

vi = Fi(X, ¥, Z) = o

Disge v-ene mé innenfor regnengyektigheten stemme overens med ve-ene utledet av feil-
ligningsaystemet. Denne kontroll er en s3kalt sluttprgve., Stemmer ogsd denne, har vi-
rimelig sikkerhet for at hele utjevningscppgaven er riktig lgst.

T. Ngyektighetsundersgkelser ved elementutjevning.

Da de utfgrte observasjoner som utjevningep baserer seg P&, er beheftet
med feil, vil heller ikke de vexdier for elementene som vi kormer frsm til gjennom
ut jevningen, vere feilfrie, Det samme gjelder selvsagt ogsé for vilkdrlige stgrrelser
gitt som funksjoner av de utjevnede elementer:

u=p(X, ¥, Z yeu.)

og vi setter oss nd til oppgave & utlede ngyaktigheten av si vel elementene som vile
kdrlige funksjoner av samme. (Det er altsd ingen grunn til & regne med at stgrrel-

sene som bestemmes gjennom ut jevningen, er feilfrie. Det som oppnds ved en ut jevning
etter m.k.m., er at en kommer fram til de sannsynligste verdier, dvs, de vérdier hvis

tilhgrende middelfeil er minimale - forutsatt at milefeilene fglger den Gaussiske
rEillw . )

T.1. Ngyektigheten av elementene. ;

Dette problem lgses ved hjelp av den Gaussiske feilforplantningslov.
Forutsetningen herfor er at det lykkes 3 £3 eleméntgne uttrykt som funksjoner av de
opprinnelige m&linger, hvilket oppnds med utgengspunkt i fglgende resonnement:
Elementene blir bestenmt gjenncm utjevningen pd grunnlag av normalligningssystemet,
hvis konstartledd er linexre funksjoner av feilligningenes konstantledd f~-ene,
Fglgelig md det primsipielt vare mulig & uttrykke elementene som linesre funksjomer
ev f-ene, som i sin tur er linemre funksjoner av de observerte-st¢rrelser.;o-eﬁé' )
(£ = F(x*,y°,2°)= 0, hvor F{(x*,y®, 2°) i feilteoretisk forstand her karekteren
av en matematisk konstant og fglgelig uten interesse i forb1ndelse med nﬂyaktzg-
hetsundersgkelser). Det md fglgelig eksistere relasjoner mellum elanentene O
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o-ene av formen

i

(1101 +a202 +o-- +€xn0n
Bror + Bpos + ... + Byop (1)

Y101 + ¥p0p F ... + Y04

et
il

N
]

hver a; B og v er visse forelgpig ukjente koeffisientsystemer. Dermed er det
"duket" for anvendelse av den Gaussiske feilforplantningslov, hvorved f£8s for de
sgkte middelfeil

mg = [%g], n§ = mg [%g] 08 m§ = m§ [lpl]

hvor stgrrelsene [——J [EEJ Og [IIJ gir under navn av vektskoeffisienter,
hvis vanligste skrlvemate er Qyy Q” O Qzz.

Vanskeligheten her bestdr i & f& uttrykt elementene i samsvar med (1),
m.8.0. & bestemme koeffisientsystemene «, B og Y. Som vi skal se, oppnés dette

ved anvendelse av den sdkalte ubestemte koeffisienters metode pa normallignings-—

systemet, Vi multipliserer fgrste NL med den forelgpig ubestemte koeffisient
- Qyxs den 2, med Qcy 08 den 3. med Q,; og fir

Q x [Paajx + Qux [Pab]y + Gy [Pac}z + Qxx [Paf] =0
Quy pab]x»+ Gcy [pbbly + Qyy [pbe]z + Qy Lpof] = o (2)

[
Oz [pac]x + 4, [pbely + Q. [peelz + Qp [pef] = o
Ved addisjon av samtlige ligninger fis:

([paa]oy, +[vable,y +[pac]q,, )x+([ pab Ja,, +{ pbb]aey +[ pbe]a,, Jy+

([pac]Qxx+[pbc]caxy+[pcc}@z,z>z+([paf}Qxx+prfJQH+[pchsz) = 0

Koeffisicntene er som nevnt ubestemte. Vi disponerer folgelig -ver 3 frihets-
grader; og kan sfledes fastsette tre betingelssr for deres besteumelse; -&
som sadanne velger vi: I summas jonsligningen skal kneffisientene til y og

z- forsvinne; mens koeffisientene +il X skal bli 1ik én, m.z.o.

(raall, + [pablay, + [pacla., =1
[pablay, + [pbblaey + [pbelay, = o (3)
[pac]Qxx + [pr]Qxy + [pCC}QxZ = 0

hvorved x f8s 1ik

X = - [Paf]Q::x - [pbf]Qxy - [Pcf]QxZ



Vi lgser opp summelcddene i siste uttrykk for x og fér

~
]

- (pras Qux + Bbr Oy * Pioy Oxz)fy - (Padg Qex + Pebz Gy + Pz Q*F)fﬁ

T R R R E R I I A R I B -(pnan Qxx+pnbn Qxy +ph°n Q«Z)fn

(prag s + b Qgy + MC1 Uz Yoo + (Pgag @xx + Pzbz Qy + P2C2 sz)oa t .

Dermed er det endelig lyktes & f& brakt x over pa formen (1)eDet fremgir at

o

b,
i

a. = + pial Q'XX + plbl Qx!’ + Plci QKZ. ¢ (4)

1

Y
Py
Ved & pultiplisere med ;l og summere TAr vi

i

(2] w + [ealoey + [balayy + [oallns
Vi danner 88 [aa], [ba] og [cal

[ax]
[ba]
[ea]

+1

O::::::bi falge (3)
e

+ [PaCJQxx + [Pbc]Qxy + [PCC]QXZ = 0

+ {panQxx + [pab]Qxy + [Pac]QxZ

#
L]

+ [pablue, + [pbb]Qey + [pbely,.

Vi har derved vist at

oo
5“J= Qu x

-]

For utledningen av q%q blir det 4 gd fram p& tilsvarende midte. Vi
nmultipliserer normalligningssystemet med de forelepig ubestemte koeffisienter
Qyxs Qyy og Qyz og fastsetter at ved summeringen skal koeffisienten foran
y blir lik én og de andre 1lik null, m.a.o.

[Paa]ny + [Pab}ny + [Pac]Qyz,

= 0
[Pab]ny + [Pbb]ny + [Pbc]Qyz =1 (5)
[paclayy + [pbelayy + [peclay: = 0
som betinger folgende relasjon far elementet y
¥y = -[par]oy « [pbrlayy - [pefley.
mens koeffisientene § i (1) antar verdien
By = + p.8. Gyg + P.b, Qyy + p.C. Q Ei a b c (6)
1 ity e iti Y ii Wz P, i i i
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Vi denner fgrsi

(B8] -+ [aploy, + [oBlayy + [cploya
og videre
[ag] = + [paalay, + [pablayy + [pacllyz = o
[bp] = + [pablay, + [pbblayy + [pbeloyz = 1 z:>—5_ £glge (5)
[op] = + [paclay, + Lpbelayy + [pocleys: = O —
avs. (2] - ayy

Med utgangspurkt i de forelgpig ubestemte koeffisienter g, , Q,, ©8

Qzz , BVis bestemmelse blir & basere pd

[Paa}sz + [pab]sz + [PaC]sz = 0
[pablaz, + [pbblazy + [pbelRzz = 0 (1)
[PaC}sz + [Pbchzy + [pCG}QZZ = 1

f4s pd tilsverende méte
z - - [par]Q, - [poflazy - [poflas:
og til slutt [Pﬂ] = Qs

Ved & multiplisere (b4) medp;, sumere og te hensyn til (3) og (5)

xp
[5@} = Qyy
Ved & multiplisere (&) med ai,fés pé tilsvarende méte

[%@‘] = Qyyxs MB.0. fQyy - Qy x

Denne lovmessighet er generell, dvs.

Rsy = Q.
. "1 Q,]l
Videre finner vi
y ; _
(2] = Qezog (511 = oy

*

Vi har dermed vist hvordan ngysktigheten av elementehe kan bestermes.
Ngyaktigheten har intim tilknytning til vektskoeffisientene “xs Wy 0O Qzz

og disse utledes av ligningssystemene (3), (5) og (7), som gér under navn &v
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vektsligninger, Middelfeilen pd elementene er sd gitt ved

My = MoVQyy
my = o VQyy

My = MoYQzz

De vektskoeffisienter som inneholder to like indekser, gdr under navn

av kvadratiske vektskoeffisienter, mens de som inneholder to forskjellige indekser,

kelles ikke-kvadratiske vektskoeffisienter. De kvadratiske vektskoeffisienter er

altsd et direkte mil for ndysktigheten av den stgrrelse som indeksen viser til.

De ikke-kvadratiske derimot gir uttrykk for avhengigheten eller korrelasjonen

- mellom de to st@rrelsene som indeksene stdr til.

Begrepet vektskoeffisient {nér uttrykket brukes alens, s underforstés
alltid kvedratisk vektskoeffisient) spenner ‘over langt mer enn ekkurat det med ngy-
aktighet i forbindelse med elementutjevning. Generelt defineres vektskoeffisient

som fglger: middelfeilen til en vilkérlig stgrrelse u er lik produktet av middel-

feilen til vektsenheten og kvedratroten til vedkommnede stgrrelses vektskoeffisi-

ent, dvs.
m, = mo\[éuui

Bve bestermelsen av vekbskoeffisientene angdr, ser vi av vektslig-
ningene et disse overslt har samme koeffisienter foran de ukjente som i normal-

ligningssystemet. Konstantleddkolonnene derimot er forskjellige. Det er derfor

melig 8 utlede vektskoeffisientene i tilknytning til opplgsningen av normallig-

ningssystemet ved & utvide sistnevnte med fglzende nye konstantleddkolonner (pé

hgyre side av =)

X o+ ©Q

De 1 det foregiende utledede uttrykk for elementene-

x = - [paf]y, - LpbflQy - [peflay.

e
1l

~ [paflayy - [pbelayy - [peflys

[
{l

- [paf]@: - Lobflay, - Lpefla,

repregsenterer den sdkalte ubestemte opplgsning av NL-systemet, som utnyttes bl.as

til komtroll av vektskoeffisientenes beregning, idet den ubestemte opplgsning skal

resultere i sarme verdier for elementenc sonm NL-systemet,



T.2. Ngyaktigheten av villté.rlige,funksj‘oner av_elementene.

Vi gir et skritt videre og skal utlede ngyektigheten av vilkérlige funke
sjoner av elementene, Vi tar virt utgengspunkt i funksjonen

u= ¢(X, Y, 2)

idet vi begrenser oss til 3 elementer. Vi innfdrer i u

X =x° +x
T =5 +vy
Z = 3° +'-‘z

og Par

o
#

CP(XG, %y"’ Zo) + (_g‘}%)ox + (%%)Dy + (%%)Oz

u°+<p§x+l(pyy+q>zz—_-u°+Au (8)

[}

jdet vi innfdrer de forkortede betegnelser 9,, ¢y Og ¢ for differensialkvoti-

entene. For utledningen av middelfeilen pd u er u® uten interesse, idet den i
feilteoretisk henseende blir & betrekte som en konstant,
Vi innfgrer (1) i (8) og fir '
u =0, + g0y + )+ ‘Py(i3101 + Bgop + o) + 9z (va0p + Y202 + )
=(gea; + GyBy + Pzys )01 + (peaz + PyBz + PzY¥2 )02 * seerons

=k1°1+k202+ovgoo.-

slik st uttrykket for middelfeilen péd u antar formen

mZ = m [pﬁ]
dvs. Quu= [%lg]

Vi har altsd

kl = (P)(O:i + CPYB]_ + ‘PzYl

wve. 5] - 020227 + o2[BB + g2[XY] + 2000y [28] + 20 [ZX] + 29y 0 [BY]
P P P P P P P
= 0FQyy + §FQyy + 95Uz t+ 29x Py Ky + 20,92 Qz t 29y 0z Qz  (9)

Dette er en ssrdeles grunnleggende relasjon, som bl.a. denner basis for den ut- -

. videde feilforplamtningslov som blir behendlet senere (side 26 ).
Setter vi 1 (9) inn de uttrykk for vektskoeffisientene som vektslignin-

gene gir, fir vi etter en del forenklinger:
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, (oy-1)? -1)2 ~‘2 2
|paa] [ pbbe Tepoe1] * '%GT%T (10)

Ligning (10) #épner muligheten for & bygge inn utledningen av Q,,, i det Gauss~
iske eliminssjonsskjema., ’

Ved elementutjevning har vi alts8 to méter & utlede ngyaktigheten av
vilkdrlige funksjoner til elementene pé, nemlig enten ved 2 g& veien om vektskoeffi-
sientene til elementene i samsvar med (9) eller ved direkte utledning i tilknytning
til opplgsningen av normalligningene i samsvar med {10).

I preksis er det gjerne slik at det alltid knytter seg interesse til ele= -
mentenes ngysktighet, slik at vektskoeffisientene til elementene under alle omsten-
digheter md utledes. Det vil da vere mest praktisk & basere utledningen. av ngyaktig-
heten til mulige funksjoner av elementene pd (9), dvs. pd der utvidede feilforplant-
ningslov (se side 26)., Metode (10) kommer fortrinnsvis til anvendelse dersom utled-

ningen av vektskoeffisientene slgyfes.

7.3. Middelfeilen pd vektsenheten,

Vi har foran utledet vektskoeffisientene til de utjevnede elementer
og til vilkdrlige funksjoner av semme. For & komme over til middelfeilen pé
disse stgrrelsene md vi foruten vektskoeffisientene ogsé he kjennskep til mid-

delfeilen pd& vektsenheten, idet vi definisjonsmessig har:

Ny = monuu

Vi har tidligere (side 15) utledet feilkvadratsummen wed elementutjev-

ning {vi begrenser oss i det etterfglgende til to elementer) til
[pvv] = [pe£] + [par)x + [pbely
hvor feilligningenes konstentledd, f-ene, er gitt ved N

£ = (2, ¥°) - o

Ligningen for [pvv] har generell gyldighet uten hensyn til hvordan de
provisoriske verdier for elementene velges. Den videre utledning forenkles imid-

lertid vesentlig dersom vi forutsetter at som provisoriske verdier for elementene

er valgt deres sanne verdier, slik at konstantleddene forenkles til (6 -0 =¢)

£y = g

dvs. lik den senne feil pé o;,hvorved [pvv] gir over til
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[pvv] = [pee] + [paclx + [pbely

I siste ligning substitueres elementene i samsvar med den ubestemte opplgsning

av normalligningssystemet (side 21)

X = = [paE]QxX - [PbE:]QXy

- [pac]Qy - [pbelQyy

]

J

hvorved £&s som sluttuttrykk for [pvv]

Cpre] = [pee] - Guulpac]® - ayy [Boc]? = 20, [pee]lpve]

Betrakter vi en enkelt utjevning isolert, vil det selvsagt ikke vere mulig & for-
utsi verdien for[;wv}, som jo, slik det gdr fram av siste utirykk, blir en funk-
sjon av de sktuelle observasjonsfeil. Vi md her ngye o0ss med beregning av den

sdkelte forventningsverdi, som er den middelverdi som [pvv] tenderer mot ved et

uendelig stort antall gjentakelser ov mdleserien med ny utjevning for hver gjen-
gakelse. (Generelt defineres forventningsverdien til en stgrrelse u. som
. lin Zu
UM T e W
hvor indeksen M symboliserer forventningsverdi som altsd faller sammen med middel- -
verdien.) I foreliggende tilfelle f&s forventningsverdien for [pvv] som summen
av forventningsverdiene av hvert enkelt ledd (generelt gjelder nemlig at for-

ventningsverdien til en flerleddet stgrrelse er 1ik summen av forventsverdiene
£il de enkelte ledd). Vi ter fgrst for oss summeuttrykket

[pee] = med + PoEs + ... F PrES

1im

p-zsz
idet Moo

Her er forventningsverdien for de enkelte ledd lik mg, g 2
= ’

dvse [pse]M = n.m?

S& tar vi for oss
2 2 2.2 2
[pae]? = piafe? + psages + .... + plale? + ledd ev formen  2p; D2 €]
Her er forventningsverdien sv de enkelte kvadratiske ledd lik p;ame, mens for-
ventningsverdien for dobbeltproduktleddene (tilfeldige milefeil forutsatt) er lik
null, dvs.

{[pee]?}, = [paalng
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For summeuttrykket [ pbe]? gjelder analogt
2 " .
{[pbe]l™}y = [pbbIm§

P& tilsverende mite lar det seg vise at

{[bae][Pba] }M = [pab]m§

Fglgelig
[pvv], = n n& - O« Lpaamd - Gyy[pbblmd - 20,y [pab]md
=nm® - ([paala,, + Lpablagy)md - ([pablayy + [pbblayy )uf
~ S -y
= 1 = 1

At parsntesuttrykkene er lik én, fglger umiddelbert av vektsligningene (side 18.

og 19). Dermed her vi vist at
[pvv]M = nm? - 2mé

I foreliggende tilfelle hadde vi to elementer. I.det generelle tilfelle med e

elementer fas

[pvv]M = nme? - e nd
| | oo Ty
Hvorav Thee

hvor n-e er identisk med antall overbestemmelser. Vi kan fglgelig skrive formelen

for m, pad fglgende mate

me = %r— Lovvly .
Ant,overbest.
Da det er mulig, som vi senere skal vise, & tilbakefgre alle former for utjevning
til elementutjevning, vil denne formel ha generell gyldighet ved utjevning etter
minste kvadraters metode. ,
Dette er den sanne verdi for m,. I praksis kjenner vi ikke [pvv]M’
men mi basere oss pi den verdi som utjevningen resulterer i, nemlig verdien (i det

etterfglgende nyttes tegnene . og - til & symbolisere utjevnede, respektive sanne

verdier)

f - V[ lpwv]

Ant. overbest.

som representerer den gunstigste estimeringsmdte for m,, idet som vist i det fore-

ghende



Derimot kan den fi, -verdi som den enkelte utjevning resulterer i, i stgrre eller
mindre grad avvike fra den korrekte verdis jfr. den empiriske middelfeils for-
delingsfunksjon (elementerkurset, side Lh). ,

For usikkerheten som knytter seg til bestermelsen av Mo ndr sistnewnte

cstimeres som ovenfor, gjelder fglgende tilnermelsesuttrykk

e
fi, - \2e(ant.overbest.)

e
FANS

8. Den utvidede feilforplantningslov.

Gyldigheten av den Gaussiske feilforplantningslov er begrenset til uav-
hengige mdlinger som bare er utsatt for tilfeldige feil. Den utvidede feilfor-
plantningslov derimot dekker ogsd det tilfelle at mélingenc er avhengige av hver-

andre (eller korrelerte som er den vanligste uttrykksméte).

T Vi gdr tilbeke til ligning (9)

Quu = FE%x + O Qyy * PBQzz * 2% Py Oy T 2PxPrixz 29y 9z Qyz
Denne ligning som altsd uttrykker vektskoeffisienten til en vilkdrlig stgrrelse
u som funksjon ev vektskoeffisientene til de variable scm u er funksjon av, har

generell gyldighet, uavhengipg av utjevningsform. Ved innfgring av begrepet sym=-

bolske velktskoeffisienter

SERRAE Qz sy OBV,

ken den lovmessighet som dekker seg bak (9), uttrykkes pd en meget enkel og be-
kvem mdte. Skrevet som ovenfor har de symbolske vektskoeffisienter ingen spesi-
ell, i hvert fall ingen numerisk betydning. Det f&r de fgrst ved multiplikasjon
av to symbolske vektskoeffisienter. Defirisjonsmessig tilleéger vi nemlig de
symbolske vektskoeffisienter fglgende egenskaper:

~ ~

Gy *Qy = Gxx QyeQy = 9yy> Qg *Qy = Qyy 4 0SV.

eller skrevet generelt:

i.Qj = Qij for i 1lik eller forskjellip fra j.
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Ved hjelp av symbolske vektskoeffisienter kan (9) skrives pi fglgende enkle mete:

@5 = {(PXQX + %”yQ’y + 9z Qz }2 = Quy . (ll)

Dette er den utvidede feilforplantningslov som altsé setter oss i stand til & ut-

lede middelfeilen (vektskoeffisienten) til vilkdrlige funksjoner av variable

som det bestdr avhengighet (korrelasjon) mellom. Framgeangsméten blir som f@lger:
1. Fgrst dannes funksjonsforbindelsen
u = f(x, N Z’ -.---n)

2, S8 utledes funksjonens totale differensial

of af of
= g - - +il.ll.
du i dx + ay_dy t sz dz

3. I det totale differensial erstattes alle 4 med Q, og begge sider av

likhetstegnet opphgyes i1 2. potens, dvs.

2 of af af 2
Gy = Guu {“a"};Qx +“5‘Sr"Qy +a—ZQz + .......}
_ ,0f\2 Af\2 of \2 af of of  of af af
= (35 % ('537) Uy + (57782 +257 3, %y Y25 5y % t23 5 Qyz + .

Det er klart at (11) inneberer en utvidelse av den Gaussiske feilforplant
ningslov. Sistnevnte representerer egentlig bare et spesialtilfelle av (11), nemlig
det tilfelle som inntreffer nér semtlige ikke~kvadratiske vektskoeffisienter er 1ik
null, som nettopp betyr at de vgriable stgrrelser i funksjonen u er uavhengig av
hverandre,

(Som allerede nevnt, representerer Qi - skrevet isolert - ikke noen ma-
tematisk stdrrelse. Fgrst ved multiplikasjon av to symbolske vektskoeffisienter
fés stgrrelser som har en numerisk betydning. ULikevel er det tillatt & regne med
de symbclske vekiskoeffisienter som om de var algebraiske stgrrelser. Vi kan med
andre ord anvence de vanlige matematiske regneregler pé& dem, bare med den begrens-
ning at divisjoner og produkter av mer enn to kceffisienter mé unngds.)

Relasjonen mellom den sékalte korrelaéjonskoeffisient som nyttes i den

matematiske statistikk, og vektskoeffisientene er gitt ved:

exax_[ Qy v

T2 0] Vo -Gy

Txy

hvor x og y er de to korrelerte stgrrelsene, mens € som vanlig betyr sann feil.
r kan variere mellom -1 og +1, og antar verdien null for uavhengige milinger, for-

dil summen ev dobbeltproduktene da vil vere 1lik null.
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9. De utjevnede stgrrelsers konfidens.

De numeriske verdier vi kommer fram til for de ulike stgrrelser
som utledes gjennom en utjevning (ptjevningsproblemets egentlige ukjente sa-
vel som ngyaktighetsmdlene), er i en viss betydning tilfeldige, forsavidt som
at en gjentagelse av m&alingene som ligger til grunn for utjevningen, og etter-
fglgende ny utjevning, vil resultere 1 1litt avvikende verdier i forhold til de
fgrste, Spgrsmélet om de utjevnede stgrrelsers konfidens (pdlitelighet) blir
derfor av fundamental betydning.

I det foregdende er vist hvordan ndyaktigheten til de utjevnede
stgrrelser (i betydning av middelfeil) kan bestemmes, og det er klart at de
middelfeil som hermed utledes, gir et visst bilde av konfidensen til de samme
stgrrelser (stor middelfeil betinger liten palitelighet og omvendt), men ikke noe
fullgodt bilde fordi at to middelfeil, like i tallverdi, kan ha vidt forskjellig
matemetisk bakgrunn, avhengig av de to middelfeils faktiske frekvensfunksjoner.

Den mest fullkomne mdte § angi en stgrrelses konfidens pd bestér i,
med utgangspunkt i den verdi som utjevningen har resultert i for stgrrelsen, &

konstruere det sdkaslte konfidensintervall som vedkommende stgrrelses sanne ver—

di vil holde seg innenfor med en gitt matematisk sannsynlighet. Denne pd for-
hénd fikserte sannsynlighet benevnes statistisk sikkerhet og skrives S, mens
¢ =1 - 5, som blir sannsynligheten for at den betraktede stgrrelses sanne ver-

di faller utenfor konfidensintervallet, betegnes som feilslutningssannsynlig-

het (eller signifikanspivi). Problemet med konstruksjon av konfidensintervall i
forbindelse medmiddeltallsutjevning er tidligere behandlet i elementzrkurset

(side 42 og utover). N& er imidlertid forholdet det at gyldigheten av den den—
geng framstilte konfidensteori ikke er begrenset bare til middeltallsutjevning,

men teorien dekker utjevming etter minste kvadraters metode rent generelt, dvs.

den kean uten videre overfgres til de mer avanserte utjevningsmetoder, element-
og korrelatutjevning. Vi ngyer oss derfor her med en rekspitulasjon.

De stgrrelser som det blir spgrsmal om & undersgke konfidensen for,
deler seg naturlig i tc hovedgrupper, nemlig

A. De ukjente som representerer utjevningsproblemets lgsning.

B. DNgyaktighetsangivelsene,

Vi tar fgrst for oss A-gruppen. Generelt gjelder at den matematiske
basis for den numeriske "turnering" av konfidensproblemet, er frekvensfunksjon-
en til den betraktede stgrrelse. Som tidligere vist, utledes de stgrrelser som

sogner til A-grupper, rent generelt gjennom linezre relasjoner av formen
X = 0301 '4'“01202")‘.4-.. +anon

Herav fglger at de ukjente vil vere normalfordelt forutsatt at primarnsterialet
(owene) er det, og dessuten at o-ene er uavhengige stgrrelser. Konfidensestime-

ringen blir fglgelig & basere pd normalfordelingen, og konfidensintervallene blir



4 konstruere pd fglgende méte
0= ted, < T <0+ t-By
eventuelt G -tf, <3 <Q+t-my

avhengig av om middelfeilen som legges til grunn for konstruksjonen, er den

korrekte (sanne) verdi eller om den er estimert gjennom utjevningen.

s. Middelfeilens sanne verdi forutsettes kjent,

I dette tilfelle baseres konfidensestimeringen direkte pé& normal-
fordelingen, og t-ene blir utelukkende avhengip av den valgte feilslutnings—

sannsynlighet, Tabellen gir en oversikt over

o t t-verdiene assosiert med de vanligst nyttede
0,1 % | 3,2905 {(3,0902) feilslutningssannsynligheter (verdiene uten-
0,27" | 3,0000 (2,7821) for parantes refererer seg til dobbeltsidig og
0,5 " | 2,0070 (2,5758) de i perantes til ensidig problemstilling).

1 " 2,5758 (2,3263) Den vanligste bekgrunn for den

2. " | 2,3263 (2,0637) her behandlede problemstilling er at méle-
5 " 139600" (1,6L49) ngyaktigheten foreligger som erfaringsverdi.
10 " | 1,6kk9  (1,2816) Utfgres sf milinger under likeartede beting-

elser som de erfarinsverdien knytter seg til,
m& det vere tillatt & regne med samme ngyaktighet. I preksis er imidiertid den
langt hyppigste problemstilling den at observasjonsngyaktigheten utledes péd ba-

sis av observasjonsmaterialet gjennom selve utjevningen.

b. Middelfeilen utledés gjennom utjevningen.

Her blir konfidensestimeringen & basere paé frekvensfunksjonen til
st@grrelsen t = g%},hvor telleren (den sanne feil p& u) er normalfordelt, mens
nevneren (den estimerte verdi for middelfeilen til u) er m-fordelt, Den av dis-
se to fordelinger resulterende fordeling for t blir den sdkalte t-fordeling.
Til forskjell fra a-tilfellet vil t-verdiene (som tas ut av beregnede tabell-
verk med o og f som argumenter) denne gang, foruten av den valgte o, ogss ave

henge av antell frihetsgrader f.

c. Konfidengen til empiriske middelfeil.

Konstruksjonen av konfidensintervall for ndysktighetsangivelsene

skjer p& fglgende mé&ie
Qn'fﬂ<ﬁ<q?5 i
hvor den numeriske beregning ev g-~ene (n stdr for nedre og & for gvre) blir &

basere pd m-fordelingen. g-ene (det foreligger tabellverk over disse) blir funk-

sjoner sv sével den valgte verdi for o som av antell frihetsgrader.
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10, Det, fullstendige eliminasjonsskjena

ved elementutjevning.

— a vi tidligere behandlet opplesning av  normalligningers, forut-
; uatte.yl at_elencntene skulle finnes ved suksessiv innsetting i sluttligningene,
idet den siste sluttligning innecholder barc ett element, den nest siste to ele-
menter,osv.
Vi skal i det etterfolgende vise at det er nmulig & erstatte denne
noe ubekvemme; indirekte fr;mgangsméten rned en direkte metodey som bringer oss
samtlige clementer utregnet,sf & si pa ett brett. Videre er det mulig 4 kom-
binere opplesningen med utlﬁdniﬁg av Teilkvadratsummen og likeledes vektskoef-
fisientene til vilka&rlige funksjoner av de utjevnede elementer, herunder ogsa
vektskoeffisientene til elementenc selv.
Vi skal vise hvordan dette foregir ved et .eksempel. Vi tar vart

utgangspunkt i felgende normalligningssysten med tre ukjente

[paalx + [pably + [paclz + [paf] = o
hﬂﬂx+{ﬁmﬂy+[pm}z+[ﬂﬁ]=c
- ~ [paclx + [pbely + [peclz + [pef] = o

Den funksjonen av utjevnede elementer som vi segker middelfeilen

‘tily er:
440 P L o= ul
u=u o+ X gpnyq)zu u o+ Au
P& side 31 fdlger det fullstendige eliminasjonsskjema for oppigsning
av Nl-gystemet ovenfor. K

I det etterfglgende skal vi vise at de stgrrelsene son vi kommer fram

£il i hovedresultatlinjen i det fullstendige eliminasjonsskjema (umiddelbart

etter [va]) er identisk med de sgkte elementer. Vi tar vart utgangspunkt i

sluttligningssystemet som eliminasjonsprosedyren resulterer i, nemlig:

aalx + [pably + [paclz + [paf] = o
paa | L
[vbb.l ]y + [pbe.llz + [pbrl] = o

[pce.2]z + [pef.2]

]
o

Dette system av sluttligninger gir felgende verdier for elementene:

_ [pef.2 ] _ [pbf.l ] N [pbe.1] [pef.2:
- pce.2 | 4 | pbb.l ] [pbb.1] |pcc.2

. [paf] (pab] [obf1] | [pac] [pef-2]  [peb] [pbe.l] [pef.2
°8 X = = Tpee] * [waz] Tpbbel | 7 Tpea] Tpec2] 7 [pac] {“_prb I {L‘Tpuc 2
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l.n.l. ’
| | [ese] | [s0] | [oar] ) o 1o | a | o8
2.n.1, | [pbd] [pbe] [pdE] o 1 0 9, 5,
2, | 2y[pev] | £ [pac] £ [pat] £ 0 0 fl'?x .8,
2.s.1, | [pbb.1] | [pbe.1] | [pve.1] £, 1 o |91 S,-1
3.n,1 [pcc] [pcf] o) ) 1 9, S3
£, fz[pac] fz[paf] f, 0 ° 9. féSl
f, [F.|lpbc.l| f_|pbf.l £ f f f.o .1 f.5,.1
5 [fsleve.1] f5lppr.1] 311 31 % |Ts%y 3%2
i N
5.8.1. | [pcc.2] | [pef.2] £,08 8, £ j 19 .2 8.2
!
Fingert n.l. [pff] o o] o o} 54=[pfs]
£4) Tyleat] fy o o [Ta% 1,5,
t | £ [por. £ £ f ¢ .1 £.S,.1
5| foleve.1] 175 5 ° 's% 52
feitglpet.2] £fa+ 11,05 | T,00 | T (€59 .2 | 1.8,.2
hovedresu{?atlane [pff.}] f4+flf5+f2f6+ f5+f3f6 f6 Au 84.3
= [pvv] f1f3f6 = X =y =2
f7 f7 o} o}
f8 flf8 f8 o}
f £ T_f
of Tofo*fifsTg | TsTg | Ty
- Qxx - Qxy _sz
£ f
P = lpab— £ {pac[ i pbc.l_ 1o 1o
= oo ’ E ’ T - fr
1 paa; 2 paa 3 lpbb.l: fll f3f11 fll
. ;paf 1 . lpbf.l‘ ~ lpcf.e | : —
f, = paa | oty o= pbo. 1’6 =7 pce.2 - ny Syz
f f +£ f
1 1 “27 1 T f
f7 - paal Ig == [pbb.ll’f9 = [pcc.?] 12 412
T -Q
1 3 1 zZ
f - f 2 - f T — .
107 [pbb.1]"" 2277 [pec.2]" 127" [peo.2] 1t o
P ¢ .1 @Z.Z 13 713 'x
o == . F :—-T_E——— I :
13 |[paa] 714 [pbb.1]""15  [pcc.2] £14 |T14%01
£15 1159,-2
—Q,'
uu
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¥

Av skjemaet ser vi at z = fz = - %%ﬁé%%%, dvs., péstenden stemmer for elementet
z's vedkommende. Vi har videre sati:

. bf.l [pbe.1] [pef2]
y =I5 + fgfs = - {gbbq} * Lgbb'l} Lgcc'zj

dvs. pdstanden stemmer ogsd for elementet y's vedkormende, Ved innsetting i
x=&+fﬁr+Q%+&ﬁﬁgﬁmav1md%smmoméﬂtﬂ&nemrﬂ&
mentet x. P2 samme mdte lar det seg bevise at stgrrelsen som vi kommer fram til
i nest siste kolonne i hovedresultetlinjen, er lik Au, dvs. lik det tillegget
som overf¢rer den tilnmrmede verdi av funksjonen u til den endelige, utjevnede

verdi, med andre ord

Ved & fortsette skjemaet videre finnes ogsé de kvadratiske og ikke-
kvadretiske vektskoeffisienter til elementene, og til slutt f&s vektskoeffisienten
til funksjonen u. Det blir bare den forskjell i regningen et det for utledningen av
vektskoeffisiegtenerikke blir spgrsmdl om innfgring av normalligninger i fgrste lin-

je for hvert nytt avsnitt.

Hve de enkelte stgrrelsene i skjemaset angdr, er det & bemerke at Sl,

S, og Sy 1nkluderer samtlige koefflslenter som befinner seg til venstre for dem.

Vi md spesielt vere oppmerksomme pé dette forhold for S's og S4s vedkommende, for-
di at vi ved innfgringen av 2. og 3. normalligning ikke tar med koeffisientene
foran de kvadratiske ledd, men disse koeffisientene md altsd likevel medtas i
summeleddene, '

Som det framgdr av eliminasjonsskjemaet, fAr vi ikke suzmekontroll pd
utledningen av vektskoeffisientene. Kontroll pé riktig beregning av vektskoef-
fisientene til elementene f&s ved & regne ut elemtene indirekte gjennom den ube~-

stemte opplgsning av NL-systemet

- [paf]Qxx - [be]Qxy - [pCf}sz

b
1

)
it

- [patia,y - [pbflayy - Lpeflay.

= = [Paf}sz - [be]Qyz - [PCf]sz

N
|

Vi skal da komme fram til de semme verdier for elementene som den direkte opp-
lgsning av NL-systemet har gitt.

Ellers er det & merke seg at det ikke er vanlig samtidig & foreta be-
regning av vektskoeffisientene til elementene og til funksjoner av samme, Inte¥es-
serer bare vektskoeffisientene til et lite antall funksjoner, mens vektskéeffi-
sientene til elementene er uten - interesse, slgyfes beregniﬁgen av de siste,

Det vanligste er imidlertid et middelfeilen til elementene er av interesse, slik at
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vektskoeffisientene til dem méd utregnes i alle fall, Dersom det siste er til-
felle, er det mest hensiktsmessig i eliminasjonsskjemeet & slgyfe utledningen
av vektskoeffisientene til mulige funksjoner av elementene, og isteden utlzde
disse pd grunnlag av vektskoeffisientene til elementene ved hjelp ev den tid-

ligere oppstilte utvidede feilforplantningslov

Qu = ((PxQx + Pyldy T 9zQ .....)2

11. Oversikt over elementutjevning.

Til 1gsning av et problem, som inneholder e ukjente, foreligger ob-
servasjonsrekken 01, Ops «v....,0, med vektene D1y Dos .....s Dp Gangen i ut-

Jevningsregningen blir som fglger:

1. Valg av elementer.
2. Oppstilling av de sé&kalte observesjonsligninger

o = Fl(X, Y, Z, -oanc)
som ved tilfgyelse av utjevningskorreksjon antar formen

‘ o] + vy =Fi(X, ¥, Z, veuus)

3. Oppstilling av feilligningene som framkommer ved linearisering av observa-
sjonsligningene, Det foregdr pd den méten at vi 1 observasjonsligningene
innfgrer tilnsrmede verdier x°, y°, z°, ... for elementene og foretar en
Tayloreutvikling, Oppstillingen av feilligningene foregdr i tre trinn,

nemlig:

a) Valg av tilngrmede verdier for elementene,

Hertil er bl.a. det & si, at det av hensyn til regnengysktigheten
er gunstig at de provisoriske verdier er sd gode at tilleggene eller forbed-
ringene blir smé stgrrelser. Et moment som ytterligere trekker i samme retw
ning, er neglisjeringen av alle ledd av 2. og hgyere orden i Taylorutvikling-
en ved overgangen fra observasjons- til feilligninger, Berettigelsen av denne
framgengméten bygger nettopp pd at de provisoriske verdier for elementene er
s& gode at tilleggene blir s& smd stgrrelser at virkningen av de neglisjerte
ledd kan settes ut av betrakning, (Dersom observasjonsligningene er lineszre,
er det strengt tatt ikke ngdvendig & innfgre tilngrmede verdier for element-—
ene. Av regnetekniske grunner vil det likevel ogsd i slike tilfeller vare
fordelektig & gjigre det. Det skyldes hensynet til regnengyaktigheten. Artar
nemlig elementene store verdier, mi semtlige beregningstransaksjoner i for-
bindelse med utjevningen utfgres med et uforholdsmessig stort antall siffer

for & f4 elementene bestemt med tilstrekkelig ngysktighet.,)



b) Utregning ev koeffisientene i feilligningene

ar. oFy oF;
a; = HEL, bi = - ;3 Ct = 08V,

ox aY 0

[aN]
-

Feilligningskoeffisientene krever ikke stor ngyaktighet, ofte vil de

kunne regnes med regnestav,

c) Utregning av konstantleddene:

i

fi iFI'(XO’ yO,ZO, ..o..)'O;'
Konstantleddene mé regnes ut med stor ngyaktighet.

4, 84 felger danni.agen av normalligningssystemet, som m& foretas med summe-
kontroll. Av regnetekniske grunner er det fordelaktig —for danningen av
normalligningssystemet— & omforme feilligningene slik at de nye feillig-
ningene far vekten 1. Det foregir pa den mlten at vi multipliserer koef-
fisientene i feilligningene og likesd konstantleddene med kvadratroten av

feilligningenes vekter:

. © Vekt
Opprinnelig feilligning: v, = a.x + biy +coz + fi : P,
i
Transformert n v o= a,V5;x+biV§iy+c,¥§{z+{ﬁ'ﬁ 1
f ! I

{

Riktigheten av transformeringen innses derved at begge feillig-

ningene gir samme bidrag til normalligningssystemet.

Danningen av normalligninger foregar i felgende skjema:

i f
Feilligning a b _ . ¢ - . v
nr. ;
X = '}F - Z =
ai bl C1 fl 81 P1 Vi
L s | v SN R I
2 a2 b2 cg | D2 S2 P2 V2
2! a3 b3 c3 £3 s7 1
|
0SVa

I skjemaet representerer de merkede sterrelser de transformerte
feilligningers; og det er av disse at normalligningssystemet skal dannes.

Da det knytter seg s&dvidt stor usikkerhet til fikseringen av vek-
tene, er det tilstrekkelig & uttrykke den ned to siffers eller endog ned

ett siffers neyaktighet.
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5. S& fglger opplgsningen av normalligningssystemet, som ogsd mad foretas med
summekontroll, Herunder utledes ogsd feilkvadratsummen pd grunnleg av [ pff],

t
idet vi har [pvv] = [pff+e], hvor e er antall elementer.

6. Beregning av [pvv] p& grunnlag av feilligningssystemet. Ved denne bereg-
ning brukes de umerkede ligninger i det oppstilte feilligningsskjema. Der-
etter dannes [pvv],og denne verdi m& stemme overens innenfor regnensyak-
tigheten med den verdien for [pvv] som vi fikk ved epplesningen av nor-~

malligningssystemet.

T. Beregning av [pvv] pd grunnlag av observasjonsligningene, Denne verdi for
' [pvv] m8 stemme overens med de tidligere utledede verdier for [pvv].

Dette er den sdékalte sluttkontroll. Dersom ogsd denne stemmer, har vi sik-

kerhet for at utjevningen er riktig utfgrt. I praksis slgyfes ofte pkt. 6,

idet en anser det for kontroll god nok dersom [pvv] etter T stemmer overens
med [pvv]etter 5, Beregning av [ pvv] pé basis av feilligningssystemet foree
tas da bare i tilfelle av at disse to verdier ikke stemmer overens (for & f&

fastslétt hvor feilen ligger).

8. Dersom vi har bruk for vektskoeffisientene til elementene, mi disse ut-
ledes 1 tilknytning til opplesningen av normalligningssystemet. Riktig-
heten av utregningen av vektskoeffisientene kontrolleres ved

= - ,1 - Q —-. A
x = -[parlq - [po£]q - [pef]a
= -[pafr]q - [pbf - [per]
y = -[pafle - [pbfle - [pefiq
— T - - 1c
z = -[patle - [woflq - [peflo,
9., Middelfeilen pa vektsenheten er gitt ved:
[EVV-]

m = 1"!
o] n-¢

lo. Deretter finnes middelfeilen til elementene:



Kapitel II,
KORRELATUTJEVNING, STRVDRD PROBLEM L

1. Betingelsesligninger,

Problemstillingen er den samme som ved elementutjevning. Til lgsning
'av et problem, som omfatter e ukjente, er det foretatt n milinger. For n = e
vil oppgaven bestd i & 1lgse et ligningssystem som inneholder like sé mange u~
kjente som ligninger. For n > e blir ligningssystemet overbestemt, dvs. vi har
flere ligninger enn ukjente. Forutsetningen for at de overskytende ligninger
skal "g&" semmen med de andre, er at de oppfyller visse betingelser, dvs. for
hver enkelt overskytende'méling vil det vere mulig & stille opp en betingelses=
ligning. For r overskytende milinger f8r vi f@lgende system av betingelsesligr

ninger:
F1(01 9 02 9 esreve 9 Dn)'—'-' O
F2(01 L] 02 bl 0 5 0 9 On) = 0
Fr(Ol 1 02 9 & e o b} On> = O

Det blir like mange betingelsesligninger som antall overskytende

mdlinger. Forbindelsen mellom r , n og e er gitt ved:

Vi skal senere behandle spsrsmdlet om oppstillingen av betingelses-
ligningene. Forelepig neyer vi oss med & belyse problemet ved et eksempel:
Vi tenker oss at vi i en plan trekant har mdlt alle tre vinklene a » B 0g vy .

Det foreligger da én overskytende mdling, og vi kan stille opp en betingelses-

ligning som far formen:
@+ 8 +y-200% =0

Betingelsesligningene er rent teoretiske ligninger som ville ha
vert oppfylt dersom mdlingene hadde vert feilfrie. P& grunn av mdlefeil vil
systemet av betingelsesligninger ikke vere tilfredsstilt ndr vi setter inn de
médlte verdier for O, 5 Og 9 ecees s O & For & f& tilfredsstilt betingelses-~

n
ligningene md vi tilfeye korreksjoner til mAdleverdiene, slik at vi fir:



]
(e}

F (o +v o_+v cesese o +v
r(11’22’ ’nn)

Vi foretar s& en rekkeutvikling i samsvar med Taylors formel, hvor-

ved ligningssystemet bringes pa linesr form:

apl 65; oF
B (o o} ceaes + = V + 77—V, + 4ueseas * v o=
1( 1 7 g ? ’ On) do 1 8o 2 3o n °
1 2 . n
aE; 6?; BFE
F o] o] s a8 e + Vv -V + R + - v =
2( 1 P e > 9 ) do 1 do 2 30 n ©
1 2
. L . L] ] (2 L[] L] * » » . o . L] ® - . . [ .
( ) BFr oF BE}
F (o o) oo o + v o+ v o+ ...+ v o=
A T A B ? h ) 1 602 2 6on n 0

Vi innferer forkortcde betegnelser for de forskjellige steorrelsene

som oppirer her.: i] @,E}ég ) X = ht
8. Vit 85Vy + ... + 8pVp+ W = O0,eller skrevet pd komprimert form:lav]+w, = o
byvi+ bavy + ... + bVt Wy = 0, " " b " afov] 4w, = o

' (1)
PIVL+ TpVy + wuu + T Vp+ Wy = 0, " " " " Jrv]twr = e

Dette er de sdkalte lineariserte betingelsesligninger. Vi kommer

i det etterfslgende til & bruke betegnelsen betingelsesligninger bade om de
opprinnelige og linecariserte betingelsesligninger., Bare i de tilfellé hvor
det kan vere av betydning & holde dem fra hverandre, kommer vi—-til & bruke de
fullstendige betcgnelser., Sterreclsene w kalles motsigelsenevi betingelses~
ligningene,o0g er altsa 1ik det avviket fra null som fis ndr de observerte

verdier settes inn i1 de epprinnelige betingelsesligninger, dvs.

w, =Fi(ol s ©

2 3 LI ] b On)

2. Overgang til normalligninger.

T systemet av lineariserte betingelsesligninger opptrer n ukjentes
nemlig de n korreksjoner, P34 den annen side foreligger r ligninger, dvs.
ligningssystemet er underbestemt. Ved & trekke inn prinsippet som ligger til

grunn for m.k.m.y; nemlig [pvv] = min.; skaffer vi oss de n - r manglende
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ligninger. Vi blir med andre ord stilt overfor oppgaven & gjgre [pvv] til mini-
mur, men sambtidig skal v-ene oppfylle betingelsesligningene (1) . Den mate-
metiske betegnelse pad den oppgaven & finne minimumsverdien av en funksjon ndr
funksjonens verieble samtidig skal oppfylle visse betingelsesligninger, er: eks-

tremaloppgave med tilleggskrav, Vi har tidligere i elementerkurset under "ut-

jevning av sluttfeil” allerede behandlet lgsningen av dette matematiske problem.
Igsningen som skriver seg fra den store italiensk-franske matematiker Lagrange,
gdr ut pé at hver av betingelsesligningene skal multipliseres med de forelgpig
ubestemte faktorene - 2k , = 2k , cocee - 2k_, hvoretter det hele adderes til [pvv].

4 3

Derved fis den sdkalte hovedfunksjon. Stgrrelsene k gir under navn av Lagrange-

ske multiplikatorer eller korrelater {den siste betegnelse nyttes i utjevnings-

regningen), Vi betegner hovedfunksjonen med H og har altsa:

H= [pvv] - 2k;(a1v1 TV, toec... tBV Wl)
"2k (bv +bV +oc'u. +bV +W)
2 1 1 2 nn 2

“2%k (r v + TV + vevee + TV + W)
r 11 2 2 nn

Egcentlig stldr her ikke noe annet cnn H = [pvv], fordi hvert enkelt

av tilleggsleddenc ifolge (1) er 1ik null. Minimumsverdien av H finnes pa

vanlig m3te ved & differensiere  partielt med hensyn til samtlige variable

og sette alle partielt deriverte 1ik null:

H
I

_L—=2 -2 & "2‘. "-ac-o"'h =
ﬁvl p1v1 kial lr2b1 ékrr1 ©
3H ' _
= "278" "'n'l-b = eerv e "2kr =
GVé 2p2v§ kl 2 cfz 2 r 2 © (2)
OH

I
@)

=2pv -2ka -2kb - ..... -2k
n n i 2 n rn

Vi har nd8 like mange ligninger som ukjente. Antali ukjente er de n korrek-
sjonene v og de r korrelatene k . P4 den annen side har vi de r betingelses-
ligninger (1) og de n ekstremalbetingelsesligninger (2), Av  ligningene
(2) ris:



_

vy o= %i— ky + — ks + o0 = kr a4 by Cy
) T2

v =‘__"k +-_—k + o cssan +_"'_k a b c

TR EEEEERE R I N A B R I I AL A A AL »e e . e
a bn r

v :’n—kl +—““‘"k2+Jo.-- +.—nk :an bﬂ cn

n Pn Pn Pp T

Disse ligninger g&r under navn av korrelatligninger. Av disse kan v-ene finnes

ndr korrelatene er kjent. For & komme over til normalligninger multipliserer
vi korreletligningene i tur og orden med a;, 854 seseey8y OB danner [av].
Vi adderer w, til pé& begge sider og far , idet vi forutsetter 3 betingelseslig-

ninger:

lav] + w = [%@‘]1{1 [ ]kz + [%9“’]1(3 + W =0

fordi [av] + w, ifglge 1. betingelsesligning er lik null. Dette cr den fgrste
normalligning, Multipliserer vi deretter med b1, bgy «ec.ey by oOg Ciy Cao

teseses Cps fremkommer to nye normelligninger, slik at vi fér normallignings=-

systemet: ' Get * K = —¢
; AN
[aa]kl + [ ]Kz L kg +wm = o S Jee T U g
(22 + [P, + [P + w5 = 0
P b
[%C‘:‘Jki [bc]kz [Cc]k's + Wy =0

Dette ligningssystemet har semme oppbygning som normelligningene ved elementut-

jevning, bare med den forskjell at vekténe ved korrelatutjevning opptrer i nev-

nernpe, _
P4 semme mite som ved elementutjevning, fis regnekontroll pé danningen

av normelligninger ved hjelp av summen av koeffisientene i betingelses ligningene.
Vi setter:

b a1 by | ¢
+ +¢ =8 — —_ ) =
34 1 L L ~ N o
a
2 2 2
&g + by + cp = Sy g " -5—
® e " S 8 4 ® & 2 0 0% PV S é‘- ‘lb. . 8
a, + b, + ¢, = S, ijﬂ— r 5'3— 5’-’-—
n + Pn n




og har da at:

[Eﬁ. [ ] ] [ ](Ved multiplisering med %w&plonnen oF summering)
[ [ ] = [bg1 (" " u }—;-—kolonnen " ")
p Py
a n C _ n 1
[ [ bey | [99_] _ [25. (" " - kolonnen )

Vi legger merke til at betingelsesligningenes konstantledd ikke inngédr i s-eney
og heller ikke inngdr normalligningenes konstantledd i summekontrsllen,

Av normalligningssystemet finnes korrelatene og deretter v-ene av
korrelatligningene. Med disse v-ene korrigeres sa de utferte observasjoner;
og P4 grunnlag av disse utjevnede verdier for observasjonene foretas bereg-
ning av det storrelseskompleks som mdlingene tar sikte pad & bestemme, hvorved

utjevningsoppgaven er lgst.

3. Generelle regler for oppstilling av betingelsesligninger.

En feil 1 oppstillingen av betingelsesligningene med hensyn til antall
eller "innhold" fgrer - som vi skal komme nzrmere inn p& - enten til at utjevn-
ingen "blokkeres" (ubestemte verdier for korrelatene) eller til forfalskning av
utjevningsresultatet. De mest nerliggende feilmuligheter bestdr i & operere med
feilaktig entall betingelsesligninger eller & stille opp betingelsesligninger
som er linezrt svhengig av hverandre.

Den oppstillingsprosedyre som innebzrer maksimal sikring mot feil av
nevnte kategorier, bestir i

1, Avsetting av de gitte stgrrelser (dersom slike forekommer).

2. Avsetting sv si mange milte stgrrelser som ngdvendig for oppgavens
lgsning. (Antall overbestemmelser og dermed antall betingelseslign-
inger blir da identisk med antall tiloversblevne mdlinger.)

3. Avsetting av de resterende mdlinger, én etter én, med oppstilling
av den tilhgrende betingelsesligning umiddelbart etter avsettingen
av hver enkelt overskytende méiing. Oppstillingen skal basere seg
pé de til enhver tid avsatte stgrrelser. |

Det er altsd av avgjgrende betydning at systemet av betingelsesligning~
er er korrekt bdde med hensyn til antall o~ "innhold". Hva det siste angdr, md
en spesielt ha oppmerksomheten rettet mot
& unngd avhengige ligninger. Vi skal be-
lyse dette med et eksempel. Figuren fore-
stiller et nivellementsnett basert pd de
hgydegitte punkter A og B samt 5 niveller-
te hgydeforskjeller (pilene angir stig-
ningsretningen). Vi har 3 overbestemmelser

og de 3 betingelsesligninger kan stilles
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opp pa ulike mdter, bade korrekt og feilaktig., Nedenfor fglger et korrekt og et
feilaktig system

korrekt system feilaktig system
hy - by - hy = 0 hy - hg - h, = o
hy - g + hy = 0 n, - hg + hy = o
Hy + hy - hy = Hy h, - hg + hy - hy = o0

De to fgrste ligninger er de samme 1 begge tilfeller, utformet som polygon-

eller slgyfeligninger. I det feilaktige system er den 3. ligning feilaktig, og
feilen bestdr i at den er lineszrt avhengig av de to fgrste. Den er nemlig utformet
som polygonligning (i hovedpolygonen), og blir derfor en fglge av de to fgrste,
dvs, den bringer ikke noe nytt inn i "bildet” (i det korrekte system er den 3,
ligning utformet som dragligning).

Under alle omstendigheter disponeres atskillig "frihet" med hensyn til
valg av betingelsesligninger. Malsettingen her bgr vere & oppnéd betingelseslig-
ninger som inneholder fzrrest mulig ledd. ,

Hva blir s8 konsekvensene av feil ved betingelsesligningene og hvordan
gir de seg til kjenne? Vi betrskter fglgende 3 feilmuligheter,

&. Korrekt antall betingelsesligninger, men én ligning er linezrt av-

hengig av de andre.

b. For mange betingelsesligninger. I tilegg til et korrekt system
kommer &n overtallig betingelsesligning som fglgelig m& bli line=zrt
avhengig av de sandre,

c. For f& betingelsesligninger.

De to fgrste tilfellene ytrer seg pd samme méte. Vi fér et Nl-system
med like mange ukjente som ligninger, men i begge tilfeller blir én av NL-ligning-
ene linezrt avhengig av de andre, dvs. de resulterer i ubestemte verdier for korre-
latene, noe som manifesterer seg pd den mate at det 1 en bestemt fase av opplgs-
ningsprosedyren vil forekomme en null med null-divisjon. Dette inntreffer i hoved=~
resultatlinjen ved danningen av den multiplikasjonsfektor som er tilordnet siste
sluttligning. Her vil nemlig den reduserte kvadratiske koef. og den reduserte
konstantleddkééf, begge ants verdien null, For et system bestdende av 3 NL vil

vi i siste sluttlipning ha

%faej =.0 og likes& Wz2 =0

Hva c-tilfellet angdr, vil ikke den begdtte feil manifestere seg under
selve utjevningsregningen, Feilen vil fgrst gi seg til kjenne etter utjevnings-~
' prosedyrens avslutning ved den endelipe beregning av stgrrelseskomplekset, hvis
bestemmelse er utjevningens egentlige formdl., Det vil da konstateres indre mot-
sigelser innen stgrrelseskomplekset , nettopp som fglge av den (eller de) nepgli-

sjerte betingelsesligning(er).
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L, Tilbakefgring av korrelatutjevning til elementut jevning.

Vi skal nd vise at det er mulig & overfgre en korrelatutjevning
til elementutjevning.

Denne overfgring skjer pd den miten at vi i de r betingelseslig-
ninger velger ut et antall v-er til elementer. Dette antall md vere lik antall
ukjente, med andre ord 1lik e, Vi lgser sd betingelsesligningene med hensyn til
de n-e resterende v-er. De derved framkomne ligninger, sammen med de ligninger
som uttrykker identitet mellom visse v-er og elementene, representerer et kom-

plett system av feilligninger,

Eksempel: n =5 og ¥ = 2

av + a +av +av +av +WwW =0
1 2 4 3 1
bv +bv +4bv +bv +bv +w =0

Med utgangspunkt i relasjonen n-e=r finner vi i det foreliggende tilfelle
¢ 1lik 3 5 dvs. vi md velge 3 av v~ene til elementer. Vi velger VE y vV, 08 v5
og kaller dem x 5 v og 2 » Vi lgser s de to betingelsesligninger med hen-

2 Q
syn e v, og v, og far:

v =a’x + b’y +c’z + f
1 1 1 1 1
v =a’x + b’y +c’z + f
2 2 2 2 2
som samrmen med:
v = X
3
v =
4 Yy
v = z

utgjer et komplett system av feilligninger.

De to utjevningsarter- element- og korrelatutjevning atskiller seg
med andre ord bare med hensyn til regnematen. Vi skal senere komme inn pi
sporsmdlet om hvilke av de to ut jevningsmetoder som ber velges ndr vi star
overfor et konkret utjevningsproblem. Utjevningsresultatet blir det samne i
begge tilfeller,men regnearbeidet kan differere atskillig, avhengig av

forholdene i det enkelte tilfelle.

5, Middelfeilen pd vcktsenheten.

Da korrelatutjevning kan feres tilbake til glementutjevningy kan

vi uten videre bruke den tidligere formel fer middelfeilen pa vektsenheténs
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som ble utledet under elementutjevning:

Lpvy | [ pvv ]
mo = \; s = \
s Dl r

Vi skal s& vise hvordan vi ken utlede [pvv], Vi tar virt utgangspunkt i

korrelatligningene:
aj by Cj
v = D Ky + o 1(2 + T k5 PV
I fad| &

Vi multipliserer med p;v;,summerer og fér:
[pvv? = Eav1k1 + [bv?k2 + ECV?kﬁ
Her er[av],[bv}og [ev] ifglge betingelsesligningene lik -w; , -wp 0g ~Ws
(se (1)), dvs.:
[pvv} = - W kg - Woky - Wzkz = - [wk]

Innfgres her for k-ene de verdiene som normalligningssystemet gir, Par vi en

tilsvarende formel som ved elementutjevning:

W (“E 1) (m% .2)2
[pvv] = + + +oraes

a8 bb
(22 ] 5 -ed

Av denne formel gar det fram at vi kan utlede [pvv] gjennon epplesning av
normalligningssystemet, idet vi til de r normalligninger foyer folgende fin-
gerte normalligning:

w k + wk 4+ wlk + =
171 2z 35 o =0

og behandler denne ligning etter samme mekaniske eliminasjonsregler som
gjelder for de svrige normalligninger.
Bndelig bestidr den mulighet & utlede [pvv] ved & regne ut de en-

kelte v-er ved ajelp av korrelatligningene.

Stemmer disse to uttrykkene for [pvv)] overens, har vi sikkerhet
for at hele utjevningsregningen fra og med danningen av normaliigningene til
og med utledningen av v-ene, er riktig utfert. Det eneste ledd i regningen
som fremdeles kan vere beheftet med feil, er lineariseringen av de opprinne-
lige betingelsesligninger, med andre erd utviklingen av de siste etter

Taylors formel. Vi skaffer ess kontroll pd denne regnetransaksjonen ved den

sikalte sluttpreve, som bestdr i & sette inn de korrigerte cbservasjoner i de

epprinnelige betirgelsesligningers og disse méd da vere tilfredsstilt innenfor

regneneyaktigheten. (Men fremdeles bestdr den mulighet at selve betingelseslignings-

systemet er feilaktig., kEn slik feil vil fgrst manifistere seg ved den endelige
beregning av stgrrelseskomplekset, idet en da konstaterer at det etter ut jevo-

ingen fremdeles opptrer motsigelser.) e~
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6, Middelfeilen pd funksjoner av utjevnede ebservasjoner.

Vi setter oss nad til 9ppgave & utlede middelfeilen til folgende

vilkédrlige funksjon av utjevnede mdlingers:

u = o + v v ere o 0 + v
@(1 L 9% TV, > O, )
o 99 62
= QL0 . . 0 + v + = v + .. + v
o 1 ? %% e n> do 1 Go 2 tee 3o 'n
i n
=(<P(O s O $ se s e ’O)+ t v + t v + e + t v '
1 2 11 2 n ny
T
{tvi
”“.loﬂ-Au_

idet vi har innfert som betegnelse for de rartielle differensialkvotienter.

9% _ 4.

'do;
Da feilforplantningsloven bare kan brukes fer uavhengige sterrel- .
sery ma ¥i her,pd samme mite sem ved behandlingen av det tilsvarende‘ﬁribismwﬁﬁ_s;
under clementutjevning, seke & framstillé funksjonen u som funksjon av de opp-
rinnelige-mdlinger O 7 O, 3 sevee 3 O som her representerer de‘uavhengige

2
sterrelser. Vi tar vart utgangspunkt i korrelatligningene:

a, b, c,
Vv =—%k +—k 4 —k +
. P. 1 p. 2 p s

Vi multipliserer med t, , summerer og fir:
1

[tv]

at bt ct
(S, + [50x, + (5K,

dvs, u

1l
)
—

C

t bt ct
) Oy 9 evesr on) +[é§iki+[jalk2+[ﬁﬁﬂk3

Det gjelder s& her & f4 k-ene uttrykt ved de opprinnelige observasjoner. -

Det oppnéar vi ved & gd& ut fra normalligningssystemet:

(28] rab rach L.

L P _vki + 1 D ]kz + 1 T ]K:S + WI_ = 0 q‘]_

abj bb- rbeq )

[ p_}kl + [ pj]:s.z + L l;‘ ‘gk;j hind »,;2 = O qg
C bc ce

[ p]l‘i + [——:’k.?, [—E}k + w3 = 0 q_})

I dette ligningssystem opptrer de uavhengi' observerte stgrrelser, o-ene,i kon-
stantleddene, idet vi har
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Vi mé& derfor te sikte pd & f& uttrykt k-ene som funksjoner av w-ene, og det opp-
nés ved &4 slé inn pd ubestemte koeffisienters metode, idet vi multipliserer nor-
nalligningssystemet ef%er tur med de forelgpig ubestemte koeffisienter Qi Q9o o0g Gy
og edderer produktene (som alle har verdien null) til p& hgyre side av siste lig-

ning for u. -Vi fér da:

v CP(01 7 O v e On) - 4% * G 4 ¥
e (5 ¢ (e, + [50e, + (500,
s {12q, ¢ (B, + [22q, + (B
+ ([B8q, + [Bq, + [Se, + [k,

Vi forlanger né at g-ene skal velges pi en slik m&te at alle {}—uttrykk blir

nullyog har dermed oppnddd vAr hensikt & f& funksjonen u uttrykt som funksjon

av w-ene,; idet u da gir over til:

Vi disponerer nd de 3 frihetsgradene som innfgringen av de 3 ubestemte

koeffisienter betinger, til & forlange at samtlige { }-uttrykk skal anta verdien
null, m.8.0.

no b acy aty _

[Fha, + Iy, + (e, + [ -

ab bb bec bt N
ey + [ple, + [l + [5T =0 3)
ac be ccH rct

[la, + [Fla, + [ngqz +[F1 =0

Vi har dermed oppnddd var hensikt, nemlig § f3 funksjonen u uttrykt ved w-ene,
idet u néd gdr over til '

w = ¢{o 0 s + w oo+ g w o+ W
9(1’29 y 0 ) q 4, W, Qs Vo

Vi inpfigrer’ her for w-ene og fir:

u=cp(01,02 9v~90n >+q1FJ.(Ol’Of£9“'9On )+q2F2(01’029°“?On )+q3F5(019027---90n)

o3

Det har dermed lykkes ess & tilbakefeore u til en funksjon av de
mélte storrelsenc. Vi kan nd uten videre anvende feilforplantningsloven, idet

vi ferst bringer u pd linesr form. Herunder-tas hensyn til at

SR oF oF
o -t = 1 a 2 _ b 08 = = c

Q2
O
l_.
Q.
O
@
Q
o
O
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hvorved fés:

™M
1
=2
(@]
+
ot
M
+

R T 2 & + J &8 E  t aeess * a €
u 11 22 non Q8% R 42, %

=+ b P b e
+ q b e q2252+ q

+ a + b + > + + + b_+ S
(+ a2+ qyzjg T qu;)e
...... S \—‘_________\_"’__..—»-—-——'—""

—— e
r r
1 2

F¥lpelig:

it

ne m§[¥§i

Vi skal se litt nmrmere pa uttrykket [?ﬁ{ , idet vi tar vArt utgangspunkt i

det generelle uttrykk for r :

l ri ai ta
TR I T R N | T o
T,
Vi multipliserer forst med f%"’ summerer og far:
i
r I ars cr
5! = fj;' o 50+ QEL*"] + gl

a
Deretter multipliserer vi med E}-g summerer og far:

b r at
&) - [Fly, + [Fle, + oy + [F]

_Her er [——J ifglge (3) lik null, Ved etter tur § multiplisere med Di og S
Pi
vi frem t1l at det sarme ogsd er tilfelle for [~—J og [E ] f@lgelig:

rr tr

(35 - 1%

Ved s& & multiplisere med EL-og summercy; fas:
i

(I - (2] + [, + [y, + [Fq

b

kommer
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Dermed er oppgaven for sé vidt 1gst, idet g-ene er gitt ved (3), mens de andre
stgrrelsene som opptrer i formelen er kjent. Imidlertid er det mulig & komme
fram til et enklere uttrykk ved & lgse (3) med hensyn p& q-ene og innfgre

disse verdiepe i den siste ligningen. Vi f4r da som sluttformel for middelfeil-
en pd funksjonen u:

(B gl %2l

_ 2 ﬁ - L - £ = m,°2 QU
mu = mo{[ P] [%} [‘:.& .l} E_(l .2] } u
b =P P

Hva{l}ﬂuttrykket i den siste formelen angir, er det mulig & utlede dette di-
relte 34 lkoytning 41l oppldgsningen -av-novmaelligningssystemet,
o Middelfeilen p& funksjonen u dersom den ble utregnet pa grunnlag av

de ikke utjevnede storrelsery ville verc:

2 2rtt
m, = w5l

atq2 ~bt 2 ct 2
at (= . .m_,z]

olraa bb cc |
(221 (][]

Aggregatet

utgjgr fglgelig den ngyaktighetsvinning som utjevningen har medfgrt for funk-

sjonen u's vedkommende (de enkelte ledd representerer vinningen som de enkelte

2
betingelsesligninger medfgrer, m.a.o. F%?] : f%?] har sin opprinnelse i 1. be~

tingelseslign., 0c.s.v.).

Te Det fullstendige eliminasjonsskjema

ved keorrelatutjevning.

Det forutsetter et normalligningssystem med tre korrelater., Opp=
lesningen skal kombineres med utledning av feilkvadratsummen og vektskoeffi-

sienten $il en funksjon av utjevnede observasjonerg nemlig funksjonen:

u

fl

+ v , 0+ 7V soene o + v
m(ol 1 7 e 2 ? ' T n)

o]
e +tv +tv +,,, +tv =u + Au
’ 02 ’ +« 9 On ) 11 22 non

il
s
—

o
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1 28 b - t
B E oy 1 o | o | 5] S
bb b bt
2,n,1. [*p“] [‘ﬁc‘} ooV, o 1 o) ["p—] 82
e [T 051 6y £ . 0 £ [5°] 2.8
2os.1. ([Ba] | [F2] | w,.1 £ 1o | [§a] | os,a
t
3.,n.1 %F] v3 e} o} 1 %r] 83
. t
S ENE MR AN £, o | o fe[%”] £,8,
be . ‘bt
£y fB[p 1] £ w1 £, £, | © fB{ p+1]] f385.1
ot
3.1 | [$52] | w2 | f,enity g1 | [pe] | sy
Fingert n.l. o 0 o} 0 o] S4=[w]
' . 72t
£, T,M z, o | o | £,[F] £,8
l‘_’_—L ~
£, fgm,.1 £, £ o 11,07 .1 £,5,.1
£, |fghg-2 |2 TgrE T80 504 7 fé[g 2] £55-2
hovedresultatlinje “[PVV] ky L k Au 54-3
Ftt
(7]
at
£, | £.[57]
bt
ab b £ [ 30L
3] 51 Bl fabe]
= 2 = 7 raaq T T The t
(3] & R ey g | 1[5 2]
) Wl o w2'1 . W_ .2 Q.uu
T 5 7 rbb r e T T
(3] (7 1] [3-2]
bl ol 5
. 8 " b4’ 9
(] 7l 7[5
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8. Oversikt over korrelatutjevning.

Det foreligger n observasjoner: O 5 0, 5 essee 5 O

1 n

De tilherende vekter er: T 5 P s eesce 3 P

1 2 "n

Ved utj. blir m&dlingene tillagt korreksjonene: Voo Vo geeeses 9 Vo
De utjevnede verdier av mdlingene er: 0, Y, 5 0,4V, 5 +00s0 TV
n n

Gangen i utjevningsberegningen blir:

1. Oppstilling av de epprinnelige betingelsesligninger

Vi fir like sd mange slike betingelsesligninger som overskytende malinger,

nenlig n-¢ = r .

2. Linearisering av d¢ epprinnelige betingelsesligningery som faller i-to
trinn, nemlig:

2

Danning av koeffisientene i de lineariserte betingelsesligninger:

av +av + ,. +av + W = 0

11 2 2 et non 1

bv +bv +.0-ca +bv + W = 0

1 1 2 non

L] L L . . * . . 2 L] - L o . . - - -

r rv v ,ese T I V + W = 0

1 1 2 2 non

oF of oF

Her er: a, = = b, = 2 c, = — 08V
) ' co ! i do ’ i ¢ ? ’

Koeffisientene a ; b 5 c,08v. trenger vi ikke regne ut med noen szrlig
stor neyaktighet.
b.

Utregning av motsigelsene w i betingelsesligningene:

Beregning av konstantleddene w m& utferes med stor neyaktighet.

3, Dersom vi i tilknytning til utjevningen skal utlede middelfeilen til en
funksjon aw utjevnede obgervasjoner, nerilig funksjenen

,O +v ’ .o ’O +v)

u=olo +v
Qki 2 2 n n

1
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a& denne funksjon ferst lineariseres

U = O oo 0 +t v +t v o+ ie.. + t WV
o Op 0 Oy ' ) 11 22 non
0o
hvor t, =
]

co,
!

S& felger danningen av normalligningssystemety; som md foretas med summe-

kontroll. Dauningen av normalligningene forcgdr i felgende skjema:

5 !
b 3 / =
= 1/p=q Yveregnet P
=
v 2 b c t 3 v
1 1 1 1 1 1 4 1 Py
a’ b’ c’? £’ g’ 1
1 1 1
!
v g b c t 8 q v P
2 2 2 2 2 2 3 2 "2
5, h? c! t? 57 1
2 2 2 : 2
L + » - L] L . . L] . . L] L] . L . L . L
v a b N t s ¢ v
n n n ; n n n 1n n Pn
a 7 'b ] : c H T 3 ] l
n n n n n
W w W - fwk]
1 2 B ”

I dette skjcmaet anbringec altsi betingelsesligningene vertikalts

y

slik at korrelatligningene kommer horisontalt. De merkede sterrelsene er

1 a Q . . N l
framkommet ved & multiplisere horisontalt med Vg = 7p °
{

Danningen av normalligningene skier med de moerkede stgrrelsenc.
Derved oppnis den forenkling at normalligningskoeffisientene kan dannes med
vekten €n. Etter at korrelatene er funncts, skrives de opp everst i skjemaet.
v-ene finnes da ved horisontal regning med de umerkede korrelatligningskoef—~

fisienter og skrives opp i nest siste kolonne:

v, =q (a k + bk +c k
i [ A § i 2 b3

I siste linje skjer utregning av [pvv} péd grunnlag av formelen

(pvv]l = - [wk]

=
o
—
o
Iy
4]
—
@)

gger vi merke til at ogséd koeffisientene t er med i skjemaet. Der-

e
at bt
I EﬁT] , 0osv. med summekontroll.

o

ved eppnés & f& dannet sterrelsene |

v
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5. Opplesning av normalligningssystemet med fortlepende summekontroll av slutt-
ligningene og med samtidig utledning av korrelatene, feilkvdratsummen og vekts-
koeffisienten(e) til funksjonen(e) u .

6. Beregning av v-ene p& grunnlag av Korrelatligningene.

7. Med de under pkt. 6 beregnede v-er dannes sa [pvv] s Som m& Stemme overens
med [va] funnet ved opplesningen av normalligningssystemet.

8. Beregning av de utjevnede verdier oi+ v, av observasjonene.

§T-Sluttprmve.ben bestar i &4 sette inn de_ﬁtjevnede verdier av observasjonene
i de opprinnelige betingelsesligninger som da ma tilfredsstilles innenfor

regnengyaktigheten,

lo, Beregning av det sterrelseskompleks som midlingene tar sikte pd & bestemme

p& grunnlag av de utjevnede observasjoner,

11, Beregning av middelfeilen p& vektsenheten

m = JIEXXJ

0 Yoor

12, Beregning av middelfeilen pd den funksjou (eventuclt de funksjoner) av ut-

jevnede observasjoners som vi sgker ngyaktigheten av

9., Valg av utjevningsmetode,

Vi har allerede vist at enhver utjevningsoppgave kan lgses enten
ved element~ eller korrelatutjevning., Nar vi stdr overfor en konkret utjev-
ningsoppgave,; mclder dcrfor spersmilet seg om hvilken metode som er mest hen-
siktsmessig. Vanligvis lonner det seg & praktisere den regel at en velger
den metode som resultcrer i det minste antall normalligninger, idet erfaringen
viser at antall normalligninger i1 det store og hele er utslagsgivende for om-

fanget av utjevningsregningen. Hva tallet pa normalligninger angir, har vi at:

Antall NL.
Elementut jevning €

Korrelatutjevning n-e=r

Herav ser vi at elementutjevning i alminnelighet vil vere &4 fore-

trekke derson

e < n-e 3 dvs. e <-=—
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Dersom antall ﬁormalligninger er det samme i begge tilfelle, eller praktisk
talt det sammey foretrekkss den ut jevningsnmetode som resulterer i de enkleste
grunnligninger (feilligninger eller betingelsesligninger). Ellers er det &
merke seg at alle npyaktighetsundersokelser faller enklere for elementutjev-
ning enn for korrelatutjevning. Det er et moment som under ellers like for-
hold kan bli avgjerende for valget av metode.

Utviklingstendensen i den senere tid har i det store og hele gitt
i favgr av elementutjevning. Ikke minst er denne utvikling blitt paskyndet som
f@lge av at datateknikken er blitt tatt i bruk. Forholdet er nemlig det at ele=~
mentutj. er langt mer velegnet for programﬁering av helautomstiske utjevnings—~
prosedyrer enn korrelatutj. (en helautomatisk ovopstilling av betingelsesligning- -

er byr pd langt stgrre vroblemer enn en helautomatisk onnstilling av feilligninger).

lo. Utjevning av mdlinger som har forskjellige dimensjoner.

I det tilfelle at de utferte midlinger har forskjellige dimens joner
(det kan f.eks. drcie seg om en observasjonsrekke bestdende bade av vinkel-
mAdlinger og lengdemilinger), byr utjevningen pd spesiclle problemer hva fik-
sering av vektene angadr. Det henger sammen med at mdlingene blir inkommen-
surable mcd hensyn til neyaktighet, Det vil ikke vere mulig, slik som vi
hittil har gjorty & velge en vcktsenhet og uttrykke santlige vekter ved denne.
Vi m3 ta vart utgangspunkt i den tidligere oppstilte generelle utforming av
prinsippet som ligger til grunn for m.k.n. (se eleméntmfkurset, gside 25)

2

Ve .
EE?] = min.

I dette uttrykk er de enkelte ledd %; dimensjonslgsc fordi v-ene og m-ene for
de enkelte ledd har samme dimensjon. En skjenner av dette at vi eppnar en
korrekt utjevning etter m.K.m. ogsd i tilfelle av at médlingene - og dermed
middelfeilene - har forskjellige dimensjoner dersom vi fastsetter vektene pa

fplgende mite:

Eksempel: I en utjevning inngdr badde vinkel- og sidemdlinger. Neyaktigheten
av de forste er gitt ved m = % 10°°, mens observasjonsmiddelfeilen til de
siste er lik m_ = Y 5 ¢m. Med hvilken vekt skal vinkelmdlingene eg sidemdl-

ingene inngd i utjevningen? Vi far:

I S
Py =12 T Tco
o
I S
ps"-r—n—i‘_QS
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Av regneteknicke grunner vil det her vere fordelaktig 4 operere med en konstant
faktors; f.eks. loo sy slik at

p, = 1 og P, = 4

En videre forutsetning er et utjevningsprosedyren forgvrig baseres pa de samme

enheter som legges til grunn for vektsfastsettelsen (i foreliggende tilfelle

altsd p& enhetenecm og °°),

Det melder seg si spersmidl an betydningen av middelfeilen pa vekts-
enheten nidr vi har med dimensjoansforskjellige observasjoner 4 gjere. Holder
vi oss til det forste tilfelle med p = éf s Vil altsd vekten bli én for m=1 ,
dvs. vektsenheten svarer til vekten av en fiktiv observasjon hvis middelfeil
er 1ik én. Middelfeilen pA vektsenheten md falgelig bli 4n dersom vi ved ut-
jevningen har truffet riktige antakelzer med hensyn til vekteney dvs. med hen-
syn til de enkelte md8lingers middelfeil. Dersom vi ved utjevningen fir en
verdi for middelfeilen pi vektsennheten som avviker merkbart fra én, er altsd
det et tegn pd at vektsfastsettelsen ikke er i samsvar med de faktiske forhold.

Opererer vi derimot med en konstant multiplikasjonsfaktor, dvs. vi
setter p = ﬁq s skal vi av szome grunner som nevnt ovenfor ved utjevningen

komme fram til moo= Vz?dersom fikseringen av vektene er realistisk.
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Kapitel III
GEODETISKE ANVENDELSER AV MINSTE KVADRATERS METODE.

Vi skal i det etterfglgende behandle ncen av de viktigste anvendelser
av m.k.m., i den geodetiske praksis. Vi kommer sarlig til & rette oppmerksomheten
mot utjevning av geometriske punktsystemer, men fgrst skal vi befatte oss med noen
sentrale problemer vedrgrende mdling av retninger og vinkler, nemlig stasjonsut-
utjevning i forbindelse med miling av fullsatser og likesd vinkelmdling i alle
kombinasjoner. Uttrykket stasjonsutjevning sikter til at utjevningen er "1okal"
for s& vidt som dens "virkning" er begrenset til vedkommende stasjon som malingene
er utfgrt i, i motsetning til selve hovedﬁtjevningen, dvs. utjevningen av punkt-

systemet, som vanligvis innvirker p3 observasjonene i samtlige involverte stasjons-
punkter.

1, Stasjonsutjevuing.

1.1. Utjevning av fullsatser,

r

Satsmdling er uten sammenligning den mest anvendte observasjons-—
metode nir det er spersmidl om & bestemme trekantvinkler i geometriske systemer.
Dessuten knytter det seg atskillig teoretisk interesse til satsm8lingen av den

grunn at visse andre vinkelmdlingsmetoder leverer resultater som i feilteore-

. teoretisk henseende ekvivalerer full-
sirkel-nuil

satger.

I fig. 3 har vi en satserie som bestlr
av U retninger. Utjevning av fullsatser ut-
fgres enklest som elementutjevning, idet
vinklene x; , X, 0g Xz fra utgangsretningen

r; og dessuten vinkelen z; mellom r; og

retningen svarende til nullavlesning = pi
sirkelen,velges til elementer. Vi fér da

fdlgende system av fundamentalligninger:

rLo= 2

I‘2=Zl+x1
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feilligningssystemn:

Vi, + oz Tisn
Vo, 1 + Zy + Xy Tayt
1. sats:
Vay1 t 2y t ¥ T3y 1
Vi1 + 24 + X3 Tay1
hvor indeksen 1 viser til 1. sats.

Vi tenker oss si at vi har mdlt i alt 3 fullsatser. Mellom hver
sats foretar vi dreining av sirkelen, og far felgelig andre verdier for vink-

elen mellon nullretningen og utgangsretningen. Vi innferer betegnelsene 2z,

og zz for de nye orienteringselementenc og f&r i alt fdlgende feillipningssy~

stems ”
a b [&] ¢ e g
v : £
(21) (z) (25 ) (%) (xz) (x5 )
(Vin +1 ~ Y151
} Vas + 1 + 1 - Tos1
1, sats /
k\vsﬂ. +1 + 1 - Ty,
Van + 1 + 1 - r491
fviaz +1 =Ty
v +1 + 1 -r
R 2 s
2. sats 22
lvﬁsz +1 + 1 = Tss2
Viso +1 +1 = Tas2
Vi3 + 1 =T
Va3 + 1 + 1 = Toss
LVB,;S + l + 1 - r593
V493 + 1 + 1 = Tyys

Vi forutsetter sa at observasjonsngyaktigheten er den sanme for

alle retninger, og far folgende normalligningssystem:

}’fﬂr% * R X+ X - [r] = 0

l.gruppe < 4z, + X, t K X - [Tl =0
i

! Az + X + X, t Xg - [T]s =0
k_

[21 + 2, Zy +3%, - [ry] =0

2.gruppe z, + 2, Zs +3%, - [rs] =o

z, + Z, t Z4 +3x5 - [r,] =0




- 56 -

Ber betyr f.eks. [r]z summen av alle retningsverdier tilhgrende 2. sats, mens

f.eks. Ergj betyr summen av alle retningsverdier mot objekt 2.

Vi summerer de to gruppene hver for seg 0g fér:

4z + 2y +z5) + 3(xg + xg ¥ X5) - {[T]i + [rly + [Tlai =0
Mt SO

[rl:]-i;[r?] "‘[rs]""_rx.z]

3(21 +oZy F Zs) + 3(X1 + X, * X3> - {[Tz] + [T:s] + [1“4“ =0

Vi subtraherer disse to ligninger o0g far:

zi+z2+zz—[r1]=o

som innfort i hver av ligningene i 2. gruppe resulterer i:

o= Hn) - (nl) 0o = 3n) - [0} g = 3ln] - [n])

Vi gikk her ut fra 3 satser. I det generelle tilfelle med s satser far vi:

x, =Hln]-[nll + % =2llnl - [0} o % =z{ln] - [n]]

Vi har dermed fastsldtt at de utjevnede verdier for vinklene x er identiske med
de som kan utledes av +iddelsatsen (som differenser mellom de til vinklene x

korresponderende retninger), idet dénne jo fér formen

1 ='§D&]
s l
Iy = ;[r?’]
o 1
rz = E[rz;]
By = 2r,]

nér vi forutsetter n retninger og s satser. Utjevning av fullsatser er altsa

meget enkelt. Den bestldr ganske enkelt i en middeltallsberegning av de for-

skjellige retningsverdier,

I praksis pleier vi & redusere alle satsene til null med hensyn p&
utgangsretningen, og danne middelsatsen av de reduserte enkeltsatsene, da fal-~

ler regningen enda cnklere.

Middelfeilen pd en utjevnet retning finner vi av
A 1’"
I‘—';I‘]

I samsver med teorien for middeltallets middelfeil f&s herav
Oy
Ma = e
r v—s—

hvor altsd my, er middelfeilen pid en observert retning., Det er videre klart at
samtlige utjevnede retninger og f@glgelig samtlige vinkler som kan utledes av

middelsatsen, far samme ngyaktighet,
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Tor & finne niddelfeilen pd vektsenheteny som her blir niddelfeilen pa en

observert retning, md vi kjennc antall overskytende médlinger, som er gitt ved:

n-e= n.s - (n-1) -8 = ns-n+1-35-= (n-1)(s-1)
M.L,v,.-A-" \‘"“‘\/" —— P
antall antall antall
obs.retn, X-er Z-eT
/ Az ‘
AVS . My = 3 ol 1

Vi skal s3 se nzrmere pA bestemmelsen av feilkvadratsummen. Vi kan
sclvsagt gjore det pd den maten at vi regner ut v-ene p& grunnlag av det opp-
rinnelige feilligningssystemets; men det faller tungvint. Ved den praktiske
anvendelse av satsactoden danner en son allerede nevnts; reduserte satser. Det
skjer pad den miten at retningsverdien for en for s& vidt vilkarlig valgt ut-
gangsretnings settes lik null, hvoretter de andre retningsverdiene reduscres
med nullretningens opprinnelige retningsverdi. I samsvar ned resultatet av
den nettopp foretatte undersskelse over satsnilings; bestir utjevningen i at de
reduserte satsene sarrmendras til en niddelsats, hvor hver retning er niddel-
tallet av retningsverdiene i de reduserte satsene. En kan s& regne ut av-
vikene v’ nei.lon niddelsatsen og de¢ reduserte enkeltsatser. Imidlertid vil
ikke de korreksjonene son vi kommer fram til pa dennec miten, vere identiske
rned de sannsynligste korrcksjoner v etter m.k.m., slik de framgar av det tid-
ligere eppstilte feilligningssysten. At det nd vere sliks, skjonner vi blant
annet av den grunn =zt i v'esystenet fir alle korreksjoner til utgangsretningen
verdien null, og det kan jo unulig vere riktig. Utgangsrctningen vil selv-
sagt vere feilbeheftet i samne utstrekning som de andre retningene. anmen-
hengen unellon v’—enc og v-ene finner vi ved a4 ta utgangspunkt i det tidligere

oppstilte feilligningssysten for l. sats, son antar folgende form ndr 1. ret-

ning er redusert til null (r,,; = o).
Viyr = 21 + (0 = O)
Vo,r = 2 * (x1 - I"g,l)
v'é,k = 21 + (7{2 - I‘s’l)

. - - 3 L] . . . o - © - .

Her er storrelsene i parentesene nettopp lik avvikene nellon de reduserte

retningsverdier og middelsatsen, med andre ord 1ik v’ -ene for 1. sats, dvs.

_ b
Vi,a T 724t Vi
v =z + v
2’1 ye o:i,l
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Vi kan her eliminere z, ved 4 ta hensyn til at ved elementutjJevming skal [av]
vere 1ik null, og det betyr her at [v], = o

. . 1
avs. o = nz, +}_vﬂ1 som glr z) = - ELVJE&

Relasjonene mellom v'-enc og v-ene er altsd gitt ved (i refererer seg til retning

og J til satsnr. )

1
vig = v ==l

Vi skal belyse framgangsmiten ved et eksemnel med n = 4 og s = 3,

retn., V V }

1 r2 ¥y Ly : v] -%[v']‘
sats
v v vt vl v v'i v
1 O,= | O+2{ 26,5430 | O+2 }{ 52,4892 |~T|~5|{216,1967 |-1|+1 |[ =B +2
2 0,- | 0}+3 36 |-6]-3 87 |-2|+1 TO |=b{-llf-12 | +3
3 0,- | Ci=5 24 | +6 [+1 76 |49 |+k4 61 [+5! 0 l+20 -5
Mi:gzl” 0,- | 0] 0] 26,5430 | 0 0152,4885 | 0| 0]116,1966 | 0| 0 i 0 o_~J

Vi denner sd {vv = 96 oz fir

som eltsd er middelfeilen pd en observert retning, Middelfeilen pd do utievnede

retninger blir f¥leelig

1.2, BStasjonsutjevning ved vinkelmaling i alle kombinasjoner,

1.2.1. Stagjonsutjevningen.

I oppmilinzgsizre I har vi behandlet den utfiringsmessige side ved
vinkelmdling i alle kombinasjener, og skeol n# komme inn pd den beregningsmes-
slge behandling av observasjonsresultatene, Det lgnner seg opsé i dette til-

felle & legge elementutjevning til grunn for stasjonsutjevningen.
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I fig. b blir alle mulige vinkelkombinasjoner i sektoren mellom ret-
ningene til pkt. 1 og pkt. 4 observert. I
det foreliggende tilfelle med 4 tilsiktede
punkter har vi i alt 6 nuligheter. I det
genercelle tilfelle nmed n retninger gis det,
sort tidligere vist, i alt #n(n-l) vinkel=-
kombinasjoner.

PA grunn av den symnetriske anordning
av malingene faller stasjonsutjevningen,
son vi skal se, svert enkel. ©Son eclenen-
ter velger vi de n-1 vinkler fra utgangs-

retningen til hver av de andre retningene,

Vi kaller elenentene x 4 y 08 z og far

4

folgende feilligningssysten, idet vi be-

fig. L
& tegner de ebserverte verdier av vinklene

ned 1,2 5 1.3,08v.

s

Vi,g =t X - 1.2
Vi = + ¥ - 1.3
Vyg = + 2z - 1.k
Vos = - X + 5 - 2.3
Vo,4 = = X + z - 2.4
V3.4 = -y + 2z - = 3.4

Herav resulterer folgende normalligningssysten dersom vi forutsectter at alle

nadlinger er like npyaktige:

3% - ¥y - 2z2=1,2-2;3-2.4
=X+ 3y~ z=1,3+2,3-73,4
- X = y+3z=1,44+2,4+ 3,2

Vi sumnmerer santlige normalligninger og far:
X+ y+z=1,2+1,3+ 1,4

Vi adderer s& denne ligning til hver enkelt av nornalligningene og korner der-

ved fram til folgende verdier for elementenec:

1

x = 7{2(3,2) + (1.3 - 2,3) + (1.4 - 2.0)} = 10
1

y = 712(13) + (12 v 205) + (1.4 - 3.0} 2
1

z = {2(1.4) + (2.2 + 2.4) + (1.3 + 5.4) 4 = 1/.\u

I
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hvor de enkelte ()-uttrykkene representerer enten direkte eller indirekte obser-

verte verdier (de siste i form av summer eller differenser mellom to milte vinkler),
Vi kan derfor stille opp fglgende generelle regel for utledningen av

de utjevnede verdier av vinklene ved vinkelmdling i alle kombinasjoner:

Den utjevnede verdi av en vinkel finnes som middeltallet av den dir-

ekte milte verdi av vinkelen (tillagt vekten to) og alle mulige indirekte uttrykk

for vinkelen som kan dannes ved kombinasjon av to direkte observerte vinkler (til-
lagt vekten én).

Det viser seg at alle vinkler blir bestemt med samme ngysktighet gjen-

nom utjevningen., For elementet x f.cks., hadde vi:

x = ${2(1.2) + (1.3 = 2.3) + (1.h - 2,14)]

eller generelt for n retninger:

l .
= - 1 C - - )
x = =2{2(1.2) + (1.3 - 2.3) + (i‘f}mz'*) SRTITTS A
i alt (n-2) dobbeltledd
dvs. m? = %2{hm§ + 2(n-2)m} = %-m&

ot . . e

hvor m stdr for middelfeilen p& de enkelte vinkler som inngér i utjevningen. Den
utledede middelfeil m, blir den samme for alle elementer og for alle andre vinkler
som kan dannes mellom to og to retninger i den ekvivalente satsserie som stasjons-

utjevningen resulterer i (Jfr. 1l.2.2.).

Vi g8r s8 et skritt videre og tenker oss at hver enkelt vinkel som inn-
gdr i stasjonsutjevningen, er framkormet som middeltall av g enkeltmélinger, dvs.
-;12.-,”_“:2’.
* q

hvor my er middelfeilen pd den enkelte vinkelmdling, fglgelig:

5 Em%
m =
X
neq

Vi erstatter her my med den tilsvarende retningsmiddelfeil myp (den generelle sem-
menheng mellom middelfeil pd retning og vinkel fglger av: o =r - r', dvs,

mg = V2 my) og fér:

5 Lmg
TE = a——
X " n.q

- - - G -
1.2.2, Sammenligning med setsmaling.

Det lar seg bevise abt elementene X , ¥ , Z 5 sesee SOR vi kommer fram
til ved stasjonsutjevningen, i enhver henseende kan oppfattes og behandles som uav-
hengige retninger. Vi kan altsd "overfgre” stasjonsutjevningsresultatet til f¢l-

gende ekvivalente (fiktive) satsserie

O,X,y‘,z,..onn
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og regne videre med denne som om vi hadde med en ekte satsserie & bestille. Vi
vil f.eks, oppnd samme sluttresultat om vi ved utjevning av et punktsystem, hvis
bestemmelse baserer seg pd vinkelmdling i alle kombinasjoner, fgrst foretar en
stasjonsut jevning og deretter utjevner punktsystemet, idet vi betrakter stasjonse
ut jevningsresultatene som uavhengige retningsobservasjoner, eller om vi foretar
utjevningen av punktsystemet pd grunnlag av de opprinnelige malinger, altsd pd
grunnlag av vinklene 1.2, 1.3, osv.

Vi skal sd bringe klarhet i spgrsmélet om hvordan q mé avstemmes ndr
vi forlanger‘ét ngyaktigheten av den fiktive fullsatsen skal tilsvare en gitt
ngyektighet til en ekte fullsats, Vi forlanger altsd at

den fiktive satsen: O , X , ¥ o Z 5 sosee

og den ekte satsen: 1ry, Yo, Tzs Tgs ceess

skal ha samme ngysktighet. Vi forutsetter at den ekte satsen er en niddelsats
av s enkeltsatser. I samsvar med resultatet av den foretatte undersgkelse over
ngysktigheten av fullsetser vil samtlige vinkler som ken dannes av middelsatsen,
bli bestemt med en middelfeil lik:

I den fiktive satsen vil samtlige vinkler mellem to og to retninger ha en middel-

feil identisk med den tidligere utledede middelfeil pd en utjevmet vinkel, dvs.

£

mg =
o

o]
Q

hvor sltsd n er antall retninger i stasjonen og q er antell genger som den en-
kelte vinkel blir m8lt. Vinkeim8ling i alle kombinasjoner og middelsatsen av s

fullsatser er derfor likeverdige med hensyn til ngyaktighet dersom

mi  bmZ
2 = = —= dvs. derscm ng = 28
S ng —

Nir metoden anvendes i praksis, tar en sikte pa & oppnd semme ugysktighet for
de fiktive retningssatser i samtlige stasjoner, dvs. en fastsetter en konstant
verdi for s. Vi ser da at q som representerer antall m8linger av hver enkelt

. . . .y 2 . . .
vinkel, blir variabel 1lik —ﬁ?- , dvs., avhengig av antall retninger i de enkelte

stasjoner, For den grunnleggende triangulering av 1., orden i Norge er s fast-

satt til 12, dvs. observasjonsstyrken i vArt 1. ordens nett tilsvarer 12 full-
satser. Observasjonsstyrken for hver enkelt vinkel vil, som nevnt, avhenge av
det totale antall retninger i de enkelte stasjoner. For s=12 kan vi stille opp

f@glgende oversikt over q:

a 12 8 6

R
W
=
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Vi ser herav st observasjonsstyrken for enkeltvinklene avtar med gkende antall

retninger i stasjonene.

1.2.3. ltiddelfeilen pd vektsenheten.

Middelfeilen pd vektsenheten ken utledes pd 4 méter:

1. P& grunnlag av de observerte og utjevnede verdier for de malte
vinkler utledes.utjevningskorreksjonene V), 0 V) 5508Ve Det er malt i ali
%{n-l) vinkler, mens antsall elementer er (n-1). Antall overskytende mdlinger
blir f@glgelig lik: %(n—l) - (n-1) = %-(n—l)(n-2). Middelfeilen pa vinklene som

inngdr i utjevningen,er fglgelig gitt ved

Vi ma her ta hensyn til at hver enkelt vinkel som inngdr i stasjonsutjevningen,
er middeltall av q enkeltmilinger, Middelfeilen péd en enkelt gang observert

vinkel,som vi kaller m_, blir derfor mdva; dvs.

[ et ff]
_ 2ql vy O _ alvy
TV a-1)(n-2) eller m, n=l) (n-2

Dette er den vanligste mate & utlede observasjonsngyaktigheten pd ved stasjons-

utjewning i alle kombinasjoner.

2. Ved den nettopp behandlede metode utledes altsd middelfeilen gjen=-
nom stasjonsutjevningen, hvor sistnevnte baseres pd middeltallene av de q en-
keltvinkelmilinger. En sikrere bestemmelse av middelfeilen (som fglge av et
stgrre entall overbestemmelser ) oppnés ved & legge enkeltvinkelmélingene til
grunn for stésjqnsutjevningen. Stasjonsutjevningsresultatet blir det samme
(Schreibers 2. Tegel), men v-ene blir nd & utlede som avviket mellom utjevnet
vinkelverdi og hver enkelt av de g vinkelmélingéf. Ved denne fremgangsméte
blir antall overskytende mdlinger lik:

Ei (n=1)q - (n=1),= {(n=1) (%2 - 1)

M B N —

antall »8linper antall elementer

Vi betegner korreksjonenevetter denne metode med v' og har f¢lgeligﬁ
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3. . En tredje mulighet bestdr i & basere utledningen av observasjons-
ngyaktigheten pa den preliminzre utjevningsfase, dvs. pd middeltallsdanningen.
Ut jevningskorreksjonene for hver enkelt vinkel 1.2, 1.3, osv. finnes da som av-
viket mellom middeltallet og enkeltmdlingene, hvoretter feilkvadratsummen ( om=
fattende samtlige vinkler ) dannes. I dette tilfelle blir antall overskytende

mélinger lik:
Z(n-1)(q-1)

hvor %{n—l) er 1lik sntall vinkler, rmens (o-1) er lik sntall overskytende milinger
for hver vinkel, Vi betegner korreksjonene etter denne metode med v'" or har

fAlgelig:

T
[V" v ]
r nfn—liileS

L, Engelig bestdr den muliphet & resnc ut observesjonsngysktigheten
pd grunnleg av differensenc rellor vinkelverdiene i I. og II. kikkertstilling.
Vi kaller de to verdiene av en milt vinkel for ap O Gy 98 setter:

4= o = o

og fir i samsvar med den tidligere utledede formel for middelfeilen utrernet

av dopbeltmilinger (m = L%gl E

m

_ o/ laal
a ann-15
som blir middelfeilen pé en vinkel obscrvert i bare &n kikkertstilling. Der

tilsverende middelfeil fTor en i begme kikkertstillinger observert retning er

falegelig gitt ved:
n o= 1 \, [dd]
’ 2 qln-1)

r

Dette er en meget sikker metode til bestermelse av observesjonsngyaktigheten
under forutsetning av at det benyttede instrument er tilstrekkelig godt veri-
fisert_for instrumentfeil som kollimesjonsfeil og horisontelskseskjevhet, idet
disse instrumentfeil vil virke inn pd differensen mellom de observerte verdier
i I, og II. kikkertstilling.Som allerede nevnt, blir vinkelmdling i alle kom-
binasjoner hovedsekelig anvendt ved I. ordens triangulering, og her vil hgyde-
vinklene som regel vare forholdsvis smd pé grunn av at sidelengdene er meget
store, slik at virkningen av disse instrumentfeil blir uten noen stgrre betyd—

ning.
*
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Vi skal si g& nermere inn pé spgrsmélet om ngyaktigheten av bestem-

melsen av retningsmiddelfeilen etter disse fire metodene. Scm tidligere omtalt,

er middelfeilen til middelfeilen pd vektsenheten tilnzrmet gitt ved:

~ -

o

J2(ant.overbest.>
For s = 12 kan vi stille opp fglgende oversikt over My for de fire metodene

| M, | |
Metode n =2 D=3 n=h n=6 n=28
1 0,6358m, (1) | 0,396Tm,(3) | 0,2220m,(10) | 0,1538m,(21)
2 0,2119m, (11) | 0,1503m,(22) | 0,1228m, (33) | 0,0952m, (55) | 0,0805m, (7T)
3 - 0,2119m, (11) | 0,1538m, (21) | 0,1286m,(30) | 0,1053m, (45) | 0,09Lkm, (56)
4 0,2030m, (12) | 0,143%m,(24) | 0,1176m, (36) | 0,0912m, (60) |} 0,07T1m, (8k)

Tabellen er beregnet pé basis av det eksakte uttrykk for My, , altsd
ikke ved den tilnzrmede formel ovenfor (i parantes er antall overbestemmelser
anfgrs),

Av tabellen gir det frem at ssrlig for smd verdier for n er den 1, mee
tode betydelig usikrere (det henger sammen med at antall overtestemmelser etter
denne metode blir s& lite) enn de tre andre, som er praktisk talt jevngode.

\ Hva metode 2 og 3 angdr, mid en regne med en tilleggsusikkerhet i be~
stemmelsen av m, som fglge av at korreksjonene etter disse metodene vil bli for-
falsket av eventuelle sirkeldelingsfeil. Metode 1 er noe mindre pévirkelig overfor
sirkeldelingsfeil, mens metode 4 overhodet ikke pévirkes av slike feil,

Dersom vi fér stgrre avvik ved bestemmelsen av retningsmiddelfeilen
etter disse 4 metodene enn som kan forklares ut fra middelfeilens middelfeil,

er det et tegn pd at observasjonene er pdvirket av systematiske feil.

1.2.h, Fordeling av vinkelmdlingene pd sirkelen.

Antsll vinkler som skal mdles, er altsd 3 n{n-1). Hver av disse
vinkler skal mdles q ganger. De g mélinger av hver enkelt vinkel blir & fordele péd

sirkelen i samsver med den generelle regel at sirkelen mellom hver méling skal for-

g
skyves E%Q . \

Problemet gjelder altsé fordelingen av de 3 n(n-l) vinkler,dvs. & be-
stemme utgangssvlesningen for den fgrste m&ling av hver av disse vinkler. Den
enkleste midte & gjgre dette pd er & fordele vinklene jevnt innenfof'gggﬁ;iﬁter-
vallene. _ :

Vi skal belyse dette ved et eksempel, som refererer seg til n=3 og s=6,
dvs., observasjonsstyrken skal ekvivalere 6 fullsatser.

Her blir antall enkeltvinkler 3 3(3-1) = 3. Hver av disse skal miles
q ganger, hvor q er gitt ved:

28 _ 26 _ )
n
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MellggOSver av de fire milinger av de tre vinklene skal altsd sirkelen forsky- -
ves == = 508, De tre vinklene skal s& fordeles Jjevnt innenfor dette intervall

509_". ¢ c29Y vi es
(??-— 16,67%9). Vi fir derfor fglcende fordeling av mdlingene pd& sirkelen:

1.2 1.3 2.3
0,00 16,67° 33,33
50,00 56,67 83,33
100,00 116,67 133,33
150,00 166,67 183,33

2. ¥oordinatutjevaing.

Bn ov de viktigste anvendelser av elementutjevning innen den prak-
tiske lendmaling bestdr i bestemmelse av trigonometriske punkters koordinater

ved utjevning. Navnet koordinotutjewvning skriver seg fra at det er nypunktenes

koordinater som opptrer som elemenier ved denne utjevningsforma

Ved koordinastutjevring spiller spgrsmdlet om endringen av en linjes
retningsvinkel ndr linjens candepunkter forflyttes, en grunnleggende rolle. Det

sarme gjelder ogsé behandling av feilligninger 1 sin alminnelighet, Disse grunn-

lezgende problemer vil derfor bli behandlet f¥rst.

et}

2.1, Funksjonsforbindelsen mellom retningsvinkelendring

og forflytning av en linjes endepunkter.

I fige 5 er gitt to punkter 1 og 2
ved sine rettvinklede koordinater. De er
erndepunkter til siden S, hvis retningsvinkel
i pkt. 1 er Proe Funksjonsforbindelsen mellom
endepunktenes koordinater og retuningsvinkelen

er ittt ved:

T2 by

tZ P1p Xo=Xy Ax

Vi lar sd endepunktene Toreta sma forflyt-

Fige 5

ninger, £itt ved koordinatendringene dx, ,
dyqs dx, oz &y,, og Tinner den tilsverende

endring 1 retningsvinkelen ved implisitt differensissjon av uttrykket for In tz 9:

In tg ¢ = 1n(y2-y1) = In{x,=x, )
1 1l
%9 cos?9

herav f@lger: ap = -i'? (dy,~dy,) ~ %; (ax,=-dx,)

- sin ¢ cos ? . - sin ¢ cos ¢ _ sin 9 cos @ sin 9 cos P
dvs. do X" dxy Ay dy, B v dx2 + iy dyz
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Vi har altsd gjort den forutsetning at forflytningen av endepunktene er sd liten
at vi med tilstrekkelig ngysktighet kan erstatte funksjonstilveksten med funk-

sjonens totale differensial. Vi innfgrer sd& i uttrykket ovenfor:

Ay = 8 sin ¢,

AX

il

5 cos 919
og Tar for dg :

sin g ,dx, * L cos 910 dys

1 . 1
do = g s py odx; -~ T cO8 91dy1 - 3

S

wmf

Her opptrer d¢ i absolutt vinkelmdl. Vi gdr over til gradmdl ved & multipli-

sere med @ pd begge sider

as = -g- sin g 4%y - -g— cos Prpdyr - 95— sin @ppdxy * % cos @104y,

Ved koordinatutjevning brukes forkortede betegnelser for koeffisientene foran
koordinsttilleggene i ligningen for 49 , idet vi setter:
d.q) o4 a'dxl + b‘dyi + a de + b dy2

Koeffisientene her gdr under navn av retningskoeffisienter. Koeffisientene foran

dx, og dy: betegnes som stasjonspunktets retningskoeffisienter (eller tllbaﬂe-

skgarlngskoefflslenuer) og skrives a' og b', mens koeffisientene foran dx; og dys

betegnes som det tilsiktede punkts retningskoeffisienter (eller framskjerings~

koeffisienter) og skrives a og b,

Vi fester oss ved at stasjonspunktets ogdet'tllslktede punkts koeffi-

sienter er like i tallverdi, men har motsatt fortegn.

Fortegnene til retningskoeffisientene bestermes sikrest ved hjelp av

fglgende kvadrantskjemaer:

Det tilsiktede pkt.s koef. Stasjonspunktets koef.

X b4
A A

= a = - al= - al= +

= + b =+ bl'= - b= -

2y e
a = + a = - at= - a'= +
= - b= - bi= + b'= +

Fremgangsmdten blir alhsé at fgrst beregnes la] og |bl:
. Q
(ol = & Isir ol o [b] =2 [eos o]

dvs. uten & bry seg om koeffisientenes fortegn. Ved den endelige oppstilling av

feilligningssystemet fastsettes s& fortegnene ved hjelp av kvadrantskjemaene,
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Foruten den analytiske utledning av d¢ som vi nettopp har foretatt,
er det opsi mulipg A4 foreta en geometrisk utledning (fig. 6).
' ) Utgongsposisjonen for den
X betrektede side er gitt ved punk-
T tene 1 og 2. Vi lar s& pkt. 2
forflyttes til 2' og dekomponerer

dy-cosq ‘ 2100~ fc.vrflytningen i dy og 4x. End=-

2 4 ‘ringen av ¢ som fglge av forflyt-
ningen dy, har vi kalt for dgy
og endringen av ¢ som fglge av
forflytningen dx, for dg,. Den

resulterende retningsvinkclende

1 ring ndr 2 » 2' er dp. Vi har
>Y¥ e ifglee fig. 6:
Tig. G
- 08
dcpy = Q‘LC_S_-_E)- o]
R
dvs, df}\) = d\:,:)y"'dc;)x =-~§- sin ¢ dx +-Qrcos ¢ dy

S

P& tilsvarende mite kan vi utlede endringen i ¢ ved forflytning av pkt. 1.

2.2, Preliminer eliminasjon av clementer.
J E

Ved koordinatutjevning opptrer foruten koordinatelementene ogsid en

spesiell type elementer som gar under navn av orienteringselementer, og som det

av regnetekniske grunner er nest praktisk & eliminere for danningen av normal-
ligningene. BEn slik preliminzr elininasjon kan foretas etter to forskjellige

metoder. Den ene metoden skriver seg fra Gauss og den andre fra Schreiber.

2.2.1., Metoden til Gauss.

Gitt feilligningssystemetb: Vekt

Vi = 84X +t by +c3 + ... I n
Vs = 85X + bpy + Cpz * ..... F Ip Lo

. . - . s . . . ® . . . o . . . o °

Vy = @pX + bp¥y +* cpz + ...l *+ Iy P
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Vi forutsetter si at vi skel foreta en preliminer eliminasjon av elementet x, o«
det skjer ved hjelp av 1. normelligning:
(paalx + [pab] y + [pac] z + «ooun # [paf] = o

o lewl. _[pel, . _Luer]
as. s e Rl o AR ey

Vi innfgrer denne verdi for x i hver av de opprinnelige feilligninger og far:

N £ T <

- [pas] [pea]
V2 = (bz = aerf;%:zjj) y + (02 - 8‘2 :%‘%%g_]j) Z+ eeees F (f2 - B,ELLl[pzi:l)

'“'9'.".'."'U"U"°"‘°°“°Ilbn.n>a.noov&\.lr-o-n'L-I.uc-:oaolnooana

Vi innferer nye betegnelser for koeffisientene i disse feilligninger, idet vi

setter:
. Vekt:
Vi = Bly + Ciz t o ssees T T‘l P
Vo = By + Cpz + ool + T Do
LU R I R I I R A R I N .
Vn = Bny + CnZ T eesee T T’!n pﬂ

Det nye system gdr under navn av reduserte feilligninger og de nye koeffisi-

entene Ay B 3 ..... for reduserte feilligningskoeffisienter,

De to systemene er likeverdige s& vel med hensyn til bestemmelsen
.av elementene vy y 2 3 «.... med tilhorende middelfeil, som med hensyn til be-
stemmelsen av vilkirlige funksjoner avy s 2 5 .... De to systemene har ogsé
samme feilkvadratsum og identiske v-er.

I det tilfelle som er av storst praktisk interesse, nemlig at samt-
lige koeffisienter til det elementet som shkal elimineress er lik minus én,; og

dessuten at samtlige vekter er lik én, antar det reduserte feilligningssystem

fformen:
fp] e’ el
vy = (by - Ln'J)y #(er -z + aeen + (f - =)
b le] £
Vg = (bz - .‘1’1 )y + (C,g - IC_;'I)Z + eeee. T (fg - LH']‘“)
b r £
Vn = (bn “Lr)y + (Cn - %—*)Z F eeess T (fn - Ll’l_l)

Kontroll p& danningen av de reduserte feilligninger skaffer vi oss 1 dette til-

felle ved kontrolligningene:
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2.2.2. Schreibers metode.

(Schreibers l.regel )

Gitt feilligningssystemet: Vekt
Vi o= ;X + by o+ ez o+ ..., + 1 <1
Vo = azi + boy + Cp% + L.... + I 1 %3
;n'z.a;x.+.b;y.+'c;z'+..:.:.'+'f; ;n

Vi forutsetter at vi ogsé denne gangen ensker 4 eliminere elementet x .
Etter Schreibers metode oppnis det ved & erstatte det opprinnelige feillig-

ningssystem med folgende reduserte system:

Vekt
Vf = bly + ClZ t i e + fi pl
V% = be + C2Z + ,':.. + fz pz
Vr: = .bny + an + ¢ 0 s + fn Pn
—'r r r 1

A= [pably + [paclz + ..., + [paf] - e

Det nye systemet er eppstitt av det epprinnelige pd den miten at vi i det epp-
rinnelige systemet har fjernet x-kolonnen. Dessuten har vi tilfeyd en fingert
feilligning A med den negative vekten - Lﬁéﬁ

At det nye systemet ekvivalerer det epprinnelige med hensyn til ut-
ledningen av elementene y 4y z 5 ..... innsees ved 4 danne normalligninger av
det nye systemet. Vi kommer da fram til samme normalligningssystem som vi
ville 8 ved & eliminere x av normalligningssystemet - dannet av de opprinne-
lige feilligninger. De to systemene er folgelig likeverdige i enhver henscendes
ikke bare med hensyn til bestemmelsen av elementene y 5 2 5 +... med tilhorende
middelfeil, men ogsid med hensyn til bestemmelse av vilk&rlige funksjoner av
elementene, Det lar seg ogsd vise at det nye systemet har samme feilkvadrat-

sum som det opprinnelige, dvs.
[pvv] = Lpv’v’] + ppo?

Derimot stemmer ikke de enkelte korreksjoner i de to systemene overens. I sd
henseende er Schreibers metode forskjellig fra metoden til Gauss. Ved den Gaus-

siske metode er nemlig korreksjonene i det opprinnelige og i det reduserte sys-
tem identiske.,
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Mellom v-ene og v'-ene bestdr fglgende sammenheng

vi=a;x+t by tcizt .o v
.
V; = b;y + CEZ + ses e + fi
M.8.0. v, = a;x + v/

Av 1. normalligning fis for elementet x:

1.00 ¢ [pa.a]x + [pab]y + [P&C] Z ot qeses Tt [paf] -
3 ] 2
dvs. X = - Lpab] - [pac] Z o= seses = Ep £ =
[ paa] [paa] [ paa ]
fglgelig: v = v + ajePp A

(o]

PA'A

Denne relasjon setter oss i stand til & beregne v-ene p& grunnlag av v'-ene.

I det tilfelle som det knytter seg stgrst praktisk interesse til, nem~

lig at samtlige vekter er.lik &n, og dessuten at koeffisientene til det elementet

som skal elimineres, samtlige er lik minus &n, antar det reduserte feillignings=-

system formen:

Vekt

vf = bly + C1Z - #0000 + fl l

V) = by v CyZ t oaeaen + T, 1

Vo= byt Gzt eeses * 1

1

A ==[bly ~[c]lz ~..... -[f] - =
. . , . A
Videre blir: vi = vy ot =

Regelen om preliminzr eliminasjon etter Schreibers metode gdr under

navn av Schreibers 1, regel. Han har dessuten stilt opp to andre regler som under-

tiden kommer til nytte ved koordinatutjevning:

Schreibers 2. regel.

Gitt feilligningssystemet: Vekt
Vi = aXx + by + 4 veBO + fl pl
v2 = aXx + by + s ® 300 + fz p2

' EEEEEREEENENE N NN NI BC N NN »

v, =ex+ by + .i... ¥ F, P
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hvor de enkelte feilligninger bare atskiller seg med hensyn til konstantledd og
vekter, Schreibers 2. regel uttrykker st hele dette system kan erstattes av en
enkelt feilligning:

Vekt

v=ax+by+.n..+%'%|' [p]

Riktigheten av Schreibers 2. regel innseces derved at de to "feilligningssystem-
ene" resulterer i sarme bidrag til normalligningssystemet.

For den praktiske utjevningsregning er rekkevidden og betydningen av
Schreibers 2. regel meget omfattende. Den utgangssituasjon som ligger til grunn
for regelen (et stgrre eller mindre antall feilligninger som bare atskiller seg
med hensyn til konstentledd og vekter), sverer nemlig til det tilfelle at en
stgrrelse som inngdr i en utjevning, er mdlt flere ganger. Dersom vi ikke visste
noe snnet, mdtte utjevningen bli & basere pd enkeltmilingene, dvs., vi métte
stille opp separate feilligninger for hver enkelt, Schreibers 2. regel gir imid-
lertid her "legitimasjon" for den forenkling som ligger i en 2-trinnsbehandling
av utjevningsproblemet, nemlig

1. Fgrst dannes middeltall etter regelen for middeltallsutjevning

(middeltall etter vekt).
2. Selve hovedutjevningen, scm baseres pd disse middeltell, idet sist-
-nevinte innfgres og behandles som observerte stgrrelser.

Etter Schreibers 2. regel vil denne oppdeling av utjevningsprosedyren i to trinn
betinge eksakt s=rme resultat som Vville Opnnéé dersom utjevningen ble basert

direkte pd primzrmdlinecene op utfgrt samlet.
#

Det nettopp behandlede problem "inngdr" i det langt stgrre problem som
gjelder lovligheten rent generelt av & spalte opp utjevningsoppgever i to eller
flere trinn, hvor en innretter seg pd den méte at en lar resultatene fra ellerede
utfgrte trinn inngd i etterfglgende som observasjonsmaeteriale, Hertil er & si at
i de aller fleste tilfeller vil denne fremgangsmdte, som jo i og for seg star i
strid med “"8nden" i minste kvadraters metode (den forutsetter nemlig at i feil-
kvadratsumen [pvv ], som blir minimalisert gjennom utjevningen, skal v-ene knytte
seg til primzrmilingene) ikke vere tillatt, dvs, sluttresultatet av slike parti-
elle utjevninger vil ikke bli identisk med resultatet av en samlet utjevning. Men
det gis unntak fra denne regel, og Schreibers 2. regel representerer et av de
aller viktigste unntak, idet den &pner muligheten for en oppspalting i to trinn.
Punktbestemmelse som baserer seg pd vinkelmdling i alle kombinasjoner, er eksem-
pel p& et tilfelle hvor det er tillatt med oppspelting av totalproblemet (be-

stemmelsen av selve'punktsystemet) i tre trinn, nemlig
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1, Middeltallsdannelse for de enkelte vinkler som inngdr i stasjonsutjevningen.
2. Stasjonsutjevning.
3. Utjevning av punktsystemet. ‘

Lovligheten av trinn 1 fglger umiddelbart av Schreibers 2. regel.
Hve trinn 2 og 3 angér, s& lar det seg, som tidligere omtalt, vise at sluttre-

sultatet vil bli eksakt korrekt under forutsetning av at resultatene fra trinn

2 innfgres og behandles i trinn 3 som uavhengige retningsobservasjoner.

NB! En mer avansert utjevningsteknikk (utjevning av korrelerte ob-
servasjoner) gjgr det mulig & "angripe” vilkdrlige utjevningsproblemer trinnvis,
og likevel oppnd et sluttresultat identisk med det som ville fés ved en samlet
utjevning. Men det dreier seg her om en forholdsvis komplisert og arbeidskre-

vende utjevningsform .som faller utenfor rammen av dette kurs.

Schreibers 3. regel.

Schreibers 3. regel angdr omforming av vektene til feilligninger.

Vi tenker oss gitt feilligningen:
v=ax+by+ .... + 1 med vekten p
Denne ligning kan erstattes med fglgende feilligning:
vy =gax + gby + .... + qf med vekten 2;
q
‘hvor q er en fritt valgt konstant. Riktigheten herav innses pd samme méte som

nevnt under Schreibers 2. regel (begge feilligninger resulterer i samme normal-

ligningsbidrag).

2.3. Oppstilling av feilligningene ved koordinatutjevning.

De etterfglgende utledninger bygger pa forutsetningen om uavhengige
retningsobservasjoner, som alle har samme vekt. Av regnetekniske grunner velger
vi denne vekten til vektsenhet.

Vi tenker oss gitt et punktsystem som skal

sir kel=null bestemmes ved utjevning p& grunnlag av retnings-—

observasjoner som er foretatt i et visst antall

1 av systemets punkter (i det minste to av punk-

X
' - tene som inngdr i systemet, md vazre fastpunkter).
'z // I Fig. 7 forestiller et utsnitt av punktsystemet,

]
nenlig den delen som "angir" et vilkirlig sta~

— 2 sjonspunkt s. Gjennom s er trukket en parallell
til x—aksen og likesd retningen svarende til null~
avlesning pd sirkelen. I stasjonspunktet er milt
satsserien ry , Ty, Yz, ..... mot punktene 1,2,3,..

~ Som elementer under utjevningen velges koordin@t—

Fig. T ene til de variable punkter, dvs. til nypuhktene'“
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og i tillegg hertil orienteringsstgrrelsen z, som er 1ik den positive vinkel
som en parallell med x-aksen i pkt. s mi dreles for 4 falle sammen med sats-—
seriens nullretning.

For retningsobservasjonen r; fas da fglgende observasjonslinging:
ry *vi+tz =0

Vi forutsetter sé at vi pi grunnlag av en provisorisk beregning har skaffet oss
tilnermede verdier for koordinatene til nypunktene som inngdr i punktsystemet.

Vi kan fglpelig sette:

o= 9L+ Ap
avor altsd ©° refererer seg til provisorisk punktposisjon. Vi har tidligere ut-
ledet 4@ til:

dgy = + afdxg + bfdy, + apdxy + bidya

hvor koordinattilleggene dx og dy svarcr til overgangen fra den provisoriske
punktbeliggenhet til den endelige, utjevnede posisjon. Vi innfgrer ogsd en pro-

visorisk verdi z° for orienteringselementet z, idet vi setter:

Vi innfgrer si foreglende uttrykk for ¢, og z i observasjonsligningen og far

fglgende feilligning:
vi = - dz + adxg + Lidyg+ aadxy + bidy 4+ (¢f = 11 - 2°)
5 \ __v_____/
f
eller skrevet pd generell form { s betegner stasjonspunkt og t tilsiktet punkt)

- . t 1 1 - ° — - [}
Vgt = Zs+axs+bys+dxt+byt+((})st rop ~ 2g)

Dersom ett av punktene s eller t (eller bagme) er fastpunkter, har
det til f#lge at de tilhgrende koordinattillegg skal scttes lik null.
Vi stgter pd to hovedtyper av feilligningssystemer ved koordinatut jev-

ning, avhengig av om satsseriens orienteringsvinkel er kjent eller ikke.

2.3.1. Feilligningssystemer som skriver seg fra satsserier med

ukjent orienteringsvinkel.

I dette tilfelle antar feilligningssystemet fglgende form, idet vi
betegner satsseriens stasjonspunkt med s og de tilsiktede punkter med 1 , 2,

o

teees 5 D



- 7h -

. i .
Vy = = % 4+ 8. Xg + Dayeg + a2, X + by + f,
1 Wt ~ . ‘
Vo = - Z + 25Xg + DPa¥s + dpXp + Dayy + £
. L . . L] ” . < . L] @ L] ’ . o - < o o * ° e o . . - . - 8 - e L] .
! iy
Vg = = 2 + 8,Xg + Pp¥g + apnx, + by, + £,

hvor vi har innfort betegnelsen z 3 x og y istedenfor dz 3 dx og dy. 1 dette

systemn kan en del av feilligningen anta formen: ' :
» V= - Z + T

Det vil inntreffe dersom bade stasjonspunktet og det tilsiktede punkt er
kjente punkter. Dersom stasjonspunktet er et nypunkt, mens det tilsiktede

punkt er gitts vil de tilherende feilligninger anta formen:

v=-2+a'xg + b yg + f

Endelig bestér den mulighet at stasjonspunktet i er et fastpunkt, mens det

tilsiktede punkt er et nypunkt. I sd tilfelle far feilligningene formen:
V= -z + axt+ byi+

Nar det gjielder danningen eg opplosningen av normalligningssystemet,
er det selvsagt fordelaktig med ferrest mulig elementer, I foreliggende til-
felle kan vi oppnéd en reduksjon i antall clementcr ved & foreta en preliminer
eliminasjon av orienteringselementene. Etter Schreibers metode oppnds dette

ved & erstatte det spprinnelige feilligningssystem med fplgende fingerte sy~

stems
vekt
vi = + a/Xg + Diyg *oaxy + biyy + f 1
v] = + agxg + baye + a,Xs + by¥y + £y 1
o '] - . L] o ° @ L] El ® 2 . ‘r L . L3 o . o . . o ° . e v . ® . ) o °
vy =t anxg + bp¥s + apX, + bpyn + 1
Iy I . || v — _]_-_
No= = L]Xs - L]yg - LIXL = UV = seaese ‘Lf] n

hvor koeffisicntene i pA-ligningen er framkommet ved summering av koeffisientene
i det opprinnelige feilligningséystemet, og n er lik det totale antall ret-
ninger som inngdr i vedkommende satsserie. En slik prelininmr eliminasjon mé
foretas for samtlige satsserier. Det er her mulig & oppnd en liten forenkling
i A-ligningens idet vi vclger en slik provisorisk verdi for orienteringsele-
rentet at A—ligningéns konstantledd blir null. Under utledningen av den gene-
relle feilligning ved koordinatutjevning viste vi at konstantleddene er gitt

ved:
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£f= (9° - 1) - 2°
herav fglger at: = [9°1- nz° - [r]

Betingelsen for [f] = 0 er fglgelig st den provisoriske verdi for orienterings-

elementet velges 1lik:

7° = [q}o] - [1‘] = [CPO-_' I‘}

hvor altsé& ¢° her har betydningen av retningsvinkelverdi fgr utjevningen. (For

retninger mellom to fastpunkter vil altsd 9° og endelig ¢ vmre identiske.)

2.3.2. Feilligningssystemer som skriver seg fra satsserier

med kjent orienteringsvinkel,

Denne type av feilligningssystemer kan forekomme dersom stasjonspunktet
er et fastpunkt hvis orienteringsvinkel allerede er bestemt,  f.eks. gjennom en se=~
parat orienterinstranseksjon, jfr. 2.7. (aWikende beha.n‘dling av setsserier i grunn-
lagspunkter). Orienteringselementet og koordinatelementene til stasjonspunktet
fallér da vekk, slik at feilligningssystemet anter formen: '

vy o= 81X + by +
Vg = asXy + bp¥gs + £
L] - © L) L » . L] Ll . L] . . - Ll » * - - - *
Vp = anXy + YL ¥n + £,

I dette systemet blir det alts& ikke spormél om & innfere noen A-ligning.

Konstantleddene. f&r her formen:

o] Q

£ =0 - (z+71) =0 - Qupq.

dvs. Konstantlieddene er lik differensen mellom beregnet provisorisk retningsvin-

kel og den observerte verdi av samme.

Etter at feilligningssystemene er oppstilt, fg@lger danningen av nor-
malligningssystemet, Imidlertid er det mulig pd forhénd & foreta visse manipule~
sjoner med feilligningssystemene, for derved & oppnd at denningen av normallig-

ningssystemet faller lettere. Det bestir f@glgende to muligheter:

1., I sin opprinnelige form har A-ligningene vekten ~ %-, mens de sn-
dre feilligningene har vekten + 1, Dette kompliserer danningen av normelligning-
ene, Imidlertid er det mulig & omforme A~ligningene slik at de fér vekten -l.
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Etter Schreibers 3. repel opnnids det ved & multiplisere A-ligningene
med vigse konstanter ¢ gitt ved:

: Vn

Ved 8 g& frem pd denne miten oppndr vi et enhetlig system av feilligninger som
alle har vekten enten + 1 eller - 1. Det at de omformede A-ligninger har vekten
- 1, betyr ikke noen szrlig komplikasjon for danningen av normalligningene. Vi
& bare vare oppmerksom pa st Tortegnsreglene for A-ligningene rett og slett stér
v _hodet, dvs. produktet av to ledd med samme fortegn blir negetivt, mens produk-
tet av to ledd med motsatt fortegn blir vositivt.

2. Ved hjelp av Schreibers 2. regel er det mulig & innskrenke antsll
feilligninger betraktelig. Saken er nemliig den at etter eliminasjonen av orienter-
ingselementene (Schreibers metode forutsatt) atskiller feilligningene for gjen-

sidige retninger seg fra hverandre bare med hensyn til konstentledd. Vi har nemlig:

vi-j = - ax; - by; + ax; + by; + f;
og for kontraretningen:
Vie; = - ax; - by; + ax; + by; +

Ved hjelp av Schreibers 2. regel kan disse to feilligningene slés semmen til:

v = - ax; - by; + ax; + by; + iL—%—EL

som fir vekten 2, Dersom vi nytter sammenslding av feilligninger, m& vi derfor

sdrame for at ogsd A-ligningene f4r vekten - 2. Det ovpnds ved multiplikatoren

q:—-—n

1
V.

S

Videre mé& vi sgrge for & omforme feilligninper som skriver seg fra eventuelle en-
sidig observerte retninger, slik at ogsd de f8r vekten 2. Det oppnés ved multipli-
katoren q = 0,707,

2.4, Utrepning av de enkelte korreksjoner.

Korreksjonene kan finnes »& to méter, enten pd grunnlag av observasjons-
ligningene eller pd grunnlag av feilligningssystemet. Ved koordinatutjevning er det

vanlig &4 basere den prinsipale utledning av v-ene P& observasjonsligningene.
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2,h,1 Utledning av v-éne pd grunnlag av obser-

vasjonsligningene.

Den generelle observasjonsligning ved koordinatutjevning har vi tid-
ligere utledet til (se side 72):
r+v+z=9
For feilligningssystemer som skriver seg fra satsserier med kjent ori-
enteringsvinkel, resulterer denne ligning i:

ve§~(z+r)=9 - Pobs,

dvs. de enkelte v-er finnes som differensen mellom endelig retningsvinkel og den

observerte verdl av samme.

Tor feilligningssystemer som inneholder orienteringselementer, stiller

seken seg annerledes, Vi har da:
v=0 - (2°+dz+ r)

hvor z” er valgt lik z° = %{[@°-:@},Det gjelder her & skaffe et uttrykk for dz.
Det oppndr vi ved hjelp av feilligningssystemet fra vedkommende satsserie som dz

refererer seg til:

Vl=—dz+dfpl+fl

v - dz + dg, t+ T,

2

S e s eI ER OSSO TRSEEROER NG

v, = - dz + do, + f,

idet vi her har substituert ageregatet + a'x; + bly; + ax; + by; med 49 . Vi ser

herav at Lv] blir lik null for sstsserier (stasjoner) med ukjent orienteringsvin-

kel. Det fglger av at [av] er null ved elementutjevning. Fglgelig (& = - 1):
lav] = = [v] = +naz - [ag]-[£] = 0

Her er [f] = 0 som fglge av at den provisoriske verdi for orienteringselementet

ble valgt iik %{[@—r]}. Dermed f&s for orienteringselementet

dz:%

n

Fglgelig blir den utjevnede verdi for orienteringsvinkelen lik:

~

% = 2° + 4z =

[g° —r}+ [dcp] - [@°+dcp-r} - [c’ﬁ-r]
n n n n

dvs. satsseriens utjevnede orienteringsvinkel Z utledes av samme uttrykk som den

provisoriske verdi av samme, bare med den forskijell at dem endelige verdi baseres
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pd retningsvinklene etter utjevningen istedenfor de provisoriske verdier av semme

ved bestemmelsen ev z° ., Nir Z erbfﬁnnet, utledes v-ene av det tidligere uttrykk

]
=

I
—

&M

-+

2
L—

v

Qvt. ) A

n
o~
=
1
a1
et
]
3

‘Legg merke til at v-ene og f—ene-(pé sarme mdte som ovenfor konstatert

for & og z°) utledes av identiske uttrykk. For f-ene hadde vi jo nemlig

Forskjellen stikker i at utledningen av f-ene sknl baseres p& situasjonen fgr ut-

‘jevningen, mens v-ene derimot skel baseres pd situasjonen etter ut jevningen.

Som forelgpig Komtroll pa utiedningen av v-ene tjener kontrolligningen
[v] = 0, som har gyldighet for alle satsserier hvor det opptrer orienteringsele-
menter,

Feilkvadratsurmen av v-ene utledet av observasjonsligningene md innen-~
for regnengyasktigheten stemme overens med samme utledet ved opplgsningen av normal-
ligningssystemet. Demne kontroll er riktignok ikke 100% sikker, men sennsynligheten
for feil i utjevningen, dersom disse to feilkvadratsurmer stemmer tilfredsstillende

overens, er forsvinnende liten. Ved koordinatutjevning er det derfor blitt stéende

praksis st en ngyer seg med & jevnfﬁre'[pvv] fre observasjonsligningene med [ovy ]

fra normelligningssystemet. Dersom disse to verdier stemmer tilfredsstillende over-

ens, snser en det som garanti god nok for at utjevningen er riktig utfgrt. Kun
dersom det konstateres uoverensstemmelse, blir det ngdvendig - for g4 f8 fastslétt
hvor feilen stikker - & foreta en 3. utregning av v-ene, nemlig pd grunnlag av feil-

ligningene.

2.4.2, Utledning av v-ene pé grunnlag av feilligningene.

For de feilligningene som ikke inneholder orienteringselementer, finnes

v-ene ved & regne ut:

ve=ax+ byt .ie.e ¥ F

Inneholder feilligningene orienteringselementer, finnes korreksjonene
som vi tidligere har vist under behandling av preliminsr eliminasjon ev orienter-

ingselementer etter Schreibers metode,

hvor v!

il

ax + by + s T

; [alx - [bly ~ cvees

o8 A
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HWyttes prelimingr elimirasjon av orienteringselementer etter den
Gaussiske metode, har vi

v=Ax + By + ,,.. +F

I praksis viser det seg at de fleste feil i forbindelse med koordinat-
ut jevening, emten skriver seg fre feilaktig utregaing av de provisoriske og ende-
lige retaniagsvinkler, eller fra utregningen av retniagskoeffisientene. Det fgrste
en derfor bgr undersdgke dersom det viser seg uoverensstemmelse mellom [pvv] av
observasjonsligningene og [pvv] pd grunnlag av normalligningssystemet, er om d9

utregnet av feilligningene stemmer overens med differensene mellom provisorisk

og endelig retningsvinkel, Mellom 9°, § og retaingskoeffisientene bestdr nemlig

funksjonsforbindelsen

~ 0 0
= + dp =@ + g + bt + N
6] v + dy o] a xs b ys a Xt + b yt

En ucverengstemmelse her kan he sin opprinnelse i feilaktig utregning av 9
eller 9°, eller av retningskoeffisientene, Konstateres uovereansstemmelse
mellon de to feilkvadrat swimene, undersgkes altsd fgrst om koatrolligningen
ovenfor er oppfylt for samtlige nypunktretaninger (retninger som det inngér
nypuakter i). Dersom vi ikke finner noean feil ved deane koatrollregning, blir

neste skritt i feilettersgkingen & regne ut samtlige v-er av feilligniagene
A
=dg +  + —
v a9 hig o

og undersgke om disse stemmer overens med v-ene fra observasjonsligningene,
Feilen(e) ligger der hvor uovereansstemmelse(r) mellom disse to v-sett konsta-

teres.

2.5, Koordinatutjevning nér de observerte stgrrelser

er vinkler,

Vi har hittil forutsatt at mdlingene foreligger i1 form av retnings-

u
123

- verdier. Derson observasjonené er utf@rt som
f\ vinkelmélinger, faller regningen atskillig
enklere, og det henger sammen med st det ikke
opptrer o?ienteringselementer ved deane form
for koordinatutjevning.
o I fig. 8 er vinkelen o i et sta-
5 sjonspunkt S mellom punktene 1 og 2 mdlt. Vi

fir observasjonsligningen-

Fl[’;. 8 o+ v o= G = P1
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Vi innfgrer som tidligere tilnszrmede verdier for 91 ©Of ¢, og Tar

&+ V= gy +dgy - 9 - Ay

hvor dp, =+ a{xs + b{ys + g it bLyr
og dp, = + aéxs + béys + ayyt boys

Vi inafgrer disse verdier i observasjonsligningen cg fir fglgende feilligning
(e]
va = (ad ~ of)xg + (b} - bl)yg = mi%i - biyit apXpt boye+ (93 - 98 - o)

som blir den generelle feilligning ved koordinatut jevaing pd gruanlasg av vin-
kelmdlinger. Derscm noea av punktene S, 1 eller 2 er fastpunkter, har det til

fglge at de tilsvarende koordinatelementer faller vekk.

2,6, Ngvaktighetsundersgkelser ved koordinatut jevaiag,

Den etterfglgende ngyaktighetsteori har ikke bare referanse til
koordinatut jevning, men gjelder bestemmelse av trigonometriske punkter i sin
alminnelighet,

2.6.1. Retninrsmiddelfeilen.

P4 gruanlag av feilkvadrstsummen kan vi utlede retningemiddelfeilen

/
- o Lvv]
T = ViaZz

hvor n er det totale antall retningsobservasjoner som inngdr i utjevningea, k er
antall koordinstelementer, som er lik det dobbelte antall aypunkter, og z er
antall orienteringselementer, scm igjen er lik aatall A-ligninger.

Da vi ved utjevaingen som regel opererer med middelsatser, vil denne
retningsmiddelfeilen referere seg til middelsatsene, som altsd er middeltall av
flere enkeltsatser. Dersom middelsatsene er middeltall av s enkeltsatser, blir

rniddelfeilen P& en observert retning
ny = m\s

Det er klart at retaningsmiddelfeilen gir et visst uttrykk for ngy-
aktlgheten av oypunktenes bestemmelse, idet stor observasjonsngysktighet selv-
sagt vil betinge ngyaktigere punktbestemmelse ean liten observasjoansngyaktighet,
P& den anuen side det ianlysende at m, represcuterer et sterkt “amputert’ ugy-

I}

aktighetsmdl, idet, som tidligere vdvist, er middelfeilen til en vilkarlis stgr—
8B ) 2 ] X - &
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relse u rent generelt gitt ved

gy = n,Y Cuy

hvor vektskoeffisienten @y, er en funksjon av bestermelsesanordningen. Herav
f@glger at m, isolert utgjgr bare en del av det totale agyaktighetsbilde (hvilke
faktorer avhenger forgvrig Quu. av ved den trigonometriske punktbestemmelse?).
Videre kan det innvendes mot m, som ngyaktighetsmdl at den ikke eksplisitt gir
opplysaing om nypunktenes ngyaktighet (med et punkts ngyaktighet assosieres
selvsegt ea linemr angivelse, f.eks. s& og sd mange ern). Tmidlertid er det mu-
lig p3 basis av m, & trekke visse slutninger med hensyn til nypunktenes linegre
grunnrissngyektighet. Det oppads ved & kombinere mo med trianguleringens gjein-

nomsnittlige sidelengde.

2.6.2. Koordinatmiddelfeil.

Mer avanserte agysktighetsmdl enn retningsmiddelfeilen representer-
er koordinetmiddelfeilene m, og my, som er middelfeilene som knytter seg til
aypunktenes koordinater. Ved opplgsniagen av normelligningssystemet utledes vekts-
koeffisientene Qy,, Qyy, hvoretter middelfeilene i koordinstaksenes retainger
er gitt ved

Imidlertid hefter det seg den mangel ved koordiastmiddelfeilene st de bare gir
uttrykk for usikkerheten i koordinatakseretningene. Full oversikt over ngyakbig-
heten av en punktbestemmelse forutsetter kjennskap til middelfeilen 1 alle mu-

lige retninger, og det skaffer vi oss ved den sdkalte feilellipse.

2.6.3, Feilellipsen.

Vi setter oss nd til oppgave & undersgke agyaktigheten av punktbe-
stemmelsen for samtlige retninger horisonten rundt, hvilket oppnds med utgangs-—

punkt 1 funksjonsforbiandelsen (se fig. 9)
Q(xy) D = (y - )2+ (x - %)

nvor {x,,y,) er koordinatene til det puakt hvis
ndyaktighet skal undersgkes, meas (x,y) er ko-
ordinatene til et variabelt hjelpepunkt Q, som
her har ksrakteren av en natematisk parameter,

v ) og som sadan ikke feilbeheftet.

© TP

%

Vi forutsetter sd at punktet P er
Fig. O beheftet med koordinatfeilene dx, og dy, og

finner den tilsvarende forfalskaing av avstanden D ved differensiasjon

2DdD = 2(y-y, )(-dy,) + 2(x-x,)(-dx,)
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dvs. dD = - Egzbdyb - Eéﬁﬁdxu = - sin 9 dy, -~ cos ¢ dx,

hvor ¢ er retningsvinkelen 1 P for linjen mellom P og Q. Vi kommer over til
niddelfeilen pd D ved her & erstatte differensialene med symbolske vektskoef-

fisieaster (hvorfor m& den utvidede feilforplantningslov nvttes her?)
Opp = (-sin ¢ @y - cos 9 Q,)? = sin®p Qyy + c0s°9 Oy, + sin 29 Oyy
ridere
M?(9p) = m2 (Q,ysin®¢ + Qu.cos®9 + 0,y sia 29)

hvor altséd M(¢) er middelfeilen til punktet P i retningen ¢, Ved & la ¢ anta
alle nulige verdier mellom O og L4009 vil den siste ligaing fremstille usikker-
heten 1 punktbestemmelsen hele horisontean rundt,

En nzrmere analyse av en ligning i polarkoordinater av den gene-

-relle form

> = g sin®¢ + b cos®p + ¢ sin 2¢

hvor &, b og ¢ er gitte koastanter, viser at r fremstiller en sakalt fotpuokt-

kurve t1l en ellipse. Navaet fotpunktkurve skriver seg fra at kurven er det geo-

metriske sted for fotpunktene til semtlige perpendikularer fra vedkommende ellip-

ses sentrum ned pd ellipsens tangent. Fig., 10 viser konstruksjonen av fotpuakt-

kurven nér ellipsen er gitt. Det til ellipsepunktet P' svareade punkt P" pd fot-
punktkurven finnes ved i P' & trekke tangenten til ellipsen og nedfelle en perpea-
dikular vé denne tangent fra ellip-
X sens seatrum C. Den stiplede kurven
forestiller forpunktkurven. Dea min-
ager om en ellipse, mea har en mer

rektangulezr form enn denne,

ner at 1 liguingen

Mz(@):mg(Qyysin2@+Qxxcoszm+Qxysin 2¢)

fremstiller M(9) en fotpunktkurve til

en ellipse, Denne ellipse gé» under

navn av feilellipse, Punktbestermels-

Av det sonm er sagt foran, f¢l-

‘ens middelfeil i en vilkdrlirs retning

Fig. 10 er lik radius vektor til feilellip-

sens fotnuaktkurve {se fig. 10),
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Av fig. 10 ser vi at ekstremalverdiene til M{¢) faller sammen med
aksene til feilellipsen, og vi setter oss a8 til oppgave & bestemme disse eks~
tremalverdier, eller om vi vil, & bestemme feilellipsens akser m.h.t. stgrrelse
og retaing. Oppgaven lgses pd vanlig mate ved derivering av M(¢) med hensyn péd

9 og sette differensialkvotienten lik null

. ‘
EME%91-= mg (2 sin 9 cos 9 Qyy - 2 cos § sin ¢ Q,y + 2 cos 29 Q,y) = O
dvs. m? (sin 29 Qyy - sin 29 Q,, + 2 cos 29 Qgy) = O

. 2q
son resulterer 1 tg 29 = ——

Qx x = QY y

hvor altséd o representerer retningsvinkelen til feilellipsens akser. Ligningen

er opfylt for to verdier av ¢ som er 1003 forskjellig, dvs. de tc ekstremal-

retainger stér vinkelrett 8 hverandre.

Nér det gjelder & avgjgre kvadrantspgrsmdlet, kormer de samme for-
tepasregler til anvendelse som tidligere ved ubtregningen av en retningsvinkel

Fitt ved tg ¢ = %% . Den verdi for ¢ sor vi kommer frem til ved & praktisere

anevaote fortegasregel, gir oss retningsvinkelen til feilellipsens store akse.

Vi skal sd utlede ekstremalverdiene som altsd her blir identiske
med feilellipsens halvakser. Den verdi av ¢ som svarer til maksimumsretningean,
kaller vi o, Minimumsverdien faller fglgelig i retningea 100° + «, med andre
ord

o

Afu

tl
i

Maks.: M?(y) = (Q,,cos®u + Qyysina + Q,ysin 2a)

Min.: M2(9) B2

1l
0

2 a2 .
ms (Qgysin®a + Qg cosRq - O, ysin 20)

Vi har altsd innfgrt betegnelsene A og B for halvaksene til feilellipsean. Sub-
stituerer vi i disse uttrykkene de trigonometriske fuuksjoaer ved hjelp av

den tidligere utledede relasjon

tg 20 = _..2._9‘.5.)’_

far vi
s
Qx x—Qy y

1 ' hvor k = /{0, - 0,,)2 + b Q2
B® = i(Qxx + Qyy - k)m;?

Ellipsen med halvakser A og B gér under navnet av dea midlere feil-

ellipse. Det lar seg bevise at feilellivsen er invariabel med hensyn til akse-

systemets orieantering, dvs. den influeres ikke av ea dreining av aksesystenmet,
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Nér feilellipsen er kjent, kan vi utlede punktets middelfeil i vilk&r-
lige retninger. Fig. 11 viser hvordan vi kommer frem il middelfeilen i retningen
¢. Det skjer ved & trekke en perpendikulzr pd vedkommende retning, som samtidig

Rew r2tiing skal vere tangent til feilellipsen. Avstand-
en mellom ellipsens sentrum og fotpunktet
t1l denne perpendikularen er 1ik punktets

pa middelfeil i den betraktede retning.
Som vi skjgnner, representerer feil-
ellipsen et indirekte ngyaktighetsmil.

Fotpunktkurven til den midlere feilellipse

- Fig. 11 derimot gir eksplisitt uttrykk for punktets

middelfeil i de forskjellige retninger, idet punktets middelfeil i en bestemt ret-

ning er lik lengden av fotpunktkurvens radius vektor i samme retning.

Vi gér tilbake til uttrykkene for feilellipsens akser

A2

]

mé(Qy ycos®a + Qyysin?u + Qysin 2u)

B.?.

1}

m#(Qyxsin?a + Gyycosa + Quysin 2a)
Vi summerer disse ligningene og far
A% + B2 =m§(Qxx + ny) = m)’? +m$

Da A% + B® er konstant, uttrykker alts3 denne ligning at summen av mf{ + mf er kon-

stant. Ettersom aksesystemects orientering er mer eller mindre vilkérlig valgt, kan

vi fglgelig trekke den slutning at for hvilke som helst to retninger som stdr vin-

kelrett pd hverandre, vil summen av kvadratene til middelfeilene i de to retning—

ene vere konstant,; nemlig lik summen av kvadratene til feilellipsens hezlvakser.

En nmrmere'unders¢kelse over spgrsmélet om sannsynligheten for at punk-
tets sanne posisjon skal falle innenfor den midlere feilellipse med sentrum i
punktets beregnede posisjon, gir til resultat verdiem 0,39347T.

Videre lar det seg vise at feilellipsekurven (det samme gjelder

for alle ellipser likedannet med feilellipsen) representerer det geometriske sted

for punkter med samme posisjonssannsynlighet.

Foruten den midlere fellellipse har en ogsé innfgrt den sannsynlige
feilellipse, som er karakterisert ved at sannsynligheten for at punktet skal be-
finne seg innenfor denne, er like stor som sannsynligheten for at punktet skal
falle utenfor, nemlig 1ik 0,5 i begge tilfeller. Den sannsynlige feilellipse er
likedannet medden midlere feilellipse, men dens dimensjoner er gket i forholdet
1 : 1,17741.

I det spesielle tilfelle at Quy = Qyy og dessuten at Quy = 0, blir
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tg 20 =% , altsé ubestemt, og videre blir A = B, Feilellipsea har i dette spesi-
elle tilfelle antatt sirkelform, og den tilhgrende fotpuaktkurve faller sarmen med
denne sirkelen. At feilellipsea anbar sirkelform, betyr fgigelig at puanktet blir
bestemt med semme ngyaktighet i samtlige retaninger, og det er selvsagt meget for-
delzktig, og bdr tilstrebes ved planleggingen av den trigonometriske punktbestem-

nelse.

2.6.4, Punktbestermelsens ngyaktighet uttrykt ved en

enkelt stgrrelse,

Feilellipsen, og ends mer fotpunktkurven, er temmelig "arbeidskre-
vende" ngysktighetsm8l. Det har derfor i praksis meldt seg behov for enklere ndy-
aktighetsmdl, og helst slike som ved en enkelt stgrrelse formar & uttrykke et

aypunkts ngyaktighet under ett (mer eller mindre dekkende).

2.6.4.1, Den midlere usikkerhet.

Dette agyaktighetsmél, som betegnes med R, har umiddelbar tilknytning
t1l feilellipsens fotpunktkurve, idet R fremkommer som kvadratisk middelverdi
av fotpunktkurvens radius vektor hele horisocaten rundt. Som tidligere vist, er

fotpunktkurvens ligning 1 polarkoordinater

r? = m2(Q. cos?p + Qyysin®9 + Q  sin 29)

Den kvedratiske middelverdi av r er fglgelig gitt ved

2n
2 3
[ r?ay 2 2
_ o _ﬂ(mx*m)’_l 2
R® = =53 B 2m = 2(mf + my)
J as
o}

(R kan ogsé interpreteres pd en annen mdte, nemlig som radius 1 den sirkelen som

omslutter samme areal som fotpunktkurven.)

2.6, 4.2, Punktmiddelfeilen.

Vi har hittil befattet oss med punktngyaktigheten som funksjon av ret-
ningsvinkelen, Imidlertid er det mulig & ta et annet utgangspunkt og spgrre etter
ngyaktigheten av nypunktet i betydning av avstand mellom korrekt og faktisk punkt-
beliggenhet (uttrykt som middelfeil) uten & bekymre seg om i hvilke retning gruan-

rissfeilen befinner seg 1.
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I fig. 12 forestiller P den beliggenhet
av aypunktet som vi er kommet frem til ved ut-

jevaingen, mens P er punktets korrekte posisjon.

— — D X

Da vi behandlet ngyaktighetsundersgkelsen i for-

P(X+dx,Ysdy) bindelse med elemeatutjevning, viste vi at det
dx ds var mulig & skrive elementene som linezre funk-
mmmmmm >y sjorer av de observerte stgrrelser (se side 18).
P(X.Y) Det bestdr fdlgelig en linezr funksjonsforbin-
Fig. 12 delse mellom aypunktets utjevnede koordinater

og observasjonsmaterialet som punkibestemmelsen baserer seg pé, av formen

M
!

= (1101'1" Cx?Og + s0 e s + dnon

[

y BlOl+ .8202"' e s o0 +Bn0n

hvor « og § er visse koeffisienter (som blir funksjoner av punktbestemmelsens
geometri) 01, On, eavee, 0, er de observerte stgrrelser, means x og y er de verdier
for punktets koordinater som utjevaingen gir. Ved & inafgre observasjonenes saane

ferl €1, €2, ...404y8n filnner vi punktets sanne koordinatfeil dx og dy

%
dx = 0481 + Gofy +* wees + 0y €, AVs. mE = [ o m?
= - ®) 2 - Topln?
dy = Br€1 + Bofs + ..u. + Bp€p. dvs. my = [BBm
Videre far vi:
ds® = ax® + ay? = (af+8P)c? + (aB+82)ed + ... + (0B+p2)e? + 2(w ap+PePp)Erenten..

hvor altsd ds er avstanden mellom punktets feilaktige og korrekte posisjon. Vi

tenker oss sd at punktbestemmelsen gjentas i alt N ganger og fAr ndr N-oe

_ lim las?]
oo N

M2 = (af+pf)mf + (oB+B%)mE + .... + (af+B2)md

idet alle dobbeltproduktleddene har greuseverdiea uull ndr N, Vi forutsetter né

at alle observasjoner er like ngyaktige og fér

5
1

M2 = [aalm?® + [BBJm® = m® + mf

Punkimiddeifeilen er den enkeltstdrrelse som best karakteriserer

ngyaktigheten av en punktbestemmelse under ett, fordi den umiddelbart gir uttrykk

for punktets grunarissmiddelfeil i betyduning av avstand mellom feilaktig og kor-

rekt beliggenhet.

Relasjonen mellom midlere usikkerhet og punktmiddelfeil er gitt ved

* ) under forutsetning av like ndyvaktige mialinger
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M® = m? + nf 2R2
Ved bruk av M og R md en ha klart for seg den prinsipielle forskjell

mellom dem. M som refererer seg til avstanden mellom feilaktig og korrekt punkt-

posisjon, er et retaingsuavhengig ngyaktighetsmél, mens R derinot er retuings-

bundet. Overalt hvor det er spgrsmdl om et punkts grunnrissngyaktighet som sé-
dan, skal punktmiddelfeilen nyttes. Er det derimot spgrsmdl om angyaktighet i en
bestemt retning, kommer des midlere usikkerhet inn 1 bildet. Vi skal belyse pro-,
blemet med et eksempel. Vi tenker oss at et aypunkt blir bestemt trigonometrisk,

i alt foretas N bestemmelser (N-w). For hver enkelt punktbestermelse méles av-

X standen ds mellom korrekt og aktuell posisjon (se

! {ﬂ fig. 13, hvor P forestiller punktets korrekte og P
% ;?g \\k dets "observerte" posisjon). Det er da klart et vi
; §¢ JﬂffﬁgP kormer frem til punktmiddelfeilen ved & "realisere"
\ff//f g,f%; © uttrykket

o (B

Tenker vi oss derimot fastholdt en bestemt retning, T.eks. 9 = 309, og for hver
enkelt punktbestemmelse utmgler “punktets feil i denne retning, som blir 1lik gruun-
rissfeilens komponent i den bestraktede retning, m.a.o0. stgrrelsea e i Tig. 13,

¢
og "realiserer" uttrykket

1imy / E‘i

MooV o
sd er det punktets middelfeil 1 retningen -0 som vi kommer frem til, dvs. stgrrel-
sen M(:p), eller om en vil: lengden av radius vektor til fotpunktkurven i retningen
@, (Ved mer tilnermede ndyaktisgheotsvurderinger vil det her vere tillatt & erstatte
M(%p) med den midlere usikkerhet R.)

Foranstéende eksempel skulle klart vise den innholdsmessige betvdning

av og likesd anvendelsesomrddet for M og R.

NB! Det er viktig & ha klart for seg at samtlige behandlede ndyaktig-

hetsmal bygger pd forutsetningen om feilfrie grunnlagspunkter, dvs. ingen av dem

tar hensyn til eller formdr 8 uttrykke virkningen av feil som skyldes at denne

forutsetning ikke er oppfylt. Fglgelig gir de uttrykk for relativ ndyaktighet i

forhold til fastpunktgruppen (sistnevnte kollektivt oppfattet).

2,7. Avvikende behandling av satsserier i grunnlagspunkter.

I grunnlagspunkter hvor det er observert i det minste &n fastpunkt-
retning, bestér den mulighet & foreta en preliminer bestemmelse av satsseriens
orienteringsvinkel. Derved oppnfs & f8 overfgrt vedkommende satsserie til den
typen som ble behandlet under punkt 2.3.2. (Feilligningssystemer som skriver seg
fra satsserier med kjent orienteringsvinkel.) Utledningen av orienteringsvinkelen

foretas i et orienteringsregister i samsvar med den tidligere utledede formel



hvor ¢ og r refererer seg til fastpunktretningene og g er lik antallet av

samme.,

Vi har dermed overfgrt satsserien, som egentlig sogner til punkt
2.3.1. (Feilligningssystener scm skriver seg fre satsserier med ukjent orienter-
ingsvinkel) 4il pkt. 2.3.2., Ved & gé& frem pé deane m&ten oppndr vi en viss ar-
beidsbesparelse, idet antall elemeunter reduscres. Imidlertid md vi vere klar
over at fremgangsméten ikke er kellt I' samsvar med "anden” i m.h.m. Det vi her
har foretatt er nemlig en partiell wutjavaing, Bestennclsen av z er 1 samsvar med
m,K.m. ndr vi ser pad Lo . vostoomelse ioslovh. Taidiertid er det bestemmelsen
av punktsystemet 1 sin helhet som i det foreliggende tilfelle representerer

selve utjevningsproblenet. En korrek: behaadling av en utjevningsoppgave ebter

m.k.m. forutsetter at kvadratsumnen ov korreksjonene til samblige observasjoner

som inagdr 1 ut jevaingen, skal gidres t11 minimum sambidig. Ved partielle ut-

Jevalager sor den vi nebtorp har behandlet, gigr vi fgrst kvadratsumen til en
del av korreksjonene til minimum og devetter kvedratsummen til de resterende
observasjoner til miuimum. I dz aller fleste tilfeller vil ikke sluttresultatet
av to eller flere partielle ubjsvaningen falle sammen med resultatet av en samlet
utjevaing., Som tidligere cmi2lu (se Schreibers 2. reogel, side 71),vil det bare
ingtreffe i reut spesielle tilfeller, f.eks. ndr de stgrrelser som inngdr i en

ut jevning, er middeltall =av flore enkeltm8linger. Det er da tillatt & innfgre
niddeltallet av enkeltmAlingeans 1 utjevningen og gjdre kvadratsummen av korrek-
sjonene til disse middeltall £il misdmur. Vi vil da oppnd samme resultst som om
vi hadde innfgrt enkeltmilingeune av vaedkenmends stgrrelse i ubjevningen. At det
mé vere slik fglger av Schreibers 2. regel. Det samme forhold har vi ved stasjons-
utjevning etter satsmetodon og ved vinkelmiling 1 alle kombinasjoner, hvor det
ogsd er tillatt & forete cbtaejonsutjevaingen og ubtjevningen av punktsystemet
atskilt fra hverandre, og likevel oppaft ¢t sluttresultat som vil vere identisk
med resultatet av en sanlesl ubjevoing.

Bortsett fra det tilfelle at det i et fastpunkt bare inngdr én ny-

punktretning, vil preliminezr besteumelse av orienteringsvinkler innebzre et brudd

med den strenge bshandling av proble.shb, og bgr bare brukes for stasjoner hvor
det forekommer et stgrre antall grunnlagsretninger, eller nfr det dreier seg om
mindre viktige stasjoner.

notakstilfzliet er altsé at det 1 et fastpunkt inngdr bare en enkelt
nypunktretning. Det lar scg da vise at prelimingr orienteriag pé basis av fast-
puwiktretningene betinger semme resuitat scm fremgangsméten med inafgring av ori-

™

epteringselement uoew 2clve proltui)omrirssn, Do prelimipore orientering inne--

berer at hele feilligningssystemet fre et slike fastpunkt kan erstattes av en

enkelt feillligning av formen
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pe

9
+ 1

utledes ved den ordinsre orienteringsprosedyre (basert pé fastpunktretningene,

v = a;x + by + ({0 - 1) - ] med vekten , hvor Z altsd

hvis agtall er lik q).

2.8. Behandling av flere satsserier i samme stasjoua.

Dersom det i en stasjon forekommer et stgrre antall retninger, bgr
observasjonsarbeidet fordeles pd flere setsserier. I praksis bgr en helst ikke
ta mer ean i hgyden 6 - 7 objekter i hver satsserie. Ellers vil mdlingen av hver
enkelt sats ta for lang tid, slik at det kan vere tvilsomt om forutsetningen
o at instrumentet holder seg i ro under madlingen, er oppfylt med tilstrekkelig
tilpsrmelse. Det melder seg sé spgrsnmdl om hvordea slike satsserier skal behandles
uader utjevaingen. Det vanligste er & ianrette seg pé den miten at en velger &n
eller flere fellesretninger som gir igjen i samtlige satsserier. Ved hjelp av
denne eller disse fellesretningene er det mulig & fgye sammen alle enkeltserier
til en enkelt satsserie, som behandles videre pd vanlig mdte. Imidlertid mé vi
vere oppmerksom pi at ogsd denne fremgangsmdten bryter med dnden i m.k.m. Den
strengt riktige behandling av problemet vestdr i & trekke enkeltseriege atskilt

inn i utjevningen, idet vi inafgrer et orieuteringselenent for hver enkelt sats-

serie. Denne fremgangsmiten bgr derfor nyttes for de overordnede stasjoner i
pettet, For mindre viktige stasjoner derimot kan det vare tilstrekkelig & trekke
semmen de forskjellige satsserier til en enkelt sats ved hjelp av fellesretning-

en{e) og iannfgre bare ett eneste orienteringselement for den sammendradde satsen.

2.9. Oversikt over koordinatutjevaing.

Gangen i regningen blir som fglger:

1. Beregningen av tilnermede koordinater for aypunkteane. Det er
av betydning av de provisoriske koordiuater avviker sd lite fra de endelige
st koordinatforbedringene blir smd stgrrelser. Den provisoriske bestemmelse av
punktenes koordinater bgr derfor baseres pd sentrerte retninger og guastige

skjeringsvinkler,

2. Beregaing av de provisoriske retuningsvinkler mellom alle puukter

som det er foretatt retningsobservasjoner mellom.

3. Beregniag av retningskoeffisientene til alle sider som inneholder
nypunkter. Som enheter er det i alminnelighet hensikt smessig & operere med cm

og sek.
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4, Inafgring i skjema for koordinatutjevning av retningskoeffisient-
ene i kolomnene 3 - 12, retningsvinkler i kolonne 13 og observerte retninger i
kolonne 15. Fortegnene til retningskoeffisientene bestemmes ved hjelp av koordi-
netut jevningsskjemaets kvadrantoversikter. Uttrykkene framskjerings- og tilbake-
skjeringskoeffisienter er slik & forsta:

Tilbakeskjaringskoeffisientene stér til koordinatelementene til sta-
sjonspunktet for vedkcmmende retningsobservasjon, mens framskjeringskoeffisient-
ene stdr til det tilsiktede punkts koordinatelementer.

5. Utledning av provisorisk orienteringsvinkel i kolonne 16 for alle

. . . . . -Tr
satsserier med ukjent orienteringsvinkel: z° = g

, hvor ¢p-ene omfatter samt-

lige retuningsvinkler fgr utievningen (bdde de gitte og de provisoriske).

6. Utledning av feilligaingenes kounstantledd som er lik differensen
mellom z° og de enkelte ¢-r i kolonae 16: f = (p -r)-z°for satsserier med ukjent

orienteringsvinkel, og £ = @“—ngs for satsserier med kjent orienteringsvinkel.

7. Innfgring av A-ligringer for alle satsserier med ukjent orienter-
ingsvinkel. Koeffisientene til disse A-liganinger er lik summen av de tilhgrende
feilligningskoeffisienter. A-ligningene har vekten —-% , hvor n er det totale

antall retninger som inngdr i utjevaingen fra vedkommende satsserie.

8. Omforming av A-ligningene slik at de fr vekten - 1. Det skjer
ved hjelp av multiplikatoren q som er oppstilt i tabell pd skjemaet for koor-
dinatut jevning. De opprinnelige A-ligninger strykes ut og de omformede A-lig-

ninger samles for seg selv.

9. Danning og opplgsning av normalligningssystemet med summekontroll,

hvorved de endelige verdier for nypunktenes koordinater fés

x=x"+x , §=y +7y

10, Beregning av de endelige retningsvinkler for samtlige sider som

inneholder aypunkter.
11. Innfgring av de endelige retningsvinkler i Kkolonne 1k, Deretter
regnes de eandelige orienteringsvinkler ut i kolonne 17

Ii:[@ﬁr]

Il

12 .Deretter regnes v-ene ut som differensen mellom endelig orien-
teringsvinkel og de enkelte § - r i kolomne 17,dvs. v = (§ - r) - z for sats-
serier med ukjent orienteringsviikel og v = §-g,pg, for satsserier med kjent ori-
enteringsvinkel. Disse v-ene, som altsd er utledet av observasjonsliguningene,

fgres i koordinatut jevningsskjemaets kolonne for v.
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13. Danning av feilkvadratsummen av v-ene utledet under 12. Deunne
feilkvadratsummen skal stemme overeus innenfor regnengyaktigheten med samme ut-

ledet ved oppldsningen av normalligningssystemet.

1k. Dersom denne kontroll ikke stemmer, m& korreksjonene ogsé utregnes
pé grunnlag av feilligningene. For satsserier med kjent orienteringsvinkel er

v-ene gitt ved

v=ax 4+ byt ceees + T
For satsserier med ukjent orieunteringsvinkel has
t & t .
v =V +-H , hvor v! = ax + by + ... + T

Disse v-ene, som altsd er utregnet pd grunnlag av feilligningene, fgres inm i
koordinatutjevningsskjemaets v'-kolonne. Brukes preliminer eliminasjon av ori-

enteringselementene etter den Gaussiske metode, er v-ene gitt ved
vV=AXxX+By + «eovo + F

15. Deretter fglger de forskjellige slags ngyaktighetsundersgkelser.
Det kan foruten utregning av observasjonsngyaktigheten ogsd bli spgremdl om

middelfeilen p& elementene, punktmiddelfeilen(e) og feilellipsen(e).

3. Nettutjevning.

I det foreglende har vi behandlet utjevning av trigonometriske punkt-
systemer ved elementutjevning, men det er ingen ting i veien for & foreta ut-
jevningen som korrelatutjevaning, og vi bruker da betegnelsen nettub jevning.

Som overalt ellers ndr det dreier seg om korrelatutjevning, blir
oppstillingen av betingelsesligningene selve krumtappen i utjevningsprosedyren.
T det etterfglgende blir derfor betingelsesligningene ved nettutjevning, deres
antall, oppstilling og hvilke geometriske betingelser de gir uttrykk for, gjort
til gjenstand for en inngdende drgfting.

3.1. Betingelsesligningene ved nettutjevning.

Ved nettutjevning opptrer 3 hovedtyper av betingelsesligninger,
nemlig

1. Vinkelligninger

1.1. Stasjonsligninger

1.2. Vinkelsumsligninger
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2, S8ideligninger eller sinusligninger

2.1. De egentlige sideligninger.,
2.2. Basisligninger

3. Polygonligninger

Vi skal s8 g8 nzrmere inn pd de enkelte typer av betingelsesligninger.

. 3.1.1. Stasjonsligninger.

Betegnelsen stasjénsligning henger sammen med at betingelsesligningen
har sitt utspring i overbestemmelser i de enkelte stasjoner. Vi skal belyse denne
betiagelsesligningstype ved 3 eksempler.

8 o 1. I fig. 14 er A, B og C fastpunkter. Fglge-
P lig er viakelen a gitt. Observasjonene r; og
ry, md derfor oppfylle fglgende betingelses-
ligning

rz — Ty = O

2, Det andre tilfellet omfatter horisontslut-

c . . . . o
Mﬂmwwﬂm””“wu‘ ning ndr observasjonene utfgres som vinkelma-
£y Fig. 1k ling. Av fig. 15 ser vi at vi ken stille opp
: fglgende betingelsesligning
. 0, + 0y + 05 + 04= 400°
(A) ”‘!) v
\ 4 Dersom vi i stedet har mdlt de fire retningen:

Ti, eesees ra Og ubledet vinklene pd grunnlag
av disse, faller denne betingelsesligning bor
idet summen av vinklene horisonten rundt da

alltid vil vere 400°. At det md vere slik, ka

() () vi vise pd fglgende méte:
Fig. 15 irggrl§+{r3;r2}+{r4;r3}+{(4009+r1)—r4i = 4o
1 T2 3 4

dvs. ligningen vil alltid vsre oppfylt uten hensyn til om observasjonene er be-
heftet med feil eller ikke.

3. Til slutt ter vi det tilfelle som inn-
treffer ved vinkelmdling dersom vi 1 en sta-
sjon har mélt overskytende vinkler, som fglge
lig ken utledes indirekte som sum av eller
differeas mellom andre mdlte vinkler. Pa

grunnlag av observasjonene i fig. 16 kan vi

stille opp betingelsesligningen

01 * 0o + 0= Oy
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3.1.2., Vinkelsumsligninger.

Vinkelsumsligninger oppstir ndr vi mdler alle vinklene i en lukket
polygon. I den plane geometri gjelder at summen av de innvendige viﬁkler i en
polygon, bestdende av n punkter, skal vere lik (n-2)2R. Den vanligst forekom-
mende polygon i la;ldmﬁlingen for oppstilling av vinkelsumsligninger,er selvsagt

trekanten. For plane trekanter antar vinkelsumsbetingelsen formeu
0, *+ 05, + o3= 200°

og for sfariske trekanter

01 + 0y + 0;= 2009 + sferisk overskudd.

3.1.3. Sideligninger eller sinusligninger.

Mens vinkelsumsligningene tar sikte pé en korrigering av observa-
sjonsmaterialet slik at polygonene fér korrekt vinkelsum, har sideligningene
til'misjon"4 bringe elle striler som iangdr i bestemmelsen av et punkt, til &
skjzre hverandre i ett og samme punkt. Den siste fordringen kan ogsé formuler-

es pd fglgende méite: Sideligningene bringer til uttrykk deun betingelse at en

triangelside som kan beregnes ad flere veier, skal f& semme verdi i alle til-

feller.Vi skiller mellom to typer av sideligninger, nemlig

3.1.3.1. De egentlige sideligninger.

Disse oppstdr ndr det er mulig ut fra en side i
nettet & regne seg frem til samme side ved & gé gjen-
nom et stgrre eller mindre antall trekanter. Fig. 17
viser et eksempel pd hvordan en slik sideligning opp-
stdr. Ved f.eks. & g& ut fra siden AD kan vi i tri~
anglet ACD regne oss frem til CD, videre i trianglet
BCD +il BD, og endelig i trianglet ABD tilbake til

Fig. 17 — AD, Sideligningen uttrykker s& den geometriske be-

tingelse at vi da skal komme tilbake til utgangsverdien.

3.1.3.2. Basisligninger.

Slike ligninger oppstér nar det foreligger minst to kjente sider i
nettet. Basisligningen uttrykker den betingelse at vi ved & gd ut fra den ene
kjente sidelengde og regne oss gjennom nettet til den andre, skal komme frem
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til den sistes gitte verdi. Fig. 18 viser et eksempel pd en basisligning. Punkt-

ene A, B og C er fastpunkter, f@glgelig er Syp
B, P og S, gitte. Ved sukssesiv anvendelse av
sinusproporsjonen er det mutig med utgangs-

punkt i S, & regae seg frem til S,c , 08

He

basisligningen gir uttrykk for betingelsen

at vi da skal komme frem til den gitte verdi

1>

for S,.. Bt amnet eksempel pd basisligning
har vi ndr det i nettet foreligger milt to
Fig. 18 eller flere atskilte basislengder. Prinsip-
pet for oppstillingen av basisligningen blir ogsd i dette tilfelle det samme som

i foregdende eksempel: Ved & regne oss ut fra den ene basisside frem til en av

de andre, skal vi komme frem til den sistes gitte verdi.

Vi skal senere behandle de sdkalte polygonligninger.

3.2, Det totale antall betingelsesligniager.

Det totale antall betingelsesligninger ved nettutjevning finnes
lettest ved -4 teuke seg oppgaven lgst ved koordinatutjevning. Antall oversky-
tende m8linger er da lik n-e, hvor n er det totale antall observasjoner og
e det totale antall elementer. Nir det dreier seg om retningsmélinger, vil e
bestd av koordinatelementer og orienteringselementer. Antall koordinatelementer
er 1lik det dobbelte antall nypunkter, og antall orienteringselementer er 1lik
det totale antall stasjoanspunkter. Betegner vi antall nypunkter med p og antall
stasjonspunkter med s, blir antall overskytende mélinger, som igjen er 1ik an-

tall betingelsesligninger, fglgelig gitt ved
r=n-2p-s8

Dersom de observerte stgrrelser er vinkler istedenfor retainger, faller orien-

teringselementene vekk, og antall betingelsesligninger blir
r=a-~-2p

For & avgjgre hvordan det totale antall betingels sligninger for-
deler seg pd vinkelsums- og sideligninger brukes en regel som er oppstilt av

Bessel og som derfor gir under navn av Bessels regel.

3.3. Bessels regel.

Nir vi skal praktisere Bessels regel, gdr vi frem pd fglgende méte:

Vi setter fgrst av de kjeate punkter. Antall betingelsesliguinger som fglge av
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denne transaksjonen er lik null. Deretter avsettes punkt systemet punkt for punkt,
idet punktene forbindes med de allerede avsatte punkier etter hvert som de av-
settes med helt eller halvt opptrukne linjer, avhengig av omdet dreier seg om
gjensidige eller ensidige retainger. Bessels regel utsier da:

Vinkelsumsligningenes antall er for hvert avsatt punkt lik autall helt

opptrukae linjer minus &n, og antall sideligninger er lik antall av helt og halvt

opptrukne linjer minus to. (Dersom subtrahenden blir mindre enn subtraktor, skal
resultatet settes lik null.)

Dersom det dreier seg om et fritt nett, dvs. et nett som ikke inne-

holder kjente punkter, skal vi likevel begynne med 8 sette av som kjente punkter
det minimale antall punkter som er ngdvendig for den geometriske bestemmelse av
systemet , nemlig to punkter.

Dersom nettet inneholder to eller flere grupper av kjente puukter som
ikke er direkte forbundet med helt eller halvt opptrukae linjer, skal som kjent
utgangsfigur nyttes bare &n av gruppene.

Ved & bruke Bessels regel fir vi med alle betingelsesligninger i

nettet bortsett fra eventuelle stasjonsligninger i utgangsfiguren. Heller ikke fés

med de betingelsesligninger som eventuelle kjente stgrrelser 1 nettet utenfor

utgangsfiguren betinger. Opptrer det utenfor utgangsfigurea en kjent side, be-

§ tinger det en basisligning. En kjeat via-
kel utenfor utgangsfiguren betinger ea sta-
sjonsligning, mens et koordinatbestemt punkt
ubenfor utgangsfiguren betinger to polygon-
ligninger.

Vi skal praktisere Bessels regel pé net-
tet i fig. 19. Punktene 1, 2 og 3 er fast-
punkter, meas 4, 5 og G er nypunkter. Til
bestemmelse av aypunktene er det foretatt
de i figuren autydede 17 retningsobserva-

sjoner. Bestemmelsen av antall bestingelses-

Fig. 19 ligninger foregdr i fglgende skjema:
okt . helt'opptrukne helt og halvt . antall vinkel- antall
linjer opptrukne liajer sumslign. sidelign.
1,2,3 - - 0 0
4 3 3 2 i
5 2 2 1 0
6 0 3 0 1

Sum: 3 2
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Vi setter fgrst av fastpunktene 1, 2 og 3 som ikke gir opphav til
noen betingelsesligning. Deretter avsettes pkt. 4, hvorved delnettet i fig. 20
oppstdr. Etter skjemaet fds derved 2 vinkelsumsligninger og en sideligning.
Nér vi skal anvende Bessels regel, er det viktig & ha klart for seg at de

ligninger som konstateres etter hvert sam nettet bygges opp, refererer seg

til den del av nettet som er avsatt til enhver tid.

I delusttet 1 fig. 20 skal vi altsi ha

to vinkelsums- og &€a sideligning. Vinkelsums-

ligningene kan utformes pd den m&ten at vi for-
langer at trekanteune 1,2,4% og 2,3,h skal ha
korrekte vinkelsumer. Sideligaingen f&r her

karskteren av en basisligning, som uttrykker

den betingelse at en ved 4 gd utfra S,y og

beregne seg frem til S,; , skal komme frem til

den siste sides kjente verdi.

- Vi setter si av pkt. 5, hvorved
nettet antar den formen som fig. 21 viser.
Ifglge skjemaet betinger avsettingen av

pkt. 5 en uy vinkelsumsligning, som T&r

[

sin enkleste utforming ved 4 stille opp
fig. 21 » fordringen om at trekanten 3,4,5 skal ha
6 korrekt vinkelsum.
Vi settor s& til slutt av pkt. 6,
hvorved nettet blir komplett (se fig. 22).
Derved oppstir ifglge skjemaet &n sidelig-
ning. Deune kan utformes pd to méter. nem-

lig entes som basisligaing eller som ekte

sideligning. Vi kan nemlig gi ut fra Say
0g regne oss frem til den kjente siden
Sps ved 4 velge "lgype" (:) » eller vi

kan stille opp den fordring at en sentral-

fea2

Liva

fig. 22, ‘ linje, f.eks. S,,, skal resultere i sin
egen verdi ndr vi regner oss rundt figuren med 4 som sentralpunkt (1gype (2) i
fig.22). Den fgrste betingelse resulterer i en basisligning og den siste i en
ekte sideligning (vanligvis er sideligninger & foretrekke fremfor basisligninger).
I foreliggende tilfelle har altsd Bessels regel fgrt til i alt 5
betingelsesligninger. Det melder seg s8 det spgrsmdl om nettet kan inneholde be-
tingelsesligninger som ikke Bessels regel har "fitt med seg". Ved & bruke den tid-

ligere oppstile formel for det totale antalle overbestemmelser finner vi



r=pnp-2p=-5=17 «2:3-5=6

‘Nettet i fig. 19 ipusholder med andre ord i alt 6 betingelsesligainger. Som tid-
ligere‘nevnt, overser Bessels regel eventuelle stasjonsligninger i utgangsfigu-

ren. I foreliggende tilfelle har Bessels regel ikke fatt med stasjonsligningen

I's = Tg = 4123

3.4, Oppstilling av sideliganiuger.

Som det fremgir av Bessels regel, vil sideligningene oppstd i enkle

standardfigurer. Den langt vanligste standardfigur for oppstilling av sidelig-

ainger (og for den saks skyld ogsé vinkelsumsligninger) er diagonslfirkenten, som
derfor blir viet spesiell oppmerksomhet i det etterfglgende. ‘
Ved bruk av Bessels regel péd diagonslfir-

kanten i fig. 23 fianer vi

Pkt. helt helt og halvt ! v s
A,B o] o 0 o
C ; 2 2 1 0

3 2

sum: 3 1

Vinkelsumsligningene stilles enklest opp ved
fig. 3 & forlange at 3 av de U mulige trekanter skal ha
korrekt vinkelsum. De kan ogsd utformes pg den
mdten at vi forlanger at hele firkanten og to av trekantene skal ha korrekt vink-
elsum. I siste tilfelle bestar imidlertid den fare at vi kan komme i skade for

& stille opr betingelsesligrninger som er linesrt avhengig av hverandre. Det vil

fremgd av f¥lgende eksempel

1. betingelseslign. i AABC: 2 + 3+ L + 5 = 2009
2. " i MDC: 1+ 6+ T+ 8 = 2009
3. " i ABCD: 1+ 24+ 3+4+5+6+7T+8 = Loot

Dette system av betingelsesligninger er ikke brukbart, idet den 3. ligningen
ikke er noe aanet enn summen av de to andre. Ligningene er med andre ord linezrt
avhengig av hverandre. Et uavhengig system av betingelsesligninger oppuér vi ved
4 bytte ut den 3. ligning med en vinkelsumsligning i ABCD eller AABD. Bortsett
fra faren for &4 f& et linemrt avhengig ligningssystem nir en bruker firkantlig-
ninger, taler ogséd det til fordel for trekaantliguinger at de siste inneholder

ferre ledd. I det hele tatt bgr en overalt ved oppstilling av betingelsesligninger -
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ta sikte pd & gi dem en slik utforming at antall ledd blir minst mulig. Det med-
fgrer pnemlig en betydelig arbeidsmessig besparelse.

" -Sideligningen i diaéonalfirkanteu kan stilles opp pd flere mater. Vi
kan f.eks. g8 ut fra siden a og regae oss vig b, ¢ og d tilbake til a, og skal
da komme tilbake til a's utgangsverdi. Denne betingelse kan uttrykkes ved fgl-

gende identitetsligning

oo

o'}
ot
!

Vi fgrer her de observerte vinkler inn i1fglge siuusproporsjouen og far side-

betingelsesligaingen

sin 6 sin b zin 2 sin 8

sin 1 sin 7 sia 5 sin 3

*

Vi skal s& vise at det er mulig & oppstille ovenstéende sidebeting-
elsesligning (og alle mulige andrz som kan oppstilles savel i diagonalfirkanten

som i en hvilken som helst annen figur) rent mekanisk. "Krumtappen" i de meka-

aiske regler som det hele bygger pa, er begrepet seutralpunkt, som er det felles-

punkt som inngdr i samtlige trekanter som sinusproporsjonen anvendes pa etter
tur for & f& uttrykt sidebetingelsen (sentralpunktets hosliggende trekantvinkler
vil f@#lgelig ikke inngd i sideligningen). Nar fgrst sentralpunktet er valgt,
skjer oppstillingen av sideligningen etter fglgende regler (se fig. 24 hvor Cer
det valgte sentralpunkt): Vi gdr ut fra sentrallinjen lengst til veustre, her

lingjen C-1 og dreier om sentralpunktet 1 posi-

-
i

J/fg”‘}x\\ tiv retaing til neste sentrallinje, hvor vi
s ka gigr en stans., Vi skriver sd opp i telleren til
!\m\W Llilbetingelsesligningen sinus til dea trekant-
_ﬁwﬂﬂ_ﬂﬂ_wmmwm;JL“az vinkelen som befinner seg ved enden av den sen-
C trallinjen som vi stanset ved, og 1 nevaeren
fig. 2h féres opp sinus til den trekaatvinkelen som be-

fioner seg ved enden av utgangssentrallinjen. I foreliggende tilfelle gir altsé
trekantea 1,2,C fglgende bidrag til sidebetingelsesligningen

811 o
P4 semme méte fortsettes videre i positiv omlgpsretning til vi kommer tilbeke
til utgangsstillingen, hvoretter brgken settes lik én.

Vi skal praktisere regelen om sentralpunkt péd aettet i fig. 25. Vi

velger diagonaleunes skjeringspuakt C til sentralpunkt, og begynner f.eks. med
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sentrallinjen C-1 og dreier til C-2, som resulterer i

sin 3 . . sin 5 .
i derfra til C-3 som gir sinlh derfra til

C-4 som gir :;2 g og endelig tilbake til C-1 som re-

. sin 1 o .. .
sulterer 1 prpoun I I alt fér vi sidebetingelses-

ligningen

sin 1 sin 3 8in 5 sin 7T
sin 2 sin 4% sin 6 sin 8

fig. 25

som blir den form som sidebetingelsen antar nér diagonaleres skjeringspunkt vel-
ges til sentralpunkt. Imidlertid bestdr ogsd den mulighet & velge et av de b
hjgrnepunktene i diagonafirkanten til sentralpunkt. Vi skal vise hvilken form
betingelsesligningen autar dersom vi velger puikt 1 til scatralpuankt. Vi kommer
frem til denne ved & g8 ut fra ideutitetsligningen

Si1p S5 Sy B sin 5 sin(7+8) sin 3 _
1, dvs. sin(3+4) sin 6 sin 8

Siz 814 Si1p

Vi kan ogsé stille denne ligning opp rent mekanisk ved & nytte de tidligere an-
gitte regler for oppstilling av sidebetingelsesligninger ved bruk av sentralpunkt.
P& tilsvarende méte kan ogsd de andre 3 hjgrnepusktene i diagonal-
firkanten nyttes til sentralpunkt. De betingelsesligninger som vi fir ved &
nytte et av firkantpunktene til sentralvunkt, stiller ng gunstigere reguetek-
nisk sett eun den ligningen som fis nér diagonalenes skjeringspunkt nyttes til
sentralpunkt. Det henger sammen med at de fgrste resulterer i ligninger med 6
ledd, mens den siste vil inneholde 8 ledd. I praksis foretrekkes derfor ett av

diagonalfirkantens hjgrnepunkter til sentralpunkt,

Det spgrsmdl melder seg s& om det er likegyldig hvilke av de b4
hjgrnepunkter som velges til sentralpunkt. En nzrmere undersgkelse over dette
spgrsmél gir til resultst at det sentralpunkt er 4 foretrekke som betinger de

spisseste vinkler i sideligningen. Det henger semmen med at sinus til en vinkel

er mer fglsom overfor endringer i vinkelen jo spissere den er. Som kvantitativt
mdl for et punkts "skikkethet" som sentralpunkt kaa nyttes stgrrelsen av arealet
til den trekant som de 3 andre hjgruepunkter i diagonalfirkaaten danner. Jo
stgrre dette arealet er, jo guastigere er vedkommende punkt som sentralpunkt.
Til sentralpunkt skal altsi velges det hjgrnepunkt, hvis "motstiende" trekaunt
har det stgrste areal.
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I en vilk8rlig mangekent uten diagonal-

forbindelser, som fig. 26 viser et eksempel D&,
S gstilles sidebetingelsesligningen opp ved & velge
det indre punkt til sentralpunkt. Sideligningen

i fig. 26 fér formen

sin 1 sin 3 sin 5 sin 7 sin 9 _
sin 2 sin 4 sin 6 sin 8 sin 10

1

3.5. Linearisering av sideligninger,

Det ligger i sakens natur at sideligningene (sével de egentlige
sideligninger sow basisligningene) vil vere ikke-linemre, Og md fdlgelig
bringes pd linesmr form. Det bestér to hovedmuligheter for denne lineariser-

ing, nemlig en logaritmisk og ea analytisk (rumerisk).

3.5.1. Logaritmisk linearisering,

Dette er den metode som,ihvertfall hittil, har vert deu lengt van-
ligste for linearisering av sideligninger. Vi skal demonstrere metoden med

wtgengspunkt i fglgende sideligning

gin 1 sin 3 sin 5
sin 2 sin 4 sin 6

Vi logaritmiserer ligningen og innfgrer samtidig korreksjoner til

+  obgervasjonene
logsin(l+vi)+logsin(3+v3)+logsin(5+v5)-logsin(2+v2}-logsin(h+v4)~logsin(6+v6)=0

Vi kommer over til linesmr form ved hjelp av log.tabellens differenser, som

betegnes med d. For log sin (1+vi) f.eks. fés

log sin (l+vy) = log sin 1 + d1+Vvy

§ Talleks.: for 1 = 28,674L° £8s log sin (I+vy) = 9,638829 + 1,41v,%, hvor altsd
1,41 er log.tabellens differens for ett sekund, uttrykt i enheter av logaritmens
6. desimal.

Her er det av spesiell betydning & vere oppmerksom pé ngdvendigheten
av konsekvent bruk av enheter. Niyttes f.eks. 10°® sor enhet for korreksjonene,
mé & vere lik differensen til log sin for 10°°. Likeledes m& d og betingelses-

ligningens konstantledd stemme overens m.h.t. exheter.,
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Ved & fortsette péd sarme mate f4s denrn lineariserte sidebetingelses-

ligning (T = teller, W = nevner)

+ dqvy = GV, + GgVvy = dvy + dgvs ~ dgvs + (log T - log N), = 0
W
Nedenfor gis et fullstendig eks. pd& linearisering av sidebetingelses-

ligoninger. Originalligningen lyder (observasjonene foreligger i form av retnings-

nédlinger)

sin (9-8) sin (6-4) sin (12-11)
sin (12-10) sic (8-T) sin (5-4)

=1

Teller

H

log sin (63,4843 + Vg - vg) = 9,92L259 + o,hh(vg - vg)

log sin (9?52651‘1' + Ve - le) 95999599 + 0303(V6 - V4)

log sin (34,3600 + vy, vyy) = 9,710879 + 1,1k(w, - )

29,63L737
Nevner

log sin (103,3605 + vip- vio) = 9,999395 - 0505 (vip -~ vyio)

i}

]

log sin ( 34,2013 + vg - v7) = 9,709067 + 1,1k (vg - vy)

log sin ( 63,9496 + v5 - v, )

]

9,926293 + 0,k4 (v5 - v4)
2¢ 634755

Ved sammentrekning og ordning av leddene fds den lineariserte betingelsesligning
+o,h1v4-o,hhv5+o,o3v6+1,1hv7—1,58v8+o,hhv9-o,ohvlo-l,lhv11+1,18v12- 18 = 0

Foruten den her brukte metode til bestemmelse av koeffisientene i den
lineariserte betingelsesligning, altsd ved hjelp av log.tabellens diffenser, som

er den uten sammenligning mest brukte fremgangsmidte, bestér ogsi den mulighet &
utlede koefisientene i sideligningen analytisk. Metoden baserer seg pd en Tay-

lor-utvikling av log sin {o+v)

. . cos 0O . A
log sin (o+v) = log sin o + oV S log sin o + %-cotg oV

hvor u er modulus i det Briggske logaritmesystemet (p=log e = 0,4343). I form-
elen mé det selvsagt vere samsvar mellom enhetene til v og o. Videre mé side-
ligningskoef. og konstantleddene samsvare i enheter. Nyttes en g-sifret log.-
tabell, oppods det ved & multiplisere koef. med 10%, pet fullstendige uttrykk
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for sidebetingelsesligningskoef. blir fglgelig
D= g—-lOq cotg o

I eksemplet foran med o = 28,6TuL® og 6-sifret regaing fis

Bﬁ%%gi 10 .2,0680 = 1,411

Denne metode for utregning av koef. i sidebetingelseslign. er ngyaktigere

enn metoden med log.tabellens differenser.

3.5.2. Analytisk (numerisk)linearisering.

Det dreier seg her om en direkte metode, som baserer seg pé en
Taylor-utvikling av den opprinnelige sidebetingelsesligning (altsi uten loga-
ritmisering).Til demonstrasjon av metoden tas utgangspunkt i sideligningen

(i det siste uttrykket er utjevningskorr. innfgrt)

sin 0p8in ozsin oy

sin(o +vy ) sin (ogz+vy) sin (og+vg)

=1., dVS. -
(Sin opsin o,sin o, sin(o,+v,) sin (og+v,) sin (o +vg)
~—
¥

Det siste uttrykket utvikles etter Taylor, hvorved fés

sin oy sin ozsin op

- - - + vy + a.v, + Ve + 84V, t+ Vs + 85vg = 1
816 0,51n 04814 Og A s % Vs a7 676

hvor v~ene opptrer i absolutt vinkelmil. Problemet kaytter seg til koef.

foran v-ene. For a; f.eks., fis

3 sin Oz sin Og
ag = L = 0 g T cos 0O
20 sin O0,81n O, Sin O
1 2 4 6
A . sin © ' .
som ved multiplisering med EE?FEf gdr over til
1

a; = cotg o

Tilsvarende uttrykk f&s for de endre a-ene, bare med den forskjell at nevner-
koeffisientene blir negative. Den lineariserte betingelsesligning antar f@lge-

lig formen (v-ene i gradmil)

sin ogsin 0zsin Os
ctg 01vi-ctg opvotetg o Vy~ctg ogvatetg osvs-ctg 0g Vet Q (== - - ~ 1)=0
: h Sin 0,sin 0,s8in Og /|
W
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3.6. Polygonligninger.

Ved nettutjevning kan det ogsd forekomme en 3. type av betingelses-

ligninger, nemlig de sdkalte polygonligninger. Polygonligninger opptrer i
o ' kranssystemer og dessuten i systemer

2 7 9 som inneholder koordinatbestemte punkt-

ter utenom den fastpunkbtfiguren som
representerer utgangsfiguren ndr en
skal nytte Bessels regel. 1 fgrste

10 tilfelle kommer polygonligningene med

ved bruk av Bessels regel, i siste til-

felle derimot ikke. Kransen i fig. 27
inneholder 12 fullmélte trekanter be-

2 1 12 stemt ved vinkelmdling. Fglgelig blir
_ antall médlte vinkler lik: n=12-3=36.
Fig. 27 Nar vi skal bruke den generelle formel

for det totale antall overbestemmelser, m& i det foreliggende tilfelle to av
punktene betraktes som fastpunkter, dvs.

r =36 - 210 = 16

Ved 4 bruke Bessels regel pd kransfiguren finner vi 13 vinkelsumsligninger og
3 sidebetingelsesligninger. Av de 13 vinkelsumsligninger gir de 12 uttrykk for
at de 12 trekantene skal he korrekt vinkelsum. Av de 3sideligningene gir den
ene uttrykk for at ved 4 g& ut fra en side i kransen og béregne seg frem til
samme ved & gd rundt kransen,skal en komme tilbake bil utgangsverdien. De rest-
erende 3 ligninger (&n vinkelsumsligning og 2 sideligninger) er de sikalte
polygonligninger. Disse forlanger at et polygondrag sammensatt av sider i
kranssystemet, som legges rundt kransen, skal lukke seg uten gap. Dette poly-
gondrag inneholder péd samme méte som et vanlig polygondrag, &n vinkelsums- og

2 koordinatligninger. Koordinatligningene fir formen
[Ssingl=0 og [8coso]=o

Vinkelsumsligningen utformes enklest ved & knytte den til den betingelse at
den polygon som det valgte polygondrag danner, skal ha en gitt vinkelsum, nemlig
(5-2)200° for innvendige vinkler og (n+2)200° for utvendige vinkler.

For oppstillingen av polygonligningene m& vi altsi velge ut et po-
lygondrag rundt kransen, og velger da selvsagt det som inneholder minst mulig
sider, dvs. vi velger den indre "lgype", altsd draget 3 -5 - 8 - 11 i fig. 27.

Foruten i kranssystemet opptrer ogsa polygonligninger ndr det fore-
kommer koordinatbestemte punkter utenom utgangsfiguren. Fig. 28 forestiller en
triangelrekke meliom pkt. A, B og C, D som alle er koordinatbestemte punkter,
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Ved bruk av Bessels regel finrer vi

Helt opp- Antall Antall |

Pkt.! trukue vinkel- side-

linjer ~ sumsliga. lign.
A,B o (o} o)
1 >2 1 o
2 2 1 o
3 2 1 o]
D 2 1 o]
Fig. 28 ¢ 2 1 i °

Som tidligere'nevnt, betinger et koordinatbestemt punkt utenom utgangsfigurea,
som her er pkt. A og B, 2 polygonligninger. Vi fir altsé her i elt 5 vinkel-
sumslignicger og 4 polygonligminger. Det samme resultat gir ogsé formelen for
det totale antall betingelsesligninger

r=22 - 23 -7=9

Vinkelsumsligningene utformes enxlest ved 4 forlange at alle 5 trekantene skal
ha korrekt vinkelsum. De 4 polygonligninger kan utformes pd ulike miter. Den

vanligste mite er 4 disvonere en av dem i form av en basisligning (som uttryk-
ker betingelsen at ved 8 gi ut fra SAB og regne seg gjennom rekken til S

ch’
skal en komme frem til den siste sides gitte verdi), mens de tre resterende ut-

5
trykkes pf tilsvarende mi3te som i "kranstilfellet”. Envelrmer altsd ogs? her et
polygondrag som forbinder de to fastnunktgrupper (i foreliggende tilfelle er
det gunstigst & velge A-2-D). Vinkelsunsliuningen £2r her karakberen av en
retningsvinkelligning, som uttrykker betingelsen at ved 3 g8 ut fra Pum OF
regne seg frem til INE skal en kZomme frem til sistes gitte verdi. Dessuten

fis to koordinatbetingelsesligninger av forwmen

Xy * [S cos @] X

D

vp t [S sin @] ¥

Polygonligninger er atskillig mer komplisert og fremfor alt mer
arbeidskrevende enn de vanlige vionkelsumsligninger og sideligninger. I de fleste
tilfeller hvor polygonligrninger kommer pd tsle, vil det derfor vere mer for-

delaktig & forete en koordinatutjevnicg istedenfor nettutjevuing.

3.7. Avvikende behandling av stasjonslipninger ved nettutjevning.,

Vi har hittil forutsatt at stasjonsligningene skal trekkes ina i

ut jevningen og behandles pé same mate som de gvrige betingelsesligninger, og
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det er ogs8 denne fremgangsmiten som er i overenestammelse med "&nden" i minste
kvadraters metode., Imidlertid gker arbeidsmengden ved en utjevning sterkt med
antall normelligninger, som ved korrelatutjevning er identisk med antall betin-
gelsesligninger. (I praksis regner en med at arbeidsmengden ved en utjevning
gker med kvadratet av antall normalligninger.) En redusering av antall beting-
elsesligninger vil derfor innebszre en betydelig arbeidsbesparelse, og det er
nettopp det sam tilsiktes ved den forenklede (men altsé tilnzrmede) fremgangs-
mdte, som har f&tt stor utbredelse i praksis, og som bestdr i at stasjonsbe-
tingelsene underkastes en preliminer stasjonsutjevning. Derved qppnés at sta-
sjonsligningene faller bort under selve hovedutjevningen. Vi skal belyse frem-
gangsmiten med et cksampel.

T fig. 29 er punktene A, B og C fast-
punkter, fglgelig er vinkelen o gitt, og sta-

sjonsligningen i A fr former
(ry +vy) = (r, +v,) =«

dvs. - vy + vz + (ry - ry=a),=0

w
Vi foretar s§ en preliminzr stasjonsutjevning,

dvs. vi behandler stasjonsligningen separat

Fig. 29

etter m.k.m. og fér, idet vi forutsetter at

ry og r; er lik ngyaktige
f-;v_slz ]vlizg

dvs. hver av retningene som omslutter vinkelen «, skal tillegges en korreksjon

lik halvparten av motsigelsen i stasjonsligningen. De verdier for ry Og rz som

vi kommer frem til ved denne stasjonsutjevning, fastholdes s& under selve nett-

ut jevningen. For £BAP f.eks. innfgres under hovedutjevningen verdien
T, + vy - Ty

hvor altséd r; er den stasjonsutjevnede verdi for r.
Denne fremgangsméten som er diktert av praktiske hensyn, represen-

terer altsd en tilnzrmelseslgsning. Jen strengt riktige behandling av en nett-

ut jevningsoppgave forutsetter at samtlige vetingelsesligninger, altsd ogsé

stasjonsligningene, underkastes en samlet behandling.

3.8. Feilellipsen ved nettutjevning.

Fra teorien for feilellipsen husker vi at den blir bestemt bade med

‘hensyn til dimensjoner og oriestering ved vektskoeffisientene Q.,, Qyy og Qxy
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Vi skal i det etterfglgende vis2 hvordan disse vektskoeffisientene
kan utledes ved nettutjevning, idet vi bygger pd teorien for utledning av
middelfeilen pd en funksjon av utjevnede stgrrelser ved korrelatutjevning.

Vi tenker oss koordinatene til det utjevnede punkt uttrykt som funksjoner av
de utjevnede mélinger

x =9 (0L + vy , 05 #Vy 5 eeees 5 0, V)
(Pi(o:[_ ,02 5 sy On)+tj_v1+t2vE+ casew +tnvn

og

e
"

‘?2(01""’1 ,02+V2 s esces 50n +Vn)

Pz (01 5 05 5 evey 0)) + t{ViF BLG* ciuel thV,

o 9
hvor altsa t; = 5%? og t = %%T

t

Av den generelle teori for ngyaktighetsundersgkelser ved korrelatutjevning f£gl-
ger at vektskoeffisientene til x og y er gitt ved

[EJE_]?‘ LAY
6, =[5 - - R -
X X p a@ b Teree
=1 5

ré_’i’z bt ®

:[—t't'?——ﬂL ]—:—————'b% . - .
p aa r 1]
[P] e ]

Qyy

Videre lar det seg vise at den ikke-kvadratiske vektskoeffisient Quy er gitt ved

atjpat'y rbi bt
Qxy = [tt']— s 1[ D l][ ]— P
P = ¥

Disse vektskoeffisienter utledes mest hensiktsmessig i tilknytning til opplgs-
ningen av normalligningssystemet. Deretter beregnes feilellipsen pd grunnlag av

de formlene som tidligere ble utledet under koordinatutjevning.

L. Utjevning av linjetriangulering {trilaterasjon).

Ved trilaterasjon er det avstandene mellom punktene i nettet som
méles. Utjevningen kan foretas enten som korrelatutjevning eller som element-
ut jevning. Den siste utjevningsart er som regel & foretrekke selv om antall
normalligninger ved elementutjevning vanligvis blir stgrre enn ved korrelat-
ut jevning. Nér elementutjevning likevel er & foretrekke, sd skyldes det at
feilligningene ved elementutjevning av trilaterasjon blir ganske enkle & stille
opp, mens betingelsesligningene ved korrelatutjevning derimot blir meget kom~
pliserte og arbeidskrevende.
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Fig. 30 forestiller 2 vilkdrlige punkter i tri-
leterasjonsnettet, som vi har mélt avstanden mellom.

Fundamentalligningen blir
s? = (xp -~ % )% + (v, -y )%

Vi forutsetter at vi har skaffet oss proviso-
riske verdier for koordirnatene til de to punktene
(2, ¥2, %3, ¥3), som ved utjevningstilleggene dxg,
dy,, osv. overfgres til de endelige, utjevnede ver-

dier, dvs.

Fig. 30 £y =x +dxy , § =yi + dy,, osv.

Forflytningen av linjens endepunkter (x°— X og y°-¥) betinger en en-

dring i 8 som finnes ved implisitt differensiasjon av uttrykket for S
28 dS = 2hx dxp - 20x dx + 2Ay dy, - 20y dy,
dvs., 48 = cos Q1 A%y - CcOS Py, A%y + sin @y, dy, - sin 9, dyy

Oppstillingen av feilligningene skjer med utgangspunkt i den generelle

observasjonsligning ved trilaterasjon
Sopg * V = 5 = 5° + as

dvs, v

ds + §8° - SObS

Ved her & innfgre uttrykket for 4S som ble utledet ovenfor, fis feilligningen

V= - cos G, dXg - sin @, dy; + cos ¢y, dxy + sin qup dy, + (5° - Sopg)

(n_ﬂ_\rpﬁ.e

.f‘

a' dx; + b' dyy +adx, + b dy, + f

Stgrrelsene a og b gir under navn av sidekoeffisienter., Koeffisientene foran dx

og dy; betegnes som begynnelsespunktets sidekoeffisienter og skrives a' og b',

mens koeffisientene foran dx, og dy, betegnes som endepunktets sidekoeffisienter

og skrives a og b. (P4 samme mite som ved koordinatutjevning, pleier en ogsi her
& slgyfe d-betegnelsen foran utjevningstilleggene til koordinatelementene, og
nytte skrivematen x; , yi.)

Vi legger merke til at begynnelses- og endepunktets koeffisienter er
like i tallverdi, men har motsatt fortegn.

Fortegnene til sidekoeffisientene bestemmes sikrest ved hjelp av

fglgende kvadrantskjemaer:
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Begynnelses punktets koef. Endepuanktets koef.

x X

: N
a' = - A a' = - a =+ a =
b! = ' = ~ b= - b =

>y >y

&v = + a! = + 8 = . 8 = -
b = + b = - b= - b=+

se

Fremgangsmdten blir altsd fgrst & beregne |a| og [bl
]al = Icos @I og |b| = |sin @}

dvs. uten & bry seg om koeffisientenes fortegn. Til slutt fastsettes s& for-
tegnene ved hjelp av kvadrantskjemaene,

Den utledede ligning for v, som blir den generellc feilligning ved
trilaterasjon, mé stilles opp for samtlige observerte avstander. I feillignin-
gene vil leddene med dx; og dji eller dx, og dy, falle bort dersom enten pkt.
1 eller 2 er et fastpunkt

Hva beregningen av provisoriske koordinater for nypunktene angér,
foretas denne enklest ved & utlede de ngdvendige trekantvinkler ved hjelp av
cosinussetningen. I fig. 31 er A og B fastounkter og P et nypunkt. Videre er
S; og Sy, malte stgrrelser. Vi bestemmer
fgrst vinkelen « ved hjelp av cosinus-

setningen

2
S5 =52 +8% - 288, cos «

_ 88+ s - g}

herav cos «o 55 S,

Deretter utledes ¢,, = Pap = %+ Dermed

Fig. 31

kjenner vi polarkoordinatene til P i
forhold til pkt. A (S, og 94p ) Og kan f¢lgelig'beregne de rettvinklede ko-
ordinater

AX

I

31 cos @pp

i

Ay = 8 sin g4,

Kontroll pa riktigheten av utjevningen fis som vanlig ved den sd-
kalte sluttkontroll,som bestdr i & beregne ut jevningskorreksjonene av rela-
sjonen

i

v % - SObS

hvor § skal beregnes pé grunnlag av de utjsvnede koordinater, og deretter under-
sgke on kvadratsummen av disse v-ecne stemmer med den tilsvarends verdi utledet

ved opplgsningen av N.L.-systamet,






