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I. Innledning 

Dette notatet er skrevet for jordskiftestudenter ved Norges 
landbrukshøgskole som bruker mitt hefte Iv'IATEI.lATISX STATISTIKK

9 

Vollebekk 19691 men som har behov for en mer omfattende tekst. 
I hovedavsnitt II er det gitt en innføring i simultane, 

marg:tnale og betingede fordelingsfunksjoner n.v. Disse emner 
er ikke behandlet eksplisitt i noen av de forelesningshefter 
som brukes for studenter ved NLH for tideno Stoffet kan derfor 
være av interesse også for andre studenter. Det er nemlig en 
viktig del av gr-unn'Lage t for svært mange statistiske metoder. 

I hovedavsnitt III har en nokså detaljert gjennomgått form 
lene for forventningen og variansen for en funksjon av random 
variable samt enkelte tilgrensende ernnero Erfaringen synes å 

tyde på at manglende forståelse av det stoffet som er gjennom 
gått i hovedavsnitt II or!, III er en viktig grunn til at enkel te 
studenter har vanskelig for å bli helt fortrolig med statistik 
ken. 

Hovedavsnitt IV gir en innføring i regresjonsanalyse og 
en har her lagt vekt på å kmytte forbindelse r.ie d hovedavsnitt 
II. I hovedavsnitt II har en forsøkt å vise hva begrepene korre 
Laø j on , r-egr-e s j on , ccv . egentlig står for i 't i.Lkny trri.ng til 

et univers" I hovedavsnitt IV har en vist hvorledes en på grunn 
lag av et sampel kan trekke slutninger om w1iverset" 

De avsnittene som er merket med en stjerne (*) er bereg 
net på spesielt interesserte studenter og kan overspringes uten 
skade for sammenhengen , 

Alle random variable er skreyet med understrekede symboler, 
mens verdier av de random variable er skrevet uten understrek 
ning.Symbolbruken er ellers stort sett den som professor dr. 
Per Ottestad har brukt i sine forelesningshefter. Framstj_llingen 
er også på mange andre måter sterkt påvirket av professor Otte 

stads arbeider. Således er ideene til de fleste eksemplene i 
avsnitt III A1 og IV hentet fra hans oppgavesanlingo - 
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II. Simul tane..1:... marginale og=b~tingede =fordeling,sf1mksjoner 

og=beslektede=begre~er 

A. Simultane fordelingsfunksjoner 

La oss betrakte to diskrete random variable9 .2S1 og x2. 
Vi vil ta for oss en vilkårlig verdi x1 blant de verdier ~1 
kan anta og en vilkårlig verdi x2 blant de verdier ~2 kan anta. 
Sannsynligheten for at~, skal anta verdien x1 og at x2 sam 
tidig skal anta verdien x2 kan skrives som P(2S1 = x1 og x2 = x2). 
Prinsipielt kunne vi tenke oss å finne denne sannsynligheten 
ved opptelling av gjentak i et univers. La oss anta at sannsyn 
ligheten kan skrives som en funksjon9 f(x1, x2) av x1 og x2a 

Vi får da; 

( 1 ) = X 0~ X = 1 ° -2 

Funksjonen f(xHx2) blir kalt den simultane (samtidige) 
fordelingsfunksjonen for 2f1 og 3E2a På tilsvarende måte kan vi 
operere med en simuitån fordelingsfunksjon for mer enn to random 
variable. 

Vi vil belyse det hele med et eksempel. La x1 være resul 
tatet av et tilfeldig kast med en "riktign terning og x2 resul 
tatet av et tilfeldig kast med en'' riktig11 myn t , K1 kan da anta 

verdiene 1~ 2, 3'j 4, 5 eller 6. ~2 kan anta verdien O som vi 
lar stå for mynt e Ll.o r 1 som vi lar stå for krone. Hvis vi fore 
tar et kast med terningen ots mynten samtidig5 kan vi tenke oss 
12 forskjellige resultater med sannsynligheter som vist i ta 
bell 1. 

Tabell 1. Mulige utfall og tilhørende sannuynligheter 
______ m_e_d __ en __ :rgynt 9_g_ en terning samttd_~_g~ -----·------- 

V ':'rdi':'r av 2f,{ (Det r Verdier av 2f,2 .(Dv. s. resultatet 
vil si resul atet av terningskastet) 
av myntkastet) - 

1 2 3 4 5 6 _ j S·u_m 

---~ -- __ j~~~~-i~~~~~ -~~~ ;j~~~~~~ 
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

ved kast 

Surn 

1/2 
,JL2 

1 
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Alle resultatene har samme sannsynlighet~ 1/12, og vi 
kan derfor skrive~ 

(2) ~ x1 og :x:2 

Den simultane fordelingsfunksjon for to diskrete rand.om vari 

able kan framstilles grafisk i et 3-dirnensjonalt aksesystem som 
vist i fig. 1 • 

• 

Fig. 1. Den simultane fordelingsfunksjonen i tabell 1 fram 
stilt graf is}· 

V i skal se på et annet eksempel som Lkke er fullt så 
enkelto 

Hvis en rød korthornokse ( genkonstellas j on i) kryoae s med 
en hvit ku (genkonstellasjon !)9 blir avkommet i første krys 
ningsgenerasjon (P1) skimlet (genkonstellasjon ;). Krysses skim 
lete dyr(¾) av F1-generasjonen med hverandre, vil sannsynlig 
hetene for rødt ( ¾), skimlet(¾) og hvitt(~) avkom i F2-gene 
rasjonen være henholdsvis 1/4, 1/2 og 1/4. I et randorn sampel 
på 4 dyr av F2 (tallet 4 er valgt noks~ vilkårlig) kan en opp 
fatte antall røde (i) dyr som en random variabel, 2_S1" Videre 
kan vi oppfatte antall skimlete (!) dyr som en random variabel 
x2 og antall hvite (g) dyr som en random variabel x3• Det kan 
- a - 
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vises at den simultane fordelingsfunksjonen for x1, ~2 og ~3 
er gitt ved følgende formel (som er et eksempel på den såkalte 
~ulitinomiale fordelingsfunksjon)~ 

4!. . 1 X1 1 X2 1 X3 
(3) f(X1JX2 X3) = X 1X fX f (-4) (2) (z) ' ' 1 • ·2 f ·3 f I 

I (3) kan vi for hver x sette inn et hvilket som helst helt 
tall fra O til 41 men selvsagt med den restriksjonen at sum 
men av x-ene må være lik 4. 

Siden aummen av x-ene i vårt problem all tid må være lik 4, 
er en av x-ene alltid kjent hvis de to andro er gitt. Fordelings 
funksjonen (3) kan derfor like gjerne oppfattes som en simultan 
fordelingsfunksjon for bare to random variable, f.eks. for x1 
og ~2 j og vi skriver den da på følgende må+e : 

(4) 
1 x1 1 x? 1 4-x,-x2 

(-) (-) "-(-) 
4 2 4 • 

x1 og x2 kan som nevnt anta en hvilken som helst hel verdi fra 
0 til 4 ~ men eummen av x1 og x2 i ( .q) må være m.i.nd.r ... e enn eller 
lik 4. 

I tabell 2 nedenfor har en regnet ut ftmksjonsverdiene 
f(x1,x2) for alle mulige kombinasjoner av x1 og x2. 

Tabell 2. 1!1unksjon~sv_erdiene f (xpx2) regnet ut etter (4) 

Verdier av 
~,(avs.an- Verdier av x2 (dvs. antall skimlete dyr) 
tall røde ~ f 1 (x1 ) 
dyr) x2=0 x2=1 x2=2 x2=3 x2=4 - '-'-'-"· x, =0 1/256 8/256 24/256 32/256 16/256 81/256 x, :1 4/256 24/256 48/256 32/256 0 108/256 
x1=2 6/256 24/256 24/256 0 0 54/256 

X1=3 4/256 8/256 0 0 0 12/256 
x1=4 1/256 0 0 0 0 1/256 

f2(x2) 16/256 64/256 96/256 64/256 16/256 1 
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Sannsynlighetene inne i tabell 2 er simul;tane sannsynlig 

heter. Sannsynlighetene ]myt ter seg på vanLi.c; måte til gjentak 
i et univers" I vårt spesielle tilfelle er hvert gjentak et 
random sampel p& 4 dyr fra F2-generasjonen. Det universet U 
vi betrakter består altså av en tenkt uendelighet av slike sam 
plero (Som vi har sett tidligere~ finnes det også et univers 
hvor hvert gjentak er et enkelt dyr fra F2 og hvor sannsynlig 

hetene for rød, skimlet og hvit er henholdsvis 1/49 1/2 og 1/4, 
men det er ikke dette universet som er av interesse i forbin 
delse med tabell 2, I og med at vi opererer ned to u_niverser 
er eksemplet unødig komplisert 9 men e kaemp.l.ec har andre fordel 
er som gjør at vi likevel vil bruke det.) 

For å forenkle språkbruken9 vil vi i ontalen av tabell 2 
snakke om "øn besetr.iing11 i stedet for den me:r presise betegnel 
sen "e t r and om sampel på 4 dyrll" men vær på val:t mot misfor 
ståelser! 

Av tabell 2 ser vi f.eks. at sannsynligheten for at x1 
skal ha verdien 3 og 2.S2 verdien 1 er 8/256~ Av alle besetning 
ene i universet er det alts~ en brøkdel p~ 8/256 som består av 
3 røde og 1 skimlet dyro 

Vi har hittil bare snakket om simultane fordelingsfunk 
sjoner for to diskrete rand om variable. Overc;angen fra det dis 
krete til det kontinuerlige tilfelle når vi har~ gjøre ned 
simultane fordelingsftmksjoner har mye til f o Ll.e s med den til 
svarende overgang når vi har å gjøre med den vanlige (marginale) 
fordelingsfunksjonen fox· en enkelt r-and om variabel. Vi kan ik 
ke her gå i detaljer, men skal ganske kort forklare litt om 
simultane fordelingsfunksjoner for kontinuerlige random vari 
able. Den sirnultone fordelingsfunksjonen f(x1,x2) for to kon 
tinuerlige random variable x1 (f.eks. høyden av voksne menn) 
og 2S2 (f.eks. vekten av voksne menn) kan on d cn er kjent fram 
stilles grafisk som en flate i et 3-dimensjorn1lt rom. Hvis vi 
avgrenser et aam. __ enhengende område O i x1 :x:2-planet som omfat- 
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ter alle de kombinasjoner av verdier av 2S1 og 2.s2 som kan fore 
komme i universet" vLL volumet over dette ornr åd e t , men under 

flaten f(x11x2) være lik 1~ Tar vi for oss et område o innen 
0 vil sannsynligheten .for at ~1 og _!2 skal anta verdier som er 
representert ved et punkt (x1,x2) innen o være lik volu_met over 
o j men under flaten f (x1 J,~2) ~ ( Tegn figur selv. ) 

Begrepet sinultan fordelingsfunksjon (for diskrete eller 
for kontinuerlige rruidom variable) kan ogs2 uten prinsipielle 
matematiske vanskeligheter utvides til å gjelde mer enn to ran 
dom variable. Vi rnå imidlertid da stort sett 5i avkall på mulig 
heten av å framstille fenomenet grafisk. 

B. Viarginale fordelingsfunls_tiq_1~ 

Hvis vi i eksemplet i tabell 2 bare er interessert i den 
random variable ~1 (antall røde dyr) og ikke i 2f2, kan vi be 
trakte de marginale sannsynlighetene for ~1 som vi finner i 

margen lengst til høyre i tabell 2b Disse er framkommet ved 
summas j on av hver linje j_ tabellen og refererer ,seg til aamne 

univers som de simultane sannsynlighetene. Vi ser fGeks. at 
sannsynligheten for at .2S1 skal anta verdien 1 er lik 108/256 
når vi be t.r ak t e r alle besetninger under ett uansett antall 
skimlete dyr. 

De marginale sannsynlighetene for x1 Lan oppfattes som 
verdier av den marginale fordelingsfunksjonen f1(x1) for ~1• 

Som allerede antydet ved vårt eksempel9 framkommer den marginale 
fordelingsfunksjonen for 2S1 ved summaa j on over alle verdier av 

x2 av den simultane fordelingsfunksjonen for ~1 og ~2. Generelt 
kan vi derfor skrive; 

( 5 ) f1 ( x1 ) =::: 2 f (x1, x2) f X 2. 
Ns,r vi har s gjøre med kontinuerlige random variable blir swn- 
masjonen erstattet av en integrasjon. 

Det kan vises at f1(x1) i vårt spasielle tilfelle blir: 
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X 4-X 
f (x) = (~ )(1) 1(.2.) 1 

1 1 ~~, 4 4 

(kontroller at formelen er riktig)o 
På tilsvarende må t.e kan. en vise at f 2 ( x2) i vårt tilfelle b.Li.r : 

( 6) 

1 (4 ) - -6 . - 1 x2 

De ri:1c..1.rgin..:.1l0 :fordelingsfunksj anene f 1 (x1) og f 2 (x2) er van 
lige fordelingsfunksjoner av den typen vi har operert med tid 
ligeree 

C. Uavhengighet mellom randm1~variable o 

Vi kan nå definere begrepet uavhengighet mellom random 
variable" 

De to ( diskrete eller kontinuerlige) ral}_gor_n variable x1 og 
!_2 er uavhengip;e hvis ._og b~re hvis den si_g~l:~J_t~n-~_~:f_9_~_0_~]-ings 
funks j onen for x1_ o_g__ ~2 er lik Droduktet ~Y..,_~_eJ~_.I:~~~:&=!-n~~, for 
a elingsfunk,s j ope~=f_g_:i;:- ~1 og den margina~_§:_,Jg_~cl_e_l.i_n,g_i?_~-~? j onen 
for ?~2, altså hvis 

Det er lett å vise at ~1 og ~2 i eksemplet i tabell 2 
ikke er uavhengige. Av tabellen ser vi f. o kn , at f ( 192) = 
48/256 #108/256 • 96/256 =5f 1 · De rand om variable i tabell 1 9 

derimot, er uavhengige. 
Uavhengighetslcci teriet,, (8) for rand om variable svarer 

til uavhengighetskriteriet for k je nne t egn . Det; Jean også utvides 
til å gjelde et vilk2trlig antall rand om var i.ub Le . De n (dis 

krete eller kontinue::clige) rand om variable x1 j x2, ••• , xn er 
uavhengige hvis og bare hvis den simultane fordelingsfunksjonen 
f (x1 j x2, ••• , xn) er lik produktet av de rna1,.,:zinale fordelings 
funksjonene r1 (x1 ), f2(x2), ••• , fn(xn), altsJ. hvis,; 

Vi korruner til bake til uavhengighet skri terict i avsnitt II E. 
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D. Teoretisk kovarians og teoretisk korrelasjonskoeffisient 

Hvis vi vil finne forventningene og de teoreti,ske variansene 
for ~1 og ~29 går vi ut fra de marginale fordelingsfunksjonene 
f1(x1) og f2(x2) og de vanlige definisjonsformlene for forvent 

ning og varians. For eksemplet i tabell 2 ffr vi da (se tabel 
Len }: 

( 1 0 ) E ( ~, ) = If 1 ( x, ) x, = 0 • 8 4 / 2 5 6 + 1 • 1 08 / 2 5 6 + 2 • 5 4 / 2 5 6 
x1 

+ 3.12/256 + 4.1/256 = 1, 

( 12) var (~1 ) L_ f 1 ( x, ) ( x, -E ( x, ) ) = 3 / 4 
X1 

( 1 3) var (~2) = L f 2 (x2) (x2-E (x2)) = 1 
X 2 

dvs. Uj = \/ 3/4, 

dvs. ~ = 1 I 

Den teoretiske kovariansen2 ~2 mellom to diskrete random 
variable x1 _g_g_ x2 kan defineres på følgende n.2~te ~ 

,. 

Hvis 1f1 og x2 er kontinuerlige random variable blir dobbelt 
swnmasjonen i (14) erstattet av en dobbeltintegrasjon. 

Vi ser at 1f1 og ~2 inngår på en helt syn1netrisk måte i 
(1~)" Følgelig er kovariansen mellom ~1 og 2S2 lik kovariansen 
mellom x2 og ~1 , dvs O G; 2 = (G1 . 

Utregningen av G;' 2 for eksemplet i tabell 2 er vist i 
tabell 3. Den første faktoren i hver celle :i_ tabellen er sann 

synligheten som knytter seg til vedkommende kombinasjon av .z;1- 
verdi og x2-verdi. Den neste faktoren er x1- E(~1) og den siste 
faktoren er x2- E(~2), 
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Tabell 3. Utregning av kovariansen mellom ~
1 

og ~
2 

for 
eksemplet i --~abell 2. __ ,, _ 

-~--0__ 1 2 3 
o I 2 ~ 6 • < - 1 ).< -2 )-;g~-. ( -1 ). < -1 ) 2 ~ ~ • ( - 1 ) • t 2 r~-. ( -1 ) 0 1 

48 
256·0·0 

2 

4 

4 
256°0• (-2) 

6 
25s·1-(-2) 

3 12t6·2·(-2) 

1 211 
256.0.(-1) 

2~- 
256 • 1- (-1) 

4 I 2~6-3.(-2) _,________ 1 -- - -- --- ··------- --- GT 2=-2 

Produktet av disse tre faktorene summert ove r alle cellene i 

tabellen er lik kovariansen som i vårt tilfelle blir lik - ~. 

Kovariansen er et mål for samvariasjonen mellom x
1 

og _!.
2
" 

I celler hvor b~de x1 er stor i forhold til E(~1) og samtidig 
2S2 er stor i forhold til E(~2) vil produktet (x1-:C(x1))(x2

-E(x2)) 
vær e positivt. Dette produktet vil også bli positivt i celler 
hvor x1 er liten i :forhold til :.:J(_~1) og sam~idig x

2 
er liten 

i forhold til E(~2) siden begge faktorene vil være negative i 
slike celler. Hvis celler av de to typer vi rnJ har nevnt har 
store sannsynligheter vil dette bidra til it gjøre kovariansen 
positivo At slike celler har stor sannsynlighet betyr imidler 
tid at store x1-verdier har en tendens til å opptre aamme n med 
store 2S,2-verdier og at små 2S1-verdier fortrinnsvis opptrer sam 
men med små ~2-verdiero Vi ser altså at en positiv kovarians 
gir uttrykk for en positiv samvariasjon mellom 2S1 og 2f2. På 
liknende måte kan vi resonnere oss til at en negativ samvaria 
sjon mellom x1 og ~2 fører til at kovariansen blir negativ" 
(En negativ samvariasjon vil si at store x1 helst forekorrnner 
aam.cen med små x2 og at små x1 oftest opptrer saminen med store 

x2.) 
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Som et mål for graden av samvariasjonen mellom to random 
variable x1 og ~2 kan en i stedet for den teoretiske kovari 
ansen~ 2 brulce den teoretiske korrelasjonskoeffisienten f

12 
som er lik f21, Denne har den fordelen at den er en ubenevnt 
størrelse. For p12 gjelder alltid følgende ulikhet;, 

( 1 5 ) - 1 ~ f 1 2 ~ 1 ~ 

Betegner vi standardavviket for ~1 (i den marginale fordelings 
funksjonen for x1) med G:j og standardavviket for 2S

2 
(i den 

marginale f ordelingsfunks janen for ~2) med ~ 9 Jean f 12 defi 
neres på følgende mtte: 

p ~2 
(16) '12 =u1 ·i:½. 
Definisjonen gjelder b~de for det diskrete og det kontinuerlige 
tilfelle. For eksemplet i tabell 2 får vi (se (12), (13) og 
tabell 3)~ 

( 1 7) f -0. 5 = 
12 =r, 1 

~ = -0. 58. 

At den teoretiske korrelasjonskoeffisienten mellom~, og ~2 i 

vårt eksempel er naga t i. v vil altså si at når det er mange røde 

dyr i en "be se tn.i.ng" så er det som regel fr.:.L skimlete, og om 
vendt" Dette er slik som vi skulle vente det. 

Hvis to random variable ~1 og x2 er uavh0ngige1 kan det 
vises at kovariansen G; 2 = 01 og dermed ogst~ at korrelasjons 
koeffisienten f12 = 0. Vi sier da at .2S1 og 2f2 er ukorrelerte o 

Hvis f12 jo sier vi at 2f1 og ~2 er kor-r-e Lar-t.e . (For ordens 
skyld gjør vi oppmerkc:om på at to random variable kan være ukor 
relerte uten E:1. være uavhengige. ) 

• 
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Eo Betingede fordelingsf.unksjoner 

Vi har nå gjennomgått litt om simultane og marginale for- 
d e Li.nguf'unke j one r , J.lin tredje type fordelingsfunksjoner som det 

er naturlig å nevne i denne sammenheng er betir~-..c;ede fordelings 
funksjoner. La oss igjen ty til vårt eksempel i tabell 2~ Sett 
at vi bare betrakter "be se tn Lnger-" (dvs. r and om sampler på 4 
dyr av F2) hvor antall skimlete dyr (~2) er 1ik 1. Vi kunne 
spørre hvorledes disse besetningene fordeler seg med hensyn 
til antall røde dy'r , Det er klart at vi da må betrakte den ko 
lonnen i tabell 2 hvor x2 = 1Q Sannsynlighetene i denne kolon 
nen gir oss forsåvidt den søkte fordelingen1 men swnmen av dis 
se sannsynlighetene er 64/256 og ikke 1 som vi ville foretrek 
ke i denne sarmnenhengo Hvis vi imidlertid dividerer hvert tall 

i denne kolonnen med sumrnen av tallene i kolonnen som er lik 
64/256, får vi et nytt sett av sannsynligheter som vi kaller 
betingede sannsynligheter, nemlig 8/64 5 24/6~- 5 24/64 9 8/64 og O. 
Swmnen av disse sannsynlighetene er, som vi ser lik 1a Tien 
betingede fordelingsfunksjonen for x1 betinget av at ~

2 
antar 

verdien 1, kan skrives på følgende måte: 

( 18) 

4 ~ . 1 X 
= x1 !1 ! (~-x1-1 )! (4) 1 (~)(+)4-x1-1 

-· --- ~ 1 ~- -- ---- - -·- ----- 
16 (,) 

Funksjonene± og f2 er her de samme som (4) og (7)c 
Hvis vi i (18) setter inn etter t14r verdiene o, 1, 2 og 3 for 
x1, finner vi sannsynlighetene 8/64, 24/64, 24/64 og 8/640 

Helt generelt definerer vi den betingede J~_qrdelingsfunk 
sj onen for ~1 betin__get av at x2 antar verdien x

2 
på følgende 

måte: 

( 19) 
f(x19x2) 

f2(x2) (f 2 (x2)) O) 

Definisjonen gjelder både for det diskrete o0 for det kontinuer- 
1lge tilfelle. Sannsynlighetene g'I (Li h:2=x2) refererer seg til 
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et subunivers hvor verdien av x2 er lik et bestemt (oppgitt) 
tall x2 for alle gjentak. Det finnes en betinget fordelingsfunk 

sjon for ~1 for hver verdi ~2 kan anta" For vårt eksempel i 

tabell 2 har vi altsu 5 betingede fordelingsfunksjoner for x
1
o 

På tilsvarende måte har vi for vårt eksempel 5 betingede for 
delingsfunksjoner for x2, 

~ikningen (19) kan omskrives på følgende måte~ 

(20) svarer til både·. og setningen i sannsynlighetsregningen 
som er gitt ved (21) nedenfor0 

Uavhengighetskriteriene for kjennetegn og for ran.dom variable 
svarer også til hvcr-andr-c , Hvis E1 og E2 er uavhengige kjenne 
tegn, har vi at P(J~1E21u) = P(E21u)o P(E11U). Hvis de random 
variable ~1 og ~2 er uavhengige er (8) oppfylt. I dette tilfel 

le er altså g1(x11~2 = x2) = f1(x1 ). Alle de betingede fordel 
ingsfunksjonene for ,?.S1 er da like og lik den marginale fordel 
ingsfunksjonen for~,. En slik situasjon har vi for eksemplet 
i tabell 1. 

Hvis vi betrakter en betinget fordelingsfunksjon for x
1
, 

foeks. fordelingsfunksjonen (18), har vi på vanlig mute en 
forventning for x1 som vi nå kaller en betinget forventning, 
og en varians for ;s1 som vi kaller en betin.,);ot varians. 

F. Rep;::c'esj onsfunks,j anene i universet 

1 0 Regresjonsfunksjonen for ~, med hensyn p(i E
2 

I tabell 4 nedenfor har en på grunnlag av tabell 2 t1bu 
lert 5 forskjellige betingede fordelingsfunksjonene for ~

1 
i 

5 kolonnerc Under hver kolonne har en ført opp de betingede 
forventningene for~,. Disse vil vi betegne med E(x11x2=x2 el- 
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ler E(,2S11ux2). For hver verdi x2 av x2 har vi nemlig et sub 

univers av nbesetninger11
• Den tilsvarende betingede fordelings 

funksjonen for x1 angir fordelingen etter x1 innen dette sub 
universet. 

Tabell 4. De betingede fordelingsfunksjoner og de betingede 
forventninger for x1 (eksemplet i_tabell 2) _ 

Verdier av ~1 (Dvs. antall 
røde dyr) 

Verdier av ~2 (Dvs" antall skimlete dyr) 

x2 = 0 x2 = 1 x2 = 2 x2 = 3 x2 = 4 
-------t----- 

X1 = 0 
x1 = 1 

x1 = 2 

x1 = 3 
X1 = 4 

1 /16 
4/16 
6/16 
4/1G 
1 /16 

8/64 
2L)-/64 
24/64 
8/64 
0 

24/96 
48/96 
24/96 

0 

0 

32/64 
32/64 

0 
0 
0 

1 

Sum 

E(x11Ux2) 
1 
2 

1 

1 , 5 
1 
1 

1 

0.5 
1 
0 

De betingede forventningene for x1 kan uttrykkes son en 

funksjon av x2• Denne funksjonen kalles regresjonsfunksjonen 
for ~1 med hensyn pE't ~2 ø I vårt tilfelle ser vi uten videre av 
tabell 4 at regresjonsfunksjonen er lineær. :L:~ 1Dx2) synker 
nemlig med 1/2 enhet for hver enhet x2 stiger. 

Når regresjonsfvnksjonen for en random var Labo L ~1 med hen 
syn på en random variabel x2 er lineær, kan den i alminnelig 
het skrives på følgende måte: 

Det som her er sagt gjelder også for kontinuerlige random vari 
able. Den betingede forventningen E(x1 Jux2) er altså lik (den 
marginale) forventningen ·~(~1) pluss et ledd soD avhenger av 
to ting, nemlig av hvor mye x2 avviker fra E(~2) og av·en kon 
stant koeffisient fo12 som blir kalt regresjo~skoeffisienten for 
~1 med hensyn på ~2. Regresjonskoeffisientenp12 kan generelt 
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beregnes etter følgende formel~ 

For vårt eksempel får vi da (se (13) og tabell 3)~ 

R G{ 2 ~ 
(24) r12 = ~ = 1 = -o,5. 

~ 

Regresjonsfunksjonen (22) kan derfor skrives på følgende måte 
(se (10)9 (24) og (11))~ 

eller 

Ved å sette inn etter tur x2 = 09 x2 = 19 x2 = 2 osv. i 
(26), får en de betingede forventningene som er gjengitt nederst 
i tabell 4o 

2. Regresjonsfunks,jonen for x2 med hensyn på x1 
Tabell 5 nedenfor svarer til tabell 49 men ~1 og x2 har her 

byttet roller. I tabell 5 har en tabulert de 5 betingede for 
delingsfunksjonene for ~2 på 5 linjer. Til høyre på hver linje 
har en ført opp de betingede forventningene E(x2fux1) for x1. 

Tabell 5. De betingede fordelingsfunksjoner og de betingede 
forventninger for ~2 (eksemplet i tabell 2). 

~.r~ ~--=- .. _._,~ ·-------c-_ . ...,......_. _____ 
VArdier av 
~1 (Dvs. an- Verdier av x2 (dvs. antall skimlete dy~ 
tall røde 
dyr) x2 = 0 x2 = 1 x2 = 2 x2 = 3 x2 = 4 Swn E (x2 ·J Ux1 ) 

x1 = 0 1/81 8/81 24/81 32/81 16/81 1 2,67 
x1 = 1 4/108 241108 48/108 32/108 0 1 2,00 
x, = 2 6/54 24/54 24/54 0 0 1 1 , 33 
x, = 3 4/12 8/12 0 0 0 1 0 66 ' x, = 4 1 0 0 0 0 1 0 

--~···-,,.-·.--~-~-- .. 
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Vi får ikke egentlig fram noe nytt ved J, snu om problemet 
på denne måten, men vi skal likevel utføre de tilsvarende be 

regningene som ovenfor. 
Av tabell 5 ser vi at også regresjonsfunksjonen for ~2 

med hensyn på ~1 er lineær. Regresjonskoeffisientenf21 for !2 
med hensyn på ~1 finner vi av (23) idet vi bytter om indeksene 

1 og 2. Vi får da (se (12) og tabell 3): 

B 012 -0 5 2 
(27) 21 = "'2 = V4 = -3 = -0,67, 

/ U1 

Regresjonsfunksjonen for x2 med hensyn på 2S1 kan da skrives 
slik: 

(28) E (2S21 Ux1 ) = E (~2) + 
1
8 21 (x1 -E ~ ) ) 

eller 

(29) E(x2tux1) = 2 -0,67(x1 -1) 

eller 

(30) E(~21ux1) = 2,67 - o,67x1• 

3. Størrelsen av korrelasjonskoeffisienten og_regresjons 
koeffisientene •. Sarm:,leril1.engen mellom r~r-~ on,slinjene 

Vi ser av (23) og (27) at både j312 og/321 blir lik O når 
kovariansen G, 2 er lik O, dvs. når korrelasjonskoeffisienten 

f12 er lik O. 
I fig. 2 nedenfor har en framstilt de to regresjonsfunk- 

sjonene (26) og (30) grafisk i samme aksesystem. 
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eller 

E(2S21ux1) 
'4 

3 
2,61 

2 

1 

0 1 2 3 

Fig. 2. 

Av figuren ser vi bl.a. at de to regresjonslinjene skjærer 
hverandre i punktet (192), altså i punktet (E(~1)~ E(~

2
)). (Vis 

ved hjelp av (22) og (28) at skjæringspunktet er nettopp dette 
punkteto) 

Hvis 2S1 og 2S.2 er ukorrelerte er som nevnt både (321 og fl 12 
lik O. De to regresjonslinjene står da loddrett på hverandre. 
Regresjonslinjen for x1 med hensyn på x2 er parallelJ med x2- 
aksen og går gjennom punktet (E(x1)~0) mens regresjonslinjen 

for ~2 med hensyn p~ x1 er parallell med x1-aksen og går gjen 
nom punktet (O, ~(~2))~ 

Vi skal ta for oss et eksempel hvor de to regresjonslin 
jene faller sammen. Sett at sannsynligheten for "oksekalv" ved 
en storfefødsel er 0,52 og at sannsynligheten for "kvigekalv" 
er 0,48. Vi vil betrakte et univers hvor hvert gjentak er et 
random sampler på 4 storfefødsler. La den random variable lf.1 
være antall oksekalver i et slikt sampel. ~1 kan altså haver 

diene o, 1, 2, 3 eller 4. Fordelingsfunksjonen for x1 er da en 
binomial fordelingsfunksjon~ 



17 

( 31 ) 

med forventning E(x1) = 4.0952 = 2,08 og varians var (~1) 
= 4.0,5200,48 = 0,99840 
Fordelingsfunksjonen (31) kan også skrives som en simultan 

fordelingsfunksjon for to random variable ~1 og ~2 hvor 
x2 = 4-~1 =antallkvigekalver. Den random variable ~2 er alt 

så her en eksakt line::r funksjon av ~1. Den simultane fordel 
ingsfunksjonen for ~1 og x2 blir~ 

(32) 

Funksjonen (31) er den marginale fordelingsfunksjonen for x1• 
Den marginale fordeltngsfunksjonen for .2:S2 er gitt ved (33). 

4 x2 4-x2 
(33) f2(x2) = (x

2
)0?48 0,52 • 

,,1t0r E(~i).=4:02:f~=1,!12 o~ vat.i§Men fol' ~2. erJ 
Forven=ening"en t or Jf2 e±v"var {~2) = 4. 0, 48. 0, 52 = 0, 9984" Den 
simultane fordelingsfunksjonen (32) er tabul~ert i tabell 6 
nedenfor. 

Tabell 6. Funksjonsver1iene f(x1,x2) regnet ut etter (27) 
·---··--~·~----·.; 

Verdier av 
x1 (Dvs. an- Verdier av x2(Dvso antall kvigekalver: 
tall okse- 
kalver 0 -----·-·· 1 . 2 3 4 Sum --- ·--- 

0 0 0 0 0 0,0531 010531 
1 0 0 0 0,2300 0 0,2300 
2 0 0 0,3738 0 0 093738 
3 0 0,2700 0 0 0 0,2700 
_4 __ 0 0731 0 0 0 0 0 0731 

Sum o _1_97_31 0, 27_00 0-1_2738 0,2300 , __ 9-t_0531 1 . ..LQOOO 

Ved hjelp av formelen (10) So 8, finner vi at kovariansen 
mellom ~1 og ~2 i dette eksemplet blir: 
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(34) ~2 = 0,0731(4-2,08)(0-1,92) + 0,2700(3-2,08)(1-1,92) 

+ o,373s(2-2,os)(2-1,92) + o,2300(1-2,00)(3-1,92) 
+ 0,0531(0-2,08)(4-1,92) = -0,2695 - 0,2285 - 0,0024 
-0,2683 - 0,2297 = -0,9984. 

KorrelasjonskoeffisicntenJ12 finner vi da ved hjelp av (16) 

s. 1o: 

(35) r _ ~2 12 - -- (i:;' 
-0,9984 

= 0,9984 = -1• 

Regresjonskoeffisienten~12 blir i følge formelen (23) s. 14: 

~ - 012 - -0,9984 - 
(36) ,-12 - ~2 - 0,9984 - -1• 

2 

Regresjonsfunksjonen for 2S.1 med hensyn på ~2 blir da (se (22) 

s. 13 ) ~ 

eller 

som er et nokså selvfølgelig resultat. 
På tilsvarende måte kan vi finne regresjonsfU11ksjonen for ~2 
med hensyn på x1 o Vi får i følge (27) s. 15: 

B _ U,2 _-0,9984 _ 
c 3 9 ) r 21 - a: 2 - o , s 9 s4 - -1 • 

1 

Ved å bruke (28) s. 1S 5 får vi da : 

eller 
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Som vi ser~ faller de to regresjonslinjene (38) og (41) sam 

men. (Tegn diagram.)I alle tilfelle hvor f12 = 1 faller de to 
regresjonslinjene sannnenc For vårt eksempel ser vi av tabell 6 

at alle sarnmenhørende observasjoner av .!1 og x2 kan avmerkes 
som et punkt på regresjonslinjen" Observasjonspar som ikke 
representerer et p1.U1kt på regresjonslinjen (38) (eller (41)) 
har sannsynlighet O og vil altså ikke forekomme. 

I et tilfelle som det vi behandlet i vårt siste eksempel er 
vi vanligvis ikke interessert i å oper.ere med en simultan for 

delingsfunksjon" Den ene random variable er jo en eksakt funk 
sjon av den andre (funksjonens form er den srumne som den til 
svarende regresjonsfunksjonen) og det er da mer naturlig å 
operere med en .. e~ rand om variabel. Vi kan imidlertid i 
slike tilfelle av og til være interessert i å finne formler 
for forventningen eller variansen for den ene ran.dom variable 
når forventningen og variansen for den andre er gitt. Dette 
skal vi komme tilbake til senere. 

I det foregående har vi for det meste brukt diskrete random 
variable som eksempler. Teorien er i prinsippet den samme når 

vi har å gjøre med kontinuerlige random variable. I praktiske 
korrelasjons- og regresjonsanalyser er det kontinuerlige ran 
dom variable vi får å gjøre med i de fleste sammenhenger. 
Vi har brukt diskrete random variable i eksemplene ovenfor for 
di det er enklere å illustrere teorien på denne måten. 

I praksis er det sjelden at vi kjenner verdiene av µ
1
, µ

2
, 

°'l' ~ og ~2• Vi har derfor sjelden anledning til å beregne 
størrelsene f 12, p12 og f>21 slik som vi har gjort i dette hoved 
avsnittet. Derimot er vi ofte interessert i å estimere disse 
størrelsene og å teste hypoteser om der·. Dette skal vi behand 
le i detalj i hovedavsnitt IVø 



20 

Irr. Foryentning=og-::varians=for::::-en:::funksjon_av=rando~-:::variable 
~,rZA.,, 

A. E:rr{funksjon av en enkelt random variabel 

1. Definisjon og eksempler 

La oss ta for oss to(kontinuerlige eller diskrete)random 
variable~ og~- Vi vil tenke oss at det til hver verdi x av 
den random variable x svarer en enkelt verdi y av den random 
variable Y:.. og at hver y er en lineær funksjon av den tilsvaren 
de x. I slike tilfelle kan vi skrive~ 

(42) y == a + bx 

hvor a og ber konstante koeffisienter. 
Vi vil også bruke skrivemåten 

(43) ~ = a + bx. 

Vi sier da at den random variable il. er en lineær funksjon 
av den random variable X9 og med skrivemåten (43) mener vi at 
(42) g.jelder for alle verdier x som 2S kan anta. Lilmingen (43) 
blir også ofte kalt en transformasjonslilming, og vi sier da at 
vi har foretatt en transformasjon (i vårt tilfelle en lineær 
transformasjon) fra den random variable x til den random vari 
able ":l..~ 

La oss forsøke å forklare dette ved noen eksempler. 

Eks. 1. La x være temperaturen målt i 0c et sted i As den 1.janu 
ar kl. 12.00. Hvert 6\r kan vi skaffe oss en ny observasjon, x av 
denne random variablea Anta at vi kan tenke oss et univers av 
år hvor~ har en bestemt fordelingsfunksjon, f(x) med E(~) = µx 
og var(x) =~. - 

Sett at det termometeret vi brukte hadde to skalaer, en med 
Celsiusgrader og en med FarenheitgraderQ Hvis vi et år målte 
temperaturen x på Celsiusskalaen ville vi da måle temperaturen 
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C 11 F 

(00 212{ 

1001 0 180 
I 
l 

32J 

y = 32 + ~~g x = 32 + ~ x på Fahren 

heitskalaen. Dette ville gjelde for 
alle x. Vi kan derfor si at~ er en 
ny random variabel som er en lineær 
funksjon av xj og vi kan skrive~ 

(44) x_=a+bx eller Y.. :::: 32 + t X 
Det er lett å innse at ogsL y_ kan tenkes å ha en eller annen 

fordelingsfunksjon fy(y) med en eller annen forventning E(Y..) 
og en eller annen varians var(y) =o{ 
Eks. 2. Sett at vi tar for oss et univers som består av alle 

skogsarbeidere i USA. Disse arbeideres årlige inntekt (målt i 
dollar) kan betraktes som en random variabel~· Det er selvsagt 
ikke noe i veien for å måle inntekten i kroner i stedet for i 
dollaro Dette ville f.ekso være naturlig ora vi ville foreta en 
sammenlilming med skogsarbeidere i Norge o Amer tkancko skogs 
arbeideres årsinntekt målt i kroner er en random variabel som 
vi vil betegne med Y..e Vi har da 

( 45) Y.. = a + b~ eller hvis ~~ 1 , 00 = kro 5, 00 ~ y_ = 0 +5~ =5x 

Også i dette tilfelle har Y.. en eller annen fordelingsfunksjon 
som er karakterisert ved en bestemt forventning og en bestemt 
varians. 

Eks. 3. Sett at vi tar for oss et univers hvor gjentakene er 
5-barnsfamilier og betrakter en random variabel~ som er antall 
gutter. I hver familie kan vi si at antall gutter utgjør en 
viss prosent av antall barno Hvis :f.eks. antall gutter i en 
besemt familie er x, vil prosent gutter1 y være 

(46) y:::: X;.100 = 2Qx 

Dette gjelder for alle x. Hvis vi i dette universet be- 
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trakter det prosentiske antall gutter 9 kan d.ette prosentiske 

antall oppfattes sorn en random variabel y_ som er en lineær funk 
sjon av den random variable x. 

(47) Y.. = a + bx e Ll.o r y = 20x 

Eks. 4o La oss igjen betrakte universet av 5-barnsfamilier 
i eks. 3 hvor x var antall guttero I stedet for åla y_ være det 

prosentiske antall gutter kunne vi også la~ VGre antall jenter. 
Igjen ville y_ bli en lineær funksjon av~, nemlig 

(48) y_ = a + b~ eller y_ = 5-x 

2. Formler 

I alle eksemplene ovenfor er det lett å forestille seg at 
y_ har en eller annen fordelingsfunksjon fy(y). E:t problem som 
en ofte står overfor i statistikken i liknende tilfelle er å 
utlede fordelingsfunksjonen for "Y_o Vi skal ikke gå inn på dette 
problemeto Vi skal her bare presen+ere noen formler som kan 
brukes til å løse den mer begrensede oppgaven å finne forvent 
ningen og variansen for Y.. direkte uten å gå veien om fordelings 
funksjonen for y_ og om definisjonsformlene for forventning og 
varianso 

Nedenfor har en gjengitt noen viktige setninger som gjel 
der generelt for situaojoner av den typen som er beskrevet i 

eksemplene. 

Setning 1" La x være en random variabel med forventning E(~):::::µx 
og teoretisk varians var(~):::::~ og la y_ være en random variabel 
som er en lineær funksjon av x: 
( 49) Y.. = a + bx 

La oss betegne forventningen og den teoretiske variansen for 
~ med E(Y..) = µ og var(~)= rJ-. Det kan da bevises at følgende y UY.. 
likheter gjelder generelt~ 
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(50) 

( 51 ) 

µ = a + bu y_ X 

2 _ b2 2 u-y_ - Gx dvs" Oy = b u~ 

(50) kan vi uttrykke i ord på følgende måte~ Når y_ er en 

lineær funks ,j on av .?_S5 _?_~ _ _µy den sarnrne line,21---e funk1? j on av µx. 

Vi skal demonstrere bruken av (50) og (51) ved hjelp av 

eksempel 1 ovenfor. Ved å eammcn.Lakne ( 49) me d ( 44) 9 ser vi at 
ai dette eksemplet er 32 og at ber 9/50 Sett at vi vet at 

E(~) = 15°c og at var(x) = 25. Hvis vi vil finne E(;y:) og var(;yJ9 

kan dette gjøres på følgende enkle måte ved hjelp av (50) og 
( 51 ) ~ 

( 5 2 ) E (y) == a + b J~ ( 2S) == 3 2 + § o ( -1 5 ) = 5 

2 9 2 (53) Var(~)= b var(~)= (5) . 25 = 81 

På tilsvarende måte kan vi finne E(;y:) og var(;r) for de 
andre eksemplene hvis vi kjenner E(x) og var(x). Det eneste vi 
trenger i tillegg er de numeriske verdiene ava og b~ og disse 

finner vi vea å se på den transformasjonslilmingen som gjelder 
i hvert enkelt tilfelle$ 

Formlene (50) og (51) er meget nyttige, og vi konmer til 
å referere til dem i det følgende~ Vi har ogsu tilsvarende form- 
ler for gjennomsnittet og den empiriske varianseno 

3. Tilsvarende formler for sampelstørrelser 

I eksemplene ovenfor ser vi at~ og x refererer seg til 
samme univers, og videre at y og x knytter seg til samme gjen 
tak. Hvis vi tar et random E!ampel på n gjentak fra det felles 
univers og observerer x og y, får vi altså n observasjoner av 
~ og n observasjoner av~- 

Diss e observasjonene er da selvsagt lmyttet sannnen ved 
følgende likning 

(54) y. = a + bx. 
l l (i= 1,2, ... ,n) 
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Hvis vi kjenner gjennomsnittet (x) og middelavviket (sx) for 

x. i dette samplet, kan vi finne gjennomsnittet (y) og middel i 

avviket (s) for y. ved hjelp av likninger som tilsvarer (50) y l 
og (51) uten å gå veien om de enkelte observasjonene y. av~- 

1 
Vi skal bevise detteo Vi har 

n n n 
LY· .L (a + bx.) b 2 . . 1 l . 1 1 n a + . 1 x . 

(55) - l= l= i=. l b - y = = = = a + X n n n 

og 
n 

(y.-y)2 n 2 2 n 2 
~ L (a+bx, -a-bx) b J: (x.-x) 

2 i::::1 l . 1 l . 1 l b2 2 (56) l== l= s ::::: 
n-1 - n-1 -- n-1 sx y 

Det første resultatet (55) kan vi uttrykke i ord på føl 
gende måte~ Når yi er en lineær funksjon (54) av xi, er y den 
samme lineære funksjor~ xo 

Formlene (50)-(51) og (55)-(56) svarer til hverandre. De 
første har å gjøre raed universet, mens de siste gjelder et 
sampelo Forutsetningen for å bruke (50)-(51) er at (49) gjelder, 
mens forutsetningen for å bruke (55)-(56) er at (54) gjelder" 

4. Mer om transformasjoner 

For~ kaste mer lys over det som skjer ved en transforma 
sjon av typen (49) skal vi se litt nærmere på eksempel 1 oven 
f or , La oss anta 801D før at µX = 15°c og at Ox :::: 5°0. Da fin 
ner vi som vist tidligere at µy = 5 °J:!1 og at G:i = 9°p. 

y - Til en videre illustrasjon vil vi tenke oss at x har nor- 
mal fordelingsfunksjon. Siden -;f._ er en lineær funksjon av x

1 
kan 

det da bevises at også y_ har normal fordelingsfunksjon (beviset 
tas ikke med her). Fordelingsfunksjonene for~ og~ finnes da 
uten videre ved im1.setting i formelen som uttrykker den normale 
fordelingsfunksjon" Fordelingsfunksjonene er følgende~ 

(57) f(x) 
(x + 15)2 

2.25 f(y) 
_(y-5)2 

2. 81 



25 

Tie to fordelingsfunksjonene er framstilt grafisk i fig. 3 
nedenforo 

f(x) 
g(y) 

20 15 10 ~ 0 5 10 15 20 
grader 

E (~) = -1 5 °i l E CY.) = 5 °P (x eller y) 

Gi = 5 Gy = 9 

Fig. 3. 

Øvelse 1. Forklar hvorfor P(-15<2:;< -10) = 1")(5<ZL< 14), dvs, 
forklar hvorfor de to observerte arealene i fig. 3 mJ være like 

store. 

Øvelse 2. En random variabel 2S har forventningµ og standard 
avvik 0o Finn forventningen og standardavviket for y_ når y__ er 

X-11. 
definert ved følgende formel?. Y.. = c1r. 
Øvelse 3. Vis at* (se LiATEMATISK STATISTIKK, Vollebekk 1969, 

~~ \/p(f' 
s. 102) har forventningen p og standardavviket y~. 

B. En vilkårl,-1=.&,_:C:1:1nks .i on av en rand om variabel * 
La~ være en random variabel med fordelingsfw1ksjonen f(x) 

og la~= h(~) være en funksjon av~- Det kan da bevises at for 
ventningen for y (dvsø forventningen for h(x)) er 
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(58) E(h(x)) = _,Lh(x)f (x) hvis x er diskret 
X 

og 

(59) E(h(~) =lh(x)f(x)dx hvis~ er kontinuerlig. 
s 

Vi skal ikke gjøre noe forsøk på å bevise (58) og (59). 
Formlene i seg selv er meget enkleo Hvis vi erstatter h(x) med 

x i de to formlene får vi som vi ser de vanlige definisjonsform 
lene for E (~). 

Øvelse 4. ?:- 
a) Bruk (58) og (59) til å bevise (50)~ b) La~ være føl- 

gende funksjon av ,2:S~ :f.. = h(x)=c hvor c er en konstant. Vis at 
E(h(x))=c og kommenter r-e su'l t.at.e t , c) La c vor e en konstant og 
la ~=h(x) være en funksjon av 2S, Vis at E(ch(x))=cE(h(x)). 

Hvis vi hark forskjellige funksjoner h1,n2,o •• ,hk kan det 
vises at følgende setning gjelder: 

Vi skal se på en anvendelse av (59) som kaster lys over 
definisjonsformelen for den teoretiske variansen og som vi skal 
dra nytte av senere. (I det diskrete tilfelle bruker vi (58) i 
stedet for (59), men utledningen er analog.) 

Den teoretiske variansen var(x) er definert som (f(x)(x-µ)2dx. 
- )s 

Hvis vi oppfatter (~-µ)2 som en funksjon~ f(~) av x9 ser vi at 
den teoretiske variansen kan oppfattes som forventningen for 
(x-µ)2o Vi har altså 

( 61 ) var (~)=U2 = 1 f (x) (x-µ )2dx = E (:!-µ )2 
s 

C. En lineær funksjon av flere random variable 

1. En funksjon av to random variable 

Sett at vi har to random variable9 2S1 og 2S2 med forvent 
ninger E (~1 ) =µ1 og E (2f2) =µ2 og varianser var (2'E1 ) = er~ og var (~2) = <:r'~. 
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Vi vil ikke utelukke den mulighet at observasjonene av 2S
1 

og ~2 knytter seg parvis til samme gjentak i et felles univers. 
I så fall kan det tenkes at 2:S1 og _!2er korrelerte. La oss beteg 
ne den teoretiske korrelcsjonskoeffisienten mellom ~1 og ~2 med t2• Vi vil foreløpig ikke gjøre noen spesielle forutsetninger 
om f12• Denne kan altså ha en hvilken som helst verdi mellom -1 
og 1 j deriblant også 0. 

Hvis observasjonene av henholdsvis ~1 og ~2 knytter seg 
til gjentak fra to fo::cskjellige un.i.var s , har det ingen mening 

å snakke om korrelasjonskoeffisienten mellom x1 og x2o I slike 
tilfelle setter vi automatisk f12 = 0 i forralene nedenfor. 

Bortsett fra det som allerede er sagt, spesifiserer vi ingen 
ting om fordelingsfunksjonene for ~1 og x2• De to randorn. vari 
able behøver altså ildce ~ ha normal fordelingsfunksjon eller 
noen annen kjent f'or-d e Ld.ngaf'unka j on , 

La oss nå definere en ny random variabe19 ~ som er en line 
ær funksjon av de to ro.ndom variable ~1 og ~2~ 

Her er a9 b1 og b2 gitte konstante tall. 
Vi er nd interessert i forventningen oc VJriansen for~ 

Det kan vises at disse er gitt ved følgende formler: 

(63) E(J:.) = µy = a+b1I11+b2µ2 

2 2 2 2 2 }D ~ 
( 64) var(~) = ux = b1 ~·1 + b2 (J2 + 2b1 b2 1 2 cr1a'2 

(63) er helt analog med (50). 

funksjon av µ1 og 112 som y er 
det siste leddet er også (64) 
selvfølgelig det siste leddet 

Vi ser atµ er den sarrune lineære y 
av x1 og K2e Når vi ser bort fra 
analog med ( 51 ) • :rf år r = 0 faller 
bort" 

2. En funksjon av et y_ilkårlig antall random variable 

(63) og (64) kan generaliseres til et vilkårlig antall 
random variable. La den rc:mdom variable y_ være definert som føl- 
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gende lineære funksjon av de random variable x1, ~2, •• •,2Sn~ 

Det kan da vises at forventningen, µ~for~ blir 

hvorµ. er forventningen for x. (i=1,2, .• ,n). Formelen for 
l l 

variansen for z skal vi ta med bare for det tilfelle at den x- 
ene er innbyrdes ukorrelerteø Det kan da bevises at variansen 
for~ er uttrykt ved følgende formel~ 

2 2 -2 2 2 2 2 
( 6 7 ) var (z ) = uy = b 1 U 1 + b 2 u 2 + • • • + bn tJ n 

Her er crf variansen for xi ( i = 1 , 2, ••• , n). 

Formelen (65) gjelder også i de tilfelle hvor a = 0 og 

t1 =b2= • . • = bn = 1 • P~'- grunnlag av ( 60) og ( 65) kan vi derfor 
si helt generelt at forventningen for en srnn er lik summen av 
forventningene for 3:ddE;ndene. 

3. Forventning o_g teoretis~ varians for et gj_~_xrnomsni tt 

Vi skal se på et meget viktig eksempel p(, bruk av form 
lene (66) og (67). Sett at vi har en random variabelj ~ med 
forventning µ og standardavvikuog med en vilk/.,rlig fordelings 
funksjon~ f(x). ~a oss ta for oss et random sampel på n observa 

sjoner av x" Før vi har skaffet oss samplet vet vi naturligvis 
ikke hvilke verdier~ vil anta for hvert av den gjentakene. 

Det første gjentaket kan gi en verdi av~ som ligger hvor 
som helst innen variasjonsområdet for x, og aannsynligheten for 
de forskjellige verdier er gitt ved fordelingsfunksjonen~ f(x) 
for~· Tiet samme gjelder for hvert av de øvrj_ge gjentakene. 
Følgelig kan vi tenke oss at vi har n random variable9 x1~ 2f2, 
••• , X som alle har saL1I1l8 f or-de Li.ng sf'unks j on , nemlig fordel- -n 
ingsfunks.jonen for 2f • Siden samplet er et rcmdor:1 sampel. følger 
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det også at de rand om variable _!1 ~, ~2 5 ••• , 2En er innbyrdes 
ukorrelerte. Det som ligger i at f.eks. ~1 oc ~

2 
er ukorrelerte 

er følgende~ Om den random variable ~1 skulle anta en stor ver 
di (med stor menes her stor i forhold til forventningen

5 
µ for 

2S1 ) så gir ikke dette grW1nlag for å gjette på 0L1 x
2 

vil anta 
en stor eller liten verdi (med stor eller liten menes her stor 
eller liten i forhold til forventningenµ for ~

2
)c 

Tar vi for oss gjennomsnittet x av den observasjonene
9 

så har dette selvsagt en bestemt verdi for et bestemt sampel 
som vi har skaffet oss. Hen før vi har skaffet oss samplet kan 
gjennomsnittet av verdiene av den random variable forn gjen 
tak oppfattes som en random variabel som vi vil betegne med 2So 

Den random variable x er følgende fW1ksjon av de random 

variable ~19 ~2' •••9 z'n~ 

(68) 

Sammenlikner vi (68) ded (65) ser vi at a=O og b1=b2
= .• o=bn-:' 

Ved hjelp av ( 66) og ( 67) finner vi så forve1~:tningen og vari- 
ansen for x. 
(69) 

(70) 

- X1 + X X= - -2 
-1- •• , ~i- 

n 
X 
-n = 

-1- o I • 

1 
n~1 

1 1 + - x2 + ••• + - X n - n -n 

n ledd 

(-) ,1 2 1 2 1 2 1 /2 12 var 2S = 0 x = 2 d + ~d + • • • + 2 d 2 = P,_o_ = _o 
~n n n ~ n2 n 

n ledd 

(69) og (70) er to av de viktigste formlene i statistikken. Som 
vi har ae t t , g j e Lde r de uansett hvilken fordelingsfunJrnjon ~ 
hare 

4. Forv?ntningen for den empiriske variansen 

På aamrue måte som vi i foregående avsn.i tt oppfattet gjen 
nomsnittet som en rand om variabel, kan vi ogs{i oppfatte den 
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empiriske variansen som en random variabel. Som før tar vi ut 

gangspunkt i en r and ora variabel x med forventning µ og teoretisk 
varians u2. Vi tenker oss så at et rand om sanpo L på n observa- 

sjoner av x gir oss en verdi av hver av n randorn variable x. a 

- -i 
Disse random variable har alle samme fordelingsfunksjon f med 

forventning µ og varians cr2 a Den random variable _t!.2 kan derved 
oppf'a t t e s som en funksjon av n random variable: 

n 
~ (x. - ~) 

2 i==1 l s == 1 n- 
( 71 ) 

Vi vil bevise at forventningen for den empiriske variansen er 
lik den teoretiske variansen~ altså at 

Vi vil begynne @ed å skrive om telleren i formelen (71). 
Dette kan gjøres p~ følgende måte~ 

(73) 

n n 

i~ (xi - i>2 =~ ((;!i-µ)-(i-µ))2 

n 

= ~ ((x.-µ)2 - 2(x.-µ)(i-µ)+(~-µ)2) l=1 -i -l 

n 

= ~1 

n 

-~ 
- i==1 

n 
~ 

- i==1 

n 

-~ - i::::1 

n n 

(xi -µ) 2_2 (X-11) l1 (;!i-µ)+ ~1 (i-11) 2 

(~i -p, )2 -2 (_!-[J,) ~~i -nµ) +n(i-µ) 2 
1•1 · 
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Siden x. har identisk samme fordelingsfunksjon som X9 kan vi 
-1 - 

i følge (61) skrive 

(74) 

og derm~d ved å bruke (60): 
n 

(75) E(~ (Xi - µ)2) = n<:l. 

I følge (61) og (70) vet vi at 

(76) 

(77) 

( 78) 

var(~) = E (x-u) 2 = Cf1_ - . n 

Av (73) får vi da9 ved å bruke (62)-(63), (75), resul 
tatet av øvelse 4c ot (76): 

n n 

E c&1 (xi-X)2) = E <J1 (~i-µ )2) 

2 = n~ - n ·n= 

- n~ (- 2 b ~ ) ~-µ 

(n-1)r12 

Dermed får vi ved Cl, bruke resultatet av øvel.se 4c~ 

n 
~ (2Si-20

2 

= E 1-:..1__ .. 
n-1 

n 

= :_1 EC~ (]fi-j)2)= n~1 (n-1 )<12 =02 

Vi ser altså at S 2 er en forventningsrett estimator av 
r;2-,, Hvis vi ikke hadde brukt n-1 i nevneren for S 2 ville vi 
ikke ha fått dette resultateto Her har vi alts~ forklaringen 
på det 11mystiske11 forholdet at vi bruker n-1 i stedet forn 
i nevneren for s 2• 
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A. Innledning 

Regresjonsteori og regresjonsanalyse er en viktig del av 
statistikken og omfatter en mangfoldighet av problemstillinger. 
Regresjonsteknikken er dessuten meget smidig og er av stor prak 
tisk nytte innen en rekke fagområder. Også det vi forbinder med 
ordet korrelasjon kan naturlig behandles som en del av eller i 

tilknytning til regresjonsanalysen. 

Hovedlinjene i regresjonsanalysen er nokså greie og lett 
fatteligeD Det er detaljene som av og til kan volde vanskelig 
heter, De detaljene det her siktes til er imidlertid nokså vik 
tige hvis en skal ha den fulle nytte av analysen. 

Det som kanskje først og fremst faller en i tankene i for 
bindelse med ordet regresjon er et problem som i første omgang 
kan synes meget enkelt9 nemlig det å trekke en rett linje mest 
mulig "midt igjennom" en sverm av punkter i planet. Vi skal se 
på et eksempelo 

Det er ofte nyttig å kunne anslå slaktevekten av en gris 
på grunnlag av brystomfanget. Dette er mulj_g fordi det er en 
viss aammenheng mellom brystomfang og vekt. Jo større brystom 
fang en gris har, desto større slaktevekt kan vi regr1e med at 
den haro Det er imidlertid ikke noen eksakt matematisk sammen 
heng mellom brystornfang og slaktevekt. Griser med samme bryst 
omfang kan ha nokså forskjellige slaktevekter9 men i en viss 
gjennomsnittlig forstand stiger slaktevekten me d brystomfanget. 

La oss tenke oss at vi vil konstruere en kurve som kan 
brukes til å lese av slaktevekten x2 når brystomfanget x

1 
er 

kjente Anta at vi er interessert i et bestemt univers av griser, 
(f.eks. norske griser i alderen 4 - 10 måneder). Brystomfanget 
og slaktevekten i dette universet kan oppfattes som to random 
variable ~1 og ~2. Vi vil tenke oss at vi har et random sampel 
på n = 10 griser fra dette universet. For hver gris har vi 
observert brystomfanget og slaktevekten. 
Observasjoner (tenkte tall) er gje~gitt i tabell 7. 
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Tabell 7" Brystom.fang (x1) og slaktevekt (x2) i et random 
sampel P~.10 griser, 

x1 (cm) 80 94 88 83 96 92 96 103 109 86 

x2 (kg) 42 75 50 50 72 61 64 75 100 50 

På grunnlag av de 10 observasjonene (parobservasjonene) 
i tabell 7 kan vi tegne et såkalt spredningsdiagram som vist i 
fig. 4. Hver gris er her representert ved et punkt (kryss) som 
angir brystomfanget og vekten for vedkommende gris. 

Slakte- 
vekt x2 

90 

80 

70 

60 

50 t X XX 

40 _: 

80 

X 

90 100 110 Brystomfang x1 

Fig. 4 

Hvis vi kan anta at den underliggende tendensen er lineær 
blir oppgaven å trekke en rett linje på beste måte igjennom 
punktsvermen i fig. 4. Vi sier at vi "trekker en rett linje11

9 

men en slik linje har selvsagt en matematisk likning. Det vi 
gjør i første omgang er derfor å finne likningen for linjep. 

" "\. 
:Dette eksemplet (soa vi skal komme tilbake til senere) kan· 

tjene som et utgangspunkt for en innføring i hva regresjons 
analysen dreier seg om. Problemet i vårt eksempel kan for det 
første presiseres nærmere ved hjelp av statistiske begrepero 
Om nødvendig kan det også generaliseres på forskjellige måter. 
Vi kan f.eks. bruke en krum linje i stedet for en rett linje. 
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I safall snakker vi om krumlinjet regresjon. Slaktevekten kan 
også avhenge av andre variable enn brystomfanget~ f.eks. av 
rygglengden9 fethetsgraden~ o.l. Tar vi dette i betraktning~ 
kan vi generalisere problemet slik at det feeks. går ut på å 
legge et plan gjennom en punktsverm i rommet. I slike tilfelle 
har vi å gjøre med multipel regresjon" Vårt problem tatt i vid 
betydning kan ha flere Lasn.Lnger , og disse »rå vurderes på for 
skjellig vis. Dette bringer oss inn på hypotesetesting og inter 
vallestimering i tilknytning til regresjonsanalysen. Endelig 
skal løsningene brukes til å besvare praktiske spørsmål, bl.a. 
ved hjelp av prediksjoner. Alt dette og mere til blir behandlet 
i regresjonsteorien. 

B. Regresjonsc::E_alysens tilknytning tt}: __ ~9._yedavsni tt II ·· 

I hovedavsnitt II foran forklarte vi i detalj hva som 
menes med en regresjonsfunksjon idet vi tok utgangspunkt i den 
simultane fordelingsfunksjonen for to random variable

9 
x1 og 

2S2. I avsnittet ovenfor derimot var vårt utgangspunkt et random 
sampel på n gjentak. I det følgende skal vi vise hvilken for 
bindelse det er mellom de to problemstillingene. 

Vi sa ovenfor at vi ønsket å konstruere en kurve som kan 
brukes til å lese av slaktevekten når brystomfanget x1 er kjent. 
Hva slags kurve skal dette bli når det ikke er noen eksakt mate 
matisk sammenheng mellom x1 og x2? Vi skal her presisere dette 
nærmere" Den ideelle kurve ville være en kurve som viser for- 

. ·--------------·-··-···--··--·-·----- 
ven tninge~ for ~2 som en funksjon av x19 a~tså regresjonsfunk- 
sjonen for ~2 med hensyn på ~1• 

Situasjonen kan skisseres nærmere på følgende måte. Til 
et bestemt br-y s t omf'ang , f .ekse 95 cm svarer det en hel serie 
av slaktevekter. Vi kan faktisk si at vi har å gjøre med en be 
tinget fordelingsfm1.ksjon for slaktevekten betinget av at bryst 
omfanget er 95 cm. Denne betingede fordelingsfunksjonen beskri 
ver fordelingen av slaktevekten i det subuniverset av griser som 
alle har brystomfanget 95 cm. Til denne betingede fordelings 
funksjonen svarer det også en betinget forventning for slakte- 
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vekten9 la oss si at denne er 65 kg. Tar vi for oss andre bryst 
omfang, er situasjonen tilsvarende. Til hvert brystomfang svarer 
det en bestemt betinget forventning for slaktevekten. Denne 
betingede forventningen kan antas å være en funksjon av bryst 
omfanget$ og denne funksjonen er altså den sam1.e regresjons- 
1· unks j onen " 

Når vi har for oss en bestemt gris og skal anslå slakte 
vekten, kan vi neppe foreta oss noe bedre ennå bruke den be 
tingede forventningen for slaktevekten som svarer til denne gri~ 
sens brystomfango Vi må altså bruke regresjonsfunksjonen. Denne 
er imidlertid ukjent. Oppgaven blir derfor i første omgang~ 
estimere koeffisientene i regresjonsfunksjonen på grunnlag av 
observasjonene av 2S1 og _!2 i et random sampel av griser" Når 
dette er gjort 9 kan vi sette opp kurver ei ler tabeller av den 
typen som finnes i Hejes Lommealmanakk og som Jrnn benyttes av de 
praktiserende bønder. 

Det er svært mange situasjoner hvor en på liknende måte 
finner det formålstjenlig å estimere en regresjonsfunksjon. La 
oss generelt tenke 0:3;3 at vi er interessert i to rand om variable 
~1 og ~2 som knytter seg til e t og samme un l. ve r s 9 U. Vi regner 
med at det kan vær-e en sarruenheng mellom vo r-d i.enc av de to random 
variable og vi er interessert i å få klarlagt denne sammenhengenj 
men vi vet li te eller ingenting om den s Luu.l t ano \· de marginale 
og de betingede fordelingsfunksjonene for de to random variable, 
I slike tilfelle tyr vi ofte til regresjonsanalyoe. Det vi da 
gjør i første omgang er å estimere (koeffisientene i) den ene 
eller begge re gres j onsfunks janene. Dessuten er::itimerer vi gjerne 
korrelasj onskoeffir::iienten" Selv om vi al tsci j_kke går så langt 
som til å estimere (parameterne i) selve fordelingsfunksjonene, 
kan vi på denne måten skaffe oss en vesentlig informasjon om 
samvariasj anen me Ll om de to rand om var-i ao Lc . 

Det første vi gjør er å skaffe oss et ran.dom sampel på n 
gjentak fra universet U. Et vilkårlig gjentak vil v i. på vanlig 
måte betegne som g;"1entak nr. i j idet vi tenker oss gjen takene 
nummerert på en vilkårlig måte (f.eks. i den rekkefølgen de er 
observert) frd 1 til n ( i = 1 , 2) ..•• 9 n). Hos hvert g,j en tak noterer 
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vi verdien x~. av den random variable x1 og verdien x
0
. av den 

1 l - '-l 
random variable x2. 

Sem regel er det vanskelig å vite om en regresjonsfunksjon 
er lineær eller om. den har en annen frmksjonell form, I dette 

hovedavsnittet yi~_y_=h_ __ hele tiden ~orutse!t~_El_~ _ _!'eg~esjonsfunk 
sjonene er lin~_æ~" (Holdbarheten av denne forutsetningen kan 
undersøkes nærmere ved hypotesetestingstelmikk, men dette er 
noe som hører inn under krumlinjet regresjon som ikke vil bli 
behandlet her.) 

Hvis regresjonsfunksjonene kan forutsotte.s være lineære, 
estimerer vi gjerne parameterne og koeffisientene i universet 
ved hjelp av størrelser som er avledet av observasjonene i 

samplet9 og som finneo ved hjelp av formler som svarer til de 
formlene vi brukte for universet i hovedavsnitt IL 

Nedenfor har en satt opp en oversikt over noen størrelser 
som refererer seg til et univers og de tilsvaTende sampelstør 
relsero 

Parametre eller koeffisienter 
i universet: 

Estimater av størrelsene 
ovenfor~ 

Størrelsen x11 x2 ~ s1 og s2 (gjenno1asni tt og middelavvik) 
er velkjente fra før, og vi trenger ikke 2 presentere formlene 
for disse om igjen~ 

Størrelsen s12 1)lj_r kalt den empirir.::1ke Is_9variansen~ Formlen 
for denne svarer til formlen (14) s. 8 for den teoretiske ko- 

variansen og skrives på følgende må tio : 'x . '>x . 
~( - ) ( - ) ' L.. 11 - 21. 
L x1i - x1 x2i - x2 _ Lx1ix2i - n (79) n-·1 -= n-1 

(For å forenkle skrivearbeidet vil vi i hele dette hovedavsnittet 
la være å skri ve pt~ nedre og øvre summas j o:nsgrense under og over 
tegnet L. Dette Iran Lkko føre til forveJrnlinger, da alle aura 
meringer går fra i=1 til i=n. Vi vil imidlertid beholde fot 
indeksene i pu x-ene.) 
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Ved hjelp av de 5 størrelsene x1, x2, s19 s2 og s12 kan 

r12, b12 og b21 regne,s ut etter formler aon; svarer helt ut til 
formlene ( 16) s. 10, ( 23) s .14 og (27) s. 15 for f12, /312 og 

/321. 
Formlene 

(80) 

( 81 ) 

(82) 
I(x1 i -x1 ) (x2i -x2) 
--- - 2 L(==1 i -x,) 

Formlene (80) - (82) får vi svært ofte ½ruk for. Legg merke 
til strukturen i formlene og sammenlikn formlene med hvo r andr-o o 

Formlene er meget lette å huske til tross for at de ser noe 
kompliserte ut ved første øyekast. 

Ved praktiske beregninger bruker vi nesten alltid formlene 
lengst til høyre. Disse formlene (samt fornel (79)) gjelder for 
øvrig like fullt om vi overalt erstatter x11 med (x1i-c1) og 

x2i med (x2i -c2) hvor c1 og c2 er to konstemte tall som vi kan 
velge fritt for hvert sampel p~ en slik måte at regningen for 

erik.Les , Denne frernzanGsmåten kan av og til VC3I'e nyttig 9 f.eks. 
hvis x-ene er store tall. 

De. estimerte J:"'_qJ;;res,jonslin.jene for x1 med hensyn på ~
2 

og 
for ~2 med hensyn x1 kan skrives på følgende måte som svarer 
helt til (22) s. 13 og (28) s. 15~ 

(83) est. ~(~1 tux2) = x1+b12(x2-x2) 

(84) e s t . :11~(~21ux,) = x2+ b21 (x1-x1) 
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På venstre side av likhetstegnene har vi skrevet 11est.11 som 
viser at det her er snakk om estimerte betingede forventninger. 

Vi skal illustrere det hele ved hjelp av det hovedeksemp 
let vi arbeidet med pd s. 3-16. Dette er ikke noe godt eksempel 
på hvilken nytte vi :.1ar av regresjonsanalyse i pr-aks l s , men det 
er en fordel å kunne belyse hele problemkomplekset ved hjelp av 

et enkelt eksempelo Vi skal senere ta for oss et eksempel som 
det er lett u, se det praktiske siktemålet med. 

Vi betrakter sorn før et univers U hvor hvert gjentak er en 
"be se tn Lng " (dvs , eesentlig et rand om sampel pli 4 dyr av F

2
- 

generasjonen) 4 Til hver "besetningn knytter det seg en verdi av 
den random variable x1= antall røde dyr og en verdi av den random 
variable ~2= antall skimlete dyro 

La oss nu tenke oss at vi ikke hadde noe aom helst kjenn 
skap til Mendels lover. Vi vil med andre ord uglemc:ie n alle de 
tallmessige opplysningene vi har om eksemplet i hovedavnsitt II. 
Utfra en slik situasjon vil vi tenke oss at vi skal estimere de 
to regresjonslinjene og korrelasjonskoeffisienten. 

Det første vi gjøre er å skaffe oss et random aarnpe L av 
gjentak fra U. La oss f.ekso anta at vi vil arbeide med en 
sampelstørrelse p~·~ n = 10 11besetninger11, I de to første kolon 
nene i tabell 8 har en gjengitt observasjonene i et slikt sampel, 

Tabell 8. Observasjoner av ~1 og ~2 i et random sampel på 

_______ n __ =_1_0_'' 9_g_~-2_e -~ninger" 5 samt nOE;]'~ __ 1J_~.1~e_flljJ"l__g_~-~-·- 
2 2 

x1i x2i x1i X?. X1 . Xri. ~l l i:::..l 

2 1 4 1 2 
1 3 1 9 7 :J 
2 2 4 4 4 
1 0 1 0 0 
0 3 0 9 0 
2 1 4 1 2 
1 2 1 4 2 
3 0 9 0 0 
0 2 0 4 0 
0 1 0 1 0 

.. ·-·- .. --~- ---~ -, -~·-·.._.----- .... ·~·----"- ....... a-,·---~ -· • 

.Ex1 i =12 Xx2i =15 ' 2 I x~i =33 .c::x1. =24 r "'' V- - 13 - l -"-1 i -"'-2 i - 



Nedenfor har en vist hvorledes beregningene kan utføres 

på grunnlag av tallene i tabell 8 og formlene (80) - (82)" 

x1 = 1 , 2 
2 (~x1 i) = 144 

x2= 1,5 

(fx2i) 
2= 225 Lx1i~x2i 

11. 
12 .15 
10 

180 _ 18 = -w - 

= 14, 4 = 22~5 

n~ __ JS -5 v 9,6.10,5 -{ioo,s 
b - -5 
12- 10,5 

b21 = 9~~ = -0,52083 

= -0,47619 

Ved hjelp av vårt sampel har vi altså funnet r
12

= -0,498" 
Dette tallet er et estimat av den sanne eller teoretiske korre 
lasjonskoeffisienten f12 som er lik -0958 (s.10). P,~\ tilsvarende 
måte er b12 = -0,47619 et estimat txv ~12= -1,5 (s.14) mens b

21
= 

-0,52083 er et estimat av /~21= -0,67 (s.15). 
Ved innsetting i formelen (83) får vi~ 

( 85) est. E (~1 J Ux2)::: 1 , 2 - 0 1 4 7619 ( x2
-1 , 5) 

eller 

Og ved innsetting i (84) får v i • 

(87) es+ ,~'(x 1·u-v )\ - 1 5 
l; • J~J -2 -'"-1 - " - 0,52083(x1-1,2) 

eller 

(88) est. E(~21Ux1) = 2,124996 - 0,52083x
1
• 

Likningen (85) er den estimerte re gro::: j orn3likningen som 
svarer til regresjonsl·ikningen (25) s. 14 i universet, Skrive 
formen (86) for den estimerte regresjonslilmin~en svarer til 
skrivemåten (26) for regresjonslikningen i universet, Tallet 

1 ,914285 er sålcdeu 2t estimat av konstantleddet 2 i (26). 



40 

På tilsvarende måte svarer (87) til (29; So 15, mens (88) 
svarer til (30)0 

Øvelse 5. 

Estimer rogresjonsfunksjonene og korrelasjonskoeffisienten 
for eksemplet i tabell 7o Vi vil forutsette at regresjonslin 
jene er lineære. Tegn inn de to regresjonslinjene og punktsver 
men i aamme figur, 

Øvelse 6. 

Bevis at teller0n i det siste uttryk~cet i ( 79), ( 80 1 ~ ( 81 ) 
eller (c~2) er lik telleren i det nestsiste uttrykket O (Det til 
svarende beviset for nevnerne i (80)-(82) fiunes pt s. 58 i 
heftet for veterinorstudenterc) 

Øvelse 7o 
Regn ut kovariansen for eksemplet i tabell 7 ettGr for~en 

til venstre i (79)~ men foreta først en ordning av de 10 obser 
Vdsjonene i rekkefølge etter stigende x1 o (I praksis bruker vi 
verken denne formelen eller foretar en slik ordningo) Sett opp 
beregningene i en tabell av liknende type som tabell 80 Studer 

tabellenj spesielt kolonnen (x,-x, )(x2-x2) og forsøk å forklare 
hvorfor den empiriske kovariansen og den empiriske korrelasjons 
koeffisienten gir uttrykk for typen og graden av samvariasjon 
mellom x1 og x2 i .sc:~nplet. 

C. Estimering av},'.:oeffisier1:æn~ i en rqKres_j onsf1mlrn_j_on ved 
h,je½ av minE3t~::_ kvadraters metode 

Den eneste begrunnelsen vi har gitt hittil for å bruke 
formlene (81) - (84) når vi skal estimere regresjonslinjene er 
at disse formlcme hm::' en viss likhet med formlene (23), (27), 
(22) og (28) aoia gjelder for universet. De t i;o er selvsagt on 
svak begrunnelse. Vi dkal nå v i ae at formlene kan begrunnes ut 
fra en metode som Lalles minste kvadraters m~tode. (Det er også 
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andre ma l.e r- å begrun.1~.e formlene pa , men vi kan ikke komme inn 
på dette her.) 

Alle formler oc likninger i f or-b.i.nde Lee med regresj onsfunk 
s j onen for ~1 med hensyn på x2 blir nøyakt:Lg av samr::ie form som 
de vi har å gjøre med når vi betrakter regresjonc:1fun.ksjonen for 
x2 med hensyn på 2f1 7 bortsett fra at fotindekcienn 1 og 2 må byt 
tes om" I reste~}_ __ ~Y...~lette hoved~vsnittet s_ls;_~_l _ _yj_ct~_r_fgr_inn 
skrenke oss til å behandle regresjonen for x:2 med hensyn på x1• 

Det er imidlertid :Jtadig underforstått at d ot ikl~e er noe i 
veien for at 1f1 og ;:s2 Jean bytte roller. I :prr~Jccis er situasjonen 
likevel den at vi vanligvis bare er intere,mert i den ene av de 
to re gre :3 j one runkø j on ene" 

La oss igjen vende tilbake til eksemplet i tabell 7 og 
figur 4. Probleøet er å trekke en rett linje pt beste :måte gjen 
nom punk't sve rmeri i figur 4. Det s t or e spør:::-in~~let er da hvilket 
prinsipp vi skal følge for å komme fram til en linje av den typen 
vi søker. (Kom med forslag.) Det kunne s i.es meget både; om de 
krav som bør stilles til linjen og om tenkelige prinsippero 
Vi skal herf i hvert fall foreløpig~ nøye oss med å slå fast at 
det prinsippet som blir brukt i de fleste tilfelle er et prin 
sipp som går under na-vnet av minste kvadraters metode. Vi skal 
n a gjennomgå denne rae t od cn i 't i Lkny'trri.ng til vårt eksempel. 
Det er da hensiktsmessig å tenke seg at linjen allerede er fun 
net, og at den er tegnet Lnn i epr ednangad Lagr-amne t slik som 
v iat på fig. 5., (Por {\ gjøre figuren mer ove:csiktlig har vi i 
fig. 5 ikke tegnet i~:m alle 10 punktene, r:1e1.1. bare noen ft~.) 

( 

x, 
Fig~ 5 ., 
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Pa figuren har vi tcukket loddrette linjer::itykker fra hvert 
enkelt punkt opp ti:,_ eller ned til Li.n j on , Hvert linjestykke 
representerer av s t.anc en fra vedkom.ro.ende pun.rt til linjen. 

Minste kva_dr~1~-~~~--n~~-tod~~-~ ganske en~_E:_l_t_ .. Y-..t ..P.J~ .. ll: ~--Y~ . tenker 
oss hver av disse avstandene kvadrert og kv~q.-~i~t:=:ne summert for 
alle n punkter o Linjen skal velges på en e.I Llc te at denne 
kvadr-at aumrnen blir rri.ns t mulig. 

Vi skal nå v i.ne hvorledes vi ved å br-ul:o differansialreg 
ning kan lrommo fram til likningen for linjen. La likningen for 
linjen være 

En gris med brystomfang x1 vil altsL ha en anslått slaktevekt 
i2 som er gitt ved (89). For å komme fram til den konkrete 
linjen vi er ute e tco:r , må vi finne formler :Cor a21 og b21. 
I disse formlene må bare observerte størrelser eller størrelser 
som kan avledes fra observasjonene inngå, 

Før vi utleder formlene vil vi innføre noen nye symboler. 
La :i2i være den vekten som i følge linjen svarer til brystom 
fanget x1 i for griG J:7.T'. i (Se figur 5. )Da hm: v i at 

(90) 
,A. 

Tiifferansen x2i - ~2i vil vi betegne med ti. Denne differensen 
er det aanrue som den loddrette av.standen (positiv eller negativ) 
fra punktet (x1 L x2i) til Li.n j eri , Følgelig Jean vi si at minste 
kvadraters rnetod~ går ut på å velge en linje mec"l en verdi av 
a21 og b21 som gjør S minst mulig når S er gj_t ~ ved følgende 
formel~ 

De t siste likhetste,gnet følger- av ( 90) o 

Ved å variere a21 og b21 kan vi få fram alle tenkelige rette 
linjer. S vil være forskjellig for forskjellice linjer. Ser 
altså en funksjon av a21 og b21. I og med 2t vi betrakter et 
gitt sampel kan :x:2i og x1 i ( i ::::: 1 , 2 9 ~ o , , il) betr,-:'.ktes som kon 
stanter. Ved å do ri ve2:;~ uttrykket S par t io Lt :med hensyn på a21 
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og b21 og sette de deriverte lik O får vi lilm.inger som kan 

brukes til å be s t emne de verdier av a21 og b21 som minimal..1.. 
serer S. Disse veridene er altså koeffisientene i den linjen vi 
søkero 

Vi vil først derivere S partielt med hensyn p~ a21 og får 
da ved å bruke derivasjonsreglene for en sum , en funksjonsfunk 
sj on , etc o 

Ved å sette (92) lik O får vi videre~ 

(94) 

b21(x1i - x1)) = O 

b21I,x,i- x,) = o 

Siden det siste leddet på venstre side i (94) er lik O, får vi da 
ved å løse (94) med hensyn på a21~ 

fx2· 
(95) a = --1 = i 21 n 2 

Før vi deriverer (31) partielt med hensyn på b
21 

vil vi 
sette resultatet (95) i (91). Vi får da: 

Dette gir~ 

Settes dette lik O, får vi~ 

(99) 

( 100) 
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Som vi ser, er uttrykket (100) for b21 identisk med (82)o 
Også estimatet a21 :::::: x2 er det samme som vi har brukt tidligere 
(se (84) og (sg)). 

Hvis vi nå ville la x1 og x2 bytte roller, måtte vi bytte 
om x1 og x2-aksene i fig Q 4 og 5 5 eller vi kunno beholde aksene 
som de er og m.i.n.Lma.l Lne r-o summer- av kvadratene av de vannrette 
avstandene fra punktene til linjen i stedet for som før de lodd 
rette avstandeneo Vi ville da finne formler for koeffisientene 
a12 og b12 i den estimerte regreajonsfunlrnjonen for 2S1 med hen 
syn på ~2• Også disse formlene er identiske med de vi har brakt 
tidligereo 

Vi ser derfor at formlene (81) - (84) Jean begrunne i::: ut fra 
minste kvadraters metode. 

I vårt proble1i1 slik det opprinnelig var formulert kaller 
vi slaktevekten x2 den avhengige variable (den variable som skal 
forklares) og brystomfanget x1 den uavhengige variable. I stedet 
for uavhengig var t abe L kan vi også bruke uttrykket forklarings 
variabel~ 

D. Forskjell~~1åter å skrive en estimert :-r;'E?gresjonsfunksjon på 

Hvis vi setter (95) inn i (89), kan den estimerte regre 
sjonslinjen skrives på følgende måte som skiller seg fra (84) 
bare ved at vi har brukt et annet symbol for venstresiden~ 

Hvis vi for x1 sett2r Lnn x1 , blir venstresiden lik x2 o Dette 
viser at den estimerte regresjonslinjen går gjennom punktet 
(i1,i2)Q Det er lett å vise at regresjonslinjen for E2 med hen 
syn på x1 og regreDjonslinjen for E1 med hen syn på 2S2 skjærer 
hverandre nettopp i dette punktet. 

( 101 ) kan selvsagt også skrives på følce:ndc 1:1~,te; 

( 102) 

Konstantleddet i den estimerte regresjonsliJ::::ningen når x1 måles 

fra sitt opprinnelige 0-punkt er altså 
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( 103) 

Hv i s vi spesielt har i tankene en vil}:-:årlig gris som finnes 
i vårt sampel (gris nr. i) kan det være natu.1:lig å skri ve ( 101 ) 
på følgende måte~ 

Her er (x1 i -x1) avv Lke t mellom brystomfanget for gris nr. i og 
det gjennomsnittlige brystomfanget i samplet. (104) er illu 
strert nærmere i fic;. 6. Vi kan nesten si det slik at når vi 
skal finne den berec;nede vekten x. som svu.rer til brystomfanget 

2l 
x1i så bruker vi gjennomsnittsvekten x2 for hele samplet som en 
første tilnærmelse, og deretter korrigerer vi ved å legge til et 
ledd b21 (x1 i -x-l) sm:1 er positivt hvis griD nr o i har brystom 
fang over det gjenuousnittlige brystomfanget i samplet og nega 
tivt hvis grisens brystomfang ligger under Jjennomsnittet. 

D 

Fig. 6. 

Likningen (101~) kan også skrives på and r-o måter som av og 
A A 

til kan være nyttige o Siden x2. = x2. - E. fC\r vi ved innsetting 
l l l 

av dette i (104): 

eller 
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,.. 
( 106) x2i = x2+b21 (x1 i-x1 )+Ei 

eller 

La oss nå innføre følsende betegnelser~ 

( 108) 

eller generelt 

- U2i== X2i-:x:2 

u1i=x1i-x1 

Uh. =X·l~ . -X, l ll i1 

hvor h kan være numncz-e t til en hvilken som helst variabel vi 
måtte f'Lnnc på å br-uke , ( 107) kan da skrives på følgende måt.e : 

( 110) 
..••. 

u2. =bu1. +E. 
l l l 

I (110) kan vi om vi vil tenke oss at våre målinger er 
u-ene og at 0-punkte:t for u-ene er punktet J"? i fig~ 6. Med disse 
variable og med dette aksesystemet (u-aksene parallelle med 
x-aksene) ser vi at lconstantleddet i likningen faller bort" 

La oss nå til sai;rn1enfatning aammcn.Lf.kne følgende tre måter 
å skrive observasjonene x21 p~: 

A 

(111) x2i= (i2-b21i1 )+b21x1i+Ei 

.A. 

x2i = x2+ b21 Cx, i -x1 ) + Ei 

+ri 

" Merk at vi har med leddet E. i alle tre fo1·:nmleringer. Vi ser l .. 

nå følgende~ Når x-ene måles fra sine opprinnelge nullpunkter 
er konstantleddet x2-b21 x1 .. Når x1 -verdiene uttrykkes som avvik 
fra gjennomsnittet blir konstantleddet x2 ~ JTc''i.r både x1 -verdiene 
og x2-verdiene uttrykkea i avviksform faller konstantleddet bort. 
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I alle tre tilfelle har vi imidlertid å gj ør o med aamue linje. 

E. Mer 9m regresjonsmodeller 

Vi har hittil tenkt oss at vi har å gjøre med to random 

variable ~1 og 2S2, og at vi har skaffet oss et random sampel av 
gjentak fra det un.i.ve r ae t U som de to random variable knytter 
seg til o Når vi har en situasjon som denne kan den empiriske 
korrelasjonskoeffisienten r oppfattes som et estimat av den teo 
retiske korrelasjonskoeffisienten J. (r knn oppfattes som en 
estimator for Jo) Vi kan da si at vi har å gjøre med en korre 
lasjonsmodell. 

I mange viktige situasjoner er den t&llene x
11 

å oppfatte 
som valgte verdier mens den tilhørende tallene x

21 
kan betrak 

tes som verdier av en random variabel ~2. Også i slike situa 
sj aner kan vi på liknende måte som før srrakl;e OJ:i1 de betingede 
forventningene for x~ betinget av x1-verdiene og dermed også om -c.. 

en re gres j onsfunksj on for _!2 med hensyn pC,_ :::::1-verdiene. Vi kan 
foekso være interessert i å estimere regresjonen for ~

2 
= bygg 

avling pr. dekar med hensyn på x1 = mengden av nitrogengjødsel 
pr. dekar. Vi vil da vanligvis velge bestemte nitrogenmengder 
og anvende disse p~l forsøksruter slik at vi får n sam.hørende 
observasjoner av nitrogenmengde og byggavling, Disse observa- 
s janene kan avmerkes i et spredningsdiagram pt vanlig tnDte I en 
slik si tuasj on , hvor x1i ( i = 1, 2 9 ••• 9 n) er {\ oppfatte som n 
konstanter, kan vi til atskillelse fra det foregående tilfelle 
si at vi har å gjøre med en regres,jonsmog_~ll ~ 

La oss1 noe kunstig9 tenke oss at vi i en kor.relasjons 
modell får nøyakt.Lr, de samme n tallene x1 i i alle tenkelige samp 
ler på n gjentak" slik at det bare er de :n tallene x

2
i som vari 

erer fra sampel til sampel" Hvis dette er tilf0.;lle .
1 

blir de n 
tallene x1. å oppfatte som n konstanter. o~ korrelasJ·onsmodellen 

l ' --~ 
kan da oppfattes som en regresjonsmodell. I det følgende skal 
vi bevise en del re sul tater hvorav enkelte kun l18,r gyldighet for 
regresjonsmodeller. ilvis vi imidlertid tenker oss en korrela- 
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sjonsmodell av den typen vi nettopp har nevnt5 blir resultatene 
gyldige også for en korrelasjonsmodell. Heretter skal vis når 

ikke noe annet er sa8;t9 betrakte x1i som n tall som ikke for 
andrer seg fra sampel til sampelo 

I (28) s. 15 skrevvi regresjonsfunksjonen for ~2 med hensyn 
0 

,, f 1 d "..1 pa ~1 pa ø gene m~ce: 

Når vi nå skal betrakte tilfelle hvor tallene x1 er valgte kon 
stanter, har det liten mening å operere med en forventning E(x1). 
Vi kunne selvsagt velge en eller annen definisjon for E(,!1) i 
slike tilfelle, f.eks. ~(~1) = i1, men hvis vi setter dette inn 
i (112)~ finner vi at regresjonsfunksjonen (112) isåfall må 
gå gjennom punktet (x1,E(x2))9 men det er det jo ingen grunn til 

å anta at den gjør hvis E (x2) som før oppf a t te s s om den margi 
nale forventningen for ~2. Vi ser derfor at det er hensiktsmes 
sig å velge en anne:n skrivemåte for regresjonofUi."'1ksjonen 
E (x21Dx1) G Vi vil heretter bruke en skri ve1m.1te som er like an 
vendelig enten vi har å gjøre med en korrelasjonsmodell eller 
en regresjonsmodell. 

Siden vi hele ·t;iclen forutsetter at re grer.:: j onsfunks j onen er 
lineær, er det uten videre klart at regresjonsfunlrnjonen kan 
skrives på følgende 1nc0.te ~ 

(Sammenlikn (30) s. 15 hvor (J 21 = 2, 67 og /3 ;21 = -0, 67.) 
Siden x1 nå betraktes f:30111 en konstant, er det ikke noe i veien 
for å bruke en skrivemåte hvor x1 f or-e komrne r i regrar~jonsfunk 
s j onen i universet Ofte er det he ns.Lkt.sme sa i.g å bruke følgende 
skrivemåte~ 

Sam enhengen mellom O 21 og cl,21 er som en lett ser følgende~ 

(Sa1mnenlikn med ( 103) s. 48.) Både o!.,21 ogJ 21 er konstanter. 
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Til sammenfatning kan vi nå si at vi ønsker å estimere 

koeffisientene i re2;resjonsfunksjonen (114). Ved å bruke minste 

kvadraters metode har vi tidligere kollllnet fran til den estimerte 

regresjonslikningen (101)~ s. 440 Estimeringsproblemet er altså 

forsåvidt løst. Vi ønsker imidlertid å vita 02 de estimatorene 

vi har brukt er gode estimatorer. Spesielt ønsker vi å vite om 

de er forventningsrette. Videre er vi intere::mert :i.. å kunne 

teste hypoteser oraf 21 og i å lage konfid.ensr;renser for ;E
21 

. For 

~L kunne løse disse problemene er det nødvendig li presisere mod-21- 

len nærmere. Vi skal gjøre dette ved hjelp av det hovedeksemplet 

vi arbeidet med pt s. 3-16 og s. 33. Dette eksemplet har bl.a. 

den fordelen at re gre f~ j onsfunks janene i universet er k j errt , noe 

som vanligvis ikke er tilfelle i praksis5 men som gjør det lettere 
å illustrere modellen~ 

Den estimerte regresjonsfunksjonen (101) kan også skrives 

på formen (104) eller (106)~ Vi vil nå anvende (106) på hvert 

enkelt av de (10) gjentakene vi arbeidet med i tabell 8, s. 38. 

Først vil vi skrive opp de generelle symbolene~ og deretter vil 

vi sette inn de spesielle koeffisientene vi beregnet tidligere 
på grunnlag av tabell 8~ Vi får da: 

Å. 
.A 

x21 = x2+b21 (x11-X1 ) + t 1 1 = 115 - o,52os3(2-1,2)+ E1 
li .A 

x22 = x2~b21(x12-x1)+E2 3 = 1,s - o,52os3(1-1,2)+ E2 

( 11 6 ) il 

x2i = i 2+b21 (x1 i -x1 ) +Ei 

• A 

x2n = x2+b21 (x.~n-x1 )+En 

eller 

A 

x2i= 1,5 - o,52os3(x11-x1 )+Ei 

A 

1 = 1,5 ~ o,s2os3(0-1,2)+ E10 
I (116) har en for~ spare skrivearbeidet9 bare tatt med 

gjentak nr. 1f 2 og 10, og dessuten et vilkirlig gjentak (nr. i) 

som kan stå for et hvilket som helst gjentak fra nro 1 til nr. 10. A 

Tallene Ei (i=1,2, ... ,n) kan vi kalle restledd. De er ukjente, 

men kan lett beregnes av (116), Oppstillingen (116) kan vi kalle 

en estimert regresjo_J).smodell" Den viser hvorledes vi i følge 

våre estimater~ mener at den tallene x2i er framkommet" 
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Vi skal nå stille opp en tilsvarende ~egresjonsmodell på 
grunnlag av regresjonsfunksjonene i universet" I vårt spesielle 
tilfelle er disse k jen t e , så vi er i stand til å sette inn nume-. 
riske verdier for å illustrere modellen nær-ne r e . I ( 118) neden 
for har vi til venstre skrevet en generell lineær regresjons 
modell, mens vi til høyre har satt inn de kjente verdiene for 
vårt ek sempe L o Legg merke til at sel ve re-,sres j onslinj ene i ( 118) 
gjelder universet mens de spesielle x-verdiene som er satt inn 
er tatt fra et bester1t sampel, nemlig det samme samplet som vi 
opererte med i (116). Siden slike sampelverdier generelt sett 
ikke representerer punkter på regresjonslinjen, har vi måttet 
føye til forstyrrelsesledd Ei" 

Regresj onsf'unxs j onen for vårt eksempel er gitt i ( 30) på 
s. 15. Vi vil skrive denne på formen (114). Siden x1 i vårt 
eksempel er lik 1,2; får vi da: 

(117) E(~2fux1) = 2,67-0,67x1+0,67i1-o,67~1 
- 2,67+0,67e1,2-0,67(x,-i,) 

- 3,474-0,67(x1-i1) 

Ved å aammen.Lt.kne dette med ( 114), ser vi at a.,,21 i vårt eksempel 

er lik 3,474, rnensf21 som tidligere nevnt er lik -0,67. 
I (118) nedenfor har vi skrevet opp den Tegresjonsmodellen 

som vi har det estimerte motstykke til i (116), 

1 = 3,474-0,61(2-1,2)+ 81 

3 = 3,474-0,61(1-1,2)+ E2 

(113) x2i =d---21+ ~21 (x1i-x1 )+ 81 
,' . 
. 

x2n =cl21+ 
1
821 (x1n-~x, )+ En 

eller 

I vårt tilfelle kjenner vid., og fa· Det er derfor mulig å 
beregne størrelsen av hver E. I alminnelighet er dette ikke mulig. 
Tallene blir derfor ofte kalt latente eller uobserverbare vari 
able. 
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Vi kunne sløyfe tallene E i ( 118) 1 mon da m(\tte vi på 
venstre side av lH:hetstegnene sette E (x2 f Ux1 ) j_ stedet for de 
observerte verdiene av ~2 i vårt sampel. 

La oss understreke at det vi har på venstre side i (116) er 
nøyaktig det s ain.ie :3om det vi har på venstre s i.d e i ( 118) o Det 
er på høyre side vi finner en forskjell. Parentesene (x

11
-i

1
) 

er nøyaktig de aamne i begge tilfelle o li7orskjellen
1 

derimot er 
f ø.l.gend e : Mens vi i (118) har bruktcL.21 ogft

21
; har vi i (116) 

brukt estimater av disse, nemlig estimatet x
2 

i stedet forcl
21 

og b21 i stedet f01'"' f 21• Vi har med andre or d brukt regresjons 
linjen E(~2fux1) ::::°"21+p21 (x1-x1) i (118) og den estimerte re 
gresjonslinjen S<2 = x2+t21 (x1-x1) i (116)0 I et diagTam med x

1 
som abscisse og x2 som ordinat er f. (i::::1,2, .• o

1
n) de loddrette 

l Å 

avstandene (positive eller negative) til den første linjen og Ei 
(i= 1,2, ... ,n) de loddrette avstandene til den andre linjeno 
Siden de to linjene i alminnelighet er forskjellige, er også i 

"' 

alminnelighet Ei* Ei (i = 1, 2, o .. 9n) c 

Hvis vi i praJ:;:sj_s mener å kunne forutsette at regresjons 
funk:3j onen er lineær~ setter vi opp en modell slik som vi har 
gJort i (114) eller (hvis vi spesielt har et sampel i tankene) 
til venstre i ( 118) o Tallene ~ og /3 oppfatter vi da som konstante 
koeffisienter eller parametre som beskriver virkeligheten_ Med 
utgangspunkt i denne modellen og et sampel foretar vi så en esti 
mering~ Hvis vi bruker minste kvadraters metode kormner vi da 
fram til den estimerte regresjonsmodellen (101) eller, hvis vi 
spesielt har samplet i tankene, (116). Tallene i

2 
og b

21 
opp 

fattes da som estimerte koeffisienter eller parametre. 

Modellen (118) er ikke en fullstendig regresjonsmodell uten 
at vi også gjør vicse forutsetninger om forstyrrelsesleddene fi. 
Modellen (118) oppfattes nemlig ofte som en bypotetisk modell, 
og vi kan være interessert i å betrakte anCre alternative model 
ler, f.eks. modeller hvor regresjonsfunksjonerr er ildce-lineær 
eller modeller hvor vi har flere forklaringsvariable enn x

1 
(multipel regresjon). Hvis vi ikke gjør noen som helst forutset- 
ninger omE1 vil et hvilket som helst sett av data på n observa 
sjoner være i skjønueste overensstemm.else necJ modellen (118). 
Model~en er da med andre ord helt triviella. 
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Før vi går over til forutsetningene om f., skal vi utdype 
l 

model~en litt nærmere. Vi vil da ta for oss oppstillingen til 
venstre i (118). La oss tenke oss en hel serie av random sampler, 
alle på n gjentak. Vi vil forutsette at den tallene x

1
i 

(i= 1,2, .•. ,n) blir de samme i alle samplene. Konkret er dette 
lett å tenke seg hvis f.eks. x1i er valgte nengder av et gjød 
selslag. Vi kan f. cks . tenke oss at vi gjen tatte ganger anvender 
de aamrne n gjødselmengdene på et random sampel av n forsøks 
ruter. De n forventede avlingsmengdene oL,21 + f21 (:x:1 i -x1 

) vil 
da bli de samme i alle sampler, men det er l;::lart nok for enhver 
praktiker at den faktisk observerte avlingsmengdene x

2
i vil 

variere fra sampel til sampel. Dermed slrulle det også være klart 
at vi i en slik situasjon har å gjøre med n random variable ~

2
i 

(i= 1,2, ... ,n). ~en da følger det av (113) at vi på høyre side 
i (118) i en slik situasjon har å gjøre med n random variable 

ti (i = 1,2, ... ,n), Det må jo være slik all den stund venstre 
sidene i ( 118) betraktes s oin rand om variable, menn leddene 
ol21 + /321 (x1 i -x1 ) er lrnnstanter ø 

Til sarrmienfatning kan vi altså si at det går ann å skri ve 
om (118) på en slik måte at vi understreker den tallene x2i 
og den tallene f .. Vi har da i tankene en uendelighet av samp- 

l 
ler hvor vi all tid har de aarnne n x1-verdiene. Når vi anlegger 
en slik betraktningsmåte kan modellen ( 118) skrives i samr,~en 
trengt form på følgende måte~ 

(i= 1,2, ... ,n)o 

Vi er nå korc.ro t til et punkt hvor vi er i e t.and til å spe 
sifisere de forutsetningene vi vil gjøre or1 den random variable 
E .. 
-l 

For det første vil vi forutsette at fo~ventningen for E 
-1 

er lik O for alle i. 

(120) E (E. ) = 0 
-l 

r~ 0 1~ ,.~ 0 "'.' ri 

Denne forutsetningen inneb~kelt at i(~2i)=ol21+ j32/x1i-Xl) 
Dette ser vi ved å bruke reglen (50) s. 23 på (119). Av (119) 
ser vi nemlig at x2. er en lineær funksjon av E. for alle io 

- l -i 
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Den neste forutsetningen vi vil gjøre er at var(8-) er den 
2 -l 

sarune, nemlig en konstant~ , for alle i" 

( 1 21 ) var ( f . ) = er} ( i = 1 ' 2 9 0 •• 'n) ' 
-l Gt 

Videre vil vi forutsette at de enkel te rand om variable§: i 
alle er innbyrdes cicorrelerte (dvs. den teoretiske kovariansen 

mellom to av dem er lik O uansett hvilke to av den ran.dom vari 
able vi tar for oss). 

Når vi i det følgende skal lage konfidensintervaller og 
teste hypoteser vil vi bygge på den forutsetningen at hver enkelt 

av de random variable t- er normalt fo:rdelto 
-l 

( 122) E . ~ N ( 01 ,u:) 
i E (i= 1,29•••,11)0 

Øvelse 8. 

Bruk det hovedeksemplet vi arbeidet med pd s. 3-16 og det 
tilhørende samplet i tabell 8 so38 og utfor følgende~ (1) Tegn 
inn regresjonslinjen (30) s. 15 og den tilsvarende estimerte 
regresjonslinjen (88) s"39 i et og samme diagranL (2) Tegn og 
så inn punktsvermen som svarer til tabell 8 i samme diagram. 

r,. 

( 3) Lokaliser de n avstandene c . og de n av s t.and er.e E . i dia- C 1 l 
grammet. (Tegn ikke for liten figuro) 

1°" Litt om estimatorenes . ~-~11.?Jmper 

1. Estimatoren for konstantleddet --·-- ·---···-----· .... ·-·--· ..•. - ...•.. - 
Som estimator for konstantleddet d.,21 har vi brukt _!2. 

Denne estimatoren kan oTiskrives på følgende måte~ 

( 123) X :::: 
-2 1 I x2. = j_~lot-1 + R2·1 (x1. -x1 )+ E .7 n - i nLc-~ r 1. . -1J 

= !f d.,21-1-,821 2(x1i-X1 )+I.fJ =cl21+ ¾'Hi 

Hvis vi Ild bruker reglen (66) s. 28 finner vi i følge (120) at 
forventningen for ~2 blir følgende~ 
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Altså er i2 en forventningsrett estimator forot,21• 
Variansen for §2 blir i følge (121)1 (123) og (67) s. 28~ 

( 1 2 5 ) var ( .i ) = j_2 ~ ~2 = Q:f 
-2 n L f n 

2. Estimat oren f o~--~e &Fes ,i on skoe ff is i ent en 
Som estimator for regresjonskoeffisienten ,821 har vi brukt 

I 
12.21 ~ 

( 126) 

Telleren kan omskrives pil følgende måte; 

Settes dette inn i (126)9 får vi~ 

(128) 

( 129) 

( 1 30) 

= L (~21 +/121 (x1 i -x1 )+fi) (x1 i -x1 ) 

~cl21 L (x1i -X1) + {5 21 L (x1 i -X1) 
2 +;f Ei (x1i-X

1 
) 

\._ __ ..---y· .. ~·-...,_,.J 
::::: 0 

Vi ser at den randoLl variable 121 er en line@r funksjon av de 
n random variable f1ø Siden disse er normalt fordelt er også b

21 
normalt fordelt" Forventningen og variansen for h

21 
finner vi av 

(66) og (67) s. 28. Vi får~ 

·;1 2 ° ( JS1 1 -x1 ) 
b(J?.21) = ,Q21-; ( 2 )2 = iQ 21 r I x11- 1 , 
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Av (129) ser vi at h21 er en forventningsrett estimator 
forp21e SarnLlenfattende kan vi si at t21 under våre forutset 
ninger er nor-aa'l t fordelt med forventning /3 21 og varians 

,,--2 
·J E 

Det er selvsagt en fordel at en forventningsrett estimator 
har liten varianso Av (130) ser vi at variansen for .12.

21 
er liten 

når kvadr-at oummai, i nevneren for var (b21 ) er stor" lT.\r x
1 
- 

verdiene velges er det derfor en fordel A velge verdier som gjør 
denne kvadr-a't summen stor. Da en ofte også er interessert i å 
unc er-eøko om regre,Jjonsfunksjonen virkeli,::s er lineær er det 
ofte bestå fordele x1-verdiene noenlunde jevnt over det inter 
vallet for x1 aom en er interessert i. En sarn:1enklumpning av x

1
- 

verdiene over et lite intervall er naturlig nok lite hensikts 
messig. 

3. En forventninrzc3xett estimator for ul 
Uten L framføre noe bevis5 skal vi her presentere en for 

ventningsrett estimator G 
2 for~~ Ee t ima+or-on o2 kan skrives e - pt følgende måte: 

Telleren i e e t Lna t.et o
2 er den aam 1e kvadratsum.men som vi m.ini 

maliserer når vi br-uko r minste kvadraters metode. 
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G. En identitet mellom kvadratswmner. 

Vi vil se litt på variasjonen i tallene x2i (i=192, .•• ,n) 
i et sampel. Vi er vant til å bruke den empiriske variansen som 
et mål for denne variasjonen. Telleren i denne variansen er 

(132) 

Vi vil heretter kalle denne kvadratsummen den totale 
kvadratsummen. Det ville ikke være så urimelig å bruke denne 

kvadratsummen som et mål for variasjonen i tallene x2i. I et 
spredningsdiagram med x1 som abscisse og x2 som ordinat er den 

totale kvadratsu.romen lik summen av kvadratene av de loddrette 
avstandene fra de enkelte punktene til en vannrett. linje gjennom 
punktet (0, x2). 

Hvis vi legcer inn en estimert regresjonslinje i det samme 
diagrammet vil summen av kvadratene av avstandene fra punktene 
i spredningsdiagraimnet til denne linjen bli '#\ 2 
(133) LE .. 

l 

Kvadratsurmnen (133) vil vi heretter kalle restkvadratsummen. 

Det er lett å se at restkvadratswmnen er mindre enn eller i 

høyden lik den totale kvadratsummen. Den er lik den totale 
kvadratswnmen når den estimerte regresjonslinjen er vannrett, 
dvs. når b21=0. 

Vi skal nå vise hvilken sammenheng det er mellom restkvadrat 
swnmen og den totale kvadratsummen. Vi tar da utgangspunkt i 
restkvadratsummen og omskriver denne: 

-'\ 2 A 2 f r- - \1/ 2 
( 134) L, Ei = L (x2i -x2i) =2 ( x2i - '- x2+b21 (x1i -x11J 

= 2 [ ( X2 i -X2 ) - b 2 1 ( X 1 i -X 1 ) J 2 
2 2 ~ 

= 2_ [cx2i -X2) -2b21 (x2i -X2) (x1i -X1 )+b21 (x1i -X1 ) j 
2 . . 2 

= Icx2i-X2) -2bL(x2i-X2)(x1i-X1) + b212Icx1i-X1) 

Det nest siste leddet i (134) kan skrives om slik at de to 
siste leddene kan trekkes sammen. Vi får da: 
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( 13 5) 

Vi ser av (135) at restkvadratsummen er lik den totale 
kvadratswnmen minus det siste leddet i (135). Dette siste leddet 
gir derfor uttrykk for hvor mye mindre kvadratswnmen blir når vi 
tar avstanden fra punktene i spredningsdiagrammet til den esti 

merte regresjonslinjen, enn når vi tar avstandene til den vann- 
~·st. rette linjen gjennom punktet (0, x2). En li te~ "kvad ra t sum er et 

uttrykk for at punktene i spredningsdiagrammet ligger tett inntil 
den estimerte regresjonslinjen. Når restkvadratsummen er mye 
mindre enn den totale kvadratsummen kan vi si at den estimerte 
regresjonsJ_injen "forklarer" en stor del av variasjonen i tallene 
x2i. Det er derfor rimelig å si at den siste kvadratsummen i 
( 13 5) gir uttrykk for hvor stor del av den totale kvad r-at summen 
vi har "forklartn ved å legge inn en estimert regresjonslinje. 
Den siste kvadratsummen i (135) vil vi i det følgende kalle 
regresjonskvadratsurnmen. Vi har altså følgende identitet: 

(136) Den totale kvadratsummen~ Regresjonskvadratsummen + 

Restkvadratsummen. 

Øvelse 9. 

Vis at regresjonskvadratswnmen også kan skrives på følgende 
måter~ 

a) Regresjonskvadratsu.m ~ b21,L(x21-x2)(x1
i-x

1
) 

b) Regresjonskvadratsum = [I (x2i-X2) (x1i-X1)] 
2 

L (x 1 i -X1 ) 2 
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H. Mer om den empiriske korrelasjonskoeffisienten 

Formelen for den empiriske korrelasjonskoeffisienten rer gitt 

ved (80) s. 310. Vi skal nå vise at kvadratet av r kan skrives 
på en måte som gir ytterligere innblikk i hva r står fore Vi 
får: 

( 137) 

eller 

( 138) 

2 r = 

2 r == 
_ Re gres ,jonskvadratsum 

Total kvadratsum 

I følge (135) er regresjonskvadratsummen lik den totale 
kvadratsmmnen minus restkvadratsummen. Hvis vi setter dette inn 
i (138), får 

? ( 1 3 9 ) r._ = 

vi: 
~ - 2 ~ 2 
L (x2i -x2) -L. Ei Restkvadratsum 

= 1 - ------- 
Total kvadratsllill 

r2 kan selvsagt aldri bli negativ, og spørsmålet er nå hvilke 
grenser r2 må ligge mellom. Av (138) ser vi at r2 er lik O hvis 
regresjonskvadratsummen er lik o. I følge (136) er restkvadrat 
sum.men da lik den totale kvad r-at.eurunen , Dette inntreffer hvis 
den estimerte regresjonslinjen faller sammen med den horisontale 
linjen gjennom punktet (O,x2), dvs. hvis b2f'"O (se (101) s. 44 ). 
I en slik situasjon er det ingen tendens til samvariasjon mellom 
x1 og x2 i samplet. Punktene i spredningsdiagrammet ligger da 
spredt tilfeldig i planet. 

Av (139) ser vi at r2 ikke kan bli st0rre enn 1. Vi har der 
med vist at r2 alltid befinner seg innenfor følgende grenser: 
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(140) 0 < r2 < 1" - - 

I følge (139) er r2 lik 1 når restkvadratsummen er lik o. 
Dette inntreffer hvis alle punktene i spredningsdiagramrnet ligger 
på den estimerte regresjonslinjen. 

Vi ser av denne diskusjonen at r2 er stor hvis vi har å 
gjøre med et sampel hvor punktene i spredningsdiagrammet slutter 
seg tett inntil den estimerte regresjonslinjen. Hvis samplet er 
slik at punktene i epr-edr.Lngsd.i.agr-amme t ligger svært spredt 
omkring linjen, derimot, blir r2 liten. 

Den empiriske korrelasjonskoeffisienten r gir uttrykk for 
giraden av lineær samvaria~jon i samplet på samme måte som r2, men 
selvsagt i en annen skala. Dessuten kan vi av r også se om sam- 

0 

variasjonen i samplet er positiv eller negativ, dvs. om regre- 
sjonslinjen stiger eller faller. Av (80) - (82) ser vi nemlig 
at r har samme fortegn som b21 (og b12). Hvis vi noen gang skal 
beregner ut fra r2, må vi bestemme fortegnet for r ved å se på 
telleren i (80). Nevneren i (80) skal pr. definisjon ?ære positiv. 

På grunnlag av (140) og det som her er sagt om fortegnet 
for r, ser vi at r alltid ligger mellom følgende grenser: 

( 141 ) -1 , r ~ 1 

r2 eller r kan alltid brukes som et mål for en punktsverms 
spredning omkring en rett linje. Hvis samvariasjonen i samplet 
(og universet) ikke er lineær, '3r imidlertid et slikt mål av 
liten interesse. 

Den empiriske korrelasjonskoeffisienten r blir ofte oppfattet 
som et estimat av den teoretiske korrelasjonskoeffisienten 'j. 
Forat f skal ha noen mening må vi imidlertid ha å gjøre med 
to random variable 2,&1 og 2S2• Tallene x1 kan med andre ord ikke 
være; valgte konstanter. Skal E være en god estimator for f, må 
vi dessuten skaffe oss et random sampel av gjentak fra: det felles 
universet som ~1 og ~2 knytter seg til. Endelig vil vi nevne at 
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den teoretiske korrelasjonskoeffisienten f er av liten interesse 
som et mål for samvariasjonen mellom x1 og ~2 i universet dersom 
regresjonsfunksjonene i universet ikke er lineære.. 

La oss se litt mer på r2• Med utgangspunkt i (138) kan vi 
si at r2 viser hvor stor brøkdel av den totale kvadratsummen den 
innlagte regresjonslinjen har forklart. Dette er en tolkning av 
r
2 

som en støter på av og til~ Hvis f.eks. r2 = 0,86, sier en da 
at den estimerte regresjonslinjen har forklart 86 % av variasjonen 
i den avhengige variable i samplet. Vi skal imidlertid ikke 
legge altfor stor vekt på dette~ da prosentsatsen er avhengig av 
det målet vi her bruker for variasjon. 

Vi har ofte bruk for å beregne størrelsen av restkvadrat 
summen. Med utgangspunkt i (139) kan vi lett finne en formel 
som egner seg til dette bruka Vi ser bort fra det mellomste 
leddet i (139) og løser den likningen vi da får med hensyn på 
restkvadratsurnmen. Vi får d a : 

( 142) Restkvadratsum = ( 1-r2 ) • Total kvadratsum, 

Øvelse 10. 

Skisser en punktsverm og en estimert regresjonslinje for en 
situasjon hvor a) r = 1, b) r = -1 og c) r ~ f>. d) Skisser 
også en punktsverm hvor alle punktene ligger på en krum linje. 
Forklar med utgangspunkt i (139) hvorfor r2 ikke blir lik 1 i 
dette tilfelle. 

Øvelse 11. 
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I. Konfidensgrenser for regresjonskoeffisienten og hypotese 
testing. 

Vi har tidligere kommet fram til en formel ( 130) for var (~·21 ) .. 
Videre har vi i (131) presentert en estimator ~2 for °s-~ . 

Hvis vi bruker (142) hvor vi nå oppfatter den empiriske korre:la 
sjonskoeffisienten som en random variabel E.2, kan estimatoren 
(131) omskrives på følgende måte~ 

2 2 
( 1-E ) ~ (x2i -~2) 

( 143) 2 s = 
n-2 

Setter vi inn estimatoren for °E_2, altså ~2, i stedet for o/ i formelen ( 130) for var (221 ) ' får vi en estimator ::3. \21 

for var 

(144) 

( ~21 ) : 
2 

c1-r2) IC~21-2S2) 

2 
cn-2) L cx1 i -x1 ) 

= 
2 

(1-?Z
2
) ~ ~2 

n-2 '>- x2 r~x )2 ~. 1i_\. ... 1i 
n 

La oss nå forme en random variabelt på følgende måte: 

( 145) t = 

Hvis de forutsetninger vi tidligere har gjort om t. er 
-l 

oppfylt, kBn det bevises at! er fordelt etter Students t-fordelingo 
Antall frihetsgrader er: 

(146) f = n-2. 

Den random variable! i (145) kan på vanlig måte brukes til å teste 

hypoteser om (d21• Vi skal her vise hvorledes den kan brukes til 
å konstruere et konfidensintervall for ;g21• 

I 
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I fig. 8 på s. 88 i heftet for veterinærstudenter er en 
t-fordeling framstilt. Vi kjenner fra før den definisjonsmessige 
saIILmenheng mellom a, P og Q. Siden! i (145) ert-fordelt,. ser 
vi umiddelbart av den nevnte figur at følgende sannsynlighetsut 
sagn er oppfylt~ 

(147) P(-a < ~21 -/!__21 < a) = Q 
s 
-b21 

Dette kan lett omformes slik at vi får følgende: 

(148) 

De to grensene E + a~ er som vi ser random variable som 
vil variere fra sampei 1 tii' -~_21/ ;ampel. Sannsynligheten for at 
de to grensene vil falle slik at det konstante tallet /

21 
blir 

liggende mellom dem er lik Q. 

Konfidensgrensene for f21 kan derfor beregnes ved hjelp av 
følgende formler: 

Nedre grense: b21- asb 
( 149) 21 

Øvre grense: b21+ asb 
21 

a finnes av tabellen over t-fordelingen for den konfidenssannsyn 
ligheten Q en har valgt å bruke og for f == n-2. Videre finnes 
sb av (144) idet en sløyfer understrekningene i formelen. Den 
es~imerte regresjonskoeffisienten t21 regnes ut på vanlig måte 
etter (82)~ 

Konfidensintervallet kan også brukes til å teste hypoteser. 
En hypotetisk verdi for /3_ 21 som viser seg å falle utenfor de 
konfidensgrenseme som vi finner på grunnlag av et sampel ved bruk 
av konfidenssannsynligheten Q må farka.stes på sannsynlighetsnivået· 

~ P == 1-Q. Hvis derimot den hypotetiske verdien viser seg å ligge 
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innenfor konfidensintervallet, kan hypotesen ikke forkastes på 

dette nivået. Denne måten å teste hypoteser på gir nøyaktig 
samme konklusjon som bruk av (145) direkte. 

Hvis. vi ønsker å teste en hypotsese om at /J 21 :::::: 0, kan vi 
bare se etter om tallet O ligger mellom konfidensgrensene. I 
såfall kan hypotesen ikke forkastes • 

I en situasjon hvor det gir mening å snakke om en korrela 
sjonskoeffisient f i universet og hvor vi kan forutsette at 
regresjonsfunksjonene er lineære, vil et test av hypotesenft

21
==0 

samtidig også være et 't e s t av hypotesen ) == 0 og av hypotesen 

/3 'lf.:::::: O. Hvis en av de 3 stæJrrelsene ,/3 21, log 
1

;812. er lik o, 
må nemlig også kovariansen vrnre lik 0~ og dermed må alle tre 
størrelsene være lik O. (Se (16), (23) og (27)e) 

• 

Øvelse 12. 

Bruk tallene i tabell 7 s. 33 og beregn konfidensgrensene for n f 21 for dette eksemplet. 


