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I. Innledning

Dette notatet er skrevet for jordskiftestudenter ved Norges
landbrukshegskole som bruker mitt hefte MATTIMATISK STATISTIKK,
Vollebekk 1969, men som har behov for en mer omfattende tekst.

I hovedavsnitt II er det gitt en innfering i simultane,
marginale og betingede fordelingsfunksjoner m,v. Disse enmner
er ikke behandlet eksplisitt i noen av de forelesningshefter
som brukes Tfor studenter ved NIH for tiden. Stoffet kan derfor
vere av interesse ogsé for andre studenter. Det er nemlig en
viktig del av grunnlaget for svert mange statistiske metoder.

I hovedavenitt IIT har en nokséd detaljert gjennomgdtt form-
lene for forventningen og variansen for en funksjon av random
variable samt enkelte tilgrensende emner, Nrfaringen synes &
tyde péd at manglende Torstéelse av det stoffet som er gjiennom-
gédtt i hovedavsnitt IL og III er en viktig grunn til at enkelte
studenter har vanskelig for & bli helt fortrolig med statistik-
ken.

Hovedavsnitt IV gir en imnfering i regresjonsanalyse og
en har her lagt vekt pd & kmytte forbindelse med hovedavsnitt
IT. I hovedavsnitt II har en forsekt & vise hva begrepene korre-
lagjon, regresjon, osv. egentlig star for i tilkmytning til
et univers. I hovedavsnitt IV har en vist hvorledes en pd grunn-
lag av et sampel kan trekke slutninger om universet,

De avsnittene gom er merket med en stjerne (*) er bereg-
net p& spesielt interesserte studenter og kan overspringes uten
skade for samnenhengen,

Alle random variable er skrevet med understrekede symboler,
mens verdier av de random variable er skrevet uten understrek-
ning.Symbolbruxen er ellers stort sett den som professor dr.

Per Ottestad har brukt i sine forelesningshefiter. Iramstillingen
er ogsé pa mange andre mater sterkt pavirket av professor Otte-
stads arbeider. S8ledeg er ideene til de fleste eksemplene i
avsnitt IIT A1 og IV hentet fra hans oppgavesanling.



IT. Simultane, marginale og betingede fordelingsfunksjoner
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A, Simultane fordelingsfunksjoner

ba oss betrakte to diskrete random variable, Xy 08 X5,
Vi vil ta for oss en vilkarlig verdi x4 blant de verdier X,
kan anta og en vilkérlig verdi X, blant de verdier X, kan anta.
Sannsynligheten for at x4 skal anta verdien Xq og at X, sam-
tidig skal anta verdicn X5 kan skrives som P(;g1 = X4 08 X5 = X2)n
Prinsipielt kunne vi tenke oss 4 finne denne sannsynligheten
ved opptelling av gjentak i et univers. La oss anta at sannsyn-
ligheten kan skrives som en funksjon, f(x1,x2) av xq 0g X
Vi far das

o

(1) P(§1 = X4 03 X, = XZ) = f(X1’X2),

Punks jonen f(xﬁ,xz) blir kalt den simultane (samtidige)
fordelingsTunksjonen for x, og X,. P4 tilsvarende méte kan vi

operere med en simultan fordelingsfunksjon for mer enn to random
variable. :

Vi vil belyse det hele med et eksempel. lLa X, vere resul-
tatet av et tilfeldig kast med en "riktig" terning og X5 resul-
tatet av et tilfeldig kasgst med en"riktig" mynt. X9 kan da anta
verdiene 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. X kan anta verdien O som vi
lar std for mynt clier 1 som vi lar std for krone. Hvis vi fore-
tar et kast med Terningen og mynten samtidig, kan vi ftenke oss
12 forskjellige resultater med sannsynligheter som vist i ta-
bell 1.

Tabell 1., Mulige utfall og tilherende samnsynligheter ved kast

med en mynt og en terning samtidig

Verdier av 5% (Det Verdier av x, (Dvs. resultatet
vil si resultatet X H
av myntkastet) av_terningskastet)

1 2 p) 4 5 6 Sum

0 1/i2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 | 1/2

1 I VAR VAR VAR VAR YACRYAY: 1/2
Sum /6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1




Alle resultatene har samme sannsynlighet, 1/12, og vi

kan derfor skrive:
;
(2) P(E'] =Xq 08 %5 = Xz) = f(X‘J_st) =75,

Den simultane fordelingsfunksjon for to diskrete random vari-
able kan framstilles grafisk 1 et 3-dimensjonalt aksesystem som

vigt 1 fig. 1.

A
f(X1,K2)
1§
T
q
£
74

Fig. 1. Den simultane fordelingsfunksjonen i tabell 1 fram-
stilt grafisk

Vi skal se pa et annet eksempel som ikke er fullt sd
enkelt.

Hvis en red korthornokse (genkonstellasjon A) krysses med
en hvit ku (genkonstellasjon —) blir avkommet i forste krys-
ningsgenerasjon (E ) skimlet (genkonstellasjom %). Krysses skim-~
lete dyr ( ) av f1 fenerasgonen med hverandre, vil sannsynlig-
hetene for r@dt ( A) skimlet (a) og hvitt (E) avkom i F,-gene-
rasgonen vere henholdsvis 1/4, 1/2 og 1/4. I et random sampel

& 4 dyr av P, (tallet 4 er valgt noksa villtarlig) kan en opp-
fatte antall rede (%) dyr som en random variabel, x,. Videre
kan vi oppfatte antall skimlete (A) dyr som en random variabel
X, 08 antall hvite ( ) dyr som en random variabel Xz Det kan



vises at den simultane fordelingsfunksjonen for Xqs X, 08 X3
er gitt ved felgende formel (som er et eksempel pd den sdkalte
mulitinomiale fordelingsfunksjon):

T
X10X2.X3.

(3)  £(xy,%p %) = ()
I (3) kan vi for hver x sette inn et hvilket som helst helt

tall fra O til 4, men selvsagt med den restriksjonen at sum-

men av x-ene mé vere lik 4.

Siden summen av x-cne i vart problem alltid mé& vere lik 4,
er en av x-ene alltid kjent hvis de to andrc er gitt. Fordelings-
funksjonen (3) kan derfor like gjerne oppfattes som en simultan
fordelingsfunksjon for bare to random variable, f.,eks. for X1
0g X,, 0g Vi skriver den da pd folgende mate:

%4

oy 41 1
(4) Tlxy,xp) = Xq3%p 0 (4=Xq=%5) ! k2

X4 08 X kan som nevnt anta en hvilken som helst hel verdi fra
O il 4, men summen &V X; 0g X, 1 (4) m& verc mindre enn eller
1lik 4.

I tabell 2 nedenfor har en regnet ut funksjonsverdiene
f(xj,xg) for alle mulige kombinasjoner av X, og X,.

Tabell 2, Funksjonsverdiene f(X14X2) regnet ut etter (4)

Verdier av

§1(dvs.am— Verdier avg_c2 (dvs., antall skimlete dyr )

tall rgde f1(X1)
dyr ) X2=O Xop= X2=2 X2:3 X2:4

x,=0 1/256 §/256 24/256 32/256 16/256 81/256
xq=1 4/256 24/256 48/256 3%2/256 0 108/256
X, =2 6/256 24/256 24/256 0 0 54/256
x,=3 4/256 8/256 0 0 ) 12/256
x, =4 1/256 0 0 0 0 1/256

fz(xg) 16/256 64/256 96/256 64/256 16/256 1



sanngynlighetene inne i tabell 2 er gimultane sannsynlig-

heter. Sannsynlighetene knytter seg »d vanlig mdte til gjentak
1 et univers. I vart spesielle tilfelle er hvert gjentak et
random sampel pa 4 dyr fra Fg-generasjonen, Det universet U
vi betrakter bestér altsé av en tenkt uendelighet av slike sam-~
pler. (Som vi har sett tidligere, finnes det ogsd et univers
hvor hvert gjentak er et enkelt dyr fra F2 og hivor sannsynlig-
hetene for red, skimlet og hvit er henholdsvis 1/4, 1/2 og 1/4,
men det er ikke dette universet som er av interesse i forbin-
delse med tabell 2. I og med at vi opererer nmed to universer
er cksemplet unedig komplisert, men eksemplet har andre fordel-
er som gjer at vi likevel vil bruke det,)

For & forenkle sprékbruken, vil vi i omtalen av tabell 2

snakke om "en besetning™ i stedet for den mer presise betegnel-

sen "et random sampel pd 4 dyr", men ver pd velkt mot misfor-
staelser!

Av tabell 2 ser vi f,eks. at sannsynligheten for at X4
skal ha verdien 3 og %5 verdien 1 er 8/256. Av alle besetning-
ene 1 universet er det altsa en brekdel pd 8/256 som bestdr av
3 rgde og 1 skimlet dyr.

Vi har hittil bare snakket om simultane fordelingsfunk-
sjoner Tor to diskrete random variable, Overgangen fra det dis-
krete til det kontinuerlige tilfelle nar vi har & gjere med
simultane fordelingsfunksjoner har mye til felleg med den til-
svarende overgang nir vi har & gjore med den vanlige (marginale)
fordelingsfunksjonen for en enkelt random variabel. Vi kan ik-
ke her gd i detaljer, men skal ganske kort forklare 1itt om
simultane fordelingsfunksjoner for kontinuerlige random vari-
able. Den simultane fordelingsfunksjonen f(x1,x2) for to kon-

tinuerlige random variable Xy (f.eks. hgyden av voksne menn )
g X, (f.eks. vekten av voksne menn) kan on den er kjent fram-
gstilles grafisk som en flate 1 et 3-dimensjonalt rom. Hvis vi

avgrenser et sam enhengende omréde O i X4 X ~planet som omfat-

2



ter alle de kombinasjoner av verdier av X1 08 X, som kan fore-
komme i universet, vii volumet over dette omrddet, men under
flaten f(xq?xg) vere lik 1. Tar vi for oss et omrdde o innen

O vil sannsynligheten for at X, 08 X, skal anta verdier som er
representert ved et punkt (xj,x2) innen o vere lik volumet over
0, men under flaten f(X1IX2)g (Tegn figur selv.)

Begrepet simultan fordelingsfunksjon (for diskrete eller
for kontinuerlige random variable) kan ogse uten prinsipielle
matematiske vanskeligheter utvides til & gjelde mer enn to ran-
dom variable. Vi méi imidlertid da stort sett gi avkall pd mulig-

heten av & framstille fenomenet grafisk.

B, llarginale fordelingsfunksjoner

Hvis vi 1 eksemplet i tabell 2 bare er interessert i den

random variable x, (antall rede dyr) og ikke i X5, kan vi be-
trakte de marginale sannsynlighetene for Xq som vi finner i

margen lengst til hoyre i tabell 2. Disse er framkommet ved
sumnes jon av hver linje i tabellen og refererer seg til samme
univers som de simultane sannsynlighetene. Vi ser f.eks. at
sannsynligheten for at X, skal anta verdien 1 er lik 108/256
nar vi betrakter alle besetninger under ettt uansett antall
skimlete dyr.

De marginale sanansynlighetene for X4 ltan oppfattes som
verdier av den marginale fordelingsfunksjonen f1(x1) Tor Xq-
Som allercde antydet ved vart eksempel, framkommer den marginale

fordelingsfunksjonen for X4 ved summasjon over alle verdier av
X, av den simultane fordelingsfunksjonen for %Xy 08 X,» Generelt
kan vi derfor skrive:

(5) f1(}{1) :\Zf(x—lgxz)g
A2

Ner vi har o gjere med kontinuerlige random variable blir sum-
magjonen erstattet av en integrasjon.

Det kan vises at fi(X1) i vart spesielle tilfelle blir:



X 4-x
1( ) 1

Ly,

(kontroller at formelen er riktig).
P4 tilsvarende méte kan en vise at fz(xz) i vdrt tilfelle blir:

o 1 4 1.4 1
A PO € ) R Ey

X2 )'

' . _ /4 1 4
(1) £,(x,) = (4 ) .

De marginale fordelingsfunks jonene f1(X1) 0g f2(X2) er van-
lige fordelingsfunksjoner av den typen vi har operert med tid-

ligere.

C. Uavhengighet mellom randon variable.

Vi kan néd definere begrepet uavhengighet mellom random

variable.

De to(diskrete cller kontinuerlige) random variable X108

X, er vavhengigze livis og bare hvis den simultane fordelings-

delingsfunksjonen for ¥q_0g den marginale fordelingsfunksjonen

for x altsd hvis

=D
(8) f(x1,x2) = f1(X1).f2(X2).

Det er lett & vise at Xy 08 X%, i eksemplet 1 tabell 2
ikke er uavhengige. Av tabellen ser vi f.cks., at £(1,2) =
48/256 #£108/256 . 96/256 :—5-%. De Tandom variable i tabell 1,
derimot, er uavhengige.

Uavhengighetskriteriet, (8) for random variable svarer
til uavhengighetskriteriet for kjennetegn. Det kan ogsd utvides
til & gjelde et wvilkarlig antall random variable. De n (dis-
krete eller kontinuerlige) random variable Xqs KXoy esey X, €T
vavhengige hvis og bare hvis den simultane fordelingsfunksjonen
) e

f(x1, Loy seey X 1ik produktet av de marginale fordelings-~

L) er
funks jonene fq(x1), £o(20)y weey fn(Xn), altsd hvis:

(9) £(xq, Koy vaey Xn) = f1(x1) . fg(Xg)'°' fn(xn)n

Vi kommer tilbalte til uavhengighetskriterict i avsnitt II E.



D. Teoretisk kovarians og teoretisk korrelasjonskoeffisient

Hvis vi vil finne forventningene og de teoretiske variansene
for x4 o8 X5, gdr vi ut fra de marginale fordelingsfunksjonene
fT(X1) 0g fZ(XZ) og de vanlige definisjonsformlene for forvent-
ning og varians. For eksemplet i tabell 2 fér vi da (se tabel-
len):

(10) B(xy) =2 (x,)x, = 0.84/256 + 1,108/256 + 2.54/256
X
1

+ 3.12/256 + 4.,1/256

I

1s

N

(1) Blx,) = D> T(x,)x, =
*2
(12) var (x,) Eifﬁ(x1)(x1-E(xq)) = 3/4 ave. (7 :\!3/4‘
X
1

(13) wvar (32) = ;{fg(xg)(Xz—E(Xg)) = 1 dve. G, = 1.
"2

Den teoretiske kovariansen,(i12 mellon to diskrete random

vaeriable x, og X, kan defineres pa folgende niite:

(14) Gip =2 2 £legxp) (eg=B(xy)) (x5-B(x,)),

Xy %o
Hvis X4 08 X, T Lontinueriige random variable blir dobbelt-
summasjonen i (14) erstattet av en dobbeltintezrasjon.

Vi ser at x, og X inngdr pa en helt symietrisk méte i
(14). Polgelig cer kovariansen mellom Xy 08 X, lik kovariansen
mellom X, 08 Xy, dvs. 612 ::651,

Utregningen aN'G?2 for eksemplet i tabell 2 er vist i
tabell 3. Den ferste Taktoren i hver celle i tabellen er sann-
synligheten som knytter seg til vedkommende kombinasjon av Xq-
verdi og x,~verdi. Den neste faktoren er X~ E(g1) og den siste

faktoren er X~ E(§2)[



Tabell 3. Utregning av kovariansen mellon Xy 08 %, for
eksemplet i tabell 2.

X
X'l 2
0 ] 2 3 4
Y 8 24 50 16
O 256;( 1)4( 2) rb6'( 1)-("'1) 256'("1)-0 256-('—'1) 1 256»(-‘1).2
1 et 0.(=2) S 0. (=1) 5eg.0.0 555 0.1
6 24 24
2 256.1 (=2) 256.1.(-1) Eé-.mo
5 | stm2,(=2) o2, (1)
256. * 2561_9
4 | mie%.(=2)
o567
T 1
G1o="2

Produktet av disse tre fakforene summert over alle cellene i
tabellen er lik kovariansen som i vart tilfelle blir 1lik - %.
Kovariansen er et mdl for samvariasjonen mellom Xy 08 X5
I celler hvor bade x4 er stor i forhold til E(§1) og samtidig
X, er stor i forhold %il E(EZ) vil produktet (X1~E(X1))(X2-E(X2))
veere positivt. Dette produktet vil ogséd bli positivt i celler

hvor X1 er liten i forhold til E(§1) og samtidig x, er liten

i forhold til E(gg) siden begge faktorene vil vwreznegative i
slike celler. Hvis celler av de to typer vi nf har nevnt har
store sannsynligheter vil dette bidra til &4 gjsre kovariansen
positiv. At slike celler har stor sannsynlighet betyr imidler-
tid at store §1~verdier har en tendens til & opptre sammen med
store 52-verdier og at sma 51—verdier fortrinnsvis opptrer sam-
men med smé Xy-verdier. Vi ser altsé at en positiv kovarians
gir uttrykk for en positiv samvariasjon mellom X1 08 X- Pa
liknende méte kan vi resonnere oss til at en negativ samvaria-
sjon mellom X 08 %5 forer til at kovariansen blir nesativ,
(En negativ samvariasjon vil si at store Xy helst forekommer
sam.en med smi X, 0§ at smé Xy oftest opptrer samnien med store

Xg.)



Som et mdl for graden av samvariasjonen mellom to random
variable Xy 08 X, kan en i1 stedet for den teoretiske kovari-
anser1012 bruke den teoretiske korrelasjonskoeffisienten fHQ

som er lik qu. Denne har den fordelen at den er en ubenevnt
storrelse. For F?Z gjelder alltid fplgende ulikhet:

(15) -1 < f <0,

Betegner vi standardavviket for x4 (1 den marginale fordelings-
funksjonen for §1) med G;'og standardavviket for Xo (i den
marginale fordelingsfunksjonen for §2) med 639 an f12 defi-
neres pad folgende mite:

O7p
10 i -t

Definisjonen gjelder bade for det diskrete og det kontinuerlige
tilfelle. For eksemplet i tabell 2 fir vi (se (12), (13) og
tabell 3):

an [, :ng(% - - V%ﬁ: ~0.58,
2,

At den teoretiske korrelasjonskoeffisienten mellon X 08 X%, i
virt eksempel er negativ vil altsd si at ndr det er mange rede
dyr 1 en "besetning" sid er det som regel fu skimlete, og om-
vendt. Dette er slilk som vi skulle vente det.

Hvis to random variable Xy 08 X, er uavhengige, kan det
vises at kovariansem(j?2 = 0, og dermed ogsd at korrelasjons-
koeffisienten 1o = 0. Vi sier da at Xq 08 %X, er ukorrelerte.

Hvis f?zf%O sier vi at Xq 0g X, er korrelerte. (For ordens
skyld gjier vi oppmerksom pad at to random variable kan vere ukor-
relerte uten & vere uavhengige. )
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E. Betingede fordelingsfunksjoner

Vi har né& gjennomgédtt 1itt om simultane og marginale for-
delingsfunksjoner. In tredje type fordelingsfunks joner som det
er naturlig 4 nevne i denne sammenheng er betincede fordelings-
funksjoner. La oss igjen ty til vart eksempel i tabell 2. Sett

at vi bare betrakter "besetninger" (dvs. random sampler p& 4

dyr av F2) hvor antall skimlete dyr (52) er Lik 1., Vi kunne
sperre hvorledes disse besetningene fordeler seg med hensyn

til antall rede dyr. Det er klart at vi da nd betrakte den ko-
lonnen i tabell 2 hvor Xy = 1. Sannsynlighetene i denne kolon-
nen gir oss forsévidt den sekte fordelingen, nen summen av dis-~
se sannsynlighetene er 64/256 og ikke 1 sow vi ville foretrek-
ke 1 denne sammenheng. Hvis vi imidlertid dividerer hvert tall
i denne kolonnen med summen av tallene i kolonnen som er 1lik
64/256, T4r vi et nytt sett av sannsynligheter som vi kaller
betingede sannsynligheter, nemlig 8/64, 24/64, 24/64, 8/64 og O.
Summen av disse sannsynlighetene er, som vi ser 1ik 1. Den

betingede fordelingsfunksjonen for X4 betinget av at X5 antar
verdien 1, kan skrives pd felgende mite:

4! 1,51 1, 4,47
! . ("') (“')'{‘7‘)
(18) . (x 1}( - )= f (X-?‘,?) _ Xy (4= ~Xq --']) 4”‘_"“ 27 4
[ fETTT—_— 1 (4)

16

Punks jonene £ og f, er her de samme som (4) og (7).

Hvis vi 1 (18) setter inn etter tyr verdiene O, 1, 2 og 3 for

X4, finner vi sannsynlighetene 8/64, 24/64, 24/564 og 8/64.
Helt generelt definerer vi den betingede Tordelingsfunk-

sjonen for x, betinget av at x, antar verdien X5 péd feloende
méte:

f(X19X2)

(19) g/{(x'] gzg = Xz) = W (f2<X2)>O)

Definisjonen gjelder bdde for det diskrete og Tor det kontinuer-
Hge tilfelle. Sannsynlighetene g (x11§2:X2> refererer seg til

-1



et subunivers hvor verdien av X, er lik et bestemt (oppgitt)
tall X5 for alle gjentak. Det finnes en betinget fordelingsfunk-
sjon for x, for hver verdi X, kan anta. For vart eksempel i
tabell 2 har vi altsc 5 betingede fordelingsfunksjoner for Xqe
Pa tilsvarende méte har vi for vért eksempel 5 betingede for-
delingsfunksjoner for ..

Jikningen (19) kan omskrives p& folgende mdte-
(20)  £(xq,x,) = fz(xz).gT(X1T§2 = %,).

(20) svarer +il bade-. og setningen i sannsynlighetsregningen
som er gitt ved (21) nedenfor-
(21) P(E1E2fU) = P(3,10). P(E1lTEZ).
Uavhengighetskriteriene for kjennetegn og for random variable
svarer ogsé til hverandre. Hvis E1 og E2 er uvavhengige kjenne-
tegn, har vi at P(E1E21U) = P(E2fU)o P(241U). Ivis de random
variable Xq 08 X, er uvavhengige er (8) oppfylt. I dette tilfel-
le er altss gj(x11§2 = Xz) = f1(x1). Alle de betingede fordel-
ingsfunksjonene for X, er da like og lik den marginale Ffordel-
ingsfunksjonen for Xq- Bn slik situasjon har vi for eksemplet
i tabell 1.

Hvis vi betrakter en betinget fordelingsfunksjon for X1
f.eks., fordelingsfunksjonen (18), har vi pé vanlig mite en

forventning for X4 SOi vi nd kaller en betinget forventning,

0g en varians for X4 som vi kaller en betinget varians.

F. Regresjonsfunksjonene i universet

1. Regresjonsfunksjonen for s med hensyn pd X,

I tabell 4 nedenfor har en pd grunnlag av tabell 2 +ibu-
lert 5 forskjellige betingede fordelingsfunksjonene for X4 i
5 kolonner. Under hver kolonne har en fort opp de bhetingede

forventningene for X4q. Disse vil vi betegne med E(§11§2:X2 el-



ler E(x,1Ux,). For hver verdi X, av X, har vi nemlig et sub-
univers av "besetninger". Den tilsvarende betingede fordelings-
funksjonen for %4 angir fordelingen etter X, innen dette sub-~
universet.

Tabell 4. De betingede fordelingsfunksjoner og de betingede

forventninger for x, (eksemplet i tabell 2)

Ygig?egnigl%T Verdier av x, (Dvs. antall skimlete dyr)
rode dyr) X, =0 %X, =1 x5, =2 %, =3 X, = 4
xq =0 1/16 8/64  24/96 32/64 1

xq = 1 4/16  24/64 48/96  32/64

% = 2 6/16  24/64 24/96 0

Xy = 3 4/16G 8/64 o) 0

Xy = 4 1/16 0 0 0

Sum 1 1 1 1 1
E(xq (Ux,) > 1,5 1 0.5 0

De betingede forventningene for X4 kan uttrylkkes som en

funksjon av Xoye Denne funksjonen kalles regresjonsfunksijonen

for x, med hensyn pé X,. I vart tilfelle ser vi uten videre av

tabell 4 at regresjonsfunksjonen er linesr. HggjiUXZ) synker
nemlig med 1/2 enhet for hver enhet X5 stiger.

Nar regresjonsfunksjonen for en random variabel Xq med hen-
syn pé& en random variabel X, er linesr, kan den i alminnelig-
het skrives pad folgende mate:

Det som her er sagt gjelder ogsé& for kontinuerlige random vari-
able. Den betingede forventningen E(EquXZ) er altsé 1ik (den
marginale) forventningen ﬂ(gw) pluss et ledd som avhenger av
to ting, nemlig av hvor mye X, avviker fra E(gz) og av en kon-
stant koeffisient ﬁ12 som blir kalt regresjonskoeffisienten for

x, med hensyn pid X.,. Regresjonskoeffisienten B kan generelt
=1 b2 %o Gresd 12 &



beregnes etter felgende formel:

- 07

For virt eksempel far vi da (se (13) og tabell 3)

(r/
(24) B ::0:2 = =2 = 0,5,
2

o
°

Regresjonsfunksjonen (22) kan derfor skrives pd felgende méte
(se (10), (24) og (11)):

(25) B(xq {Ux

11

2) 1 —0,5(X2 -2)

eller

(26) E(§1]UX2) =2 -0,5%,.
Ved & gsette dinn etter tur X, = 0, X, = 1, X, = 2 osv. 1
(26), far en ge betingede forventningene som er gjengitt nederst

i tabell 4.

2. Regresjonsfunksjonen for x, med hensyn pai X1

Tabell 5 nedenfor svarer til tabell 4, men X1 08 X%, har her
byttet roller., I tabell 5 har en tabulert de 5 betingede for-
delingsfunksjonene for X5 pd 5 linjer. Til heyre p& hver linje

har en fert opp de bhetingede forventningene E(XP}UX1) for x,.

Tabell 5. De betingede fordelingsfunksjoner og de betingede
forventninger for . (eksemplet i tabell 2).

Verdier av
xq_ (Dvs.an~Verdier av x, (dvs. antall skimlete dyﬂ
tall rede - _
dyr) Xp =0 X5 =1 X5 =2 %, =3 x, =4 |Sun b(XQIUx1)

xy =0 1/81 8/381 24/81 %2/81 16/8 1 2,67

xy = 1 4/108 247108 48/108 3%2/108 0 1 2,00

Xq =2 6/54  24/54  24/54 0 0 1 1,%3%

xq =75 4/12 8/12 0 0 0 1 0,66
4 1 0 0 0 0 1




Vi f8r ikke egentlig fram noe nytt ved 4 snu om problemet
pé& denne méten, men vi skal likevel utfere de tilsvarende be-
regningene som ovenfor,

Av tabell 5 ser vi at ogsd regresjonsfunksjonen for %5
med hensyn pa Xq er linear. Regresjonskoeffisientenfg23 for X5
med hensyn pé X, Tinner vi av (2%) idet vi bytter om indeksene
1 og 2., Vi far da (se (12) og tabell 3):

612 -0,5 2
(27) Bé1 ==% = 3'4 = -2 = -0,67,
SN OL

Regresjonsfunksjonen for X med hensyn pa %4 kan da skrives
sliks

(28) B(x,1Uxq) = B(x,) +f821(x1~E<3_cJ>)
eller

(29) E(thUX1) =2 -0,67(xq -1)

eller

(30) E(§21UX1) = 2,67 = 0,67x,.

%, Sterrelsen av korrelasjonskoeffisienten oz regresjons-—

koeffisientene., Samienhengen mellom regresjonslinjene

Vi ser av (23) os (27) at badef312 ogf321 blir lik O nér
kovariansen(j§2 er lik O, dvs., nédr korrelasjonskoeffisienten
fi, er 1ik o.

I fig. 2 nedenfor har en framstilt de to regresjonsfunk-

sjonene (26) og (30) grafisk i samme aksesystem.



—
P

x, eller E(§1]UX2)

Fig., 2.

Av figuren ser vi bl.a. at de to regresjonslinjene skjerer
hverandre i punktet (1,2), altsd i punktet (E(§1)5 E(gz)). (Vis
ved hjelp av (22) og (28) at skjeringspunktet er nettopp dette
punktet. )

Hvis x, og X, er ukorrelerte er som nevnt bédef221 0gf?12
lik O. De to regresjonslinjene stér da loddrett pd& hverandre.
Regresjonslinjen for %9 med hensyn p& X, er parallell med K=
aksen og gér gjennom punktet (E(§1)9O) mens regresjonslinjen
for x, med hensyn pé x4 er parallell med x,-aksen og gér gjen-
nom punktet (O, E(zz))°

Vi skal ta for oss et eksempel hvor de to regresjonslin-
jene faller sammen. Sett at sannsynligheten for "oksekalv" ved
en storfefgdsel er 0,52 og at sannsynligheten for "kvigekalv™"
er 0,48. Vi vil betrakte et univers hvor hvert gjentak er et
random sanipler pé& 4 storfefedsler. La den random variable Xy
vere antall oksekalver i1 et slikt sampel. P kan altsd ha ver-
diene O, 1, 2, 3 eller 4., Fordelingsfunksjonen for Xy er da en
binomial fordelingsfunksjon:



4 xq 4%y
(31) f,] (X1) = (X.] )0552 0,48

med forventning E(§1) = 4,0,52 = 2,08 og varians var (31)
= 4.0,52.0,48 = 0,9984.

Fordelingsfunksjonen (31) kan ogsd skrives som en simultan
fordelingsfunksjon for o random variable Xy 08 X, hvor

Xy = 4—51 = antall kvigekalver. Den random variable X, er alt-

2
s& her en eksakt lineor funksjon av Xq- Den simultane fordel-

ingsfunksjonen for X, 08 %, blir:

£ X X i~
(32) flxy,x%,) = (;1) 0,52 10,48 2 (g + x5 ~ 4],

Funksjonen (31) er den marginale fordelingsfunksjonen for Xq-
Den marginale fordelingsfunksjonen for X, er gitt ved (33).

p:d 4-x

2

(53) £5(x) = (5 )0,48 “0,52 %,

her E(G)=4-0,48=7,Y2 og varighsep fok X3 &k
For%énfnlﬁgen)forzgzﬂgﬁWVar (%,)= 4.0,48.0,52 = 0,9984. Den

simultane fordelingsfunksjonen (32) er tabulfert i tabell 6

nedenfor.

Tavell 6., Funksjonsver'iene f(X1,X2) regnet ut etter (27)

Verdier av ]

xq (Dvs. an-| Verdier av x,(Dvs. antall kvigekalver

tall okse- |

kalver 0) 1 2 3 4 Sum
0 0 0 0 0 0,0531 |0,0531
1 0 0 0 0,2300 O 0,2300
2 0 0 0,3738 O 0 0,3738
3 0 0,2700 O 0 0 0,2700
4 0,0731_ 0 0 0 0 0,0731

Sum 00,0731 _0,2700 0,3738 00,2300 0,0531 11,0000

Ved hjelp av formelen (10) s. 8, finner vi at kovariansen
mellom x, og X, i dette eksemplet blir:



(34) 67, = 0,0731(4~2,08)(0-1,92) + 0,2700(3-2,08)(1~1,92)

+ 0,373%38(2-2,08)(2-1,92) + 0,2300(1-2,08)(3~-1,92)
+ 0,0531(0-2,08)(4-1,92) = -0,2695 -~ 0,2285 -~ 0,0)24
~0,2683% - 0,2297 = -0,9984,

Korrelasjonskoeffisienten‘f12 finner vi da ved hjelp av (16)
s. 1o:

67, -0, 9984
(35) 12 :G'-‘I"d? = 0,9984 = -1,

Regresjonskoeffisienﬁen/812 blir i felge formelen (23) s. T4:

612 _ -0,9984
(36) By, = o T 0098 T -1

Regresjonsfunksjonen for X4 med hensyn pé X5 blir da (se (22)

s. 73 ):

(37) B(xq1Ux,) = 2,08-1(x,~1,92)

eller
(38) E(§11Ux2) = 4-x,

som er et noksa selvfplgelig resultat,
P& tilsvarende mdte kan vi finne regresjonsfunksjonen for X
med hensyn pd Xq - Vi fér i felge (27) s, 15

G2 -0,9984
(39) ﬁz-] = 0_,2 = 6,9984 = "'1-
1

Ved & bruke (28) s.775, far vi dac
(40) E(x,1Uxq) = 1,92-1(x-2,08)

eller

il

(41) BE(x,1Uxy) = 4-xq,



Som vi ser, faller de to regresjonslinjene (38) og (41) sam-

men., (Tegn diagram,)l alle tilfelle hvor ?12 = 1 faller de %o
i

regresjonslinjene sammen. For vart eksempel ser vi av tabell 6

at alle sammenhgrende observasjoner av X4 08 X, kan avmerkes
som et punkt pad regresjonslinjen. Observasjonspar som ikke
representerer et punkt pd regresjonslinjen (38) (eller (41))
har sannsynlighet O og vil altsé ikke forekomme.

I et tilfelle som det vi behandlet i virt siste eksempel er
vi vanligvis ikke interessert i & operere med en simultan for-
delingsfunksjon. Den ene random variable er jo en eksakt funk-
sjon av den andre (funksjonens form er den samme som den til-
svarende regresjonsfunksjonen) og det er da mer naturlig &
operere med en enkelt random variabel, Vi kan imidlertid i
slike tilfelle av og til vare interessert i & finne formler
for forventningen eller variansen for den ene random variable
nédr forventningen og variansen for den andre er gitt., Dette
skal vi komme tilbake til senere.

I det foregéende har vi for det meste brukt diskrete random
variable som eksempler. Teorien er i prinsippet den samme nér
vi har 4 gjere med kontinuerlige random variable. I praktiske
korrelasjons~ og regresjonsanalyser er det kontinuerlige ran-
dom variable vi fdr 4 gjere med i de fleste sammenhenger.

Vi har brukt diskrete random variable i eksemplene ovenfor for-
di det er enklere & illustrere teorien p& denne méten.

I praksis er det sjelden at vi kjenner verdiene av Liy oo
G7s 05 o 672. Vi har derfor sjelden anledning til & beregne
stﬁrrelsene‘f12,f912 og/921 slik som vi har gjort i dette hoved-
avenittet. Derimot er vi ofte interessert i & estimere disse
sterrelsene og & teste hypoteser om der., Dette skal vi behand-
le 1 detalj i hovedavsnitt IV.




ITI. Porventning og verians for en funksion av_random variable

M R
A. EiYTunksion av _en enkelt random variabel

1. Definisjon og eksempler

La oss ta for oss to(kontinuerlige eller diskrete) random
variable x og y. Vi vil tenke oss at det til hver verdi x av
den random variable x svarer en enkelt verdi y av den random
variable y og at hver y er en linesr funksjon av den tilsvaren-
de x. I slike tilfelle kan vi skrive:

(42) v = a + bx

hvor a og b er konstante koeffisienter.
Vi vil ogs8 bruke skrivemdten

(43) 3 = a + bx.

Vi sier da at den random variable Y er_en linemr funksjon
av_den random variable x, og med skrivemdten (43) mener vi at
(42) gjelder for alle verdier x som X kan anta., Tikningen (43)
blir ogséd ofte kalt en trensformasjonslikning, og vi sier da at

vi har foretatt en transformasjon (i vArt tilfelle en linesr
transformasjon) fra den random variable X til den random vari-
able y.

La oss forseke 4 forklare dette ved noen eksempler.

Eks. 1. La x vere temperaturen milt i °C et sted i As den 1. janu-~
ar kl. 12.00. Hvert &r kan vi skaffe oss en ny observasjon, x av
denne random variable. Anta at vi kan tenke oss et univers av
&r hvor x har en bestenmt fordelingsfunksjon, £(x) med E(x) = p

og var(x) :Gi.

Sett at det termometeret vi brukte hadde +to skalaer, én med
Celsiusgrader og én med Parenheitgrader. Hvis vi et &r milte

X

temperaturen x pd Celsiusskalaen ville vi da ndle temperaturen



c P y=32+%—8x=32+—g—xpéﬂahren-—
100 4k 212 heitskalaen. Dette ville gjelde for
(- alle x. Vi kan derfor si at y er en
100 180 ny random variabel som er en linesr
.j funksjon av x, og vi kan skrive:
O4F 32

O

(44) y=a+bx ellery =232 +2x

UIkO

Det er lett & innse at ogsé y kan tenkes & ha en eller annen
fordelingsfunksjon fy(y) med en eller annen forventning E(y) =u
. . 2
0g en eller annen varians var =
g v) =63

Bks., 2. Sett at vi tar for oss et univers som bestdr av alle
skogsarbeidere i USA. Disse arbeideres drlige inntekt (mdlt i
dollar) kan betraktes som en random variabel X. Det er selvsagt
ikke noe i veien for 4 méle inntekten i kroner i stedet for i
dollar. Dette ville f,ecks. vere naturlig om vi ville foreta en
sammenlikning med skogsarbeidere i Worge. Amerikanske skogs-
arbeideres drsinutekt mdlt i kroner er en random variabel som
vi vil betegne med y. Vi har da

(45) ¥ = a + bx eller hvis $1,00 = kr. 5,00: Yy = 0 +5x =5x

Ogsé& 1 dette tilfelle har ¥ en eller annen fordelingsfunksjon
som er karakterisert ved en bestemt forventning og en bestemt
varians.

Eks., 3. Sett at vi tar for oss et univers hvor gjentakene er
S-barnsfamilier og betrakter en random variabel x som er antall
gutter. I hver familie kan vi si at antall gutter utgjer en
viss prosent av antall barn. Hvis f.eks. entall gutter i en

besemt familie er x, vil prosent gutter, y vare

Dette gjelder for alle x. Hvis vi i dette universet be-



trakter det prosentiske antall gutter, kan dette prosentiske

antall oppfattes som en random variabel y som er en linesr funk-
sjon av den random variable Xx.

(47) ¥ =a + bx eller y = 20x

—_—

Eks., 4. La oss igjen betrakte universet av 5-barnsfamilier

i eks. 3 hvor x var antall gutter. I stedet for & la y vere det
prosentiske antall gutter kunne vi ogsé la y vore antall jenter.
Igjen ville y bli en linemr funksjon av x, nenlig

(48) y =a + bx eller y = 5-x

2., Formier

T alle eksemplene ovenfor er det lett & forestille seg at
¥ har en eller annen fordelingsfunksjon fy(y). &t problem som
en ofte stdr overfor i statistikken i liknende tilfelle er &
utlede fordelingsfunksjonen for y. Vi skal ikke g& inn pd dette
problemet. Vi skal her bare presentere noen formler som kan
brukes til & lose den mer begrensede oppgaven 4 finne forvent-
ningen og variansen for y direkte uten & g& veien om fordelings-
funksjonen for y og om definisjonsformlene for forventning og
varians.,

Nedenfor har en gjengitt noen viktige setninger som gjel-
der generelt for situasjoner av den typen som er beskrevet i

eksemplene.

Setning 1. La x vere en random variabel med forventning E(g):ux

) . 2 . =
og teoretisk varians var(g) =G+ ©8 la y vere en random variabel

X

som er en linesmr funksjon av x:

(49) y = a + bx

La oss betegne forventningen og den teoretiske variansen for
y med E(y) = ul og var{y) :(35, Det kan da bevises at folgende
likheter gjelder generelt:



(50) “,;z = &8 + bl.),?E

I

(51) Gy b2 (3'22(_ dvs.G{'y :b(j“}_C

(50) kan vi uttrykke i ord pd felgende méte: Na&r y er en

linexr funksjon av x, er “y den samme linewsre funksjon av oo

Vi skal demonstrere bruken av (50) og (51) ved hjelp av

eksempel 1 ovenfor., Ved & samuenlikne (49) med (44), ser vi at

g

a i dette eksemplet er 32 og at b er 9/5. Sett at vi vet at

E(x) = 15°C og at var(x) = 25. Hvis vi vil finne E(y) og var(y),
ken dette gjeres pd felgende enkle mite ved hjelp av (50) og
(51)

(52) B(y) ==& +ba(x) =32 +2 . (-15) = 5

2 )25

WO

(53) Var(y) = b“ var(x) = ( o5 = 81

P4 tilsvarende mate kan vi finne E(y) og var(y) for de
andre eksemplene hvis vi kjenner E(x) og var(g), Det eneste vi
trenger i1 tillegg er de numeriske verdiene av & og b, og disse
finner vi ved & se pd den transformasjonslikningen som gjelder
1 hvert enkelt tilfelle,

Formlene (50) og (51) er meget nyttige, og vi kommer til
4 referere til dem i det feglgende. Vi har ogsd tilsvarende form-

ler for gjennonmsnittet oz den empiriske variansen.
J &

3. Tilsvarende formler for sampelsterrelser

I cksemplene ovenfor ser vi at y og x refcrerer seg til
samme univers, og viderc at y og x knytter seg til samme gjen-
tak. Hvis vl tar et random sampel pd n gjentak fra det felles
univers og observerer x og y, far vi altsd n observasjoner av
X 0g n observasjoner av y.

Disse observasjonene er da selvsagt knyttet sammen ved
felgende likning:

(54) y; =@a + bx; (i = 1,2,...,n)



Hvis vi kjenner gjennomsnittet (x) og middelavviket (sX) for
x; 1 dette samplet, kan vi finne gjennomsnittet (¥) og middel-
avviket (s_) for y; ved hjelp av likninger som tilsvarer (50)
og (51) uten & g& veien om de enkelte observasjonenc vy av ¥.

Vi skal bevise dette. Vi har

n n rn
:E:yi i§%<a + in) na-+b ;gs g

- i=1 _ _ i=1 "1 ~
(55) y = ~ — = = =a + b x
og
n n n
~\? - 2 ~\2
> (yi*Y)? 2{ (a+bxi—a—bx)2 b (xi-J)
- 2 i=1 _ o i=1 _ o i=1 _ ne. 2
(50) Sy - n_1 - n_l{ - H—-1 - b S

Det forste resultatet (55) kan vi uttrykke i ord pd fel-

gende mbte: N&r y; er en lineer funksjon (54) av x;, er ¥ den
samme linesxre funksjon av X.

Formlene (50)~(51) og (55)=(56) svarer til hverandre. De
forste har 4 gjere med universet, mens de siste gjelder et

sampel. Forutsetningen for & bruke (50)-(51) er at (49) gjelder,
mens Torutsetningen for & bruke (55)-(56) er at (54) gjelder.

4. Mer om ftransformasjoner

For & kaste mer lys over det som skjer ved en transforma~
sjon av typen (49) skal vi se litt nmrmere pd cksempel 1 oven-
for. La oss anta som fer at by = 15°%C og at(;; = 5°8. Da fin-
ner vi som vist tidligere at “y = 59 og at(3§ = 9OF.

Til en videre illustrasjon vil vi tenke oss at X har nor-
mal fordelingsfunksjon., Siden y er en linesr funksjon av x, kan
det da bevises at ogsd y har normal fordelingsfunksjon (beviset
tas ikke med her). Fordelingsfunksjonene for x og y finnes da
uten videre ved innsetting 1 formelen som uttrykker den normale

fordelingsfunksjon. Fordelingsfunksjonene er felgende:

(x +15)° 1 (y=5)°

2.2 2.81
> t(y) = SRV

(57) f{x) = 517§ﬁr e



De to fordelingsfunksjonene er framstilt grafick i fig. 3
nedenfor.

f{x)
g(y)

(/.
e
\\_
20 7
grader
B(x) E(y) =5 °F (x eller y)
Gy =5 Gy =

Fig, 3.

@velse 1. Forklar hvorfor P(-15¢x¢ -10) = 2(5¢y<¢ 14), dvs.

forklar hvorfor de to observerte arealene i fig. 3 ma vere like

store.

Uvelse 2. En random variabel x har forventning u og standard-

avvik §. Finn forventningen og standardavviket for y nér y er
X

definert ved falgende formel: y = ﬁgg .

gvelse 3. Vis at & (se MATEMATISK STATISTIKK, Vollebekk 1969,

T “TeL

s. 102) har forventningen p og standardavviket Vﬁg .

B. En vilkdrlig funksjon av en random variabel *

La x vere en random variabel med fordelingsfunksjonen f(x)
og la y = h(x) vere en funksjon av x. Det kan da bevises at for-
ventningen for y (dvs. forventningen for h(x)) er



- 26 -

k58) E(h(x)) = th(x)f(x) hvis x er diskret
X

o8
(59) E(a(x) :J[h(x)f(x)dx hvis x er kontinuerlig.
o

Vi skal ikke gjere noe forsek pd 4 bevise (58) og (59).
Formlene i seg selv er meget enkle. Hvis vi erstatter h(x) med
x 1 de to formlene far vi som vi ser de vanlige definisjonsform-

lene for E(x).

Uvelse 4,%*

a) Bruk (58) og (59) til & bevise (50). b) Ia y vere fol-
gende funksjon av x: y = h(x)=c hvor ¢ er en konstant. Vis at
E(h(x))=c og kommenter resultatet. c) La ¢ vure en konstant og
la y=h(x) vere en funksjon av x. Vis at E(ch(x))=cE(h(x)).

Hvis vi har k forskjellige funksjoner Nyslios e,y kan det

vises at feolgende setning gjelder:
(60) E(h1(§)+h2(§)+ e +hk(§)):E(h1(g))+E(h2(§))+ ces +E(hk(§))

Vi skal se pd en anvendelse av (59) son kaster lys over
definisjonsformelen for den teoretiske variansen og som vi skal
dra nytte av senere. (I det diskrete tilfelle bruker vi (58) i
stedet for (59), men utledningen er analog.)

Den teoretiske variansen var(x) er definert som f(x)(xwu)zdx.
Hvis vi oppfatier (§~u)2 som en funksjon,‘f(g) av x, ser vi at
den teoretiske variansen kan oppfattes som forventningen for
(g—u)zo Vi har altsi

(61) var(§)=6’2 =Jf(X)(x—u)2dX = E(gg—u)Q
s

C. En linesr funksjon av flere random variable

1. En funksijon av to random variable

Sett at vi har to random variable, X, 08 X med forvent-

2
) 2

ninger E(g1)=p1 og E(§2>:u2 og varianser var(g1-=c7§ og var(§2)=<f2.



Vi vil ikke utelukke den mulighet at observasjonene av X,

08 X, knytter seg parvis til samme gjientak i et felles univers.
I g8 fall kan det tenkes at X4 08 Xyer korrelerte. La oss beteg-~
ne den teoretiske korrelcsjonskoeffisienten mellom Xy 08 X%, med
ﬁ?Z' Vi vil forelepig ikke gjere noen spesielle forutsetninger
om ?12. Denne kan altsd ha en hvilken som helst verdi mellom -1
og 1, deriblant ogsa O.

Hvis observasjonene av henholdsvis Xy 08 %o knytter seg
til gjentak fra to forskjellige univers, har det ingen mening
4 snakke om korrelasjonskoeffisienten mellon X4 08 Zoo I slike
tilfelle setter vi automatisk f12 = 0 i1 formlene nedenfor.

Bortsett fra det som allerede er sagt, spesifiserer vi ingen
ting om fordelingsfunksjonene for Xy 08 X5 De to random vari-
able behever altsd ilkke 4 ha normal fordelingsfunksjon eller
noen annen kjent fordelingsfunksjon.

La oss nd definerce en ny random variabel, X som er en line-

gr funksjon av de to random variable Xy 08 Xg¢

(62) y = atb X, +b,%,

Her er a, b, og b, gitte konstante tall,
Vi er na interegsert i forventningen op variansen for y.
Det kan vises at dissc er gitt ved fglgende formler:

(63) E(X) = P«E = 8.+b1u.]+b2u2

(64) var(y) =g = b5 @% + b5 go + 2b,b )° e
ALY =Gy = Pqon 2072 12 J12 192

(63) er helt analog med (50). Vi ser at by €T den samme linesre
funksjon av Wy 08 U, SOM ¥ er av X, og X,. Har vi ser bort fra
det siste leddet er ogsd (64) analog med (51). Har f: O faller
selvfolgelig det siste leddet bort.

2. Bn funksjon av et vilkérlig antall random variable

(63) og (64) kan generaliseres til et vilkirlig antall
random variable. La den random variable y vere definert som feol-



gende linemre funksjon av de random variable X., Xoy.es X :
=17 =271 '=n

(65) y=a + DyXq + Doy + o+ b X
Det kan da vises at forventningen. ux for y blir

(66) ©(y) =u., =a + babg + boly + ... 4 b,

N
= 4. . - : n

hvor u; er forventningen for x; (i=1,2,..,"). Formelen for

variansen for y skal vi ta med bare for det tilfelle at de n x~

ene er innbyrdes ukorrelerte. Det kan da bevises at variansen

for y er uttrykt ved folgende formel:

2
(67) var(;z‘) :Gf;i_b_lgﬂlz-i-bgﬁ’g‘i—... +b§l6121

2 . .
Her er@’y veriansen for x, (i =1,2,...,n),

Formelen (65) gjelder ogsé& i de tilfelle hvor a = 0 og

ba=by= ... = b, = 1. PL grunnlag av (60) og (65) kan vi derfor
si helt generelt at forventningen for en sum er lik summen av

forventningene for addendene.

5. FPorventning og teoretisk varians for et gjennomsnitt

2

Vi skal se pd et meget viktig eksempel pi bruk av form-
lene (66) og (67). Sett at vi har en random variabel, x med
forventning u og standardavvik Gog med en vilkirlig fordelings-
funksjon, f(x). Ia oss ta for oss et random sampel p& n observa-
sjoner av x. feor vi har skaffet oss samplet vet vi naturligvis
ikke hvilke verdier x vil anta for hvert av de n gjentakene.

Det forste gjentaket kan gi en verdi av x som ligger hvor
som helst innen variasjonsomrdadet for x, og sannsynligheten for
de forskjellige verdier er gitt ved fordelingsfunksjonen, f£(x)
for x. Det samme gjclder for hvert av de gvrige gjentakene.
Fglgelig kan vi tenke oss at vi har n random variable, X1s Xy
veey X, SO alle har saume fordelingsfunksjon, nemlig fordel-

ingsfunksjonen for x. Siden samplet er et random sampel folger



det ogsd at de random variable Xqs Xps +esy X, €T innbyrdes

ukorrelerte. Det som ligger i at f.eks. X4 05 X, er ukorrelerte

er fglgende: Om den random variable x, skulle gnta en stor ver-—
di (med stor menes her stor i forhold il forventningen, p for
§1) s& gir ikke dette grumnlag for & gjette p& om X, vil anta
en stor eller liten verdi (med stor eller liten nenes her stor
eller liten i forhold til forventningen b for Ez)e

Tar vi for oss gjennomsnittet ¥ av de n observasjonene,
s& har dette selvsagt en bestemt verdi for et hestemt sampel
som vi har skaffet oss. ilen for vi har skaffet oss samplet kan
glennomsnittet av verdiene av den random variable for n gjen-
tek oppfattes som en random variabel som vi vil betegne med X.

Den random variable X er folgende funksjon av de random
variable Kis Xog eony X0

- X, t Xyt ... + X
(68) x =1 =2 . A = lx1 + % Xy + ee. +

Bl—
>
4

Sammenlikner vi (68) ued (65) ser vi at a=0 0g by=by=...=b =
Ved hjelp av (66) og (67) finner vi séa forventningen og vari-

ansen for X.

. 1 1 1 7|
B LA
n ledd

2
(70) var(%) =4 . g2 - 24
I

52
n

n ledd

(69) og (70) er to av de viktigste formlene i statistikken. Som
vi har sett, gjelder de uansett hvilken fordelingsfunksjon x
har.

93
w

4. Forventningen for den empiriske variansen

Pa samme mate som vi i foregdende avsnitt oppfattet gjen-

nomsnittet som en random variabel, kan vi ogsd oppfatte den



empiriske variansen som en random variabel. Som fegr tar vi ut-
gangspunkt i en random variabel x med forventning u og teoretisk
varlanscf Vi tenker oss s& at et random sanpel Pa N observa-
sjoner av x gir oss en verdi av hver av n random variable X -
Disse random variable har alle samme fordelingsfunksjon f med
forventning u og variauscfz, Den random variable §2 ken derved
nppfattes som en funksjon av n random variable:

n
> (x, ~ %)
(11) g2 - &=

n-1

Vi vil bevise at forventningen for den empiriske variansen er

lik den teoretiske variansen, altsd at

(72) E(s?) =g2

Vi vil begynne med & skrive om telleren i formelen (71).
Dette kan gjores ps fplgende méte:

n

(13) {5 (x

n
a
L - B =5 ((x-w)-(3w))?

- & i=1

M

= o ()7 = 2(xg-0) (F)+(E1)?)

l_J
I

M

|
1l
—_

I
t
_(~
}_J-
™M
iNl
l\)

n

= (Ei*H)Q ~2(X-u, C%X —nu]+nkx-p)2
Ix

-
Il
—

M

= = (x,-w)? ~2n(E-p)%m(E-u)?

I_T
I

NE

= (giap)zun(gwu)2

[
1!



Siden Xy har identisk samme fordelingsfunksjon som x, kan vi

i folge (61) skrive

(74) E(zi-u)z -G7?

og dermed ved & bruke (60):

(75) E(; (%, - w)?) = 06"
I felge (61) og (70) vet vi at

(76) var(E) = B(Z-u)? =@

Av (73) far vi da, ved & bruke (62)-(63), (75), resul-
tatet av gvelse 4c oo (76):

1

T
(1) By (5807 = By (w)?) - np (Ep)?

=i
2 c*° 2
= ng’ —n.,—r-l-—:(m—‘l)ﬁ'

Dermed fér vi ved o bruke resultatet av gvelse 4c:

)2

lrdl

83
2 (%

I
(18) B(s®) = B 2 = 1o é (2;-8)%)= Zr(n-1)0% =G*

. © 2 > .. 1} .
Vi ser altséd at £° er en forventningsrett estimator av

52 Hvis vi ikke hadcde brukt n-1 i nevnereﬁ.fku‘sz ville vi
ikke ha fatt dette resultatet. Her har vi altsd forklaringen
pd det "mystiske" forholdet at vi bruker n-1 i gtedet for n
i nevneren for 52



IV. Innfering i regresjonsanalyse

A, Imnledning

Regresjonsteori og regresjonsanalyse er en viktig del av
statistikken og omfatter en mangfoldighet av problemstillinger.
Regresjonsteknikken er dessuten meget smidig og er av stor prak-
tisk nytte innen en rekke fagomrdder. Ogsd det vi forbinder med
ordet korrelasjon kan naturlig behandles som en del av eller i
tilkmytning til regresjonsanalysen.

Hovedlinjene i regresjonsanalysen er noksd greie og lett-
fattelige. Det er detaljene som av og til kan volde vanskelig-
heter. De detaljene det her siktes til er imidlertid noksd vik-
tige hvis en skal ha den fulle nytte av analysen.,

Det som kanskje ferst og fremst faller en i tankene i for-
bindelse med ordet regresjon er et problem som i ferste omgang
kan synes meget enkelt, nemlig det & trekke en rett linje mest
mulig "midt igjennom” en sverm av punkter i planet. Vi skal se
pé et eksempel.

Det er ofte nyttig & kunne ansléd slaktevekten av en gris
péd grunnlag av brystomfanget. Dette er mulig fordi det er en
viss sammenheng mellom brystomfang og vekt. Jo sterre brystom-
fang en gris har, desto sterre slaktevekt kan vi regne med at
den har. Det er imidlertid ikke noen eksakt matematisk sammen-
heng mellom brystomfeng og slaktevekt. Griser med samme bryst-
omfang kan ha noksd forskjellige slaktevekter, men i en viss
gjennomsnittlig forstand stiger slaktevekten med brystomfanget.

La oss tenke oss at vi vil konstruere en kurve som kan
brukes til 4 lese av slaktevekten X5 nar brystomfanget Xq er
kjent. Anta at vi er interessert i et bestemt univers av griser,
(f.eks. norske griser i alderen 4 - 10 méneder ). Brystomfanget
og slaktevekten i dette universet kan oppfattes som to random
variable x4 og X,. Vi vil tenke oss a2t vi hor et random sampel
pa n = 10 griser fra dette universet. For hver gris har vi
observert brystomfanget og slaktevekten.

Observasjoner (tenkte tall) er gjengitt i tabell 7.



Tabell 7. Brystomfang (x1) og slaktevekt (X2> i et random
sampel pd 10 griser.

X4 (ecm) 80 94 83 8% 96 G2 96 103 109 86
x, (kg) 42 75 50 50 72 61 64 75 100 50

P& grunnlag av de 10 observasjonene (parobservasjonene)
i tabell 7 kan vi tegne et sdkalt spredningsdiagram som vist i
fig. 4. Hver gris er her representert ved et punkt (kryss) som
anglr brystomfanget og vekten for vedkommende gris.

A
Slakte~

vekt X5 X
90 +
80 +
70 <4
60 + x
50 + X XX

40 1

Fl '
T 7

80 90 100 110 Brystomfang x4

Fig. 4

Hvis vi kan anta at den underliggende tendensen er linesr
blir oppgaven & trekke en rett linje pd beste mdte igjennom
punktsvermen i fig. 4. Vi sier at vi "trekker en ret: linje",
men en slik iinje har selvsagt en matematisk likning. Det vi
gler 1 forste omgang er derfor & finne likningen for_.linjej{l°
Dette eksemplet (sow vi skal komme tilbake til senere) kan
tjene som et utgangspunkt for en innfering i hva regresjons-
analysen dreier seg om. Problemet i vidrt eksempel kan for det

ferste presiseres nmrmere ved hjelp av statistiske begreper.

Om nedvendig kan det ogséd generaliseres pd forskjellige mdter.

Vi kan f.eks. bruke en krum linje i stedet for en rett linje.



I safall snakker vi om krumlinjet regresjon. Slaktevekten kan

ogsé avhenge av andre variable enn brystomfanget, f.eks. av
rygglengden, fethetsgraden, o.l, Tar vi dette i betraktning.
kan vi generalisere problemet slik at det f.eks. gdr ut pd &

legge et plan gjennom en punktsverm i rommet. I slike tilfelle

har vi a gjere med mulfipel regresjon. Virt problem tatt i vid

betydning kan ha flere lgsninger, og disse #d vurderes pd for-
skjellig vis. Dette bringer oss inn pd hypotesetesting og inter-

vallestimering 1 tilknytning til regresjonsanalysen. Endelig

skal legsningene brukes til & besvare praktiske speorsmdl, bl.a.

ved hjelp av prediksjoner. Alt dette og mere +til blir behandlet
i regresjonsteorien.

B. Regresjonsanalysens tilknytning til hovedavsnitt II~

I hovedavsnitt II foran forklarte vi i detalj hva sonm
menes med en regresjonsfunksjon idet vi tok utgangspunkt i den
simultane fordelingsfunksjonen for to random variable, X, og
X5 I avsnittet ovenfor derimot var vart ubtgangspunkt et random
sampel pd n gjentak. I det folgende skal vi vise hvilken for-
bindelse det er mellom de to problemstillingene.

Vi sa ovenfor at vi ensket & konstruere en kurve som kan
brukes til & lese av slaktevekten ndr brystomfanget x, er kjent.
Hva slags kurve skal dette bli ndr det ikke c¢r noen eksakt mate-
matisk sammenheng mellom Xy o8 X2? Vi skal her presisere dette

nermere. Den ideelle kurve ville vere en kurve som viger for-

ventningen for X, som en funksjon av X4 altsd regresjonsfunk-

sjonen for x, med hensyn pd x.

Situasjonen kan skisseres nzrmere pd felgende mdte. Til

et bestemt brystomfang, f.eks. 95 cm svarer det en hel serie

av slaktevekter. Vi kan faktisk si at vi har & gjeore med en be-
tinget fordelingsfunksjon for slaktevekten bhetinget av at bryst-
omfanget er 95 cm. Denne betingede fordelingsfunksjonen beskri-~
ver fordelingen av slaktevekten i det subuniverset av griser som
alle har brystomfanzet 95 cm. Til denne betingede fordelings-
funksjonen svarer det ogsd en betinget forventning for slakte-



vekten, la oss si at denne er 65 kg. Tar vi for oss andre bryst-
omfang, er situasjonen tilsvarende. Til hvert brystomfang svarer
det en bestemt betinget forventning for slaktevekten. Denne
betingede forventningen kan antas 8 vere en funksjon av bryst-
omfanget, og demne funksjonen er altséd den sanhe regresjons-~
funksjonen.

Nar vi har for oss en bestemt gris og skal ansld slakte-
vekten, kan vi neppe foreta oss noe bedre enn & brulke den be-
tingede forventningen for slaktevekten som svarer til denne gri-
sens brystomfang. Vi ma altsd bruke regresjonsfunksjonen. Denne
er imidlertid ukjent. Oppgaven blir derfor i feorste omgang &
estimere koeffisientene i regresjonsfunksjonen psd grunnlag av
observasjonene av X, 08 %, 1 et random sampel av griser. Nar
dette er gjort, kan vi sette opp kurver eller tabeller av den
typen som finnes i Hejes Lommealmanakk oz som kan benyttes av de
praktiserende bender.

Det er svert mange situasjoner hvor e¢n pd liknende méte
finner det formdlstjenlig a estimere en regresjo sTunksjon. La
oss generelt tenke oss at vi er intercssert i to random variable
Xq 08 X, som knytter seg til et og samme univers, U. Vi regner
med at det kan vare en samienheng mellom verdiene av de to random
variable og vi er interessert i 4 fa klarlagt denne sammenhengen,
men vi vet lite eller ingenting om den simultane, de marginale
0og de betingede fordelingsfunksjonene for de to random variable.
I slike tilfelle tyr vi ofte til regresjonsanalyse. Det vi da
gjor i ferste omganz er 4 estimere (koeflisientene i) den ene
eller begge regresjonsfunksjonene. Dessuten cstimerer vi gjerne
korrelasjonskoeffisienten. Selv om vi altsd ikke gdr s& langt
som til & estimere (parameterne i) selve fordelingsfunksjonene,
kan vi p& denne maten skaffe oss en vesentlig informasjon om
samvariasjonen mellon de to random variable.

gijentak fra universet U. Et vilkirlig gjental vil vi pi vanlig
mite betegne som gientak nr. i, idet vi tenker oss gjentakene
nummerert pa en vilkérlig mdte (f.eks. i den rekicefolgen de er

observert) fra 1 til n (i = 1,2,...,n). Hos hvert gjentak noterer



vi verdien X,; &@v den random variable X4 08 verdien X,; av den
random variable -

Scm regel er det vanskelig & vite om en regresjonsfunksjon
er linezr eller om den har en annen funksjonell form. I dette

hovedavsnittet vil vi hele tiden forutsettie at regresjonsfunk-

sjonene er linemre. (Holdbarheten av denne Torutsetningen kan

undersgkes nzrmere ved hypotesetestingstelmikk, men dette er
noe som herer inn under krumlinjet regresjon som ikke vil bli
behandlet her.)

Hvis regresjonsfunksjonene kan forutscites & verc lineesre,
estimerer vi gjernc parameterne og koeffisientene i universet
ved hjelp av sterrelser som er avledet av observasjonene i
samplet, og som finnes ved hjelp av formler som svarer til de
formlene vi brukte for universet i hovedavsnitt TT.

Nedenfor har en satt opp en oversikt over noen sterrelser
som refererer seg til et univers og de tilevarende sampelstor-

relser.

Parametre eller koeffisienter
1 universet: Hq “2 GT GE" GTE F%2 /821 j?Q
Bstimater av sterrelsene

b

ovenfor: X4 iz S1 84 84, 10 b

r
21 12
Steorrelsen i1y 22, s1 08 s, (gjennousnitt og middelavvik)
er velkjente fra fer, og vi trenger ikke & presentere formlene
for disse om igjen.

Sterrelsen P plir kalt den empiriske kovariansen. Formlen
for denne svarer til formlen (14) s. 8 for den teoretiske ko—
variansen og skrives pd felgende mite:

Xy = X, ) (X5, = X X
2{( 1i 7)( 21 X2> B §£X11 21
n-1 N n-1

243 2%
n

(79) Sqp =

(For a forenkle skrivearbeidet vil vi 1 helec dette hovedavsnittet
la vare &4 skrive pé& nedre og ovre summas jonsgrense under og over
tegnetif. Dette kan ikke fere til forvekslinger, da alle sum-
meringer gar fra i=1 $il i=n. Vi vil imidler+tid beholde fot—

indeksene i pu x-ene, )



Ved hjelp av de 5 sterrelsene §19 iz, 815 8o 08 84, kan
Py b12 0g b21 regnes ut etter formler som svarer helt ut til
formlene (16/ =s. 10, (23) s.14 og (27) s. 15 for f12,/312 og

Por:

Formlene er fglgende:
s 2%, =% )X, =K,) >x ZKHEKZi
(80) 1y.= 12 _ 14 £1 2 14 21 P 5
1288, VE(X,H_- X Z(Xz. V_zx_ (X, ) % ;?212

2% i 235,

(81) b, = 12 20y gy ) 2304 3
127 2 T = \2 X
S5 Z(f?i-»}cz) Zx .—(E 23
_ _ Exu 2%p;
(82) b S0 ~Z<X1i'“3‘1)(3‘21"x2) ZX11 23~ D
2172 ~ RN EEY
51 2.(2957%7) Exy - @)

n

Pormlene (30) - (82) fér vi svart ofte bruk for. Lege merke
til strukiuren i Tormlene og sammenlilm formlene med hverandre.
Formlene er meget lette & huske til tross Tor at de ser noe
kompliserte ut ved forste gyekast.

Ved praktiske beregninger bruker vi nesten alltid formlene
lengst til heyre. Disse formlene (samt forriel (79)) gielder for
gvrig like fullt om vi overalt erstatter Xq5 med (in—o1) 08
Xos med (Xgi—Cz) hvor Cq 08 C, er to konstante tall som vi kan
velge fritt for hvert sampel pa en slik midte at regningen for-
enkles., Denne fremrongsméten kan av og til vere nyttig, f.eks.
hvis x-ene er store tall.

De_estimerte resresjonslinjene for X, med hensyn pa X, 08

for b med hensyn pdo ¥4 kan skrives pa felgende mlte som svarer
helt til (22) s. 13 og (28) s. 15:

(83) est. B(x,[Ux,) = Xy+b,,(x,-%,

(84) est. ﬂ(§21ﬁx1) = §2+ b21(x1—x1)



P4 venstre side av likhetstegnene har vi skrevet "est." som
viser at det her er snakk om estimerte betingede forventninger.

Vi skal illustrere det hele ved hjelp av det hovedeksemp-
let vi arbeidet med pd s, 3-16. Dette er ille noe godt eksempel
pd hvilken nytte vi har av regresjonsanalyse 1 praksis, men det
er en fordel &4 kumnie belyse hele problemkomplekset ved hjelp av
et enkelt eksempel. Vi skal senere ta for oss et ekoempel som
det er lett « se det praktiske siktem8let med.

Vi betrakter som for et uwnivers U hvor hvert gjentak er en
"besetning" (dvs. egentlig et random sampel pd 4 dyr av P,
generasjonen)., Til hver "besetning” knytter det seg en verdi av
den random variable X4= antall rede dyr og =n verdi av den random
variable X,= antall skimlete dyr.

La oss ne tenke oss at vi ikke hadde noe som helst Kjenn-
skap til Mendels lover. Vi vil med andre ord Tglemne"” alle de
tallmessige opplysningene vi har om ekscmplet i hovedavnsitt IT.
Utfra en slik situasjon vil vi tenke oss at vi skal estimere de
to regresjonslinjene og korrelasjonskoeffigienten,

Det forste vi nl gjore er 8 skaffe oss ei random sampel av
gjentak fra U. La oss f.eks. anta at vi vil arbeide med en
sampelsteorrelse pd n = 10 "besetninger”. I de to ferste kolon-
nene 1 tabell 8 har cn gjengitt observasjonene i et slikt sampel.

Tabell 8, Observasjoner av X, 08 X, 1 et random sampel pa

n = 10 "begetninger", samt noen bercgninger
2 2
11 *2i i %01 1i%o1
2 1 4 1 2
1 3 1 9 3
2 2 4 4 4
1 0 1 0 0
0 3 0 9 0
2 1 4 1 2
1 2 1 4 2
3 ¢ 9 O O
0 2 0 4 0
0 1 0 1 c

|
|
|
3
i

EX1 i~

N

N

by
N
=

i

-

\J

S 2 - 2 _ . v
2¥ =4 2x5y=35 Zxqi¥%py= 13



Nedenfor har en vist hvorledes beregningene kan utferes
pé grumnlag av tallene i tabell 8 og formlene (80) - (82).

§1=1,2 22: 1,5
2_ - 2_ K S y
(3 5)%= 144 (§x,)%= 205 2%132%1 12,15 _ 180 _ ‘o
n 10 10
(Sx,.)° Fx,, )7
— = 14,4 < = 22,5
T =_]_Z) —__;18 — ""5 _ —5 _ “5 = -0 498
127y (24-14,47(32-22,57 ~ ¥ 9,6.10,5 100,8° ~ 10,04 — 7
by o= rie— = —0, 47610
127 70,5 P IO
by, = =22 = ~0,52083
21 7 9,6 ’
Ved hjelp av virt sampel har vi altsd funnet ry,= -0,498.

Dette tallet er et estimat av den sanne eller teoretiske korre—
lasjonskoeffisienten ?12 som er lik -0,58 (3.10). P3 tilsvarende
mate er by, = -0,47619 et estimat avr912: ~1,5 (5.14) mens b
-0,52083 er et estinmat av S, = -0,67 (s.15).

Ved innsetting i formelen (83) far vi:

21

(85) est. E(§1[Ux2): 1,2 = 0,47619(x,-1,5)

eller
(86) est. B(%1Ux,) = 1,914285 - 0,47619x%,,.

Og ved innsetting i (84) fér vi:

< -

It

(87) est. ﬂ(%QIUX1} 1,5 = 0,52083(x,-1,2)

eller

It

(88) est. B(x,|Y%,) = 2,124996 - 0,5208%:

e
Likningen (85) er den estimerte regreasjonslikningen som
svarer til regresjonslikningen (25) s. 14 i universet. Skrive-
formen (86) for den estimerte regresjonslilmingen svarer til
skriveméten (26) for regresjonslikningen i universet. Tallet
1,914285 er sdledes ot estimat av konstantleddet 2 i (26).



P& tilsvarende mate svarer (87) til (29) s. 15, mens (88)
svarer til (30).

bvelse 5.

Estimer regresjonsfunksjonene og korrelasjonskoeffisienten
for cksemplet 1 tabell 7. Vi vil forutsette at regresjonslin-
Jene er linewmre. Tegn inn de to regresjonslinjene 08 punktsver—
men 1 samue figur.

Uvelse 6,

Bevis at telleren i det siste uttrykiet i (79), (80, (81)
eiler (82) er lik telleren i det nestsiste uttrykket. (Det til-~
svarende beviset for nevnerne i (80)-(82) Tinres pd s, 58 1

heftet for veterinmrstudenter.)

Uvelse 7.
Regn ut kovariansen for eksemplet i tabell 7 etter forﬁien

til venstre i (79), men foreta forst en ordning av de 10 obser-

vagjonene 1 rekkeflglge etter stigende x,. (I praksis bruker vi

—_

verken denne formelen eller foretar en slilk ordning.) Sett opp
beregningene i en tabell av liknende type som tabell 8. Studer
tabellen, spesielt kolonnen (X1~i1)(X2~§2) oz forsek & forklare

hvorfor den empiriske kovariansen og den empiriske korrelagjons
koeffisienten gir ultrykk for typen og graden av samvariasjon
mellom Xy 08 X, i gamolet.,

C. Estimering av koeffisientene i en regresjonsfunksjon ved

hjelp av minste lovadraters metode

Den eneste begrunnelsen vi har gitt hittil for & bruke
formlene (81) - (84) nfr vi skal estimere regresjonslinjene er
at disse formlone har en viss likhet med Fformlene (23), <27),
(22) 0g (28) som glelder Tor universet. Detite er selvsagt on

svak begrunnelse. Vi skal nd vise at formlene kan begrunnes ut

fra en metode som Lalles minste kvadraters metode. (Det er ogsd




andre méter 4 begrunue formlene pa, men vi kan ikke komme inn
p& dette her.)

Alle formler of likninger i forbindelse med regresjonsfunk-
sjonen for x4 med hensyn pé X, blir neyaktig av samme form som
de vi har & gjore med ndr vi betrakter regresjonsfunksjonen for
X, med hensyn pa X4, bortsett fra at fotindekcenc 1 og 2 mé& byt~

tes om. I resten av dette hovedavsnittet skal vi derfor inn-

skrenke oss til & behandle regresjonen for X5 med hensyn pé Xq .

Det er imidlertid stadig underforstdtt at det ikke er noe i
velen for at X 08 %5 kan bytte roller. I »nraksis er situasjonen
likevel den at vi vanligvis bare er interessert i den ene av de
to regresjionsfunksjonene.,

La oss igjen vende tilbake til eksemplet i tabell 7 og
e

~

figur 4. Problemet er 4 trekke en rett linje pl beste mdte gjien-
nom punlktsvermen i1 figur 4. Det store spercadlet er da hvilket
prinsipp vi skal felge for & komme fram til en linje av den typen
vi soker. (Kom med forslag.) Det kunne sies meget bide om de

krav som ber stilles til linjen og om tenkelige prinsipper.

Vi skal her, i hvert fall forelgpig, neye oss med 4 sld fast at
det prinsippet som blir brukt i de fleste tilfelle er et prin-
sipp som gdr under navnet av minste kvadraters metode., Vi skal

na gjennomgd denne metoden i tilknytning til vart elsempel.

Det er da hensiktsmessig & tenke seg at linjen allerede er fun-
net, og at den er tegnet inn i spredningsdiagrammet slik som
vist p& fig. 5. (For & gjiere figuren mer oversiktlig her vi i

fig. 5 ikke tegnet inn alle 10 punktene, meinn bare noen Ti.)

Xa ~

(X1 Xa.2)

|
1



-~ 42 -

Po figuren har vi trukket loddrette linjestyitker fra hvert
enkelt punkt opp tii eller ned til linjen. Hvert linjestvkie
representerer avstanden fra vedkommende pwitt til linjen.

Minste kvadraters metode gér ganske enkelt ut pd at vi tenker

0ss _hver av disse avstandene kvadrert og kvudrd enc summert for

alle n punkter. Linjen skal velges pd en slik nute at denne

kvedratsumuen blir minst mulig.

Vi skal né& vise hvorledes vi ved & brule differansialreg-
ning kan lkomme fram til likningen for linjen. Lo likningen for
linjen vere

(89) %, = a

2 01 * Doy lry=Ey)

En gris med brystomfang %, vil altsé ha en anslatt slaktevekt
”~ . I . . . . . \
X, som er gitt ved (89). For & komme fram til den konkrete
linjen vi er ute etier, md vi finne formler Tor 851 08 b21°
I disse formlene md bare observerte sterrelscr eller steorrelser
som kan avledes fra observasjonene inngé.

For vi utleder formlene vil vi innfere noen nye symboler.
La Xy, vere den vekten som i felge linjen svarer til brystom-
fanget x,; for gris nr. i. (Se figur 5.)Da har vi at

A -

0 Xn: = & + b Xg =X
(90) %53 = apy + Doy (xg5-%q)
s Py
Differensen x,. - X,. vil vi betegne med 8.. Denne diffTerensen
21 21

er det sawmie gom den loddrette avstanden (no 31tiv eller n@vatlv)
Tra punktet (X1ihX2i) til linjen. Felgelig kan vi si at minste
kvadraters metode gir ut pd &4 velge en linje med en verdi av
854 08 b21 som gjer 5 minst mulig ndr S er git:c ved felgende
formel-

AP ~
(91) 5 =2¢; = Z<X2i“xzi)QZZ(Xzi“azw‘bm w3=%p )%

Det siste likhetstegnet fglger av (90)

Ved & variere 859 08 b21 kan vi f4 fram alle tenkelige rette
linjer. 5 vil vare forskjellig for forskjellire linjer. S er
altsd en funksjon av 859 08 b21, I og med at vi betrakter et
gitt sampel kan ¥,. 08 X4 (i =1,2,...,a) betrcktes som kon-

stanter. Ved 4 derivers uttrykket S partielt med hensyn pé 859



og sette de deriverte 1lik O fér vi lilminger som kan

)

0g b21

brukes til & bestemic de verdier av 859 08 b21 som minimal.-
serer S. Disse veridene er altsd koeffisientene i den linjen vi
seker.

Vi vil feorst derivere S partielt med hensyn pé 254 08 far
da ved & bruke derivasjonsreglene for en sum, en funksjonsfunk-
sjon, etce.

(92) L - Folny, - sy, - by, (ryym F)) (1)

Ved & sette (92) 1lik O f&r vi videre:

0

Il

(93) 2 (x5 = 8y = byy gy = 7))
(94) le - 1’18.2.1 — b21z(x11~ }_C,]) =0

Siden det siste leddet pad venstre side i (34) er 1lik O, far vi da
ved & lose (94) med hensyn pi a
2%

(95) &y, =555 =&,

01°

For vi deriverer (351) partielt med hensyn p& b,y vil vi
sette resultatet (95) 1 (91/. Vi far da:

. - = 2
(96> > HZ((XZCL - AQ)"' b21 (X']i-}\“l))
Dette gir:
QS _ = % v T
(97) §5 =22((xp5 = Fp) by (g =81 )) (1) (345
Settes dette 1lik 0, féar vi:
(98) Z((xp5=%,) (g5 =% )=y (344 -%)?) = 0
- - = 2
(99) 23 -%5) (x4 4=%) = byq 2 (g5 =)

3 tq 4= Fy) (g =2
2 (xq3-%q)°

(100) b21=



Som vi ser, er uttrykket (100) for by, identisk med (82).
Ogséd estimatet 859 = §2 er det samme som vi har brukt tidligere
(se (84) og (89)).

Hvis vi na ville 1lsa X4 08 X, bytte roller, métte vi bytte
om X, 0g xzuaksene i fig. 4 og 5, eller vi kunne beholde aksene
som de er og minimalisere summer av kvadratene av de vannrette
avstandene fra punktene til linjen i stedet for som for de lodd-
rette avstandene. Vi ville da finne formler for koeffisientene
845 08 b12 i den estimerte regresjonsfunksjonen for X1
syn pé X,. Ogsd disse formlene er identiske med de vi har brakt
tidligere.

med hen-

Vi ser derfor at formlene (81) - (84) kan begrunnes ut fra
minste kvadraters nectode.

I vart problem slik det opprinnelig var formulert kaller

vi slaktevekien Xy den avhengige variable (den variable som skal

forklares; og brystonfanget x., den uavhenzige variable. I stedet
o & '] -

for uvavhengig variabel kan vi ogsé bruke utitrykket forklarings-

variabel.

D. Forskjellige méter a skrive en estimert regresjonsfunksjon pd

Hvis vi setter (95) inn i (89), kan den egtimerte regre-
sjonslinjen skrives pad felgende méte som skiller seg fra (84)
bare ved at vi har brukt et annet symbol for venstresiden:

A

(101) Xy = X, + b21(x1-x1)“

Hvis vi for x, setter inn i1, blir venstresiden 1lik EZ’ Dette
viser at den estimerte regresjonslinjen gdr gjennom punktet
(X44%5). Det er lett & vise at regresjonslinjen for %, med hen-

syn pd x., o0g regresjonslinjen for x, med hensvn pd x. skisrer
y __‘I D S _1 fuided

2
hverandre nettopp i dette punktet.

(101) kan selvsagt ogsd skrives pd felpgende nite:

Fay — fed

o

Konstantleddet 1 den estimerte regresjonslilmingen nar X4 males

fra sitt opprinnelige O-punkt er altséd



Hvis vi spesielt har i tankenc en vill&rlig gris som finnes
i vart sampel (gris nr. i) kan det vere naturlig & skrive (101)
rd folgende mite:

2 b —
(104 ) X21=X2+b21(A1i %)

Her er (in—§1) avvilket mellom brystomfanget for gris nr. i og
det gjennomsnittlige brystomfanget i samplet. (104) er illu-
strert nermere i fiz. 6. Vi kan nesten si det slik at nir vi
skal finne den bere;nede vekten X ; som svarer til brystomfanget
X5 s& bruker vi gjennomsnittsvekten EQ for hele gamplet som en
forste tilnermelse, og deretter korrigerer vi ved & legze til et
ledd b21(X1i~§T) ol er positivt hvis gris or. i har brystom-
fang over det gjenuonsnittlige brystomfanget i samplet og nega-
tivt hvis grisens brystomfang ligger under sjennomsnittet.

/1
X r
o1 X X?i’KQi)
S N
21 s
; -
_ p :b<XTi"‘1)
X g
7 (X1 17 ) If —
\ Xo
-) ) My
P
D el T
*1 %14 1

Mig. 6.

Likningen (104) kan ogsé skrives pd andre miter som av og
A g .
. - P e _ & P, . . s, .
5 e, . = L TOT | dmimsettin
til kan vere nyttize. Siden X541 o= Cy 1 vi ved imms g
av dette 1 (104):

A - . - -
(105) le‘- El: 1§2+§]21 (.A..] i—;(.l )

ller



(106) Xpy = §2+b21 (}c1 i—§c1 )+Ei

eller
X,) =} %,) + 6
(07) (g3 =%5) = bpq (xq4-%y) ey

La oss n& innfere feloende betegnelser:

(108) w,.= X,.-%

5

R ER

eller generelt

Ci' .= .—-:—",
(105 =% 5 =%,
hvor h kan vare nwmeret til en hvilken som helst variabel vi
médtte finne pd & bruke, (107) kan da skrives pd feolzende m8te:

(110) u2i:bu1i+Ei

I (110) kan vi om vi vil tenke oss at vare malinger er
u-cne og at O-punktet for u-ene er punktet » i fig. 6. Med disse
variable og med detle aksesystemet (u-gksene parallelle med
x-aksaene ) ser vi at ronstantleddet i likningen faller bvort.

La oss nd til samnenfatning sammenlikne fplgende tre méter
a4 skrive observasjonene pon pé:

A

(111) Xy = (X2~b21x1)+bgﬁxqi+gi

A
Xp = Xt b21(x1i—x1) +—Ei

Upi= Doty FE

A
Merk at vi har med leddet Ei i alle tre formulevinger. Vi ser

nd fglgende:. Nér x-ene mdles fra sine opprinnelge nullpunkter

er konstantleddet §2~b21§1, Nar x,-verdiene utirykkes som avvik
fra gjennomsnittet blir konstantleddet Xp Hér bade xq-verdiene
og Xe-verdiene uttrykkes 1 avviksform faller konstantleddet bort.



I alle tre tilfelle har vi imidlertid & gjere med sammne linje.

BE. Mer om regresjonsmodeller

Vi har hittil tenkt oss at vi har & gjsre med to random
variable Xy 08 Xy, 0% at vi har skaffet oss et random sampel av
glentak fra det universet U som de to random variable knytter

seg til. Nar vi har en situasjon som denne lan den empiriske

korrelasjonskoeffisienten r oppfattes som et estimat av den teo—
retiske korrelasjonskoeffisienten j¥, (r kan oppfattes som en
estimator for}),) Vi ken da si at vi har & gjere med en korre-
lasjonsmodell.

I mange viktige situasjoner er de n tallene Xqq & oppfatte

som valgte verdier mens de n tilherende tallene Xoy kan betrak-

tes som verdier av en random variabel X5 Ogsd i slike situa-

sjoner kan vi p& lilmende mdte som Tor snakle om de betingede
forventningene for Xn betinget av x1—verdiene og dermed ogsd om
en regresjonsfunksjon for X, med hensyn p: Xq-verdiene. Vi kan
f.eks. vere interessert i § estimere regresjonen for Xo = bygg—
avling pr. dekar med liensyn p# Xq = mengden av nitrogengjedsel
pr. dekar. Vi vil da vanligvis velge bestemte nitrogenmengder
og anvende disse pd forsgksruter slik at vi Fér n sarbigrende
observasjoner av nitrogenmengde og byggavling. Disse observa-
sjonene kan avmerkes i et spredningsdiagram pé vanlig méte I en
slik situasjon, hvor Xﬁi(i = 1,2,...,0) er & oppfatte som n
konstanter, kan vi til atskillelse fra det Toresdende tilfelle

(]

si at vi har 4 gjere med en regresjonsmodell.

La oss, noe kunstig, tenke oss at vi i en korrelasjons-
modell fér negyaktiz de samme n tallene X5 1 alle tenkelige samp-
ler pd n gjentak, slik at det bare er de n tallene X,y SOM vari-
erer fra sampel til sampel. Hvis dette er tilfelle, blir de n
tallene Xay & oppfatte som n konstanter, os korrelasjonsmodellen
kan da oppfattes som en regresjonsmodell. I det folrende skal
vi bevise en del resultater hvorav enkelte Irun har gyldighet for
regresjonsmodeller. Illvis vi imidlertid tenker oss en korrela-



sjonsmodell av den typen vi nettopp har nevat, blir resultatene
gyldige ogsé@ for en korrelasjonsmodell. Heretter skal vi, nar
ikke noe annet er sagt, betrakte ¥q4 sSOm N tall som ikke for-
andrer secg fra sampel til sampel,

I (28) s. 15 skrevvi regresjonsfunksjonen for X5 med hensyn
pa . péd felgende méte:

(112)  B(x,lUx,) = n(x,) +/821 (%-2(x4))

Nér vi nd skal betrakte tilfelle hvor tallene xq er valgte kon-
stanter, har det liten mening & operere med en forventning E(gj).
Vi kunne selvsagt velge en eller annen definisjon for E(§1) i
slike tilfelle, f.,eks. E(§1) = iq, men hvis vi setter dette inn
i (112), finner vi at regresjonsfunksjonen (112) i s&fall m&
g8 gjennom punktet (21,E(§2))9 men det er det jo ingen grunn til
8 anta at den gjer hvis E(gz) som fer oppfattes som den margi-
nale forventningen for o Vi ser derfor at det er hensiktsmes-
sig & velge en amnen skrivemdte for regresjonsfunksjonen
E(x UX1)n Vi vil heretter bruke en skrivemite som er like an-
Vendellg enten vi har & gjere med en korrelasjonsmodell eller
en regresjonsmodell.

Siden vi hele tiden forutsetter at regresjonsfunksjonen er
linesr, er det uten videre klart at regresjonsfunksjonen kan

skrives pa fegloende mite:

(s - '
(113) B(x,1Ux,) ma/21 4;921X1

Sammenlikn (30) s. 15 hvor = 2,67 og -0,67.)
21 !
Siden X nd betrakites som en konstant, er det ikke noe i veien

x\./
—

for & bruke en skriveméte hvor §1 forekommer i regresjonsfunk-
sjonen 1 universet Ofte er det hensikismessig & bruke Felgende

"‘O

skrivemdte:
¥ —
(114) BlyUxy) =glpq+ fyy (ry=%y)

Sam. enhengen mollamcy21 ogci?1 er som en lett ser felgende:

(15) Joq =l o ‘/921551

(Sammenlikn med (10%) s. 48.) BédecL21 ogd’z1 er konstanter.



Til sammenfatning kan vi nd si at vi encker & ecstimere
koeffisientene i regresjonsfunksjonen (114). Ved & bruke minste
kvadraters metode har vi tidligere kommet Fram il den estimerte
regresjonslikningen (101), s. 44, Estimeringsproblemet er altsi
forsévidt lest. Vi gnsker imidlertid & vite o de estimatorene
vi har brukt er gode estimatorer. Spesielt onsker vi &4 vite om
de er forventningsretie. Videre er vi interessert 1 & kunne
teste hypoteser om 51 08 i & lage konfTideno/renser forf§21, For
e kunne lgse disse problemene er det ngdvendig & presisere model-
len nermere. Vi skal gjere dette ved hjelp av det hovedeksemplet
vi arbeidet med p& s, 3-16 og s. 33. Detie eksemplet har bl.a.
den fordelen at regresjonsfunksjonene i universet er kjent, noe
som vaniigvis ikke er tilfelle i praksis, men som gjer det lettere
4 illustrere modellen.

Den estimerte regresjonsfunksjonen (101) kan ogsd skrives
pa formen (104) eller (106). Vi vil nd anvende (106) pa hvert
enkelt av de (10) gjentakene vi arbeidet med i tabell 8, s. 38.
Forst vil vi skrive opp de generelle symbolene, og derefter vil
vi sette inn de spesielle koeffisientene vi beregnet tidligere
pa grunniag av tabell &. Vi f&r da:

N A
Kaq = Rorboq (xq gy )+ £ 1= 1,5 - 0,52083(2-1,2)+ &,
_ - f £
Xpp = Eptbo (X=X )+ &5 3 =1,5-0,52083(1-1,2)+ ¢,
(116) < . _ _ :‘ _ \ ~ ® -‘— s
28 T Tgrboy (xq-E )t €5 g1qop Kog= 145 - 0,52083 (xq;-% )+E,
Ko = Fpiboq (-2 )+ & 1= 1,5 = 0,52083(0-1,2)+ &

T (116) har en for & spare skrivearbeidet, bare tatt med
gjentak nr. 1, 2 og 10, og dessuten et vilkirlig gjentak (nr. i)
som.kan“gté for et hvilket som helst gjentak fra nr. 1 til nr. 10.
Tallene Ei~(i:1,2,,..,n) kan vi kalle restledd. De er ukjente,
men kan lett beregnes av (116). Oppstillingen (116) kan vi kalle
en estimert regresjonsmodell. Den viser hvorledes vi i Telge

vare estimater, mener at de n tallene X5y €T framkommet.



Vi skal nd stille opp en tilsvarende rcgresjonsmodell p&

grunnlag av regresjonsfunksjonene i universet. I vart spesielle
tilfelle er disse kjente, s8 vi er i stand +til & sette inn nume-
riske verdier for & illustrere modellen neriiere. I (118) neden-
for har vi til venstre skrevet en generell lincesr regresjons-—
modell, mens vi til hgyre har satt inn de kjente verdiene for
vart eksempel. legg merke til at selve resrecjonslinjene i (118)
gjelder universet mens de spesielle x~verdiene somn er satt inn
er tatt fra et bestenmt sampel, nemlig det samme samplet som vi
opererte med i (116). Siden slike sampelverdier generelt sett
ikke representerer punkter pd regresjonslinjen, har vi mattet

feye til forstyrrelsesledd Eic

Regresjonsfuniisjonen for vart eksempel er gitt i (30) pa
s. 15. Vi vil skrive denne p& formen (114). Siden §1 i vart
eksempel er lik 1,2, far vi da:

(117) B(x,1Uxy) = 2,67-0,67%,+0,67%,-0,67%,

i

2,67+O,67.1,2~O,67(x1~§1)

il

5,474-0,67(xy-X,)

Ved 4 sammenlikme dette med (114), ser vi atgi?1 i vart eksempel
er 1ik 3,474, mens 51 Som tidligere newnt er lik -0,67.
I (118) nedenfor har vi skrevet opp den Tegresjonsmodellen

som vi har det estimerte motstykke til i (116).

%21 :CL2¢+/5§1(X11"X1)+ £ 1 = 3,474-0,67(2=1,2)+ £,
X5 :cL21+/B21(X12~K1)+ 82 5 - 3,474~O,67(1~192)+v82
: _ eller : .
(118) Ko :oL21+/?21(x1i—x1)+ Ei Xy = 3’474"0’67(X1i"1’2)+'éi
*on :C£21+7821<X1n“ﬁ1)+‘5n 1T = 5,474~O,67(O—1,2)+~81O

I vart tilfelle kjenner Vid,ogjg. Det er derfor mulig &
beregne sterrelsen av hver E. I alminnelighet er dette ikke mulig.
Tallene blir derfor ofte kalt latente eller uohserverbare vari-
able,




Vi kunne sleyfe tallene £ i (118), men da mitte vi Pé
venstre side av lilkhetstegnene sette 3 gglij) i stedet for de
observerte verdiene av X, 1 vart sampel.

La oss understreke at det vi har péd venstre side i (116) er
ngyaktig det samie som det vi har pd venstre side i (118). Det
er pd hoyre side vi Tinner cn forskjell. Parentesene (in—§1)
er negyaktig de samne i begge tilfelle. Forskjellen, derimot er
folgende: Mens vi i (118) har bruktct21 05/821> har vi i (116)
brukt estimater av disse, nemlig estimatet Ez i stedet forcb21
0og b21 1 stedet for/921. Vi har med andre ord brukt regresjons-—
linjen E(EQIij) :cb?1+;§21(x1-§1) i (118) og den estimerte re-—
gresjonslinjen X, = %2+b21(xq—§1) i (116). I et diagram med X4
som abscisse og x, som ordinat er Ei (i=1,2,...,n) de loddretEF
avstandene (positive eller negative) til den forste linjen ogézi
(1 = 1,25...,n) de loddrette avstandene il den andre linjen.
Siden de to linjene i alminnelighet er forskjellige, er ogsd i
alminnelighet @i#ZEi (i = 1,2,...,n).

Hvis vi i praisis mener & kunne forutsetic at regresjons—
funksjonen er linesr, setter vi opp en modell slik som vi har
gjort 1 (114) eller (hvis vi spesielt har et sampel i tankene)
til venstre i (118). Tallene ol, og /Q oppfatier vi da som konstante
koeffisienter eller parametre som beskriver virkeligheten. Med
utgangspunkt i denne modellen 0g et sampel Fforetar vi s& en esti-
mering. Hvis vi bruker minste kvadraters metode kommer vi da
fram til den estimerte regresjonsmodellen (101) eller, hvis vi
spesielt har samplet i tankene, (116). Tallene iz 0g Doy OPDP-
fattes da som estimerte koeffisienter ecller parametre.

Modellen (113) er ikke en fullstendig regresjonsmodell uten
at vi ogsd gjor vinse forutsetninger om forstyrrelsesleddene Ei‘
Modellen (118) oppfaties nemlig ofte som en hypotetisk modell,
og vi kan vare interessert i & betrakte ancre alternative model-
ler, f.eks. modeller hvor regresjonsfunksjonen er ikke-linesr
eller modeller hvor vi har flere forklaringsvariable enn %
(multipel regresjon). Hvis vi ikke gjor noen som helst Forutset-
ninger omgi vil et hvilket som helst sett av data pad n observa-

sjoner vere i skjonneste overensstemmelse med modellen (118).
llodel.en er da med andre ord helt triviell..



For vi gér over til forutsetningene omEfL9 skal vi utdype
modelien 1itt nermere. Vi vil da ta for oss oppstillingen til
venstre 1 (118). La oss tenke oss en hel serie av rendom sampler,
alle p&d n gjentak. Vi vil forutsette at de n tallene X4
(1 =1,2,...,n) blir de samme i alle samplene. Konkret er dette
lett 4 tenke seg hvis f.eks. Xq4 er valgte nengder av et gjed-
selslag. Vi kan f.,eks. tenke oss at vi gjentatte ganger anvender
de samme n gjedselmengdene pd et random sampel av n forsgks-
ruter. De n forventede avlingsmengdene 0&21+/Qé1(x1i—§1) vil
da bli de samme i alle sampler, men det er rlart nok for enhver
praktiker at de n faktisk observerte avlingsmengdene Xog vil
variere fra sampel til sampel. Dermed skulle det ogsd vare klart
at vi i en slik situasjon har & gjere med n random variable Loy
(1 = 1,2,...,n). ~en da felger det av (113) at vi pa heyre side
i (118) 1 en slik situasjon har 4 gjere med n random variable
Ej_(i = 1,2,...40n). Det m& jo vere slik all den stund venstre-
sidene i (118) betraktes som random variable , meny leddene
qb1+1321(x1i-§1) er lonstanter.

Til samuenfatning kan vi altsd si at det gdr ann 8 skrive
om (118) pd en slik méte at vi understreker de n tallene Xo4
og de n tallene Eio Vi har da i tankene en uendelighet av samp-
ler hvor vi alltid har de samme n XT—verdieneo Nar vi anlegper
en slik hetraktningsméte kan modellen (118) skrives i sammen-—

trengt form pd felgende mite:
(119) Xoq :‘3’(’21 "'/821(3{1:1‘";(1 )+ gi (i = 1,2,.0.,0).

Vi er néa komaiet til et punkt hvor vi er i stand til & spe-
p

sifisere de forutsetningene vi vil gjerc on de n random variable

&

L N
For det forste vil vi forutsette at forventningen for ti

er 1lik O for alle i,

(120) BE,) =0 (i=1,2,...,n)

gancie

Denne forutsetningen innebsrerfenkelt at S(§21)2C¢21+,£%ﬁ?1i_§1)

Dette ser vi ved & bruke reglen (50) s. 23 pa (119). Av (119)
ser vi nemlig at X545 €r en linesxr funksjon av gi for alle i.



Den ncgte forutsetnlngen vi vil gjere er at Var(E ) er den
samue, nemlig en konataﬂtcr for alle i.

£’
(121) var(g,) :%2 (i =1,2,...,n).

Videre vil vi forutsette at de enkelte random Variableéii
alle er innbyrdes ultorrelerte (dvs. den teoretiske kovariansen
mellom to av dem er lik O uansett hvilke to av de n random vari-
able vi tar for oss).

Nar vi i det feolgende skal lage konfidensintervaller og
teste hypoteser vil vi bygge pé den forutseitningen at hver enkelt

av de random variable Ei er normalt fordelt.

(122) Ei:N(%@g) (1 = 1,25c00,0),

Jvelse 8.

Bruk det hovedeksemplet vi arbeidet med pd s, 3-16 og det
tilhprende samplet i tabell 8 s.38 og utfor felgende: (1) Tegn
inn regresjonslinjen (30) s. 15 og den tilsvarende estimerte
regresjonslinjen (88) .39 i et og samme diagram. (2) Tegn og-
s& inn punktsvermen som svarer til tabell 8 i samme diagran.
(3) Lokaliser de n avstandermaei_og de n avstandene Ei i dia-
gramuet. (Tegn ikire for liten figur.)

B, 1iti om estimatorenes egenskaper

1. Estimatoren for konstantleddet

som estimator for konstantleddeﬁcb21 har vi brukt gz,

Denne estimatoren kan omskrives pd felgende méte:
= 1Sy - 7
(123) %) = g 2% = 2&'21*'1321”‘11 RANT
1 \ (= 3 1
n!;d’zﬂ""/gm 2 (x4 -%, )+Zgi] *d’zﬂ“ nzgi

|

It

Hvis vi ne bruker reglen (66) s. 28 finner vi i felge (120) at

Torventningen for X, blir felgende-

2
(124) B(Z,) =clyq+ & 2 0 =oh,



Alta8 er ﬁz en forventningsrett estimator forcbzﬁ.
Variansen for %2 blir i felge (121), (123) og (67) s. 28:

(125) var;x: 22@" :é

2. IEstimatoren for regresjonskoeffisienten

Som estimator for regresjonskoeffisienten.ﬁ%1 har vi brukt
by _ ~
_ 2 (g5 -%1 ) (5 =%5)

(126) b — 5
21 (A1i~x1)

Telleren kan omskrives pid felgende mite:

(127) 2y 554 (5 )= "2 Eps (g 3=%y ) -Ep 2 (34 -%y)

. N
R e

Y T

=0
=2 oy g (g 5 =30 )€ ) (g =% )

“&212(Y 1) 47ﬁ212(3{ -y1 ZE

“I 1—A1 )
\\w_"_,_,_.-_.y,/‘ e~ S
= 0

Settes dette inn i (126), far vi:

ﬁmE(f fi )+28 (X»]i-?ia;) ~ 251(3‘511"55
217 ZG{ .-5{ )< “/92']'2(35

Vi ser at den randon variable b£1 er en linesr funksjon av de

n random varieble éio Giden disse er normalt fordelt er ogsd b

(128) b

=21
normalt fordelt. forventningen og variansen for b,zt1 finner vi av
(66) og (67) ©. 28, Vi Tar:
(129) T(b,.) EO(}E”“;{T) :
j ?_ = : —
21 /82'1 Z(X.]i—'x,] )< 21
= \2

(s =%, ) -

(130) var(b ~EG 117 €




Av (129) ser vi at h21 er en forventrningsrett estimator

for/921e Sammenfattende kan vi si at b under vare forutset-

=21
ninger er normalt fordelt med forventningf921 og varians
2
{?é

2 (% -%, )

Det er selvsagt en fordel at en forventningsrett estimator

har liten varians. Av (130) ser vi at variansen for §21
nér kvadratsumnen i nevneren for var(§21) er stor. Liir x

er liten
verdiene velges er det derfor en fordel & velge verdier som gjor
denne kvadratsummen stor. Da en ofte ogsd er interessert i &
undersegke om regresjonsfunksjonen virkeliy er linemr er det
ofte best & fordele X -verdiene noenlunde jevat over det inter-
vallet for X, som en er interessert i. En samienklumpning av Xq-
verdiene over et lite intervall er naturlis nol lite hensikts-

[

messig.,

. X . 2
5. ©n forventningsrett estimator forc&

(8

Uten & framfere noe bevis, skal vi her pregentere en for-

. C 2 . 2 .
ventningsrett estimator 5~ for e Estimatoren s kan skrives
pé folgende mate:

3 52 - 1 se? . 1 5 = = 2
(51) 2% = 55287 = 552 (3 Fp-by (xy,-%; )

. . 2 . . ..
Telleren i estimatet 8° er den sam e kvadratsumaen som vi mini-

maliserer nér vi bruker minste kvadraters netode.
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G, En identitet mellom kvadratsummer.

Vi vil se 1litt p4d variasjonen i tallene Xoy (i=1,2,...,n0)
i et sampel., Vi er vant til & bruke den empiriske variansen som

et midl for denne variasjonen. Telleren i denne variansen er
= 2

Vi vil heretter kalle denne kvadratsummen den totale

o

kvadratsummen. Det ville ikke vere sd urimelig & bruke denne

kvadratsummen som et mdl for variasjonen i tallene Xp50 L oot
spredningsdiagram med X, som abscisse og X, Som ordinat er den
totale kvadratsummen lik summen av kvadratene av de loddrette
avstandene fra de enkelte punktene til en vannrett linje gjennom

punktet (O, Eg).

Hvis vi legger inn en estimert regresjonslinje i det samme
diagrammet vil summen av kvadratene av avstandene fra punktene
1 spredningsdiagrammet til denne linjen bli

an D
(133) ZEi .

Kvadratsummen (13%) vil vi heretter kalle restkvadratsummen.

Det er lett 4 se at restkvadratsummen er mindre enn eller i
hpyden 1lik den totale kvadratsummen. Den er lik den totale
kvadratsummen nir den estimerte regresjonslinjen er vannrett,
dvs. nir b21:0.

Vi skal nd vise hvilken sammenheng det er mellom restkvadrat-
summen og den totale kvadratsummen. Vi tar da utgangspunkt i

restkvadratsummen og omskriver denne:
A D ~ o _ - 2
(134) 2E] = 2 (xp;-%55) =§{Xgi ‘[Xz”’m (x4 =%, )]}
- - 2
=2 [(XQi_XZ )=byy (xp4-%,) ]
_ .2 - - 2 - 2]
=2 [(XZi“Xz) =2byq (Xp4=Xp) (375 =X )+by (xq5-%)

2 | _ ) >
= 2 (xp5%,) =20 (x4 =%y ) (x5 -%;) + b212£ (xq5-%;)

Det nest siste leddet i (134) kan skrives om slik at de to
siste leddene kan trekkes sammen, Vi f&r da:



A D - |2 2 - .2
(135) Xei :E(XQi“XQ) ~bo4 E(X‘li—XT)

Vi ser av (135) at restkvadratsummen er 1lik den totale
kvadratsummen minus det siste leddet i (135). Dette siste leddet
gir derfor uttrykk for hvor mye mindre kvadratsummen blir ndr vi
tar avstanden fra punktene i spredningsdiagrammet til den esti-
merte regresjonslinjen, enn ndr vi tar avstandene til den vann-
rette linjen gjennom punktet (O, iz). En litggﬁkvadratsumAer et
uttrykk for at punktene i spredningsdiagrammet ligeer tett inntil
den estimerte regresjonslinjen. NAr restkvadratsummen er mye
mindre enn den totale kvadratsummen kan vi si at den estimerte
regresjonslinjen "forklarer" en stor del av variasjonen i tallene
X554+ Det er derfor rimelig & si at den siste kvadratsummen i
(135) gir uttrykk for hvor stor del av den totale kvadratsummen
vi har "forklart" ved 8 legge inn en estimert regresjonslinje,
Den siste kvadratsummen i (135) vil vi i det folgende kalle
regres jonskvadratsunmen, Vi har altss folgende identitet:

(136) Den totale kvadratsummen — Regres jonskvadratsummen +
Restkvadratsummen.

Jvelse 9.

Vis at regresjonskvadratsummen ogsd kan skrives pd fglgende

méter:

a) Regresjonskvadratsum = bQTEE(ng”Xg)(X1i“X1)

2
b) Regresjonskvadratsum = [:E(XQi—XZ)(Xii"§1)]

Z(Xu“’-ﬁ) :




H. Mer om den empiriske korrelasjonskoeffisienten

Formelen for den empiriske korrelasjonskoeffisienten T er gitt

ved (80) s, 37. . Vi skal nd vise at kvadratet av r kan skrives
péd en mdte som gir ytterligere innblikk i hva T stdr for. Vi
far:
2 ‘-]2
- - - -\ - \2
2 [Z(X11“X1>(X21“X2)J 2035 =% ) (%54 -%,) e 2005 -%y)
(157) 2" - : ) - : —
:g(xii'x1)§KX2i"X2) EE(X11"X1) :Etxzi“xz)

eller

o 2
(138) P2 0 25(X11"X1) _ Regresjonskvadratsum

2{<X -5 )2 Total kvadratsum

21 72

I folge (135) er regresjonskvadratsummen lik den totale
kvadratsummen minus restkvadratsummen, Hvis vi setter dette inn
i (1%8), f&r vi:

2 2
5 :E(XZi-iz) -EEEE Restkvadratsum

(139)  »° A — 1 -
(x5 =%5)

Total kvadratsum

r2 kan selvsagt aldri bli negativ, og spersmdlet er nd hvilke

grenser v ma ligge mellom, Av (138) ser vi at r° er 1ik O hvis
regres jonskvadratsummen er lik 0. I felge (136) er restkvadrat—
summen da lik den totale kvadratsummen., Dette inntreffer hvis

den estimerte regresjonslinjen faller sammen med den horisontale
linjen gjennom punktet (O,iz), dvs. hvis b,,=0 (se (101) s, 44 ),
I en slik situasjon er det ingen tendens til Samvariasjon mellom
X, 08 X, i1 samplet. Punktene i1 spredningsdiagrammet ligger da
spredt tilfeldig i planet.

Av (139) ser vi at r2 ikke kan bli sterre enn 1, Vi har der—
med vist at r2 alltid befinner seg innenfor felgende grenser:
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(140) o0 <2 < 1.

2 1lik 1 nédr restkvadratsummen er 1lik O.

I felge (139) er r
Dette inntreffer hvis alle punktene i spredningsdiagrammet ligger
péd den estimerte regresjonslinjen.

Q

Vi ser av denne diskusjonen at r2 er stor hvis vi har &
gjere med et sampel hvor punktene i spredningsdiagrammet slutter
seg tett inntil den estimerte regresjonslinjen. Hvis samplet er
slik at punktene i spredningsdiagrammet ligger svert spredt
omkring linjen, derimot, blir £ liten.

Den empiriske korrelasjonskoeffisienten r gir uttrykk for
graden av linesr samvariasjon i samplet pd samme mite som r~, men
selvsagt 1 en annen skala: Dessuten kan vi av r ogsd se om sam-
variasjonen i samplet er ﬁositiv eller negativ, dvs. om regre-
sjonslinjen stiger eller faller. Av (80) - (82) ser vi nemlig
at r har samme fortegn som b21 (og b12). Hvis vi noen gang skal
beregne r ut fra r2, m4d vi bestemme fortegnet for r ved &4 se pid
telleren 1 (80). Nevneren i (80) skal pr. definisjon vere positiv.

P& grunnlag av (140) og det som her er sagt om fortegnet

for r, ser vi at r alltid ligger mellom fglgende grensers:

(141) -1 €r &1

r2 eller r kan alltid brukes som et mdl for en punktsverms

spredning omkring en rett linje. Hvis samvariasjonen i samplet
(og universet) ikke er linemr, or imidlertid et slikt mi1 av

liten interesse.

Den empiriske korrelasjonskoeffisienten r blir ofte oppfattet
som et estimat av den teoretiske korrelasjonskoeffisienten f.
Forat ,f skal ha noen mening mi vi imidlertid ha & gjeore med
1o random variable x, og X5. Tallene x, kan med andre ord ikke
vere valgte konstanter. Skal r vere en god estimator for }3, ms

vi dessuten skaffe oss et random sampel av gjentek fra det felles

universet som Xy 08 X, knytter seg til. Endelig vil vi nevne at
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den teoretiske korrelasjonskoeffisienten )o er av liten interesse
som et mdl for samvariasjonen m.ellom_}g1 0g X, 1 universet dersom
regresjonsfunks jonene i universet ikke er linezre.

La oss se 1litt mer pa& r2. Med utgangspunkt i (138) kan vi
si at r2 viser hvor stor brgkdel av den totale kvadratsummen den
innlagte regresjonslinjen har forklart. Dette er en tolkning av
+° som en steter pd av og til, Hvis f.eks, v’ = 0,86, sier en da
at den estimerte regresjonslinjen har forklart 86 % av variasjonen
i den avhengige variable i samplet, Vi skal imidlertid ikke
legge altfor stor vekt pad dette, da prosentsatsen er avhengig av

det mdlet vi her bruker for variasjon,

Vi har ofte bruk for & beregne steorrelsen av restkvadrat-
summen, Med utgangspunkt i (139) kan vi lett finne en formel
som egner seg til dette bruk. Vi ser bort fra det mellomste
leddet 1 (139) og lgser den likningen vi da f&r med hensyn pa
restkvadratsummen. Vi f&r da:

(142) Restkvadratsum = (1-r2) « Total kvadratsum,

gvelse 10.

Skisser en punktsverm og en estimert regresjonslinje for en
situasjon hvor a) r =1, b) r =-1 0g c) r = 0. d) Skisser
0gsé en punktsverm hvor alle punktene ligger pa en krum linje.
Forklar med utgangspunkt i (139) hvorfor r> ikke blir lik 11
dette tilfelle.

Jvelse 11.

SUV

Vis at 1° = byt oo
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I. Konfidensgrenser for regresjonskoeffisienten og hypotese-

testing.

Vi har tidligere kommet fram til en formel (130) for var(pé1).
A Videre har vi 1 (131) presentert en estimator 22 for G?{
Hvis vi bruker (142) hvor vi n& oppfatter den empiriske korrela-
sjonskoeffisienten som en random variabel 32, kan estimatoren
(131) omskrives pd felgende mite:

2 -
(143) &7 = ot ) 20 75p)

n-2

setter vi imn estimatoren for @E?, altsg EZ’ 1 stedet for

43%2 i formelen (130) for var (927), Tar vi en estimator §%,
21

for var (22?):

¢ 2 (3x )2
24 s - o x,
aey g2 o () ZoeR) 0 5, SR
e 2 < 2
(n=2) 2073 %)) E Tk
n

La oss n& forme en random variabel % p3 folgende mite:

b -
(145) £ = ==L B

b,

Hvis de forutsetninger vi tidligere har gjort om Si er

oppfylt, kan det bevises at t er fordelt etter Students t-fordeling.
Antall frihetsgrader er:

(146) £ = n-2,

Den random varisble t i {(145) kan p& vanlig midte brukes til & teste
hypoteser om f921. Vi skal her vise hvorledes den kan brukes til

8 konstruere et konfidensintervall for ﬁ921'
/
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I fig. 8 pd s, 88 1 heftet for veterinmrstudenter er en
t-fordeling framstilt. Vi kjenner fra feor den definisjonsmessige
sammenheng mellom a, P og Q. Siden E i (145) erx t-fordelt, ser
vi umiddelbart av den nevnte figur at folgende sannsynlighetsut-

sagn er oppfylt:

b
(147) P(-a ¢ 221 ~Po <a)=0Q
=0y

Dette kan lett omformes slik at vi fdr felgende:

(148) P(p -as —:"/921 b +as ) =0
21 by, < = Te1 Ty

De to grensene D T as er som vi ser random variable som
vil variere fra sampe%1tii“_21” %ampel. Sannsynligheten for at
de to grensene vil falle slik at det konstante tallet /921 blir

liggende mellom dem er lik Q.

Konfidensgrensene for /921 kan derfor beregnes ved hjelp av
feplgende formler:

Nedre grense: b21— asb21
(149)

gvre grense: b21+ asb21

a finnes av tabellen over t-fordelingen for den konfidenssannsyn-
ligheten Q en har valgt & bruke og for £ = n-2. Videre finnes
Sy av (144 ) idet en slgyfer understrekningene i formelen. Den
es%imerte regresjonskoeffisienten b21 regnes ut pd vanlig mdte
etter (82).

Konfidensintervallet kan ogsd brukes til & teste hypoteser,
En hypotetisk verdi for 5q Som viser seg 4 falle utenfor de
konfidensgrenseme som vi' finner pd grunnlag av et sampel ved bruk
av konfidenssannsynligheten Q md forkastes pi sannsynlighetsniviet

P = 1-Q. Hvis derimot den hypotetiske verdien viser seg 4 ligge



innenfor konfidensintervallet, kan hypotesen ikke forkastes Pa

dette nivdet. Denne méten & teste hypoteser pd gir negyaktig
samme konklusjon som bruk av (145) direkte.

Hvis vi ensker & teste en hypotsese om at F921 = 0, kan vi
bare se etter om tallet O ligger mellom konfidensgrensene, I
s&dfall kan hypotesen ikke forkastes.

o

I en situasjon hvor det gir mening & snakke om en korrela—
sjonskoeffisient f} i universet og hvor vi kan forutsette at
regres jonsfunks jonene er linemre, vil et test av hypotesen}921zo
samtidig ogsd vere et test av hypotesen /f = 0 og av hypotesen
ﬁ}ax = 0. Hvis en av de 3 sterrelsene /92191P og f§1g er 1ik 0,
mé nemlig ogséd kovariansen vere lik O, og dermed m§ alle tre
sterrelsene vere 1ik 0. (Se (16), (23) og (27).)

gvelse 12,

Bruk tallene i tabell 7 s. 33 og beregn konfidensgrensene for
o
fng for dette eksemplet.



