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II INNLEDNING 2 

En skikkelig veiviser bør også inneholde en advarsel til den 
reisende om de forskjellige farer som reisen kan by på, og hva 
han kan gjøre for A unngå dem eller bøte på skadene hvis ulykken 
først er ute. 

Tittelen kan gi inntrykk av at dette er en veiviser for reiser 
i matematikkene verden. De farer en slik reise byr på er få, og 
fører oftest til at den reisende enten avbryter reisen eller foretar 
lengere opphold i områder med enkle og oversiktlige forhold. (Noen 
få foretrekker å reise i sovevogn, men det viser seg erfaringsmessig 
at disse som regel får vanskeligheter ved bilf{:ttkontrollen ved rei 
sens slutt. De fleste av disse må reise om igjen og bør da velge en 
mere krevende reisemåte.) 

Det er først når en prøver å bruke dette kompendiet som en 
matematisk veiviser for utfors~ing av vår egen verden, at spørs 
målet om farer blir mere påtrengende. Alvoret ved disse farer blir 
jJcke på noen måte uttrykt ved de noe uhøytidelige linjer ovenfor. 

Den naturvitenskapelige metode og matema.tikkens sentrale rolle 
i denne ble forsøkt anskueliggjort i kap. I. Den -hypotetisk-deduk 
tive metode som representeres ved figuren på side 8 inneholder et 
element som i denne forbindelse er viktigere enn de andre, nemlig 
overgangen fra det konkrete til det id.ealiser·te, abstrakte spstem 
som danner grunnlaget for den matematiske modell. Mange effekter 
og mindre detaljer må skjæres vekk og neglisjeres for at vi skal 
kunne stille opp en tilstrekkelig enkel modell. Ved relativt enkle 
systemer er ikke denne prosessen særlig problematisk. Det er oftest 
uten videre klart hva som er vesentlig og hva som ikke er vesentlig 
for forståelsen avd.et enkle (enkelte) system. 

Men for kompliserte systemer er det hele ganske mye mer proble..,~ 
matisk. Etter hvilke kriterier skal man forenkle? Noen prinsipper 
er åpenbare: 
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1) Bare egenskaper eller effekter som kan kvantifiseres kan bli 
tatt i betraktning. 

2) Et komplisert system blir spaltet opp i mindre delsJtstemer som 
er tilsirekk:elig enkle til at de kan beskrives på en tilstrekkelig 
oversiktlig måte. 

Dette innebærer at helheten, altså det totale system, lett 
blir oppfattet enten som gitt eller som en sum av delene eller del 
systemene. Men en innser fort at helheten alltid er noe mer enn en 
simpel sum av dalene. En befolkning er ikke bare en sum av enkelt 
individer, biltrafikk er ikke bare en sum av enkelte biler, like 
lite som en skog bare er en samling trær. I en befolkning oppstår 
forskjellige sosiale institusjoner, biltrafikken forårsaker trafikk 
kork og kollisjoner, og· skogen ao_m helhet skaper eller bidrar til 
et biologisk miljø for andre dyr og planter som er nødvendige for 
skogens eksistens. Slike kollektive fenomener er kjent også i fysik 
ken. De kjennetegnes ved at de bare kan .forstås eller beskrives ved 
en modell for helheten. Det er naturligvis ingenting iveien for å 
lage en slik modell, men vi har sett at den matematisk-naturviten 
skapelige metode ikke direkte innbyr til det. 

Mange effekter som er av mindre betydning for beskrivelsen av 
og forståelsen av delsystemene og som derfor blir neglisjert, kan 
bli kolossale når mange små bidrag fra delsystemene adderes opp. 
Et typisk eksempel er luftforurensningen på grunn av biltra.:f'ikk. 
Eksosen fra en enkelt bilmotor er ubetydelig og bare skadelig i lu..~ 
kede rom. Men de totale effekter er skremmende. F.eks. går hvert 
år ca. 85 mill. tonn eksos opp i atmosfæren fra bilene i US.A. Det 
er ikke vanskelig å finne flere eksempler. 

Hvilke faktorer eller effekter som er viktige vil ofte avhenge 
av formålet med modellen. Hvis vi har et fysikalsk eller et biolo 
gisk system, ønsker vi gjerne å beskrive det for å k:Ulme kontrollere 
det og utnytte teknologisk dets muligheter, Denne målsetting fast 
legger ofte hvilke faktoter som er de essensielle og hvilke som kan 
neglisjeres. 

Dette er av liten betydning hvis det aktuelle system er en 
pendel eller en enkelt bakteriekultur. Men hvis det er et oljeraf 
fineri, en månerakett, samkjøringsnettet på Østlandet, produksjons 
prosessen i en bilfabrikk eller en ny storferase, vil konsekvensene 
bli betydelige. 
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Dette må ikke oppfattes dithen at matematilck og na'tur-vt.t.enakap 
En: fullstendig ubrukbare hjelpemidler for analyse og beskriv-else 
av systemer som inngår i den sosiale virkelighet. Tvertimot, særlj.g 
etter at elektroniske regnemaskiner er i alminnelig bruk, er om 
fanget og kompleksiteten av de systemer man kan behandle bortim.o-t 
ubegrenset. Men samtidig øker de sosiale og politiske konsekvemser 
av de vitenskapelige avgjørelser man må ta. Altfor ofte ser vi at 
sosiale verdier som helse, arbeidsforhold, l:>oligmiljøenes kval:Ltet 1, 
stress etc. blir underlagt faktorer som effektivitet, økcnomf.sk 
produksjon, høy avkastning og rask vekst. Det burde væz-e omvendt, 
og de potensielle muligheter for å realisere dette øker med vår 
økende kontroll over teknologiske og andre hjelpemidler. De poten 
sielle muligheter må ikke forveksles med de reelle muligheter som 
avhenger av den virkelige fordeling av makt og ressurser i samfun 
net. · 

Økonomien er et typisk eksempel. Mødvendighe"ten av forenklede 
og prakti.sk brukbare modeller fører ofte til a-'t :Jian ~praksisbare 
betra.k:ter små delsystemer eller bare hovedtrekkene i totalsystemet. 
Snevre privatøkonomiske lønnsomhetsbetraktninger får derved lett 
dominere over de mere sammensatte sosiale lønnsomhetskriterier. 
I tillegg blir delsystemene betråktet ut fra en ~itt helhet, mens 
i virkeligheten er helheten ikke uavhengig av delsystemene, men 
endres når delsystemene utvikler seg og medfører at de opprinnelige 
betingelser ikke lenger blir gyldige. 

Et enkelt regnestykke viser at det er raskere, men dyrere å 
bruke egen bil enn å kjøre med bues- til arbeide:t:. Følgelig er det 
mange som gjør det. Men da forandres helheten de regnet ut fra: 
Det blir kork på veiene, kjøretida blir lenger enn den ville ha 
vært med buss hvis nesten ingen kjørte bil (som situasjonen -var 
f.eks. før og under krigen). Dessuten synker trafikkgrunnlaget for 
bussene og talcstene går opp. Snart er det like dyrt å kjøre 'buss, 
og modellen blir da fullstendig gal. 

At økonomisk lønnsomhet blir begrenset til det kvantifiserbare, 
det som kan måles i kroner og øre, er vi vant til, men det 'behøvde 
Lkke være slik. Årsaken er bl.a. kravet om matematisk behandling av 
modellene. 

La oss igjen studere firkanten på side 8. Den er en modell av 
den naturvitenskapelige prosess, og ilmebærer derfor også forenk 
linger" Den framstiller bare det vi kan kalle naturvitenskapens 
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indre dynamikk. Det den ikke viser er dens ytre dynamikk, eller 
naturvitenskapens vekselvirkning med og integrasjon i det s~mfunn 
vi lever 1. Disse er selvfølgelig ikke uavhengige, men har utviklet 
seg under påvirkning av hverandre. Det er uten videre klart at den 
ytre dyamikk er minst like viktig som den indre. I denne korte fram 
stilling må vi imdlertid la dette temaet ligge og bare bemerke at 
den naturvitenskapelige metode åpenbart er blitt slik utformet at 
den b~drar til og ikke motvirker mange trekk ved vitenskapens ut 
nyttelse som umiddelbart virker negative for oss. 

Dette er selvsagt ingen tilfeldighet. Vitenskapen har gjennom 
gått en historisk utvikling under påvirkning av aarnfunnets vekslende 
maktforhold. Dens utnyttelse fører til forskjellige konsekvenser 
for forskjellige samfunnsgrupper. Vitenskap er politikk selv om den 
pretenderer å være nøytral. Det er ikke noe prinaip1C!!t til hinder 
for å bygge opp en naturvitenskapelig metode og en naturvitenska 
pelig praksis som wmgår bl.a. de negative sider som er nevnt foran. 
Siden dette tross alt er en del av et kompendium 1 matematikk og 
ikke en avhandling om vitenskap og politikk:, skal vi avstå fra vi 
dere betraktninger over hvorfor dette ikke skjer. 

Har nå dette som er nevnt her noen betydning for en vanlig 
student ved NLH? I løpet av studietiden kommer studentene 1 kontakt 
med mange forskjellige forskningsmiljøer ved høgskolen, og noen vil 
selv ta del i dem etter avsluttet studiwn. En forståelse bare på 
grunnlag av firkanten på eide 8 av disse forskningsaktiviteter er 
etter det som her er nevnt ufullstendig og bidrar ikke til å av 
klare høgskolens rolle 1 samfunnet og spesielt ikke overfor de for 
skjellige grupper i landbruksnæringen. Interesserte kan lese f"eks. 
Ottar Brox (red.): Norsk landbruk - utvikling eller avvikling? 
(Pax 1969). 
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nu,JL/SR.,t-. &skti4.Jelse..t.c:. vll aUlid ~ 1-i{Mf1~ 11111 
ILM1j G..kl-1qhd og ufu.U! ~ di 7 ftxi ~ dtttr. riu,_-ftri all~ . V."d.ue t~ 

vi. oJ.Lk d. <J j 01{_ fli ~ l<ia nd.t ~ S /m.J.s.u ( 'lJQ,O oJ.rle.. ) 
~ RAt·, 1aMkr.J o. inf{u~ ck.i ~ vil ~feltt.,4-l . 0-'?1 v;J f,[ 

at w truLk.1n.1JJisk. twd.tLl { allu OM turn,) Lr,~qv ,~, 'lnss.(. 
fc7r-J. W 1'1Å ~ .U , l'J1.cnh lk 'IJi l d.v- f trr hf,._ q) vi S J I 9 Cj L cL q h1d s - 
(1Yl,L r,;. d.e. d.e.r faml Hl n.,i 111 t+iL RA' ( J.; lk<Jl,r m.d) orrh li ' 

I tn<,d:t_rn,c t; kk.e. . ..-i arueto- t\.rL mul a,l,m h Tu, 
form.ti ~i r11 V . 111. fm 9 i H JL /cr"d .td h-t tUj .e.,r ~ .~ ~ YIA1.R. 

e,lu(Æ kf.t. .v(.IM'. Lus!,(_ $-1~ Il,(" ~v..tR. ~l ~ n; 11-J rl 
ai pøJd.; sk pre'~ ; tk-1 uA-she-R l'IÅ I ig fotu.l-ut Jtu ri æi-tL .u 
&pi) fr-t lJ. ' 

fn motkll tJkJu ~ 9jV-nR.. OM S(u,r111'1.2M~U 

(~si 011PA'" ) thÆ,l/.nm du. vcu-i ol~ ~ luu- fv.,ru,i.il rurJ iJi+,d,: 9 
~ 1-o.. rr\UI ; l~.s ~ v-d .c.,c,-1 . 

r (fr qjuH1.yu-' 'l/1( '1N! R.,11k.el ~ fyr lro.k/.v-i..u·eM 
Q.,n1 i h,,,., ,.,.( l'l;l-1 u--o.kJe,..;1 lti-1 lrJ.M. ( n,) {-mtu1&Kr V,1 l;\I' d bbM 
li J , rnurl.L 11.Øh! 1vi f 9 i 12M tf.kJ j m, ti-t-dlci-i-, ~ VllA1 oL-<a.. n '7fj t . 

81 m.ad.Jl ft,r ri.xJ.{;;,1~iitv.; o .. v- lrjd-ku- 'In( 9 I ~ 
Kb.& i 011 W\f,ikni-1 td li1 n I I i.gc i l ( y) ; /.,e{a'.5 hiA 111.i:.t' ( p) ) 
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cM~d.eM. ~ t,;nik.'.tktJ Off ..• L ~ti(l(JSpwrilJ- #;f btJM.fn:,"1°"' { l), 
lrj.Jl.e,,,15 ~~ [h) U'J U>tdil.J.. {&) rx, ~ sl-orn..!i<... .fOWi 

atn.tir ~~LD._.kn;a.l.Js qjLJ_JJiik "'11.,i,,Jki>.p.u- (E). 
S"l:kÆ_ ~ f1tlA ~ t\ro.haMR., r.dt"lk-ku 

i. miL.-rn6'f;J.,J,~ id lijdp w.l" ~~iOM~~ · 1-1~.tiJ ua,+(._ 
ic ~al.k. i'MUJM', ~tb,r IJn oss M" c1) mtJ.kYMJ;te&i, 
kt.tl/.u ~ ,-u,U /-tu,ihjø, cw ~ tall IIJ(Lna/,~Æ , i. M fi0flvldiL 
l""Ov4{,, k.LLli {w,Jz.s i Cfn IJ/.J l.fl' f/rLn a1.,d I ft,r ; be& k+-i 1/t Jtu,,,,rttl,,,i - 

rnMÆjR.M ~ disse ~alk: 
· f.n fwi,..,tJ.io,1 OAr QNi lflUia.bt{ llK QM {mknft ~ kl 

ellwut to.A.l ; ,J sp.e,s i f w1 to1lotvi~d.t. lilunl.nu- d 
O.KL+~ toil. 

l. tk~pld o,,"(Mfor ~ lro,kkri..t!t°,ltst vi/ J.J 
d1.s ; skR Q.e., frn.r /!,,-fl. f [ e11.u f ( ) ] s mn ~ I e.i lwu {; d. t > t 

0 
·t; I cnt1 n.l.A"" al bnh. kt-i~ a11 , h.t.ll n... V; .sti, . ., (t<A" flA.,, 

n =fl t) . 
Mu-k o{ de,firvisj~ ikh.e. 1.u rwe OlYI ål f() 

.sk.o,l ~ giff wn /lN1 tttJY1.J-'f:.f.J.i.l . (Jlui~t ~1 M fJ-tk 
ri e,,,. ~Ill~"'- M41 ek.t,-<a..~ c,J. ro O.cit ~i!f{ ~-) 

Muk °?Jo. Qt dd. ;ltkt_ a.r r~ tUh,;~janv am 
hva .sta1 s frJÆ 111'1'14; J.t- ~ .Kl)Y, kom s~; ~u.& s-om ~ s ~; I k,.,,.s 
(w, (;M d.Jru OOl/l,tt;; et, ( fu,.Jz.s. i 0~ kf, 11.iS i d)t,5 ØWA'; cb.. ) I qgj. 
k.ilM •v-e,;c. ,J. irt le.rim,/,(. 1 ~ h~vail0r , rJ.lu. oA- SpIU-i j{!Ut 
ult cw- d;.skA-<:t. -full . ff ~~el fo. eid s.;sk; Uvis 

~ ~~1 dwvltL\f.. 1'twi,, »U4(.f-<' ! ~ I h I / b J , M I ti.denv..11 k /1,a,m fl k«« 
k.wwtL Ofpfi. Hu >om (l,{1 h*·vb;m, kim 1th" dn,{11r1.u1 /Tfr · ~ 
/11, 3 ~ · · I b 3 . 
1 to. U 1»'1rCJ\rk : m.tillqla.- CW ~ -to.,U. 
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[kj s-;_de. ~rlit i Llusbe..tu- at (¼,\ jv,wllJ;CJ-ns - 
'-~ 'hL . /i c k I c f' 

~Ml,t,, rt!l.411 I ·~ ~ noe l>tf.a il-f, Sr., °:! 'In ril ~ I 11 (). 1 i a-,-( . 

fa, ~~Si~ er e,,.., i;/ a-,J~ "1 · 1 °9 da..4- V ~~ ~{..{."9 
at hl e,,- ~ w lv cU 9 ~I ern:.ll1Å , 19 • l all«,,,,'-f ld. vhl.d. 

uak 1 Lri;_ ,u~dr ftf ~Jr1 t'" d.P.J at ele I i; I OHt ~A~ t, J t ) i 
0 

~ lrcu<. u, 11.,-(...t d; oi: n . ( D.e...:, •.•. lht v dd i tv] .t,vi k "'9 
; ~L-i,, fm- oi u F fms~a,l.l.1.Q. r,.,e,,d;IJA" av t o..r ttm& 
Af,vi ia.A1Jll /1'\l l;.(.t,-tL; h. . ) 

DL r n; !i, i 01-ILt,, O)J ~5 j 0n pJ. fcmi 9~ -u c&. ( reJ,t 
~"'fCh-1 GA,. a.n taU tirt..riaLel J Il,(" ei. sru;aLti1~ aÆI" 

el m.u- qtw.l'fLLt ~vi-c~jr11w~ie..p ( k .C1J~ h.o_p . .?. §I): 
Lo. M, DtJ t-11 V'&t-C te ~d.u- M ~tu. 
En ~wk.!.jcn-, fm. M, J.;( M1 er~ ~J kJWi /.;/ 

eJiwut elv-lUM"t i M, k I o-rrl. nu- P.l Q,41, htcic· 9 li<:.s k..-n t 
ell.ffiu~ i 11 J , 

f1.tt.. 9.1-t~ IJ... {u,11b j mu'4 ~ I-; Uotu i il end ti,; 171..r 
ikk. .. L7t.H" 11lf f lt:,,..,, foll . fkUvnflJ"l : Lo. H

1 
~rl.Jl, tn.PAVJdv.-i 

tur 9 ; f t.a.. P11Mlt, ; fvcrrqL 01J Mi l'AA11 d.wt a» olb.. 3 ; f& /;PJ YIN1Rf, 

ba. k-4411 1\/1 J4nQA-e ~ ~Ji(:r,,, I< (;et H, J-;f fv1" v,J. fo Uf .eMrl,__ : 
t-lvis o. lif OM fff rruMW1 ; tJory~ .1 lM IV7 k {aj UMt 

v-e&.kffrnt'>\IMdJl ~ M.,. kf».-1 Q.,f" a ·s P-o-ri.l. . I< /.rl:r d.a. 12,i., ~j(TY1 

~ H, til Hi ~d.L,. '1M ff t Wi))NWI (il>iltMl ·, fJmqL ) h.wr 
f:H1 cry Ut:we ~ kintÆ., ( S ~ d. s,~Jv ) . 

bl.NI ~ rbf ~ S j ~ !l,V rtJMI•~; 011 W}n· U 

~ ; H ~rv<M fvr t 11,nx. l-w l du· Or/ r,-;. <kt_ ~i~ tm.lNl evJ ,.,.,,, t-Ul( 
1 h ~ . . - I I • _ I. L / j,. L • • •• J"J. ) ..• t-t(·\,·1 i / (T\.1 ØJ....r t· ! N..,V.,A._,Q.... l.ra./v) {u:.rtR.., l f""''" f' > I ~ QAf h VCtA,·1 (,V,.i \fl. . • 
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Eh ~ b; fn\ rw h 1/W aiA.L a,r OM fcn-s liA,; f t ~ 
filuvll'I.U" il tall k{ e}lwt,,-1. ~ i fNI -'f"_,.+s.e.r-t 
~~ tur' h~½'Lu-. 

B~n.e..r vi ~wl<.sjwo.tM wu.Å' f I UJ./r IIJi f (x,,X1,"· x •. ) 
~ M tJJit ~ f 1-ilcndltV' tdtA.pld (x,) X2J ···X •.• ). 
( tt h · HA.ppJ. V l?A'I cn-JnJ J'0m-1/,;~ M' #'1. /J.l.) 

S0m al Ulicw\ p,J, ~ /lNl µ j cm rw ~ 
~A'l ab&- ~ vi tev 

y ,: I { p) l I h I l,- , [ ) 
i il,) 11.n ~-«f f;/ Ui-UAv.pf.JJ 1wf Cr-½'1-1 'I.(/ M 6-jJlk. ~ .S.11/-, 

I ~ tM.kmJM.MA- s .I/uJ. 'lli h.uu-J ~ 9 
sl-t.d.u-e. ~~icm.e,y rw ~ IIMi~ . ~ ka,., ~1'1.td ~ 

trlUl,iw-q .s Lost dø. eAt1 1tt.Sk f ~ fa,rlt>J.se ~ 6'h'I oi ds: f(u.k 
~ i am1,ewlk ~ iMLL~ ~ 4/o..nolrl.L • 

l~dk.A1d. .sko.( 'Vi .t(_ a1. Jhuiiid- ON. 11M {-wwh[cn, 
au n va,vi alk., L lt.ve<I j-a)1 dw.ns ~ 9; ~.rm ~ Wm ~ 

1AM dJ4 ~ lu,{ ~ cw n ~si crn.u (Ur o.,.., UOki ,J,d . DiJL.. Le ½ r 
;n,kR, &O,t.e oJ ~ /mi~ tn4 l&..t ; l~tldk.. f-twi14ia-n.tA" tur 
~ IJZLnaki I rtzLn rrykt ål ,_,-j rik (/7 JLDJr ~ d.J:..~ J fur 

, OM sfo-r cW bet1.U.sh-..- fo-,-nv.-lis~ fc,t- shul.;M evv fu,.-,k~f <1111A" 

a.v {lu-t lraK'ioJAJL • .Da, ,n;_ V) in->1..te. ai e.ri ksk..-iu-elk ntui 
~~ rtoKiabu. no& C;CJ;1~s i.Lr h1U 

O 

kmti~~-~A UJ 
irlx.Ad.s~J.L eA-wi OM l,ub-;ve,l.k rnt& fa t,"(A,YJa,&{g_ · 



[,., ~ lwjC'JYI M ~ VOKi abJ., a.isk.ue-l·q 9 j (hU 9i- V-nL 

tJV..tl. w 9ro.fisk ~.sl-ill.i '11 : 

f {x) · aku..r, 

LA \ 
fl' \ 

I 

l 
l 

i._- - - - . - - - - - - - - - . - 7: 
t ;; 
i ~- /4. 1 

---~ gro.~ f;I f_ 1 
~ I . I tlxJ H--~---···· --------~-----------···· "' . . (x, f{x)) ct~mtntru.:t M"f 

l. 
I 
I 

I 

··------·-··--------~---. -·~- .-l .. <c ••.• _ •••••. .,.,..~·7 
'-.._ X v.~L,. ""V-" ,/ . ,., "'l(J.J!N\ 

ck ti.,..; .s j on .s trn,, hi d.a.w ( M, ) 

Sa.m t,; n9JIM ()/1/' pw.,k leA'tL ( tJ j(,c J) for o1fsz 'J( ~ M, 4/w 9 t0. ~ 

~( f a.iliA- dÅtUJr,1-vnrnd tVf f. V; luvi-. ~t. glQ,~ li f 
S:alvi J (;,/da,. o.,v f ~.si o-n4 ~;S fvv; f ~ f. T; / aJ lw-u-t X L M 1 
~ i r q ro~ dJ,.,, k { cn-d W d..L tJ,rvb .! i c1',1,:SAJeA d; f{ ,c) . 
MI flA 1/u 9ifWl0 for ~ i ~j d4 ~ l l (TM crrwni <k . 1k 
-wi i P/2 ..k.n-n <Ji.Uil.Al.UWI f klC!>dn.u J ~ ~ iafl ; M, 
&eWjtiRA ~Jjot,UM,,i ~cn-wr;k · 

1-J 'IJi 5 ~,t'Jk.S i r:rnLVl Qr do,(; I te1" 1 l "M-f.. fur citJ k "tt.. 
~ fu.I X I R.lVI-, el; o-9rt1 wm,J>l for duv.,,, p-d re stk l•J 

flx) ( twhRAcUJ; q <VJ f} : 
[vi 5 [,; k ~-, 1-k .s i (Th R.f ltn L'C0.ic 

4·ruA ut& e,n t{'9t&~tt-tJ 

WWl sW an irvv,dc $ ~ for X ~ H, J 
···--·--- __ __,,,)( f. eh,. -f(-h) =: n fr,r h J Mi. ~u, 

' . 
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illu- 1 hA_,; {k,) 1-k- e,r fi ({eJ1a j OM~ f-a9 r fXi hJ.,uJu, 
rvr p_Juu.,.ril, J i J fonok Mtf r n.(>t) Dm.frJ.l ~~V a.t 'J( 
p"11-11u I.ru. o-~t p,r. /dJ : · 

_ . 0 I l J_!t ~ b ?]_ 
. nlx:JI 1g 3/ l7 13 s-, ~ o 

Ho-r 11, a,J whl9 o.wkvfl ~ J .~ a1k ~jC'11J- 

w.,nL1,,r tw:MU'k,,s i rl; <UjttUnrn.J. ilte, ~tt1"fn.1f4; f-f dl..u 
fi1l>-'J.l · 

/-I vis f u Jg_/;rtRÆ1 for oJk 'X I d i" /uvo./L , .· 
uil l°1 ~ w.r.u.A t:tA.T f ~In D.Af ~J ~ pumAt-kr . V; 
~ i~ (WW[V~. alk e1tu ~<rMfvrJk.nfkm. fkMvnjUl; 
t ( ,,<) :: 'J: • r crrslu-1 f UM «.4vl lmJ, .. 1.d fur o1k. 'IJVd;u (J.)/ X, 

0 m ; kk, ~ o.,y aj t I .sluJ (b ~ t!Å.S i rJYl,j, t1l1Nkl tkt fur 
~ ~l(l'n 1f H ~ l!M ~nt,/<n·md W.ri. et~s~ - 
~ tkl lur ~l'IR. Ivr~ 1 dv .L tk ~ /JAI ~ 
(J(J.Jno/.k X)W\ 'ti;, al Hjh.R./11,-~ w rnMIÅ"-3, 

Vi tllM rwt11t<k J. tM\hJl plAN\'4u- ~ ,mfw hi f f'l( J :i: xi 
( ~t"-1-l: 9 skulle '1P sfti_; ve f (J = ( ) ~ e . l. ~ ;,_ a,n f /-tns ~ / k..) 

fl,,, ~ ~ 1-xn- V> . \ . j I 
cJ 9 ttJ,ftm ~ 
sl; k. tA...f ? .. _ __._ _ _...,)( 

r(IJ' D tnru-e 5ik,e. pl.. ,J 'Vi lut, ~nRi a. lztmtkt ti;lck, 
aAF 9 It}.,~ J hUl '111 l)KI fu.Joh... ~ j crM{-ur sltri f k,,, . n.(P..rl')IU(.. : 

r ar s ~ f ~ 1\11.1. ~ l/l ses 0. i M1A, lwt.tl.a.- u, 9(l,ro,"' k f-cn- al 
qm{-,/1,\ ()--< SuH~'.IM\~.tA.lik 1 • {UM °1 ru,nt.J.,;9 ", llJ.k 
k..Dv1-1 ~lti.U' vi J.; ~ .f: I ; tl.t4 k . Cl,\, 1 ti.-: H , . · 

I k 4 alla.. ~ j cnLM &..,,{;nv1 i eA f-o,ll(JlfMO ds: v 
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9itt ~ ~M-~W° J f.Rfl.-s. f<w.Ju;crn)M hli) xnv, J~ 
fvr (14,,h>...U dijr <W a,rk.-, H;ppofd~ru.,..s i Lcrndtm ].(J'(1' .5dw1 

f,_.v,,h-.sf O'vl (M.r k ~ • P~ 9tU4Wllc,.J a..v ~t-tp,M.klf-"'4 ntfpcn 1 u· 
~ . ~, t rui ,u., J rL~· °'1 ttvtn J<f"W' 1li I u ~· k ul : 

hl"l) 

- _, ,., ~ .. ...., i 

( f\.r-i J .t-e.. H l { 4 4~ OA1 .s L: I< s k1' f1AM k.s.; cm _-h (41,LeK t)tJL·1 w~ 
Um "9ldlt" r~sjtrn 1 -'<mi ~ nlt) t-eptU<A,,/..uvr a,.J-o11 
l-ro id-e...,,; J.,r i PA, (;o.;k, k hi.bLIA !U'" . ( H 'VO'T f-<r'" IV' : k,L_ Q.n J /;k 
J-i ( ,w,r',tulu. Q),Jw.U ~ f,w& /u,5/.u- f) 

r.JO<Ni 9~v e/ VM.kl "p;. j.JJ oite.,,. • e.M ~:.;crn,,) - 
.>l\m ll'ttM ~ .w'Wl MllM u~ VUJ S ~, ,ve) a..r- •p.t+'I CJJ f-<tn k,lf, 
rYUM WJVt" rMM ~ .hjUNWr øJ. silt Pr,6lwud.;u-, f. rJu . 
tu-n~~ Wm ~iO"h tAAI 1-id.m T{tJ ,u-(,d b-1 inåfuslo4j°''· 
r (ff ;;, ~ itt. tM k ~JM!, , W"'1 ~ ~ n,.; ~ o.,,.f »u rlb.l- · 
"lb,,,~b J rM e..v. I-i~ Tlt) ~ hj'-4i a.v t.... {c-ulvt~f1 
><JWI 9tr <Ut, kwi,e q;~ ~pw,11{ut-.tR.. . (l-lvo. ~ 
lrli; f.t. /~e..,; { ~ ) 

EY1 t<>J-uh. a.k.i.e,1wplu ~ ~tt,hjmiJ~s~nf ler ry 
d J L · ' · O J t· • I I •. _: L # . .Q,;rc~5 Ga. r• vt,1 S ( ())\_,5 d)t.-1A·-·ttl1.QÆ .1 h'ltCE$ ,. t..~ u-u 1<-L"''L,L- °1 L. 

opp9 ~SO.M I,; ''1 '-"' J.i I J.åf ~ k.u,t s.ei . 

hi(½~mmd (-ar l?v, ~11:g 

Fl)(,~) ~ 0 
e-r ck~ Mrl ~ om MM01 li "1 'l4" ()Af alk pt.WI k fu ( ><J ':1) ¼'hl 



-:11- 

tl~ssl,~~ 4™ti9~ . rtuewip!.u- : t ~ I 

\ 
~- ~ 

)( I ,.. X 

i . ' 
I 

rrx,'j )=; (x-lJ{ ~-JJ-: 0 
V; .s s. .R... l;q ri; "1 u ( tr1L,vi i ntJ QM <W d~ f t7 Q-ueM /ur ) 1 Jf nMe r 
f t,vv) P.~ j Glt.t,r I f · U--5 " 

F("J(,'J) = x-~ t 3x'J<l.-=- 0 
St% k'sf mhp. lJ ~ir r,,., OA,,.k,cl;? lo.s~"'S {t;r ~iwe.r X t f: 

1-)( 

- 'f = 3X-/ 

Jlwi mrJ UK ,.,; ok hM s '1ft li, su- VI r k.J l; 9141 "f lM W1 h p . !) 
~ 1/l fo wd,;u fµJ ~ Jil fNi~ X ' [-~, a): 
. ~ ::, ± V 4- )(z , . . 

J~J o-his~ hv- i~A. ~h,J;9 lilo-,& n,;,1 ~ X hl y ry 
fv~Ll.;9 i~~ µ"j0>-1 · 
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~ GREN5EVERDI 06 l<0rvT1NUITtT 

Lo. crlJ to., fvr ~ ~i (1)WVl f d.t.f; k,..f" 1 ~ 
HxJ:: l4f for x~ I . 

V; ~ a,..rmvke. el CMfrJl pW<t~ p;. 9 ~ ~ ! f . 
O& tri I ~ c,-1;1 i;, ~ -hø J 9 + se--r (JW\~~ .rl~ R vJ : 

1(,d 

_....., ..... ~ X 

Me,.., 1-o k"9 ~ !AM~lu--G tl&r~ : Ohl\ 9,a~ VirU·9 
V Vpe,.. "'J fkjnk,l,;9 ,, s~k. ~ ~nJl p;; ri~ <ry ~ 
(l1'Yl ~ \J)rful:9 I.ni Srl«j<jL ~ ~~~j ~ ,_åf.e, {;.~u, 
~ = J n.oK X ~ 5f-r.n-. 

V; hu /trr ~ J.J s.;~k P,1<J 1,la.wid- ~ ~ f ; 
V; su al 1(10)= /-+it J 1(100)"' 14 ~ I 1(1000) = /t ~) 
()iAi. ~l] Q,~ ''Ull-" ~ d.t llt~_J.A\J- Ln i tt.,f(A- ~ !)M. &u~ iJ ? 

DJ In tnl ~ 0 1/)U , v oJ. a.vå"~~ J(JC] ø~ 
9~~ °..9 ~ ~ l...~ lf = I 4)1 GJi~ k ~~ \Il vit J 
V°tvK. tri '}OA" ~lsheh.Ju.,l.;9 ~ ~ i,..,.-<JJ X· ~VI. 

d{'l): {{-d-1 : f. 
I 

V; 5.e1r al kti·\11 rnL ~~~ lÅ'uA:1 (,.; ~k iJ.tM c./~./,6vt t vi Ol1J\l.2_.r 

fm- d{,L) I ~ V° 
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tulA" )' > t , 

w· ~ r aJ ~ ,;, ~ ~ / Ehe,1t,lu; ~ ~ M-uttflr 

)( - ~ ( X > t) ~ tfi( ~~ ~ <j»~ ~ 
~ ..;fk (.;~ lflR,K ~A~ OMn d1M p; rh;,Ni_ 
crrp~; lk IM~ { zJ. La.,9 'trlU!L t.l oJ <l.M:rla;n~ o.lil+i 
fJii,.,. (k (; k w.JL I tnlM d.e.,., lP I fl.ijlA-tnl. ~ hW i H.o.11. ~ 
x ~u- c,v,V" olls: ~. V; S,il,r ~ cJ ~ ~ 
fvr f l,d ,r I+~ ~ >< ~ wv o./lc_ ~.u- e,r t It I . 
~ ~ vvr d_;1t,. ~ k : 

~ 1(d = ~ (J¾-~) = J., 
](~ M ~.-,,Sto 

G;tf ~ ~iC!h f , V; s:;.u r,} du. 
eln.;,sl-e+vr OM. ~~elt 0. fvr f (x) nÅf" X 

w~vr 01.rU o.,l4. q '"" ur lwi s fl ( x ) - a / ~ 
~101.1ø ~~ ~ _ °"" ~~i;3 ltfr<J~u ~ 
i wJ. ~ ~ x Hb-fJC;fJ~9 .ckrr : 

· · 1./(,cJ- a. ( < r ft:r cJk x > M tJ, 
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VI ~~nflCSJONER AV FLF,RE VARIABLE 

1.· INNLEDlUliG;. 

En generell definisjon av funksjonsbegrepet er gitt av 
Nyborg på sidt3 11 foran. 

Det ble der nevnt at en viktig·type av funksjoner er funk 
sjoner av flere variable. Vi gJentar definisjonen: 

En funksjon F av flere varia.blex1, x2,.$., xn' er on 
forskrift som til hvert sett av tall x1, x2, ••• , xn til 
ordner et entydig bestemt tall z, og vi skriver 

Det er selvfølgelig mulig å studere egenskaper til disse 
funksjonene ved å. betrakte alle variable unntatt en som para 
metre og ·benytte seg av reaul tater fra teorien for funke joner 
av en vard.abe L, I mange tilfelle er det imidlertid nødvendi.g 
å studere den samtidige variasjon av flere va.ri.able, for eksem 
pel hvis problemet er å finne ekstremalpunkter f(,r funksjonen. 
Det er derfor nødvendig å utarbeide en mer generell teori fo:r 
funksjoner av flere variable. Denne teorien vil selvfølgelig 
Lnneho.l.de teorien for funks1joner av en variab.el som spesialtil 
felle, og er bygd opp som en generalisering av denne. 

I dette· notater gjennomgår vi endel av de viktigste ele 
menter av denne teorien. Det er ikke en fullstendig over-s i.kt , 
for eksempel er viktige begrep som grenseverdi og kontinuitet 
:ikke behandlet. Det legges mere vekt på i.ntui tiv forståelse enn 
på mat.emat isk stringens. For enkelthets skyld skal vi også 
begrense osa tiJ. stort sett å diskutere funksjoner av to vari 
able, siden resultater for to variable som regel uten videre 
kan generaliseres til et vilkårlig an-tall varial:1le. 

En mere fullstendig behandling er gitt i kap. 7, kap •. 9, 
§ 9 og k~p. 10, § 4-5. Også i Ayres er det nyttige avsnitt om 
funksjoner e~v flere variable. 
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2. PARTIELT DERIVERTE. 

En funksjon :b1 av to variable gitt ved z ~ F{x,y) kan gis 
~n grafisk (geometrisk) representasjon i et 3-dimenajona.lt rom. 
Hvis F er en kontinuerlig funksjon, dvs. at funksjonsmengden 
eller mengden av funksjonsverdier er "sammenhengende", vil dia 
grammet eller grafen av F være en flate i x,y,z-rommet (se fi, 
guren). Det er denne geometriske interpretasjon som gjør det 
fordelaktig å begrense diskusjonen til funksjoner av to vari 
able. 

Som tidliger nevnt, kan man for noen formål betrakte 
z = ~1(x,y) som en funksjon av f.eks. x med y som en parameter 
som har en vilkårlig, men fast verdi. Anta at F er en deriver 
bar funksjon av x for denne verdi av y. Vi kan da innføre 
den partielt deriverte av z m.h.p. x og skriver 

Tilsvarende qefinerer vi den partielt deriverte av z m.h.p. y 

Andre skrivemåter er 
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og tilsvarende for -...Z~Y. De to siste skrivemåter antyder at 
vi med det te har innført to nye funke joner of:h,~ .. og ~FAy, på 
samme måte som vi ved derivasjon av· ftul.ka,joner1 f git·t ved. 
y = f(x) ertablerer fur.lkajonen ft = df /«Jt " Al'tså 

4C~) "'-" t/utJi.ut ø.Ar °F"tJiO'tfl&I\ f ' ,.,~,~ K l 

F(XiY) . ,, Il h F" ,, ,. (Jr,") 

lfc~v) ., It It li{ ;f H u 

.lF ti~ ryft,y) ,, •• ti 

'ly' It H "" 

Definisjonen av de partielt deriverte er følgelig (se side 
20 i Uyborgs notat for defi.niajon av df/dx og sammenl:i.gn) 

Disse definisjonene kan uten videre generaliseres til fu:nk 
s jone r av vilkårlig antall variabl13. lro.r ek:aempel, 

u_ 1a f:( )t I '1 t 'Z,, J uJ-' ) I 

f.C:'::- • ~ J=C~~x, '::ft -z~2 ::- Fl>r1 'li'~~}!!]_ 
)~ 6~40 6X • 

:B1or funksjoner av· to variable kan vj~ gi en enke l, geomet 
risk interpretasjon av~~ og ?JF'hj . (Se figur på nr~ste tddch) 
Gjennom flatepunktet (x0,y0,z0) kan vi. legge t<.1 plan parallelle 
med hhv. xz-planet og yz-planet. Ligningen for et plan gjen- 
nom ( x0 ,Y O, z0) pa.rallel·t med yz-plan.et er 

~: '( 0 ' 

ford.i alle punkt i detta planet og ingen andre tilfredstiller 
danne lignin.gen. Tilsvarende har det andre planet gjennom 
punktet para1lel t med xz-planet ligningen y = y 

O
• PLene t y ==y 

0 
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skjærer flaten z =F(x,y) langs en plan kurve Kx som har lig 
ningen 

og fra interpretasjonen av den deriverte vet vi at vinkelkoef~ ... 
fisienten kx for denne ku.ryen i punktet (x

0
,y

0
,z

0
) er den deri 

verte av z m" h. p. x i dette punkt e't , altså 

Tilsvarende er vinkelkoeffisienten for kurven Ky i samme punkt 

~)' • ~(.>Co,Yo) 

De partielt deriverte a.C:/bx og "bF/iy gir derfor stignings:f or 
ho1det i hhv. x-retningen og y-retningen for flaten i hvert 
punkt på fla.ten. 

I det følgende antar vi at Df=/o,c og ol='fay er kontinuerlige. 
'I'angørrt ene til de to kurvene Kx og Ky i punktet (:x:0,y0,z0) 
definerer et plan som da er tangentplanet til flaten i punktet. 
Da er det også mulig å definere den deriverte i en vilkårlig 
retning uttrykt ved l'-1=/bx og )t:/~ , og en kan f. eks" finne 
den retning som har en oppgitt vinkelkoeffisient. Dette er noe 
de fleste gjør bruk av når de skal kjøre på ski ned en bratt 



f jell:3ide. 

Hv·:Ls .f. f.:k:a ~ y holdes konstant og x gis en li ten til vekat 
dx , vil. ti.lv·eksten ~. Z,t ti.1 z være ti.lnærmet gitt som 

For en fu.nksjon av n variable z ::.: F(~1,X1, .. ··· · , J(.,_ ) er like .... 
dan 

6Z.,=æ- F( i; +d_., > "'&) • · ·, tt,,.) - F(Jt, ,x,, ... ., >t") 
:;l:, l ( J<,,Xa_, ... I )til) t::b:, I 

der 4Z.1 er tilveksten til z når x1 gia 'tilvekster1 dx1 og f;;...=b~ 
de andre variable holdes konstant. Høyre sid.e av denne lig- 
ningen kan kalles det P.!!".~t~IJe "dl.°fferensial av· .~ m_•i!•l'..t- .. :i1• 

Vi har imidlertid også bruk for å kunne fi.nne en tilvekf3t 
formel som gjeld.er når alle variable får ( små) tilvekster sruJl- -· tidig. Analogt med differensialet dy= f'(x)dx for en funksjon 
av en varj.abel, d.efineres de't totale di,fferenei.al d z fo:r. 

--~- - . '~""'ptll!JIII .li J_. &Ul t•e-øn• 'llllllll'M 

z = F(x,y) ved 

som e.r summen av de to partielle differensialer. Det kan ,rises 
at for ~ til.vekster dx og dy gjelder tilveks-tformelen 

C\2.. ~ dz. 
e1le:r 

F{'/.+A'X,'f+A'J) -=:. i="(r,,y) -t- f lr't'/)tl}(. + ~Qt,y) il'j, 

J?eilen i denne t,il:nærmelHen e r for små fJ. x og 4 y av annen 
orden :i. A x og ~ .Y ( dva , av formen ot..(~ ..,, (!i, '6ll.JJ.':} 1"" ~~yf ) ~ 

Ved en figu.rbF.:traktn:i . ng kan man ovez-bevf.se seg om i~tt dz 
representerer tilveksten til tru1gentplanet og 4 z tilveksten 
til fla-ten, analogt mad si tuae jonen for en f'unks jon av Ein va 
r-i.abe'l it 



for en funksjon av flere enn to Yariable defineres likedan 
det totale· di.fferensia.1 som summen av alle de partielle dif 
ferensial, og det representerer også i dette generelle tilfel 
let en .første ordens tilnærmelse til ·t:i.lveks'ten til f'unks jonen , 

Av teoretlske grunner og ikke minst med tanke på prak 
tiske anvendelser er det nødvendig å utvikle en met ode for 
å finne maksimal- og minimalpunkter for funksjoner aY flere 
Yariable. 

Jfor eksempel utføres praktisk talt all ind.ustriell pro 
duke jon med et ønske om å oppnå maksimal profitt. Dette opp 
nås ved å minimalisere produks jonsomkost.ninger.1e, .fi.nne den 
mest ekonorm.eke omsetn.ingsf orm, de mest guns t f.ge priser etc:. 

En metode· for å oppnå dette er å lage en mat emat.Lsk mo-· 
dell foI· produksjon, omsetning eller salg, dvs. ligninger som 
gir forventet fort,jeneste som funksjon. av en eller vanligvls 
flere variable, så som priser, in.terne pzoduks jonsf ~rho1d, 
lønninger, antall arbeidere osv, Hvts modellen er god., vil de 
optimale .forhold som finnes. matematisk stemme overens med de 
v-irkelige optimale forhold. 

Vi skal i det følgende se på den. matematiske sif~te av· saken, 

Et_!Il.~s,imal,EU.nk"!!, lpka!1__g~~1s~ .. 1)l!UÆ, eller .!'.&:latj.Jt. mak..!.1- 
.mUI!! for en funksjon er et punkt der funksjonsverdien er større 
enn for ,!l~~ andre punkter som liggr~r tilstrekkelig nær- J~Ji:g.J. 
m.alE½llkt I lokalt minimUJJJ: eller !.!l!t~ vt _Jft..=hX~iAU.!!! defineres. e u 
sva.rende som et punkt der fur.tksjonsverdien er mi.ndre enn i alle 
andre punkt som ligger ti.lstrekkelig nær. Begge typer punkt 
betegnes som ekstr_eD:!a.lpun;~. 

Uten bevis påstår vi. nå at ekstremalpunkt for en funksjon. 
kan forekomme i følgende slags punktier; 



a) I et punkt der alle de partielt deriverte av funksjonen ~ 
er null. For en funksjon av to variable følger dette 
av den geometriske ·interpretasjon av de partielt deri 
verte som er gitt ovenfor, men det kan også bevises 
analytisk i det generelle tilfelle med n variable. 

b) I punkter på randa av definisjonsområdet. 

c) I punkter der .funksjonen er diskontinuerlig. 

d) I punkter der en eller flere av de partielt deriverte 
er diskontinuerlige. 

På den annen side er det klart at ikke alle randpunkt er eks 
tremalpunkt, og alle de partielt deriverte i et punkt kan være 
null uten at funksjonen har ekstremalverdi i punktet. Betin 
gelsene a) - d) ovenfor er derfor nødvendige, men ikke tilstrek 
kelige for at funksjonen skal ha ekstremalverdi. 

Hvis vi ser bort fra punktene b), c), d), ha.r vi altså: 

Nødvendig betingelse for ekstremalpunkt for funksjonen P 
gitt ved z = }fi ( X1 1 )t~ > • • • • ~ X t\. ) i et indre punkt av de- 
finisjonsområdet er 

I 

(Et indre punkt er et punkt 1 definisjonsområdet som ikke lig 
ger på randa.) 

Disse betingelsene gir n ligninger hvis løsning gir et 
o11er fle~e mulige ekstremalpunkter. Hvert enkelt punkt må så 
undersøkes spesielt for å finne de virkelige ekstremalpunkter 
og om disse er maksimal- eller minimalpunkte~. Bare for n=2 
er det praktisk å angi generelle tilstrekkelige kriterier 
(se Ayres: Calculus, side 279). Ved praktiske problemer føl 
ger det ofte av problemets art om de funne punkter er ekstre 
malpunkter eller ikke. 

Det vil føre for langt her å gi noen metode for under 
søkelse av randpunktene, både fordi det generelt er et vanske 
lig problem og fordi det vanligvis er av mindre interesse i 
praktiske problemer. Vi nøyer ose derfor å referere til ek 
semplene nedenfor. 



4. GKSEMJ?LER. 

I dette avsnittet skal vi gi en del eksempler på den teo 
rien. for opt:imalisering som er gitt foran,, og tilE,lu.tt et ek- ... 
sempeI på en viktig type pr ob'Lem der denne teorien .i.kke kan 
benyttes" 

1} Vi skal først undersøke eventuelle ekstremalpunkter 
for funksjonen gttt ved 

Z. a F(l',y) s xy'l.,..X'L'j • .xy(Jt,t,'f) 
i området gitt ved 

x~-11 'f ~I 
dvs , området som er skravert (-f,1) 

----t,,,f ....,,.-,...,_9+;l,.,...Jl,.._>4'_,;1i:,J,-,:,,-,._J",~_J,...,_..-r• 
på figuren, 

Vi undersøker først de 
indre· punktene, og får 

Dem eneste løsning av ligntngene 

d2. . el~ 
~ cO " °Jy = O 

er punktet )(,: V : O , altså origo, med f'unks jonsve:edi 
Z.: 0 .,. Po r å undersøke om dette virkelig er et ekstremal 

punkt , be:reg:ner ·vi 

r :. d 42.z. 
= 2y - ox'- ' 

C O).l! 
s 2x .•. ly I ;:;>: ..__., 

ax.?Jy 

t• 
l .... ~ 1x 1yi • J 

og finner at 



Denne metoden gir derfor ikke noe svar i dette tilfellet. 
Men hvis vi ser på funksjonsuttrykket, ser vi at z ~ har 
fast fortegn omkring origo,. dvs. z kan få både positive og 
negative verdier for vilkårlig små verdier av lxl og IYI• 
Origo er derfor ikke ekstremalpunkt. 

La oss så studere randa. Flatens snittkurve med det ver 
tikale planet x = -1 er 

z.=-l·r(-1-+v) • -;lt-v) = y-ya..; 
Denne kurven er en parabel med maks.punkt for 

~ • l-2.y• 0 > .w"t. ~c i.. 
.E'or å undersøke om dette er maks.punkt for flata ( innenfor 
defini.sjonsområdet} beregner vi ~Z../bX i dette punktet. Vi får 

~{-1,t) = -/+f :-l <o · 
Av tilvekstformelen får vi da, siden Jv<.-1, i) • 0 " 
F(-l+6x,,J. .• tJy) - F(-11~) ~ i[<-U.)o>< +ijC-l,i)4Ay 

-=-a.ox,. 
Innen definisjonsområdet må vi ha AX:?O, og det følger at for 
små t\X, .Ay i definisjonsområdet er tilveksten negativ, 
følgelig er (-1,½) et maksimalpunkt. 

:b"latens snittkurve med det andre planet y = 1 som avgren 
ser definisjonsområdet er 

Z= X.(l+X) 

Dette er også en parabel med min.punkt for 

Helningen av flaten vinkelrett på planet i dette punktet (-1,1) 
er 

Ved en diskusjon som ovenfor finner vi at 



S:i.d€-HJ Af ~ 0 i defi11itijoneområdet er derfor a'l I.e funksjons 
verdier i punkter omkring (-i,1) som tilhører definiejonsom- 
- ;a rl ).;,... ~t • · · T,, (' l__ 1 ') dP·t:t "1 ·,._ ,4,._ 't· · t· · ..: · .. ' r-1"1"1 ·r · .,.,-\,.,i" rc.tv.e 1..., ,:; ør re en.n .l' ~, , og .... " e pu.nJr 1,,6- er e m1 .. n.L1..1.r.:,, .• , .... ~1u~u., .. ; 
for funksjonen. 

Det eneste punkt som gjenstår er hjørnepunktet (-1,1). 
Tilv·ekstformE3len gir 

I definisjonsområdet er ~X~ O; 4y,o, og tilveksten har dE::c·-lt 
for ikke fast .fortegn i punktet. Dette punktet er de r-f or he I.l.e r 
ikke ekstremal:pu.nkt. 

Alle punk t e.r i definisjonsområdet er nå undersøkt, og 
resultatet er et lokal tmaksimum i (-1 ,l) og e t Loka l.t mini- 
mum t ( --~-, 1 ) • 

Prøv på gr'unn'l.ag av de analytiske resula't;en.e ovenror å 
skissere fla.ta omkring de undersøkte punktene! 

2) Minste kvadraters metode, 

a.) Anta en. størrelse x er målt n ganger med måleresultat 
x_. , i =::: 1, 2,,, ,n"' For eksempel kan x være avstanden mellom 
i A 
to punkter i terrenget. Vt ønsker å gi et estimat l( av den 

'llltJIRI -~- 

sanne avstand x. Tv1.inste kvadr'at ez-e metode er en metode til å 
gi et slikt estimat. Noen begrunnelse for metoden kan vi ikJ!r.e 
gi her, d.E!·t er et problem som vil bli nærmere behandlet i s'ta- 
t i.a t Ikken, 

A 
Ifølge minste kvadraters metode finnes estimatet ~ 

størrelsen x ut fra målereaul ta.tene x1. som den verdi som 
minimum.sverd i for summen 

gtr 

!>(x)= (~-~,)" -r (X-"t.2.f" -t • · · .•. (x-Y~>"- 
(\ '2. 

= r c.)(-lt"i.) • ,., 
Vi. ønsker altså å bestemme eat Imat e t s1:1.k at; .§E_~}) .. _a,!_Jf!.§:2Xlt: 
~-~Y..stand.ene mel,loE_ de.ry .• mål t"LY~f-<Ll~timate·t . bli .. !: 
minst mul :i.rr ., 
~.11:M- l --~ 



Ved derivasjon finner en at det søkte estimat er gitt ved 

A I~ 
X C h b x; 

t.'=I 
som er middelverdien av måleresultatene. 

- = X 

b) Vi skal se på en annen anvendelse av metoden. Anta det 
er målt en rekke samhørende verdier av to størrelser x og y, 
med måleresultat x1 og y1, i= 1, 2,,,,,n. For eksempel kan x 
være belastningen på en bjelke og y den tilsvarende nedbøyning. 
Så lenge ned.bøyningene er små, er det rimeli.g å anta at ned 
bøyningen er (tilnærmet) proporsjonal med belastningen, selv 
om en vet at denne sammenhengen ikke kan være ube/grfmset gyl 
dig (f.eks. vil bjelken brekke ved en viss belastning). 

Vi antar altså 

'::/-::: Ax +8 
~ A 

og ønsker å gi estimater A og · B av A og B på grunnlag av 
de målte verdier xi og y1• Ut fra mins-te kvadraters metode vil 
vi bestemme estimatene slik at summen av kvadratet av de ver 
tikale avstander mellom de observerte punkter og den rette 
linja y = Ax + B er minst mulig ( se figuren). Altså, finne mt.- 

~,-' .(Xtlft) 
At.•8., ~ 

y'l:A-,/+B 
• (.l'h,y,,.) 

Ved partiell derivasjon følger 



~~ • . . . ff : .l(AN',-t8-y,) + 2(AV&otlJ-y •. )-t ...• 2.(Alt'11+ a-vt\) 
" "' ::. :tAL X'i .+ 28~ •. 2 Ly,:. ~ 

C:a:t (a:1 

F'or enkelthets aky Ld Lnnf' ører vi 

-· : y 

}. 

' --- xv J 

- Xi. 

Merk 
og :s 

L§ - 0 ,s; - 0 
oA I (}li A 

e l.Le r --· -~~ + x'S ar xy , - KA + B = y 
Av den siste av disse lignignene ae r vi at li.nja går gJennom 
punkt e t ( x ,y). Det er da ti.lstrekkel:ig å be atemme vinkelkoef 
fisientf-;!n A. Løsning av lignignene g:ir 

vy_ - -;;- . t - ,,.. ,.,..,,. 
- •MIM- l!kU lfliltM -,:trlU"IIG! ~ 

som estimat for A. At dette virkelig gir minimum for S k:an en 
se på forskjellig vis. 



c) Minste kvadraters metode kan også benyttes ved ut 
jevning av feil. Anta f.eks. at følgende høydeforskjeller er 
målt 

h., 

De sanne høydeforskjeller H1, H2, H3, H0 må tilfredstille 

På grunn av målefeil vil de målte verdier vanligvis ikke til 
fred.stille denne betingelsen. Det er derfor nødvendi.g å ut 
jevne målefeilene for å få konsistente resultat, dvs. de ut 
jevnede verdier må tilfredstille ligningen ovenfor. La oss an 
ta at alle høydeforskjellene er målt med. samme uafkke.rhet •. 

Etter minste kvadraters metode må vi finne minimum f'or 
funksjonen 

med bibetingelsen 

.,_, rt u, t f./3 = "· I 

Vi lar H1,H2,H3 være de 3 uavhengige variable, og får ved de 
ri.vasjon · 

Ligningene til bestemmelse av minimumspunktet blir 

u,+ I+,=- ~.tho ' 
f.f-,. -+ M-o ~ hi_ +I," , 
i-,1 + 1-10 = '11+ho. 
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Løsningen finnes lett og gir eBtimatene 

"" µ., = h., - i e 
A 

'+2. = h2. - *4 e , 
hes - ;. '= , 

.:. ko •· ~ (.. , 
der 

3) Lineær progra.mmer:ing. 

Det siste eksemplet er hentet fra det viktige området 
li!~:r; pro_gram.mering, som går ut på å finne eks t r-ema'Ivez'd Le r 
for Li.neær-e funksjoner a.v flere variable i et; område gi.tt; ved 
lineære bibetingelser. For lineære funksjoner er de partielt 
deriverte konstante, Det blir derfor ingen ekstremalpunkt i 

det indre ay defin:is jonsområdet, dvs- e·k:stremalpunktene lig 
ger alltid på randa. 

Når antall uavhengige variable er ~ 3, kan lineære pro 
gramr:1eringsproblemer løses geometrisk. Po r et større antall 
var Lab Le er de vanlige optimaliseringsmetodene til li ten h j e Lp , 
og det har vært nødvendig å lage en egen teori for løsning av 
lineære programmeringsproblemer, siden dette er av betydelig 
i.nteresse innen økonomiske analyser, transportanalyser, pro 
duksjonskontroll osv. 

Det følgende er et enkelt eksempel på lineær prograrrunering 
som kan løses ved konvensjonelle metoder fordi det bare er to 
uavhengiee variable. 

1~1 fabrikant produserer tre forskjellige artikler a, b, c. 
Han regner med å kunne selge 11~ ganger så mye av a og av c som 
av b til fastsatte priser. Vi kaller mengdene av artiklene 
A,B,C, og fortjensten pr artikkel er 

I f, = I . 
Porventet fortjeneste er proporsjonal med 

F = ~A ~ rlct • !>C. = '3(2Å" '-f.B • C.) 



Han kan produsere totalt 1000 eksemplarer pr" uke: 

Han vil lage flere av c enn av b: 

Han vil lage minst 100 av hver ava og b: 

A~ tO"C) ~ s~ ,rso. 
Han vil lage mellom 200 og 500 av c; 

Disse betingelsene kan skrives 

rs E: c. 
8-+C E Cft,o 

B ~ ltr?J 
200 ~ C. ~ ~ 

og er oppfylt i et visst område 1 B,C planet (skravert på fi 
guren). 

'ho 

2.oo 

C 

/ t / 
V 
/l 
/ Id• l..Oo 

Når A elimineres er Fen funksjon av Bog c~ Det søkte 
maksimumspunkt finnes i et av hjørnene av ra.ndpolygonen, og 
ved direkte utregning finnes make i.ma'I fortjeneste i hjørnet J?: 

F=- !(2~t-2a-c..) = V\,\,4Je. fer ~sC.c '+9'0 , 
A = t C'trt> •.. 2 · '+Sb .;I,. r tst> • 

Den såkalte simplexmetoden for løsning av det generelle 
lineære progranuneringsproblem er en generalisering av denne 
geometriske metode, men er for komplisert 'til å komme inn på 
her. 



- VI I UBESTEMT 11\JT[bRAL 

I pnw.l;slu.. OMtKnd.ls.tr k»mW\.U" vi eJ-k limt i p~ 
. °' ~l'!ML llM {-,Mlk~cm r Wh'\ Juv ~ q;Jt ~j<1>1 { t;{ tk-ti<M"i: . 
Et ruJJU/( L; 9 ~ ,.; r €1.n l/.a_ v1D.A-L " 0,11 I-;~()(.,< t J.; L f li I Vt\tM. vi 
~bJ.. ~ 4v. (JQ,t,J;,.._, ~~ OtJ ~ r u 
~kA,~1~-~~.~l k f i · 

I, ~n bifi~{;9 .IJ .•. ,~ 1 ck~r1u.i ; @J ;~tnJJ. I· 

[11.,!r] hu- ol.lttd. tJ ~ iY\~tol.. 
,,~ i. ,..,, c& kr i.,·• ·. ,r ... ~., . ' . . ~ ~,:~<.. .s:æ,,, k.,, 'i ,. I , .s. l 9 O , v'f .ug... , 

(" ~· . ..L ~t • 4" J. ! I. lø, l 
~11.1 ~CM Sa TLP"if ~ ff':li1-',.~~ (All ru.It 1,.(,0(_,,;r K,>'t,·11'\,·!ff'_, 

'i vt~..Æ ml t rvlf.M q,4.... -~~-lf' ~, tl~ oÅ- ~ ~.Æ O. /, WJAL F 
I ' tJ ~fu 11ft. M~ ll/1 ~ d.L,;-;~~~lM- ~ ~ ~ 

·,o1~ ~, 0. J.w~ w ·k.v-i~WWI~ ~ ~rFh 

( rlfj .}-(l1,h ~; r ih., ~ ~ .ks», W OM,~ oh,~ ~ c,,.) I 
r .VI-W) w ; ~ ;~ to..l-j0'1L6 tUJeu- Saw, ~ o.fu... 
',•~WM-jUM.fll~· r,/~ ~ <)k I.Il Uff .J i~~UM 

p~ ~ t'\/1 il!h u ~ ,w'k ~ ~ ,w1t,, 
l'tuM ~ ~ Grrj~ (J~ ~w ltV-(A' ø.A- hl rl\MU ~ 
~~ ~~--. hwi-> W,<t-kwk,. ~ i¼ ~ 
~1~d:.nt~&&~t h~ti OJ'.Uk:1:~ 

14'!n.s f Or Q,t ~ ;~..J, hl f i eÅ- 
. f, r,Æ~~u. [ d 1 (; ] I da.. <\P f ~ ~ ~~ 
. ·,~ttJ ~L f a.&-s,~14.. .u, ~ r ~ f.+.I P.,,.&1,»,-t . 



', j 

~ lw-n-uiÆ.r ~, s.J-n..rl.<J s.«, s. l'/8 ; ~citl~. 
Sawi '1W!l{.,o{ F eJ. vi~L:, ~ ;~ttt,(, tlf 

lm.Ju.;r (n ff (,ddx tJ9 ~ V<A'" 

ff{it)dx-= f(,c)+C ~ r:t")-= fl)() 
~ 0. P1V"~ oJ F'CxJ + C Ilk cbM ~ ~ ~tfltM 

~ h.ax f(v:) ~I J.t..;uui .. 

. H~ åa! ~ (;Ml,&., ff lll)b ~ flx.J AA' qi ff ~ 
t\JetM ~ IL;~ vi ;,;~ ft>c) ~ dlNt k..=~ <Ml~ 
~ ~ CTh , f • aJ.-:, ( lx d.x =- X " C , M>M ~ ~ 

~ vi ½ - I-it 
aj twok,~trM~ 
l,J ~hk&~~ 

cJ ;~~ (r~~"'9J 
E.~ ~ ~~~ \QI ilR- f&-tk. 

~ olkrnoJ;(/ '-}I~ w ~ ~ ~ a,f ~ 
W j~~ IJl RA" j~i. C, I ;ftL. ~ i ~ • 
v; ~ J.a.. ~ '4ru1- i..1 ·,4kMRl ,.; 11t-UtJ..-, .iu: 
~f<n-h-U.., C!J~ hl hl 9"" ~~~.Vi 
~ fl,\.cK tl..Lr/crr iluvt.. ~rm a.t./.~li~ o.J ~ lr). 

A~ll ~) ~ ~ ~ MllM ltÅP' hAr ~ 
~ ~ .J (1M ~ ~(u-: A<ji« Cbpk.rl 2.r-30. 

Alk-rh-0.Åil! a) /n~tujfT'M~ ; 

~~al'.! vtJ ~ huff]},\ (iMl~ttj wf rL<j ~o,WJ 
~ $.&Æ~9 ~ff-ij ·~ ~ ~ Jtn~ I~ rft/~ 
{f)>'\ furm.c.. k I ~K i ~wl.u- . k ~ l~ '-4f> , t § S" 
~ A'I~ ~I« ~s . 



Q4,," .s ; ~ 1-G-~~ u (,,,1 ~ f\~t, 11 I ~V~ 

(W. ~~ i~ , k ~ti~ ~ • q I fl/ °1 (, 
A'1~ ~kr 2". 
llJ.in;,k~s~~ .. --<µJ: 1~&-m 2,r øA-<Jwt.-U ~ i~~& 
u QNl ro-'>jur..t.i.L ~d'h ( ~lt~,j O"h twrrr ~ o-q NAn1V 

u- ~ ~ ) . k A'1 .e,, ~ 1-t-r ,19 . 

l-loW To 1)0 IT : 

)< j Sl,Wt,\J..,r k,., ; 9 i.ekt iri ~ l1Jh\ tl..em ~ 
-r.ff. .. L I - I I_ f ,, ·~- 
l~cur ~ kft, ~ ~k ~ ! 
CuJ. Irlt,1Al.1. QA.L ·, kJt.«- ~. ~ 

· •• I L _ _ 1 .• "-... 2 ~ ~ rv4NV,n·1 dl1 . 

p~ rKJ ""' 11M1a&.L 
p~ ~ """' ~ ~ uu,iJ,d. 

PIW ~ iW.vis ·,~>jflh 
PtW ~ ~ ~ d.dvi s 1~m,jCfh 



- 

En d.;.~y;Jµµ~ri:,~ v Q.,.,, l~~"-1 .wwi i~~ 
~h-1jCl\'\l.A (OtJ ~ ~ rfu.e. Lld»hR.Mf 9.t. lflM'iaU.si..) 1'rJ duv., 
du; CJuf t. . D; [ ~ ~ cdi.9M NJ RM ~ <rtd; l\4A" k,.n s cJ.,i. ~ 
-/Vl "i M ""' M» ~ i~ !ltl.ki GÅJ..tL , ~ talt h.vi s d.d. i IM'l-9M tu 
eli.u- f{t.t<. ~;9"' l/0-t'loU.a., Or~1 w ~ rty~J 
u,~"1 u- ~ f;I d!.vt ~uk ~~t.t ~ fm<-~~ i 
d; (~HM troLli9M ~ . 

· I ~ /i~ cnltUI/~ ct(~olU9w.i~ tr X 
dfM l,IAAJ'~;f.L IJW;i~ U9 'j Y OM ~a,., rMI )(: 

(I) X~ -t~ ::: 3l<1 J 

(l.) (~)1-4~:, C) J 

2. ~ d ('3) 'I. d><z. -d.x ~-+:i~:: 0 1 

z. Jt<i (-4.!i )l. (4) 1x d72. - . cbC -= 0 , 

(t) fn](l) o.,,.- MF fcni/4e ~, (3J~(YJ u ~ ~ ~1. 

(5) ~ - ~ ,. 0 1 ft ~ X' ~ 0 



Q r eJ. Je1t. rw i i ~lnt1.t. cn-d.: ~ d; {~s; ol(;, ~ "1.u 
cw- J-rrrs.fe ~. Hu aA" t d.wt rMN~i9.e.. ~~ °9 
X CITJ '1 V ~ i.; <ntJlA" GW -f: • 

D.e. lo~~ p#"blk. d:. ~Yi ol: I;; 1 MÅ "'I u 

ch i- dz. J.2 XdX Y-:; = ) 

d2 2. d1Z. 
~-·?. + -r-;, = 0 o» Of.J~ 

tr ~ ~.li s o-r /-rn·rtk '11 °""'~~ ~ • I ( U en, { 1) 
Q.,t' 7.. ~ ~(.,«._ ~ ON, ~dl-, p,µ d.... to ~i9JL. 
U-0,.., oÅ:f. L X <Tg <.j , 

~ ~ H1 ),i ~ /ur-fri "I cL,.Le. ~ cw-M-tu, 19L °9 
IMU-f ~ i '.Q,, (l(l,yi cJ.rf.e. ~ kl ~JS li i1..r et (~.hol.l;,p·i~ w 
/ut. Uv.. ~ Los tvi '!:j au et f je,,,f.,d; olLi, 11,( ''1.!NI . J:o.r ~ ur 
IJ-= X '2. ~ l,J!~~ oa {I) • ~ck+, 

I G) 'l, 3 ~ Xl{+~= x~e1-.x+x = x ~ 

(~) 

(7) 

L+ 1.. _ (} .... 4- l C ( Mw (U,L N1N1 ar, St\ vi.SU (j).. 9 ,,,. x .,. x · 1w-r,-r C u ~ 
"-n I W ~ 9 /uni ~ ) u 11A11 lo~ "1 a,.,,. ( l) : 

'x'f 1+~ = {:lx- .f:.:)x +{)(1-f ~) = 3x:l.. 

"f;/~d.,._ p..M'I d.J q,i1t5 ciJ:_ er x4 Olj~ V lA,, /;,Sh.,i~ cor 
d.; (1'.. 1-fArJ J ; o.,l{;_ 9 Vl.,t 111 WL- ( 1) ' ( 3) °' ( 4) . l/i cifl.ri. ~ J.d 
lln~1 ot 



l. . cZ 
'.1 = x +- Cx + v 
y = C, X + c" X' 2. 

·· lx 1 
y::: c:· - c!- f.h..(I+ C,x) + Cl. 

En Ustv.~ M" '-"" h-ii ~ cli~InaiJ..;jhÅt19 MIM . 

i nmL.kc-td.u n wurl1tMiji9t. 1 V, lb.,;; l.,;9 ø. bstoM f JLr tuJlu. ~ 
oll'IU.M U.s~t19. \h kaK <11J,€Nlfrn- °"'~ ff oA.wt.tML liJJn,;»-<J..u- 
a.v rJ; l{u~Mli ~{_.;9"'1tujlM-t- (I) 1 { 2) 1 ( 3) Gy ( f./). 

2. " t "L / ~- / •• ~ - j_ -~ ~ X s i ~0 C\ (..ITJL,f-C. ~ pP-A: , r<AA. ~ _ wS n11 l1j DJJ- wi ~tlU,;... 

ctf~~~cJ,{.;9~11,fNll.. V; ~9.u h-1.Uh.J. gi a. ":1= x2 u 
·1~Wit. i~~ U~n.qAM 1-rr-r W,(2.)"'(3),~ 

4 i~ ; ~ al~ U»vi~ fcrr ('-I). V; s-;JA- oJ ~:x t.- 
Wi ~ ~ /J, Sti-i vtiJ (W' (li) . 8 Q.e.<_ '1.v-; s Jd ;tJu.;, 0,U ; J'~ 

s i"'9 ~ Us~ "'9RK e,r clJ.Nt ~ LO~ t"'}W t4-'I ~ - 
~4vt el; -5/ u IM,; t'9 a,,.; et,~ s-; oJL; q n,; ~ JM • si~~ 
-u.svi,,; ~u tur umJ.;? vi.s iw {,;~ ;~ {<rr UJ~ •'1 oxr 
p ~ fi li lu.. P'dr~ • 

er !.Yl ~.s.,,; h.tJ o.,.r ( 2) 

- b --- ( 3) 

l);f~t-i s.ial.l-;~IIIÅA.jV Vfl" <VJ J·fm. ~cf,u_,.;~~ r 
l i ' . I' li . • I ( • L L. ,. ,... l. f • I I L,, - - "" ··1 to tf' ,f i ,S t t,,. f..t,111,dJl"l X:) k.t · f.fJ.K f.. tklÆU--r' ( i~ , . ~~L"'t t'vl2. c:ffj O ~> t'A.fi... • 

fr" tf:. { {P.:.r-rl~,~,,i oJLi 9 ~ l\;(J k.tAtvt ~ k,..,, V"t.- hAnJ t ~ Q.J >r, J f~v~ 
·" - 7 

fowmrk.,r u:; °9 d9,vi 9i.- u~~R.,t- ; /tnwi tur {v.t~frm.u-. 
. k' C/l-1 s1t:vv~ ..wh-1 frr~J.cntvik,1.V ·, u~~ WJ tvi /,es ktvi M.t,~ ().v ~ i.kw..JJ 
l~y~ .. ,h.c~ - altu- ~;lsKwtcL ( rØ'I' l:~MÅ i",.(I (Y) fM vi nvA. 

/ j \ 

Lek"'t~ ~ .•. 9'=0fur x= O ,~ ~W ~ c..,.) 



DtA-t cJk, ~ 1'1fl-'Ni tt~.&-1 o.lt,;9~~ 
~ = fl)(;) 

YtM SØvl ~cL:9 Us~-, 
y ~ F{,<J + C • ]t&c)d.x + C 

w n l( J u ~ CW\ ~, c1.t.n c,e,ri.e. o-r f c)c1 , ctrl • n ){ J -= Jl ,cJ . 
J.lrvis fl;,,. ~ fil'W\L, Jf{x}thc ~lit td ~ 
~~crn.lH I b aU-s.:.. cL;~s;olL·gn:.~!,f,\ {l-w, ~ . 
1"1 ~ ~ et)'t I a1h,.. ~ ll.4il uff<. ~Jur I «,d k,,J.rn.Jwr' o,~ 0.ttd..-t. tt/lt4~J.;ol.t.;9..;~flK em-. d.A ~Jk. 
i~f'M' ~ kA,.,. lÅSM q,vJ. ~- '10kt /.å!,.,;"i,s- 
fi,tt,~ '11L ~J. ~ J;~·aJ.li1n-.~ · f-o-rw, 1 
~ ~~ i'1"- ~~-fm- l.oJtt..Nj 0.,., olk.~f"A" 
&;.(l«,f-t,tvia.U:'Jn,;~, v: .sW ~ ~ .. ..et. ~ U,s~~s ~ 
~ qJ- flW ~efu.., MINI i p~s ~.e.Å, ~k.ff9.a.. ~(IV 

å..:(~~o.lL9,,;. "'fU , ~ d:.J~,,;a.l.L:~n;r11v "9 

I;~ el; {,l,..1<Nt~alli9~'1V. . . 
I./ vis li.NI J; ~1-1 cJl.:;9rw ~ i lc,ftt. ./?AM liiSJu ~ 

· ~~J-v..,r 1 /?ftM M V'tV.+'- ~ 0. ~MU. ~"~"1 (U' 
{)M,MJ"I'! ,.~ ' f. Q4i.i. k,.o,.,. U~,~Ul ~ ~L hl/Vb" v.flltj~ 

q,,ul e,v. pckMKÅuL.. T:lltt.<V~ lo.u1AIUJ.ø..r /Lr o,~ o.,klw,U.t.. 
i ~"*-9-L h I f<llt.. llfftd W 'VI ~1\,\1... ~ {bu.fu... h J ;.. k..tp . X , 



f~IJ{,_ ctJJ,,.~s.,;olti~tk~. 

b; }IL~ o.Lt9 ri,; n., w 
9'= /{)()-qlyJ 

k&Uu ~ ; fwd.; ~ b sknltt. 

~l· .. ) = .f{xJ d.x 9,, - 
sl.;k oJ. Wktl'k vid.«.. ~ ~u ,w- y Of) ~tt. s,;,k 
&ru-t ll.hitt.~u au X - 

H v e.r- (,om,; ~ RM rw l i~ ctll. 1 ..,; "-9 INl 9 iJi , 
ltd J ~ = f f(,drk. 
fut ~ ui lw;s M å.Ji.A,:~ CJfflk'k s-,ck "7 ~k. ,nd.<. ~ 
fr1r s.,._, mhp 'I: 

fx- f (it = ig [S ~ Jt : ~ t , V. S. 

fx- J Hd <1x = I (>t:J , u.s. 
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~ly/== kx+C 
lyJ= Q. fu+c. = Q..c, e. kx. -= C ~'ttx , Y.., C"e.k)( 

~~ri) l: 

~ = ktJ ( H - '1 ) 

S yr~-~1 :Sl<ch: 

* f [ ~-,.H~~ JcLc • J KcLc (hi~h.~p.Jk~J 

fy. I '1 I - ~ I H-fj I ::. Hk)( + C 
I 11~y I= e HK.(+ c = C 't ~1<x 

.u - r " . t-il<'IC 
~ - '- a. 

. MC 11 e. Hkx H 
~ = I+ C. lia. Hl<,c . ::: J+ C'" (2.- Ml<i{ 

Di~~ a.lL; 9 wi Af.Lv. L ~ I 1wnt,~clu-u l; I ~ 
~ ~ fur ~~ kOin In iWl~uA.t. t14 ! . ~. 
V; 5U" J ~tti,;"'f..tNt 11A'""" ~htll~o-n. 
D:/~~J.1,;9Vlli"1.1.,i,, i QJk~rJ 1 ~~ f;I cliM 

fv'-&t~tc.. ~ r L,Jd.t.,;~, 4 ~ s. b . Los~ "1 fNI OAr 

~ l:gh-1~-- ~ ~ lucJi.tt·~~ ~~ (s.t.~- i.14 
I Of M G(AK. ~h-lk t'l.<J.,_,,. J . . 



vrJ-øt~ 
~ ~ :t ~ x ( k >0) 

9jwt.v- ~ e1lu- i;~ F ~ ~..u:v 
PM1~ (l\)lko,.r ~ ~ ~ f-v'" ~J 
pf,.1/.Jsfv.-~ntJ. ~~r ~I J q,<M~ , ~ 
~l'\t.t.S~t\LÅ ~~ l,;I J witm~ {~J • 
u.s~~ """ i r,~ ~ I ~s 

X-: )( 0 e. h.t 
I 

X ,:: X' o e. - fl.t 

~ ,J. ~ . ih.\t.t;- lnakpkft.., ~~ ~ vi ~ 
bliKf.t.,.kLi9 ~~ ri.fl on ko.t; 1-ø.l lp~-~ ; L:r..J 
to.cLi ø old; \I rb.. C'..IUf C1?) ~ dt; "'j l ~; rwv.. - fa,:f tr" i l;f" • J 
.k o-pr,. ~.lb a, ~.19 i OfMCW<.~oi,m • 

E~ 3 (flu-~. ~LH 1'-l&-1o) .· 
Fcrrd.o,m.p~~ ( ~wa.Mjtm) (w. RNt ~U..lu.JL v -f;J ~ /il 
j)te,un-.r.jmi.øl ~ kc.JM ~. /.lt\J)s ~~ el.;~ 
i-ecb.~ ~ 1 :i""tn i, 10 mwi i, u,,.,; QN" ~o ~l't i ti.vt.,.. ~ 
tit ta, JJ. f-tl-r ~IL~ V ~ ~ 
Lbs~ ~ : 
~rl\Pn,;"1 = ffltlJ~ f'K· k~ = - ~ gV =-gi 

-ri.-;, k- 'irrr 1. 
4 -i cfr I 4· . 'L - f Tfr al.x.. ::.-- tt· nr 

tir k: - =-- 
d.;t 9 
dr-= - tett 
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R. o..J;tl'\ ~ . a.ik: {.; rlL<IA-t • t,ff.d ,- 0 ::: r(O) = b MWl J 

f- ( lQ) ""' S MW\ ~lw,(,.,r V, at. ~ ~ ~ ,Å1c.r 110 ~. 
Sn.J&. ._ kl·~~ WtPdJ.L ~I i.~ oJ, 

t,,J;AM i. ~J~ ~~ ~ ~s p! 
kw~ ~ ~,..., Om 9-K ~ J flAm ~ ~ 

bkL 1;~+ ~ t;~, . I~ ~~ ~ ~ ~~ ~· 

hi~ ct({&~eU_.l.;9~"1V 
l) : I~ s,:; ø.1.u 9 IA-i ~ 

{= Pl,dc., + Q ()() 

'1f (W' ~tk ~ I l\ft ~ tl.e- (;rWJµ(" ftrwL; ~ Vl° 

t;~ ;. ~ . r crr- o.. fm-<- 1,;91\.4~ , . ~ vi 

y,= IA·V, . i. -, V v f't,nksj~ lW X 

U.\J I+ tA.
1 V -; P(,d IAV t ~(~J 

i - . ' J 
~T 

tVl ~n,_u ~ J; ci,;fu ~ 
-t:1 '" ~ ~ .. : 

~ ~-= PCxJ ~ 
h-tttA I.., f Pl',(} tbc + 1M C I 
u. :: :!: C e. )Plit)dx 

I • 

• 



, I .. ( J I Q()t.J 
U\/ = Q X. ' V : ~- 

' Ve f ~} dl( -t· C 
f...t. ' 

ha. it.. ~ uite-4 Q. 1/tU<. w cJ.~ ·, ~ k, ~ 
q; f.Le (Å ~ L , ~ r,.; oJLi 1 w-: ·~ • 
rCJT c. • CJ 1-wr v, cl.J ~t;~ i"k,~ 

c.,= {,t J ~lb 

n 
M ~~ 

~ olh1.U-tl- UJs~r14RAt1. a». 

tJ'= Pl'iC)'1 + Q(,t) 

t.r ~ ~ (W OA-1 f!'!t~ ~ Lo~ 11,j rtlj 
(W ~ ( iH~.<ML) ~,~~ ~ 
dJM ~ U1 ~ ~ rM!' ~ f; l ~k_ 
rt.dhlA.t":f,~ L;' kÅ ~ 

u'-= PCx) tA- I 



1. ,~ u., ttJ.t ri 1C ett ~ i kb ~1u-.u. vd ~k»M.. 
fLwl~;~. 

~~~el,;~ ~~ 'l1fl ~~ d;.~s,;~g~~V. 
L tk ~ s ~; f)J.f U .s wi ~.t.N- _ 
Hvis l.;qn:.tUJ,.,.,, ;h,u ~ lo.t~~k , clJ. oJd-,,..,JlL ~~~, 
v~ 1ttLL ~*- • 

1, bth,IG9kcÅ- w U1~"iU· 

f(!l* f<J~k~h1uz_ ~~ ~«,.;al~~~ Hl~ 
o..lUi L f{,~M aAF ~ ~ ~Id.:"" . ( r or (ri~ ,L, °1/ 
~,f~i,h. 51~ v ~ t..-i h'ill-nvl ~~.) 
f.n UhtÅtT.f ~ ~ ~ ~I J ~ (h~~J 
~ ~ ®.lr-F Cl1»-+t, ftl-lt!f d..;_9 o~ tn-Ld um:.~ L'I J t.. r,.e 
t<11",<i6J) 

3. tc<l\1 H tuA.i kJ """-P _ ~~ ~ ~ . . 
\}; ~ _,_ """···· '.·;,;,~. '""•.- . .:._ •.. • • ~sl,eJ,;·.·.·A· ··· .. · ,.' .•·.'.·.··-.·" · .. UA' W U&.VYJ~O'l\ f. ~-~u._.,, .. ·. ··-.·~ 

Cf.eJ..s. u, l:.~ ~"-1 ; ... · .... · · r,1--d, t•o), 
~ ~ 1)4 ~ t.~ ~"1 ; U.s~"1,...,,. · 
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- IX BESTEMT lfJT[GRAL - 

T, Ti. T, ,~ 
·- -r 1-1 L f · - - t ~ - - t-- _LI -· -> t 
ta-= a. t J i l. f J. . in : lr 
~, .....•. ~ ~___, ......_..,,._,, 

.c..t, At l Atl bi h 
-r: . I (· . J . . \ • l I L ' ,.A. .. L, h . I' t, L A, I , t-0 ,. - t - i.~ l 

1, l 11'1&,r~lS¼ f01" fl ·~f'__Q_ il11, 1 W..Ul·V'9'~L ~ 11 rra n l..\..lWI - a. 11 

1 ; ~ b=: lr l;I~ r l!A. : 

1: ~ V{T,) (t,-t.oJ -t V (T2)lirt,) +···+·V (Ti;) ( ii -t,_) 
+ - - - + V { T.., )(i., - t ... , ) 

= v{T,)llt,., v{T.i)At2+-··-+vlTdAt, .• ·--+vlT ..• )1J.., 
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h n 

~; ~ ~ vlTJ(t,.t,.,) -= ~ v lTdAt, 
t.= I t,.: I 

I ck,J L: 1k h &.s i"' ~.J/.J t.. i;_ = { li - t,., J k+t v, L'Qr" t.; 9 0 s 
1-t1~u.. W\M tt.l hAJtk3l,ctl¼ V ~,ncl,-er ~ l:k.1 sl:k. cxÆ 
'vi ka,,, p. eM {,m,t,l,).; 3 ~ I MIA" vnd.1e. rur 5: ~ ~ n wtt..ti 9 c-pp d~-Ll ''-9 • V i~ fiem V> ttf N- rntA'. å. ~ tM [_.øAIK, 
{;! v't(V vn.e1 se, i-o l! 11/A-C.- o-p-o J.d; !i(J ln irnJUA" • Hin .s lri roA- . f' I 1l 

:i-rttM Of'Pd.tli~ J-lik ol 1w>.A rw,}µj) d,L~L t~ ~ 
r.Wl, M t~ 'lfl/Åtkl.9 Uk., 01 t-e,;WM tri ~;en V'.& ; 
~ta, ~.A<!t.·,~ ~f i tv~ di..l :~u-al.l WM1te.. 
elt~~ I dvs. vi ~ cJ J.J ~k ~Mt ftrr 
(b __ tJI ...,D 

V 

O 
/lit· ~·' rr tJf,..,fA ,__S,-~~ =-~--_. -. _t - ~-- -{T-J di-]· 

Ai;•o t~' 
-- - ~- 

Vr ~~ tL. ;~. nu.& .. 1-o ~, ~; 
l})_u, oJe,,.. sctki~~ ~~ I as ~ttt-r (). tlWl.l.,. 

t½ ~lb- k vi ka,,., ~ i; I 0. -~ni- ~ ~~ C,¾d;0,n • 
rt ... J, Q>- ..1~- 4~t! $ 

fvf' Vi ~ (A.> r-L-(}, UftJ,!,L (J("11U)QAl«+l.P.- 1 fll~ Rn 
~ ' - (J ~ 

~jtm. 0-pp ,-nvr/r-nnv. PØ' cJ t-vi ~-Q. kttl t"Kl,su lrcJw. i"-~M 
fr, ~~slu_ , lr; ctl-eq __ i,&'k 071 ~~m1.4fi\,'\ÅJh, k.uri.u_, Uo.Jrf.vre.-, .. 

··t L J f '' I" ,. I , & 
-~ tn·ll q ft>tv;,e, t,.t...pO~ r c.-'l"' f.41. "1:h#M fi-~ h rt>~~~U~- n-\..!~ H, l-tnn ~ ~ • 
r I. ( ~ J I. ~ I 1. _ I ., . }, t fr . 1 _ ·u- . ( _ __ L t · " r «« Q,,.;,,:; f,11~.,. r.1.,,. 1'1.n i n Vt>'-t:lf4' ~1, I V a J (),,t\ rt.l) \ ..tn/t}t.vi J>r i Q./vl 

I J f i• . ' ,- i k ~ I J ~ /\' ! !J I\ f · } ,, l!f • f _ • ,.. _; .__ _ I ,,, _ t J 

!J7'J.Jt t~.A<tL ,:)J.,1j ·u,.,r fMJ.. ' '.QM Cl "1 f , '1 &.l,,,r, lr Cil.~-t Ci I ti v-.e'<( r - - - _-_ ._ - ~- ' 
l n 1 / N; ~ ~ f., v(TdAt~ j 

;jr - · - ' • ~llw,lllc_. ~IWC::l'l.'C:N~i)ia:ljll;.~~Mtl' 

Y1M hMA~-tj~ V ffJ-,;) -Xfw, ~~t;9NMM ff"" .lrok,~1- 
l ('··t )" dl\f (U..,.. ., . ,l. ...-vt,\ ell. . 
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vit) 

I 
I 

t,. 

b.Jt.q_ kJtrt- cd 1w; s Qn ~ ; ~tt.l. ~ Wi\d.,,. ~ ··/ar 
~~k~~ ~On,~ vi~~~~ 
~ .wm ~~~ fMr ~~,L_ ~ ~_!,~ ~ 
M,4}t. M.tJklr.k ~ l~ s» dim JtUtttnt.. 

V; .sW Ms1- vi~ al dJ a)c,,;~ 0iv1 ONilycL:3 
9~W~ A~ dafl'UA'1- \Ml dJ iM-!WHIA~ ~ML 
<Mmfu,-) ww~;g tu» ~ 1Ji ~u d,l; .. Je,,.~ d; 
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°9 WW ~ i 5 Q/<I hA.n L~ 'IÆMl1 Ti: ~ At~ 1n &dt e,.. i Wh ~ 

~~~ V. I/;~ fm.tt {tækH-e_ aJ ~~ V U 
lw-o h k{,(.c.A" /,; 9 I ~h. oA 9~ (lA" Qft,i S1Ltit'I h\fn ~ ~ I t ~ 

e19 ri.vwk1,;'I '' ~ ~ . ~ <wf t~l«. a1 tW.a,( • r rn- ~ 
~, rM- tAM<i.ub'Oh.Ju..,, ~ n,uJ; 9 I ~ V) o,t 
~~ 9Y\l,vi v v ~Wv og ~. 

V (f) 

-- •• .1 I ..J.,.... t 
I\ t l - ~<>~,· 

""' • 2. .1 -- '-"'"""' i...,......, 1..trl Lr -- - ---.-- .. _ _,. t 
At, ,0:t,1 ~ -6:Lo" 

hvu-r & °'9 f" a-r YWM~s ctiM hwi&~ °9 ~ o-m- 
J~ ·~h<.v,J-· ( a,te..tJ[ !Nv,Jµ- 1,kp-~~<m '). V:~ 

r..,= v(t,)Af,+ v'(tJAt1. +··· + V (tn-,J l)itr, ~ v(·l.r )id:.., 

S.., ,# V { e..J .oi,+ V {i ,J Al,.+· .. t- V (t.,.2.) Ai ••. , -f V [t,.,) Al.., - 
S"- f., =- ( v li,)-v(cJ) At,+ ( v(l1)-v(t,))f..\ t2 t: ·· + (v(bJ-vli .•.. ,)) si; 

.i ( v(tJ-v(o.)) At + ( v(t"J-v(f.,)]At + ···+ (v(i)-v{t"",)):. t 
S: ~ f.t. ·~ (v(~)-vfa)) At 
W1n" At ~nu titA- ,0,1,~ ck_ d.J.i rJv vrJ1..d.. 
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- Mw. cio.~ ~ o.l t,- & ~ 'ti~ rY!A~ """' ~t 
O'pf1' i ff fMT.h h' lit hJ1 t I VTA-t<. vi ~ tør Cr('p J..J; 11.f I.Ni ti: ~ 
sL k Pl.6 io.. M d.,J s fur kf.c. cM i n k.r~ , h. t, I-i I r-eJ s !. H '1.u 

C At ~ ,.dlr 1- v{ø.) • 

V; hJwt" n.å vis4 J l(~StN> ~ ~1t1rnt.,yi I.,, O'Cj 

IMfldu.stAw.llWA,, ~ MM c,;W4 v,Uu;,,.t.,1 t,;itA,, .. lleJ Wt1t J 
hc,-;s dJ o.t,.;~ w 9~ fr,,- s ,» ~~ 
·'"I~ ~ ~~~ ~ f., 09 {;k A~ ~ l;9q.u 
~ ~ dJ Wll~. 
DJ u- m.v.L9 ~ er,·~ al J.vl. ci.U.Aid. tH-?-1~ (1.Nl (}~ 
fvw" ~ '1Å..- At-. 0 ~S-~!iQl&:i V"Y J.~-~.µ 
kE: i{, ) • B.e.m1RÆ 44' ~' ~ ~ k.r. 
~i~ ~. ei~ ~ at 

" - ~~ ~ r v (Tz.JAt~ ~ s" 
- Lat 



~ S H j '-' p.oii"fOM ~~ Mlth ar fcn&wrttf.w. ~ v{tj 
,.~ 

~I d~[t) = V {t) . 

Gjt.Abr thJ ~ aJ. 
~ 

( f(,d dx :: F(&)-F{tÅ) 1W" ~Ifx:): f {d 
a 

. V; fun,.,hvtf vr al f u..r lunJ-i •~ 9 , °9 ;~i&i 
~ e;wkut ~JJs i-ft~l&. al ftnltl<i o-..RA,i u1p-i. Lr ~ l.11 ~ 
L?C j,,:;.tndJ..... \J; )'{t"A ,U\ diJ.u.e d.J- ~ ;~J w>f 
r~r O 111-'- 1}1'~ t:n,..i.R.,1-<h- : 11,. d.vt -t; I tM ltvt,r ~ i {).N' 

fJLf'Jf. ~ Y1lnAV ~ Ile,~ frrr t~ I Vr- 

. A! ~ f H}(J<Lc = Alt) 
Cl 

OA.. ~an (l)J åt,,e ~i. V; ska,{ pYIM.l dtM d,..,:,w.,k_ 
()>J. tkt.,hL ~~ 0 tliM : 



r - I 
-f{tJ i A A " H t-+i,.t) 

I I li I' 
l t+At } X 
~ 
~t 

dA{tJ - ~ * R f {l) 
cLt ~.f,() 

Afi) = F{tJ + C 
lw1rr C v OM ~ • c ~ ~'li./.) cw a.A- A(CA,) :. 0 : 

A{tJ: F(t)-r{a). 
~1 tM c!A" wt\.o (J1 crq s;· · h4~ 

A!-= A(lr) = r{lr)- Fl~) 
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(,. 

f f{,d J.x ,.. F(t,J- F (o..) • 
" 

fk~,,,..P&-r ~ btf/fNath/JÆ. w ~~t ;~~~ 
/, H~t ~ b~g~ht 

rm. f<,~~. ~ (li o) 9M b'\OKwJ. ~k~ tl.r ~ 
{;.~. k.vis 

o.) huk~ M -~ IIÆ l;k .,.uU. I 
lr} $,-u,k,4~ ClAf ~·~ o.r t It hAAi.L ~ 

l.r ,,,---~- ~ 
'I . l..., 11< 
lttt ---l;l. ==,-· ---· ~·· " "" .. 

~19 lttij '"l' 
'-~ 
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Q) l'h, 9 -t tn z. 9 + rw, 9 - k -=- 0 , 

&J lh,9<.l, +ttt"9n2 +m,3a.3- k& ~ 0 _ 
\!; ~ ~~.,L:j h.o.. oJ . , 

k= f m,t-nt2+W13)a = (~rni.}o , 
.J ,.. ' ;J 

J 
I<' lr • { wi, o., • h1 i ai. ·H,, Ja 1)9 = ( f.; m, a., )9 . 

(-/'I.li$ '1n h.u- tt ~, ~ VI ~l~c!t. 
~ . . " 

k ~ (~trid9 , Kl.r = (~ rh~ a;J9 . 
V,~ 

~ " 
rn = [ rt1~ M = E m.dt 

i'a-1 J t:., 

~. I,,, vis fur' ~ ~ ~ a, ~ ht1-ok.. 
~~~.:~·P-« cæek,..-1!'1s~_. v~ b,ru,~ 
0-< ~ ~ ~. (,. fw.. etpp~ri"'9J~: 

& ~ jj_K = l° ri,~~t. 
' ~h,... 6 

/.fin.. vis ~ th W;~ L:, ~ cn,v ~ 
( vi kJJM nÅ ~~ ~~ <fm vi 'Vil ) ? 

,f,fJ.,.,., ~l r-b() J 
____..........._:;__ ~~M".IJ s- 

1"U'I/Jt;~ 

(J 
sF7 L .iM-- :ed,.... --V- -~. L 



.., " 
t'h = fm~ ~ f J,A-('f..)A><:. ' 

1; I Y'.Æu~ ~ ; ø.l. (ji-j ~l'\U" ~ f-rndJ..; ~; - 
fv,"1½~ ~tta,..J ,~ ewvt J.J.;nl-uimll. 
~tv,,, W h ~~'.Ull-, 'I.ni {,{;. ~9 ~h~ ~ ~ 
L l I. . f .... r~ 1/0.LK, Off OJ.).Å""' I trCj t\J1 "tv,' 

" L 
m = l;m ~ u.(X'dAx~ = S , .• .()()d.x ) 

o,x11110 , .• , r --- 0 r· 
• 

~ t 
H "' {;.w. ~ (Y, L (}(d) AX, = f X ]-'-hd dx ~x,.,ø ,=-, r-- o i 

. t 

{, == J ~~l,d dx 
-1 y-l,d<hc 

Sh>ml~ n-i , M ~ l..r 9 ir ~ fJk- <tpfkj~ '1-(JM" 
c-11-t frn-b-L:"is~~ J-tlr),. lbt~hJu.. <W Hili"1s 
fr~l140\,\,lK th" 'lfi hJi' i ~.I.; l»1 ~ fa., . ~ ,,, ~ lvfi_ I f • eJw • 
i. vh.J,;shlrAt '79 Ok.ø~. ~~ (,. J4n.wt /11ft.N.ft,r ~ 

Q,... dLA. : k.L..: ~ "14~s k..crrrnl: ~ , ~ ttfÅ cLLllltM);~ 
fYJ. X. e:w-r. ~J_Jj ~~ · ~( 'lf) , ~ i ~~ ~ 1 (tn-tMv{ - 
n,; "'1 s~ oxr x . ~ ~ et.~ s . ~ lL/ : I i-i~~ ~q,.«, 
i~ t-e. fc{,h hÅ~s~. · 

Bcill l!M ~ltÅrl1 ~ ~ i ,,i., hmtb h ØlJ i~ ~b...l. 
VQMN, t '1f kkil fur-Il.<~ ~.kn,./n1... ~ ~ ckw.~"1_,.,.,. , -Wwi 

~ ~ CJtu-t. ~ ~ ~ ihiu. s½uu.. ~k, ~~"1.1.vi 
m.: "1/.kA ~ ~~ ~t v.ll-i~ lø. cL., b~ ~ 



W J. ~ w.h.p dA.wt~ ~ ~ . V°"'t11'tff lt.kJ. i'. 
~&d.t,,, __ I.J ~ ~h !9 !1 ( f: ~J t.+Hå , 9 = ly"-9~ ofu.ttnu;~ 

"'"'' _,.... t'-4"• IØ .,..,...,.,... ••. K!IHliø.- ~,,..,.., ..• ,. . ·I 

h 

~:1:1 itU..l~. OJ../" _e.... katililfM!Lc_l.;, ~,m 
Lo. ft'U ~ .,.. 9~ ~~ {,;( • I ktU ;nk,,.UtVJ.it 

~ t, -i;, tl -'"'~fu,~ tn· lA-1 o-c:.~d.i, 
s = t",.vlt)dt . 

'f, 

<Ln ~ blfkwik ~1hd. V7 ~ ~it,_ fm- ;. 
J.:.I ~ 'J.. J.; s ~ s.e.-. .s i. J,;' .s trnvl »vÅ- t,.- t I • 
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A 
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~ fM WU\~irn ~~fe,,-~)¼~.~ 
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i. 9.IA~ °1 l;~U.. a.r ;~k.d(JJ i Ar.,~, CM.fk-Y.s 31./-1./ 3, 



X TAYLORS !'OFlMh"'L 

De oppr:i.nnelige fire regninssarter er nå bli ·tt tilføyd to nye, 
d~n.'iYa.sjon og multiplikasjon •. Denne utvidelse av begrepsapparatet 
rn:utli.g:g~l~~r <:::n tilsvarende utvidelse av matema.tikkens anvendelsesområde f; 
Ved. hjelp av elektroniske regenmaskiner omfatt,er· det·te praktis-k talt 
alle områder som kan beskrives ved kvantitative størrelser. Men. ikke 

har en elektronisk regnemaskin (Dl:ange kan ikke engang bruke en 
regnettta"tl), og da kommer vi fort tilkort • 

Pår man f .eks.en differens mellom to nesten. like tall, går (~1fte 
mange s:i.ff tn:s nøyaktighet tapt ( se oppgave 7 .13) • Det blir da nød 
VH:ttd:lg å regne mad mange flere siffer enn det som kr.eves 1. avare·t. 
Yiumltge tabeller blir ikke all tid nøyaktige nok It 

Andre ganger gir integrasjoner nye funksjoner som ikke kan ut 
tryltkes ved de velkjente "elementære0 funksjoner. Et eksempel er 
.fu:n.kø j onen X J ,_-t',t- 

0 
~3om forekommer bl.a. i statistikken. Vi trenger derfor metoder som 
1!1ett~lr E'Hl person med alminnelige kuxmskaper i matematikk istand til 
å be1:·eg11.e verdien av slike funksjoner. 

Ofte er også de funksjoner som framkommer som løsning av spe 
rdfik:l~e problemer så kompliserte a.t det er ønskelig å kunr1e approk 
r;:lLmer.e ( t:Llnærrn.e) dem med enklere. funksjoner. De enkleste funksjo 
mme v:i. kjenner til er polynomer, bl.a. fordi de kan beregnes ved 
h;jel11 av de f'ire elementære regningsarter. 

Vi slår de.rv·ed to fluer i ett smekk, bar vi først til:nærmet en 
ft:mksjon med et polynom, kan vi også bez-egne funksjonsverdien. 
'I'ilvekr~tformele-n (kap.5) er et eksempel på dette, den består i til 
nærme l.se med et førstegradepolynom. 

Men tilvekst.formelen hadde to svakheter: Vi kunne ikke forbedre 

p(~) e 

nøyaktigheten., og det var ikke mulig å angi hvor stor feil som ble 
bøgl'd;ttl Begge disse svakheter skal vi nå rette på. 

Praktisk talt alle de furikajoner vt benytter oss av har føl 
gende egenskaper: 



1) De er ubegrenset mange ganger deriverbare. 
2) Funksjonene selv og derf{JS deriverte kan beregnes eksakt 1 

visse spesielle punkter. 

Vi skal av disse grunner foreta polynoatilnmrmelsen ved Akre 
ire at funksjonen og polynomet er "mest mulig like" i ett punkt. 
Dette er ingen presis matematisk formulering, hva menes med ttm.est 
mulig like"? 

Bt polynom Pn av n-te orden {n er høyeste potens) kan vi akrivr~ 

~be,)• Cllo + At>t + QaX.., + •• •• + 4'ttX" . (i) 

Dette polynomet har meget enkle egenskaper i punktet x = o, fordi 

'Pn(o)c t.lo , 'P~ (o)=- Q1 , 'flt:(o) • 2A:a, , ~e>. 
I andre punkter får vi mere kopliserte formler. Et polynom med enkl,e 
egenskaper 1 et vilkårlig punkta skriver vi heller 

. • ~ .· ·.~ ~(•). o.,. + a,(><-a) + •,Ct-«) •... + Q._ (r-.1\) , (2.) 

J};n egenskap til ved. Pn må nevnes: Alle de høyere deriverte fra 
og med nr. n+1 er identisk lik o. (Vis det for p,.(c)1 /+h•,<a•t('J 

Hår vi presiserer "mest mulig lik" på følgende måte, kaller vi 
det polynomet v1 kommer :tram til for et Ta:x;lor polrnom: 

Taylor polynomet Pn av n-te orden. til en funksjon f omkritI.tZ 
punktet x=O fizmes ved å kreve 

P,.(e) -c: flo), 
~~(O)= f' (t) ' 
P.t f •l • f"(•) ' 

1 
. \ (l) 

eller kortere 

1fkl( • T 0) ' 



(Hva. mener v:1. med den nullte deriverte av f?) 
?lår ·vi bruker formen ( 1) for Pn er utregningen av a0, a1 t u 

Of:.tV111 enkel (Sydsæter .kap. 10, §1) ~g gir 

(Kontroller at betingelsene ( ;) er oppfylt. Hvorfor nøye1~ vi cas 
med tlim~a 11+ 1 betingelsene?) 

V'i har grunn til A tro at Pn(x) vil være en god tilnærmelse 
til .f(x) omla:ing x=O, O·g at tilnærm.elaen blir bedre jo størr·e n er. 
(Regn oppgave 7.J eller ee Sydsæter fig. 10.1,) 

Det kan imidlertid også være a.ktuel t å tilnærme omkring andæe 
punkter enn x=O, siden det er liten grunn til å vente at polynomet 
( 5) gir noen brukbar tilnærmelse langt vekk fra 01·igo. Helt analogt 
ro.ed definisjor1en ovenfor def~erer vi: 

Taylorpolynomet Pn av n-te orden til en funksjon f omkring 
punktet r-=a er gitt ved 

I 

Dette st~.r ikke direkte i læreboka. Vi bruker nå formen (2) for Pn~ 
Vi får da 

(Ko,ntroller denne formelen for n=3.) 
De·t er særlig en egenskap, ved Taylorpol;rnomene som er nyttig, 

Hvis vi øker graden av polynomet, vil dette ikke forandre pA. de 
lad.den.e vi allerede har. F.eka. 

P,,(ic) : P1(X)-t- ,;. f~( •. )(t-4')"'. 
D€:t er denne egenskap som gjør Ta.ylo:rpolynoiuene praktisk brukbare. 

Resultatene hittil ka?'!, sammenf,attes i formlene 

.fl~)-: f(o)+ f'<-> ~ "':a.-tf "(c)~'+ ... + firf"'vo) x" + R,..,1(1c) , (IJ) 

ff 'it)• f{Q.) + f'( ,i )(c-o.) + A-f't41)(1t--..)\, •• + i! r,•)tt-•)"• R.- .. (tc) , c,) 
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c!~~r .s!!t..~Jent~,,.~a •. ao:qt;l; •. ~n+1 er: ~eilen vi beg~ ved,, ! ~~ 
l!!~l::,~ ..• L,PJt.cl .... ~n:,. Vi betegner gjerne P'n som .[_t,s.~.ledd;f!!. Merk at ( a) er 
ei; spe si.al tilfelle av ( 9) •. Det enest:e vi. foreløpig k.an ai om Rn er 
a,t det er rimelig å ·vente at Rn blir mindre (1 tallverdi) nå.r n 
øl[er og når z--a blir mindre. 

Ford forstå form.lene (8) og (9) er det ikke minst viktig å 
ø~~ !ji~;.:,~ 1 dem, særlig fordi det brukes så mange fora.kjellige 
f:!Er:rivem.!ter. La. oss skrive dem som tilvekstform.ler: 

f(,r:,-fio)• f '(o)x+f,t(ø)x.1.,.. ...•. ;fl4°'to)x" + ().,.,c,q , 
ffi)- ftø.) • f'l•)t--c, .• J!/'YA>t~>'..,. .. ·Æ?f't"->~--> •..• etl'Ot{a:1 • 

St:rul:cturen i. disse ligningene ser vi av følgende .figur: 

Jj)Ø#Ad ....,4-i,ettzøæ•lll1l'Clll :n-~ 

A,\. . I\... ''y\:2· ;; ~;";:::·::,~ 
.• .,,4aA.C.. 

.,, ••• ,u- 'f-&t- "*""""""' ,.tee. ..• f«t'. ,.w:. 
ta"•tct ,- •• ttt- . c ,J """"-7"" NØit u.. t ) 

AIICIUS 'Tf ttd!tif.tf, 

]'ig.. 1 

JJe aamae størrelser fi.nner vi igjen på Fj.g. 2. 



.J------ - - - -- - -·-- - e&,,,,---f/'11",. ' 
~- ' , I ' ti" . '\ ~ ~ tat11«nwc.t Mf.Ht&f ~ I t\ 

I ~ 

' 1 · 

' I 

Fig.2 

·]!J3_:_I2.et er avstanden mel~o1A det ,ve.ri.~ble punkt og de~}~,.~-~ 
~p.kt _ som mffi, væ,:~, 11 te~ .2S som OJ?Rtrer aom den va.r.iable i R9!.~~!l~r'~ - 

Følgende skrivemåter er alle rikt~ge (n=2): 

) -= fl~) "'f(-.)6(-11) .•. i'!f'lo)(x-•>" + R-s 
.f(1C.) '& fli'•) + f(r.)()(·1•) .• t, f "{», )Cr-Ko) + R" 

f(tt+t) •. fCo.) +f'(•)>C .•. t f "(o.) ,c"' + e, 
f(o.+h) = f(a) +f'(a)h .•. tr f "(a) h,a + 1:æ, 
f( t\+lliC) e {(a) + f(~)Alt • f: f"(A) .4,Ct. + "1 
te " .• eii) .• f<>t) .• -l'C Jt) 1:.,c "" t I f "CJ<, åX .,_ •• re, 
$ 

• , 

X . 

• I 

u I 

,, , 
u ,, 

" 1 

(Samrnelign med figurene og finn faste og variable punkter i hvert 
enkelt tilfelle II Bla også tilbake til s" 42-44 og se at til veltat 
.f ormelen er et speaia.l tilfelle av formlene ( 8) og ( 9) ovenf or.) 



Alle disse formlene er ekvivalente. og vi kan i hvert enkelt til 
~t~~~E.e. ~~ formelen som er den mes,t ..•. :P..E:_neiktsmEÆ,ssige. 

}~;..ks~Rel: Vi kan. nå finne et tilnærmet utt1,uck for /1, 32 • V:i .. må da 
velge 

a) funksjon 
b) avstanden (som må være liten) 
c) det faste punkt. 

Disee tre valg er ikke uavhengige. 
La oss først velge f gitt ved 

fl~)= )(. .,._. 
Som fast punkt kan vi velge a.=1, eller et annet fast punkt nær 1, 3·2 
som vi kjenner kvadratroten av·., Bruker vi lign (9), har vi altså 

f(-,c) Cl J( i ' 4. =-l. 
og vi må sette inn. x=1,32 1 polynomet. 

Regningen kan vi sette opp slik: 

4( t) = I I 

f '(•) • t , 
f'(•)• -; , 

f '"( '). ! , , 

Dette gir, innsatt 1 lign. (9} 
4. . ~ s 

°t ~ I + {(Jt-1) - ilt·•) + il (lf•I) 
og . 1 

l.\i\ '!:IS I• &11, - •7t\ ~:,. = l,tt, - 0.0121 + o.oot•( 

= /, l't'f t s. 
l 

Riktig svar med 7 desimaler e1; 1 , 321r = 1 , 1489125, elva. fei len er 
0-4 ca, 3,4•1 • 

Yi kunne også ha valgt funksjonen 



-vi velge a=O og :x=0,32. Regningene blir nesten identiske, men 
kan vi bruke lign, (8) siden a=O. 

' 
1F'tø)• t ' 
,=--( 6)• - 4 , 

'I F" "'Co >• - 1· , 

Inn.setting av x=0,32gir det samme som ovenfor. 

Vi k'~trme også ha valgt et annet punkt nærmere 1,32 som det faste 
2 a.=1,21 = 1,1 • Vi får da x-a = 0,11 og 

., • 
Dette ser komplisert ut, men akkurat i dette ·tilfellet går det bra 
1:tkevel: . .· / . , 

I 1f'i ... '1~ "" . '1 .•.. 1.. J., IJ.,, - 1.1. - f-, o.,,'' +- ,t. · ,-,· 11 "·'' • ~i":n, ,,,. f• ,. 3ø ,., ,,, • ,, • 

:: ltf o.or "0.0011,t.y.,,, 0,0000~•1 
= ,. ,v,, ,,.,, . 

Sv,r,.ret blir nå nøya...1<:tigere, feilen er bare ca. 1 o-6, men vi må be 
tale med mere komplisert regning. Somregel lønner det seg å bruke 
~nav de to første metoder og heller ta med flere ledd i polynomet. 

Til slutt i dette avsnittet skal vi behandle symmetriegenskape:r:. 
synunetrisk funksjon S er en funksjon som tilfredstiller 
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];n antisymmetri,sk funksjon A tilfredstiller 

Typiske diagrwmner for S og A er 

:~
1or S har vi ved derivasjon 

-S'{'-1t) = s'(~) • :.t sto) =o , 
Stt( •,t)" S''(te) , .. , 
-S"'(-at)s s••(-1t), )~ S ,o)• 0 , 

altså 

A 

11aylorpolynomet :for S er d.erf or av formen 
'I .., ,..,. 

S(ac) ,: a6+ a-.,t •Q,JC + ••• • ~a"'x 
T:tlsvarende finner vi for A(x) (gjør ået1) 

1. S . lrttl 
A(~) Qt «,x+AalC +casX ,. ... + 4"",x • 

Kjennskap til disse egenskapene ~A forhånd forenkler ofte regningene. 

]Lg~miaeli ainx er en antisymmetrisk funksjon og har b!claurinpolynomet 
• . t,,,,.91 . ...,s . " ••• , 

11f M ~ ~ ,c_.. 1 ..f' •1 + ~ •• • l-1) .•• .-' •....• - 
"3 • $. ca •• •• H 

mens cosx er symmetrisk, og 

fl- ,, I\ "" 
~X '-\s I- f, + ft -t···+ (-1) _"cf;.)! 

• 
Koeffisientene kan vi bestemme ved ubestemte koeffisienters metode 
.f.ra ligningen tgx cosx = eim:. Ved aymmetribetraktningen sparer v:t 
lu~J:ve arbeidet. 



2., ~~ylors for:nel. !!,es,tleddsb,!!t.,;:~ni;qger. 

Strengt tatt kan vi ikke vite at Taylorpolynomene virkelig er 
brukbare approksimasjoner før vi i hvert enkelt tilfelle har under 
[iøkt restleddet H.n. Restleddet uttrykkes oftes,_t ved den s4kal te 
I~~~1gea re~tledq_~f~rm (Sydamter kap.10, § 2) 

n t f'") . " tet\= ;;7 . (o.+9(x-o.)) (X-4.) , 
I 

(lo) 

som innsatt 1 lign. (8), (9) gir hhv. Maclaurins formel (8') og 
favlors formel (9•): ~"- ~ . . ... 

Det siste leddet i hver formel er restleddet Rn+1• Størrelsene er 
f,t (ukjent) tall mellom O og 1 • Det følger da at 

tx IAff'" ,,,&14,,. d 
a +9(t-A) --,, - o. 

., .X ' 

'J. X 

Det kan bevises at det alltid (hvis f er tilstrekkelig mange 
ganger d.eriverbar) finnes minst en verdi ave 1 intervallet 
slik at ligningene (8'), (9') er oppfylt. (Dette minner om skjæring 
setn:tngen på side 30. Se etter i Sydsæter om beviset har noe med 
' . . . t· ·i Jt • ' ) s~Jæringse n ngen ~. gJøre. 

Siden vi ikke vet hvilken verdi 8 har, kan vi ikke regne ut 
restleddet, vi kan bare estimere det. Vi går da fram slik: For gltte 
v--erclier ava og x er Rn' gitt ved lign. (10), en .funksjon ave, 
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Vanligvis er Rn(O) også definert 
for e=o og 8=1, dvs. i [ 01 1]. 
Rn(O) har da et maksimum og et 
mi.nimum i dette intervallet 

Feilen ved approksimasjonen er 
da 

l~l < H•(l"I ,IHI). 

Rn(&) 

9 

80.m oftest opptrer m og M 1 endepunktene av intervallet. 

o/E~s~m.»e.1: La oss tmdereøke restleddet i. :Maclaurins formel for funk 
a jonen 

f{,c.) .• {.l+>t) ": 
Ved n gangers derivasjon og innsetting (gjør detl) får vi 

R" ~ ( ! ) ( \ + h)n•t x" , 

~ ) u 4,1\ '""•fMli.&t "~~ ( ilt ,._.., ~-- ,,,,. ) • 
Vi. må undersøke faktoren 

-"•t I r;. (0) • ( I+ 9J() · • (. "..:I 
I+ e)ac.) 

Hvis x> 0 har vi 

r •• (t). < I , 

'e._1< l(!)f ./' 
som er det neste leddet i polynomet. Hvis -1 < x .( 0 er 

I 

ftr (acf < I. 
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Det betyr at vi kan få så god tilnærmelse vi ønsker bare vi tar med 
tilstrekkelig mange ledd. I eksempelet foran var x=0,32 og derfor 

I Rtt I < I{!) ( o.12.,,. °' 'f-. 10·'. 
(Den virkelige feil var som vi så ~ 3,4.10-4 < 4•10-4.) Ved hjelp 
av restleddet kan vi altså selv finne nøyaktigheten uten å sammen 
ligne med en tabellverdi. 

For bruk av Taylors formel gjelder: 
F·or at Ta..vlorpolz21omene skal gi en tilnærmelse til f~nksJoll~,.a, 

.r:;,.r det helt ,nødv.endig at r!,,t.ledd!!t kan gjør.es tilstrekkelig li_ t! 
n.~F n økes, dva. at t~ Rn = o. 

Hvis vi ønsker en feil mindre enn €. , må vi ta med så mange 
ledd at 

I R,.... I < E . 
Det er dan ledd i polynomet. Vanligvis må n finnes ved prøving og 
feiling. 

EksemP.!_:-f:: Anta vi må beregne e med en feil mindre emi 10-s. Maclau 
rin.s formel for ex er 

For x=1 er 

Vi må velge n så stor at 

· .1. < 1cr' 
(l'l+t)! ' 

{.,.•)! , 1· 101 . 
Ved prøving ser vi at I 

Il! < ·1~1ot ; Il.! ~ '&-10 • 
Vi må altså ta med 12-1 = 11 ledd i polynomet, og er da .garantert 
en feil mindre enn 10-8. 
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3. Polynomtilnærmelse av sammensatte funksJoner. 

ved 

Ved sammensatte eller kompliserte funksjoner er formlene (8) 
og (9) til liten hjelp fordi de deriverte ofte blir altfor kompli 
serte. Prøv f.eks. å finne Maclaurinpolynomet for funksjonen gitt' 

,c-.') • (' •. JC+ ,c&) 1. 
på denne måten. Etter noen få gangers derivasjon må man gi opp. 

I dette avsnittet skal vi nevne uten bevis tre setninger aom 
kan være til nytte i slike tilfelle. 

La f og g :va3re to funksjoner med Taylorpolynom Pn og qn om 
kring et felles punkta. 

1) Taylorpolynomet Pn for produktfunksjonen F(x)=f(x)•g(x) er 

" P.,(1tl = p"t~> · 1"(,c) 
der n-en over likhetstegnet betyr at alle ledd med potens 
høyere enn n skal utelates. 

2) Hvis konstantleddet i qn er null, er Taylorpolynomet Qn 

for den sammensatte funksjonen G(x)=f(g(x)) gitt ved 

" Qn()c) : p..( •• ~)) . 
Setningene kan bevises ved å bruke derivasjonsreglene for produkt 
og sammensatte funksjoner. 

_l.!L~a.empel 1J: La oss finne Aiaclaurinpolynomet P
3 
for funksjonen 

~(><) ='ra;;-.·.· vi-=; . 
Fra form.elsa.mlingen har vi 

- r;:-:- J.. i fl ' ,. V ,-.1e f;li$ I + t. i - I>< + ~~ , 

' J. , •• 6 ' V1-i. ~ r + 1,x ••. r"" • ibx ' 
følgelig 
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Merk at f.eks. 4.ordens leddene ikke er fullstendige. Åpenbart blir 
det problematisk å drive regningen til høye potenser. 

2 J,_ 
Blf:.!e.zrmE:.l 2l: Funksjonen Q(x)=( 1+x+x ) 2 er en sammensatt fUt--llcsjon. 
Maclaurinpolynomet til kjernen x+x2 er rett og slett x+x2• Vi får 

s 
Q,(>') = 

s 

Også i dette tilfellet er 4.grads leddene ufu.lrJ.atendige. 
Ta.ylorpolynomene kan også integreres (og deriveres). 

I 3) Hvis Pn(x) er Taylorpolynomet for f(x), så er 
" i 

'PM-10() = { p._(4:) tU: 
0 

'"' Tayldf,olynomet av grad n+1 for 

H(»t) = 1 f I+> ,u; · 
I o 
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Man kan også bruke ubestemte integral og bestemme integrasjonskon 
stanten e-tter.på" 

~~ .. ~m.I?el 2l: Ved hjelp av denne setningen og se·tning 2) kan vi 
lett finne Iviaclaurinpolynomet for Arctg. Vi har 

Dessuten er 

I ~ l+i ~ 
følgelig 

I 
• i+x.t. 

f • 'I " I'\ -x+>t-x. ..- ... + (-1) >e , 

Ved integrasjon f'Ar vi 

1 S " I lft+I 
An'->'~ x-J.x +J.~ +···•<.-•) -x +C .. , 1 5 .211+1 • 

For x=O skal polp:nomet og Arctg ha sammenfallende verdier,. Siden 
ArctgO=O får vi C=O. 

Med bestemt integral ser det slik ut 
X 

Att;,x • { oU: 
0 

lt' [ , ~ fl tt 2"] _. L. ~ l 1-.f: _.t •t 4 •" +(:-I) ~ . ....,; 
0 f 1 • •. f . ••••• • 1·- 

:1 l t- f t + ,~~ + ....•. (-t) ,i;, t. 
O . v, I ln+I 

" )(,. 1.1 >C 1 + .!KS~ ... + (:-1) ,.- X • ' ....• , 
Merk at det er håpløst å finne noe utt~ykk for den n-te derivert,; 
av Arctg. Vi kan beha..ndle Arcsin på samme måte (gjør det1). 

Ved å kombinere setningene 1) ..• 3) kan man på denne måten fin 
ne relativt enkelt (iallfall de første leddene i) Taylorpolynomene 

• til nær sagt enhver funksjon. En ulempe ved denne metoden er at det 
vanligvis byr på problemer å finne et uttrJ,tkk for restleddet. Hvis 
funksjonen er symmetrisk/antisymmetrisk, kan. vi spare oas å regne 
ut leddene med odde/like potenser, da disse blir n.ull. 
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4. Taylor rekke.* 

lfor de fleste funksjoner som er uendelig mange ganger deri 
verbare i et punkt går restleddet mot null når n går mot uende 
lig i et interval omkring dette punktet. _!,...,;or_m_,e_,l ..... t kan vi da skrive 

dvs. vi skriver f(x) som en uendelig re~~· Før vi har definert 
hva en rekke er, har denne ligningen ingen mening. Vi må definere 
hva summen av uendelig mange ledd skal bety. 

Anta at vi kan summere de n+1 første ledd, og la oss kalle 
summen S11: (Vanligvis kan vi ikke utføre summasjonen og finne en. 
enkel, sluttet form, men vi kan alltid tenke oss det gjort når n 
er endelig.,) 

Hvis nå 

~ s" : s 
t\-tCO 

, 

sier vi at rekken - L f.t ,t,, 
~o.;qvergerer eller er konve:r;s._~n~ og har sum· S 

O&) s ~ l f~. 
It•• . 

{ti) 

I motsatt fall sier vi at rekken dive,r,sere,:r; eller er diyergent. 
Bn divergent rekke er ikke noe tall eller noen funksjon. 

Ligning (9) kan vi skrive 

* Den definisjon av rekker. som gis her er ikke den mest generelle. 
En grundi.gere .framstilling er gi t·t i Sydsæter kap. 1 O, § 7. 
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Hvis lim Rn{x) eksisterer, er Taylorrekken 

~,tan k ' PØ, " L r,f lo.)Ct-•) ,r .f(•)• HA)(r-a) •···•,f!t (•l)Cr•'I.) +• •• 
tc=o ' · 
konvergent. For a=O får vi tilsvarende Maclaurinrekka. For en del 
vanlig brukte funksjoner er Maclaurinrekka og dens k.onvergensom 
råde gitt i formelsamlinga. Eksempler på utledning av Maclaurin 
rekkene er gitt 1 Sydsæter kap. 10, § 3. 

Merk at ba.re hvis lim Rn(x) = 0 er summen av rekka lik f(x), 
tl.-+oO 

og bare da er ligning (10) oppfylt. For alle funksjoner av prak- 
tisk betydning er dette tilfelle i rekkas konvergensområde" 

To setninger om rekker er nevnt i Sydsæter kap.10, § 7, s. 384.i 
Men en viktig setning er ikke nevr1t: 

Hvis det for rekka (11) gjelder: 
1) leddene har alternerende fortegn, 
2) hvert ledd er mindre enn det foregående i tallverdi, 

så er 
a) rekka konvergent, 
b) feilen (hvis rekka brytes av etter n ledd) mindre enn 

det første utelatte ledd. 

Setningen er illustrert på figuren nedenfor. 

0 

I 
~ 

3 

't 
"- 5 

ft, 

s. 
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5 •. ~vend~ls.er av Taylors forme.l. 

Mange anvendelser er nevnt 1 de foregående avsnitt. Eksempler 
finnes også i oppgavesamlingen. 

Anvendelse 

1) Polynomtilnærmelse 
2} Num.ariske beregninger 
3) Tilnærmet løsning av ligninger 
4) Løsning av dif.ligninger 
5) Tilnærmet integrasjon 
6) Ubestemte uttrykk 

avsnitt her 

1, 3 
1 

oppga.ve 

7.1-7.4, 8.3 
7.5-7.13 
7.14-7.16 
7.17 
6.10 

(Sydsæter kap. 10 
§ 6, Ayres kap.22) 7. 18 

?) Tabellinterpolasjon. 
a) Trigonometriske tabeller. Anta vi ønsker A beregne 

coa16,3°, og vi bare har tabell over cos og sin til helte grader. 
Tabellen g:lr 

• oos16° = 0,96126, oos17° = 0,95630. 

• Vanlig lineær interpolasjon gir da 

l011'>.1• 'Co '"": +0.'1(~11'-c.n1,•) C 0,95'f7J, 
Riktig svar er 0,95981, så feilen er 0,00004, dvs. bare fi:re rik 
tige desimaler, mindre nøyaktighet enn tabellen gir. 

Med 'I'aylors formel kan vi oppnå samme nøyaktighet som tabellen 
gir med ubetydelig mere arbeid. Taylors formel for cosx gi:t· 

c.nx = t.l\ct. -C.X .•••. ,>rMil, -[cx--.)"cnQ. +R-s I 
e1 c ~ l•·•/' .s~( u,Cc•,)) , , 
)~ 1e,1 ·< if'l>t-Af . 

Im1satt får vi for e.=16°, x=16, 3°, x-a=O, ;0 = O~!f a o.ooS-,'f. Merk at 
loO 

• dette er et lite tall, så vi trenger ikke regne med så m8.n8e desi- 
rn~ere Videre 

• 
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S""-1'- • • 0.\7 S5-1 , '-"'It.• • 0, ,,12.'9 
"1416>.'S• • o. 1"12.t. - 6.21· ~.21S'1 • 10·' -f s, Z't ': ,. 9'12t. · 1,r ' 

• O.tCtll~ - O.OOIV'I • O,ØOOt/ 

• 0. ,,,,, " 
som er riktig med 5 desimaler. Dette er det beste vi kan oppnå, 
siden tabellen ikke er mere nøyaktig. Utregningene kan gjøres med 
regnestav siden korreksjonene er smA. 

Fordeler: Nesten like enkel regn.ing, 
mulig å. vurdere nøyaktigheten, 
større nøyaktighet, 
regnestavberegninger. 

b) Eksponensialtabeller, La. osa beregne e2,5·4 når tabellen gir 

2.t 1,C. -,. YL. u t" • 12,112 ~ e. • -a •.•.•. 

Vi har a.t 
2,t'I ,,f 6,0'1 t.S( _ .L t. , • c. e. •. t ,., 0,01 4- ~ o.oy + R1) 

Det lønner seg å multiplisere først, s! summere. Hvorfor? 

' o.ov ' s- ,, < f7 'f. • O,Olf ~ 16" 
2.r n •'I ): t. ~, S::: 10 

2.sv e ~ 12,112 .o.ov,121112 +0,0001,12..112. 
: 12.112 + O.Yl7 -,. 0.010 

Riktig svar er 12,680. (Hvorfor får vi likevel en feil?) Med li- 
neær interpolasjon får vi· . 

c'•SV ~ 12.111. + O.V(ll,Vf.t-12,lll.) -= 11.,,~-. 
Svaret er for stort som vi kunne vente, og feilen er 0,015, dvs. 
10 ganger større enn ovenfor! 


