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1. Matematisk sannsynlighet.

Det vi hittil har gjennomgitt av statistikkens teori, har vesentlig
omfattet beskrivelser av noen av de samlefallene som vi har bruk for ndr vi
skal.beskrive'eller analysere en rekke observasjoner. Fer vi kan komme videre
i faget, md vi lere litt samnsyhlighetsregning. Det ville da naturligvis ha
vart en fordel om vi kunne inmnlede dette avsnitt med en enkel definisjon av
det grunnleggende begrep "matematisk sannsynlighet". Det finnes imidlertid
minst to slike definisjomer, og det synes ikke som fagstatistikerme kan bli
enige om hvilke av dem en ber foretrekke., Vanskelighetene ved formuleringen
henger sammen med at "matematisk sannsynlighet" er noye lmyttet til en almen-
menneskelig begrepsdannelse, Med tanke péd et eller annet som kanskje kan hende
1 fremtiden, bruker en i daglig tale meget ofte uttrykk som "rimelig", "sann-
synlig", "urimelig", "utrolig", "meget sannsynlig" osv. G8r tanken bakover i
tiden og seker forklaring péd noe som har hendt, karskteriserer vi ofte gitte
forklaringer med de samme uttrykkene. 7

En bruker slike uttrykk som sanﬁsynlig, usamnsyntig, rimelig, utro~
lig osv. ndr en i daglig tale skal formulere utsagn om noe som en ikke kan ut-
tale seg om med sikkerhet., Nir vi sd ofte mi ty til slike uttrykksmiter, kom=
mer dét av at &rsak-virkning komplekset bare i meget sjeldne tilfelle er s&
enkelt og lett forstdelig at en har grunﬁlag for utsagn som gir uttrykk for en
rasjonell fast overbevisning.

Leder en pd en eller annen mdte vamnstoff fram 1l intim berering
med opphetet kobberoksyd, er en for resultatet foreligger, overbevist om at_
det vil bli damnet kobber og vamn (CuO + 2H = Cu + Hy0), Derimot vil det all-
tid foran en fotballkamp mellom to lag P og Q, selv blant de best informerte,
viere delte meninger om utsikten for f.eks., at P skal seive. I dette tilfelle
er det nemlig sd mange ukjente faktorer med i spillet, at det er meget van-
skelig & gi noe bestemt forhéndsutsagn.

Ia oss nd tenke oss at en bestemt hending er en av flere hendinger
som kan immtreffe under nzrmere angitte omstendigheter. "Seir for P" er.en av
de tre hendinger ("seir for P, "seir for Q" og "uavgjort!) som kan inntreffe
som resultat av en fotballkamp mellom lagene P og Q. Vi sier at “"seir for P"
er en av de hendinger som kan inntreffe ved en nzrmere angitt begivenhet, nem-
lig begivenheten kemp mellom P og Q. P& samme mite er "jente" en hending som
kan imntreffe ved begivenheten "fedsel", "sparkort" on hending som ken inntreffe
ved begivenheten "trekning av ett kort av en kortstokk" osv. En slik hending
vil vi i det fOlgende betegne med H,
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Bvis vi har tilstrekkelige opplysninger & bygge pd, kan vi forut for
begivenheten vurdere utsikten for at E skal inntreffe. Den matematiske sann-
synlighet (eller bare sannsynligheten) for at H skal inntreffe ved derme be~
givenheten, er et slikt utsagn om utsikten for at H skal inntreffe, Vi skal
senere se at sannsynligheten for H uttrykkes i et tall mellom O og 1. Jo nzrmere
1 sannsynligheten for ¥ er, jo sterre utsikt er det for at H skal inntreffe.

Er sannsynligheten for U nar lik O, betyr det at det er liten mtsikt for at H
skal inntreffe.

Har vi konstatert at hendingen H har immtruffet ved en bestemt be-
givenhet, er vi naturligvis klar over at Adrsak-virkning komplekset har vert
slik at H nedvendigvis mitte imntreffe ved denﬁe begivenheten. Det at vi forut
for begivenheten, ikke kan uttale noe sikkert, men mi neye oss med & formulere
utsagnet i samnsynligheter, er en innremmelsc av var utilstrekkelige innsikt og
viten. ,

Ia oss né tenke oss at vi foran en kamp mellom fotballagene P og Q
skal preove & vurdere utsikten for éeir for P. Det er klart at et forsék Pé &
avveie de faktorer som taler til gunst for denne hendingen i forhold $il de'
faktorer som taler til gunst for de andre mulige hendinger som kan inntreffe,
ikke kan fore fram, Vi kan naturligvis nevne opp noen av de faktorer som ha,i'
noe & bety for utfallet av kampen, som f.eks. lagenes trening, kapteinenes leder—
egenskaper, banens beskaffenhet osv. Men vi kan ikke uttrykke disse faktorers
innflytelse pd utfallet kvantitativt, og dessuten md vi innremme at det kan
finnes andre faktorer som kan ha noe & bety for utfallet og som vi ikke er opp~
merksomme pd. Fotballinteresserte vil naturligvis heller ikke vurdere ubsikten
for hendingen "seir for P' pd denne méten. De vil heller benytte seg av opplys—
ninger om utfallet av kamper som de to lagene har spilt tidligere. Og det er
umiddelbart innlysende at det beste grunnlag for en vurdering er opplysninger
som eventuelt foreligger, om utfallet av kamper som P og Q har spilt mot hver-
andre. Hvis de to lagene umiddelbart forut for den kampen som vi gkal preve &
danne oss en mening om utfallet av, har spilt n kamper mot hverandre og P har
vunnet h av disse, vil vi kunne bruke det relative antall seire for P, h/n,
som grunnlag for vurderingen av utsikten for at P skal seire.

Det er dette rescnnement moderne samnsynlighetsteoretikere legger til
grunn for definisjonen av den matematiske sannsynlighet for at hendingen H skal
imtreffe ved en begivenhet., Denne definisjonen som vi skal gjengi senere, er

imidlertid ikke en definisjon av det almenmenneskelige begrep sannsynlighet.
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Det er bare en definisjon av det matematiske begrep som er utkrystalisert av
dette, og som danner grunnlaget for sannsynlighetsregningen.
Por vi imidlertid gir oss i kast med denne definisjonen, skal vi
prove & bli fortrolige med to andre begreper, nemlig gjentskelse og univers.

Det er klart at skal vi kumne vurdere utsikten for at en hending H
skal inntreffe ved en bestemt begivenhet, mi vi has en beskrivelse av demne be-

- givenheten., En begivenhet kan beskrives ved at en ngwvner opp et sterre eller
mindre antall kjennetegn som er kerekteristisk for den. Xamp mellom to fot-
ballag er en begivenhet. Skal vi kunne uttale oss om utsikten for hendingen
He=seir for P, mé det forst og fremst vazre oppgitt hvilket lag P skal spille
mot. Det ferste kjemmetegnet pd begivenheten er derfor navnet pd P's mot-
spiller. MlMen begivenheten kan vere beskrevet mer inngdende, f.eks. ved opp-
lysningen om at kampon skal épilles pd gressbane og i overskyet oppholdsvar.

Ia i gin alminnelighet ky ko kgy v oo kg vare kjenmetegnene Pa en
begivenhet. En kamp som P skal delta i, er en begivenhet som kan vare beskre~
vet ved ot storre cller mindre antall slike kjennetegn. Den kan vare beskrevet:
1) bare ved kjennctegnet ky = motspiller Q, .

2) ved kjennetognene k; = motspiller Q og kp = gressbane,
3) ved kjemnetegnene ky = motspiller Q, ko = gressbane og kz = overskyet oppholds-

VET .

Det er naturligvis mulig at utsikten for H = seir for P kan vare for-
skjellig ved disse tre begivenhetene. Hvis P spiller bedre pid gressbane ocnn pd
annen bane, mens banens beskaffenhet ikke har noe & si for motspillerens ytelse,
vil utsikten for at H skzl imntreffe vere storre ved begivenheten 2) enn ved be~
givenheten 1), Vi kan derfor ikke tale om sammsynligheten for en hending H 1
sin almimmelighet. Sannsynligheten for at H skal inntreffe, er neye knyttet
til en bestemt begivenhet beskrevet ved et bestemt sett kjennectegn.

HBvis nd to begivenheter har neyaktig samme sett kjennetegn, sier vi
at den ene begivenheten er en gjentakelse av den annen. To kamper mellom fot-
ballagene P og Q p& gressbane er altsd gjentekelser av hverandre. Derimot er
begivenheten "kamp mellom P og Q pd gressbane" ikke en gjentokelse av begiven-
heten "kamp mellom P og Q pa gressbane 1 overskyet oppholdsvar" fordi den siste
begiverhcten har et kjennetogn som den forste begivenheten ikke her.

Vi skylder kanskje her & tilfeye at de fleste lareboksforfattere som
forseker &4 definerc gjentakelse, tar med ot krav utover det at begivenhetene
skel ha samme sett kjennetegn. Det stilles ogséd det krav at alle kjennetegn

som har noe vesentlig & bety for sannsynligheten for den hending det er tale ¢om,
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skal vare med i settet. Men sd kan en jo sperre: hvilke kjennetegn er det som

har vesentlig innflytelse? Dette kan ikke avgjeres péd forhdnd. Bare erfaring

kan vise hvilke kjennetegn det er som har noe & bety for sannsynligheten for cn
bestemt hending. ‘

Antallet av gjentakelser av en bestemt begivenhet er naturiigvis all-
tid endelig. Men i tanken kan en forutsctte at begivenheten kan gjemntas uende-
lig mange ganger. Disse uendelig mange tenkte gjentakelser kaller en et univers.
Et univers som naturligvis bare er en forestilling, omfatter altsd uendelig man-
ge glentakelser av en begivenhet med et bestemt sett kjennetegn.A En aktuell
rekke gjentakelser (begivenheter) med dette sett kjennetegn méd oppfattes som et
utvalg av universet.

Til de begivenheter (gjentakelser) som danner et uivalg av et univers,v
mé& en stille det krav at de skal vere uavhengige av hverandre. Med dette menes
at resultatet av en gjembtakelse ikke har noe & bety for resultatet av en annen
gjontekelse, At dette kravet ikke alltid er oppfylt, er lett & innse. To kam-~
per mellom fotballagene P og Q kan sdledes vare avhengige gjentakelser av samme
 begivenhet. Hvis P har tapt kemp nr. 1, kan dette virke til at lagets spillere
anstrenger seg mer under kemp nr. 2. Resultatet ved farste gjentakelse (kamp
nr. 1) ken da ha noe & bety for resultatet av annen gjentakelse (kamp nr. 2).

la oss né tenke oss at vi har et utvalg pd n uavhengige gjentakelser
av et univers hvor gjentakelsene hér et bestemt sett kjemnetegn. For universet
vil vi bruke betegnelsen U. Ia ossg videre tenke oss at hendingen H har inntruf-
fet i n(H,U) av dissc n gjentekelser. Den matematiske gsannsynlighet for at H
skal inntreffe i en ny gjentakelse i dette universet, defineres som grensen for
h(H,U)/n nidr n ekes over alle grenser. la oss betegne sannsynligheten for H med
s(H,U)., .Da er

n(H,U)
‘n

s(H,U) = Gr. ndr n -

At s(H,U) m& vare et tall meliom 0 og 1 folger direkte a# at h(H,U) er et tall
mellom Q og n (grensene medrcgnet). ’

Siden det i praksis ikke er mulig & gjenta en begiverhet uendelig mange
ganger, kan vi ikke f% bestemt s(H,U) neyaktig. Men vi kan pd grunnlag av resul-
tatenc av et endelig antall (n) uavhengige gjentzkelser £& bestemt en anslagsver—
di av denne sconsynligheten. Anslagsverdien er h(H,U)/n, og om demme sier en at
den er ot estimat (av det engelske substantiv estimste) av s(H,U).'

Av det som er farklort foran, vil det fremgd at sannsynligheten for at
en hending skel inntreffe ved en begivenhet er neye knyttet til det univers som

denne begivenheten tilherer., I regelen kan imidlertid den samme hendingen ogsi
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imntreffe ved begivenheter som er gjentskelse i amdre universer. Med det at to
universer er ulike menes at gjembakelsene i det ene (U) har et amet kjennetegn-
sett enn gjentakelsene i det amdre (U'). Det er naturligvis ikke noe i veien
for at flere kjeunetegn kan vere felles for de to sett, men dét mé vare minst
ett kjemnetegn i det ene sett som ikke finnes i det andre. Ia oss ta for oss

et eksempel.

Sett af hendingen H er at en bestemt 30 &r gammel person skal de innen
ett &r. BSanngynligheten for H kan da ha forskjellig verdi, avhengig av hvilket
univers vedkommende person regres imn under. Vi ken gom eksempler nevne felgende
universer:

1) ot univers U svarende til et utvalg som omfatter alle personer (begivenheter,
gjentakelser) med kjennetegnssettet

k1 = alder 30 ar og ko = norsk statsborger,

2) et univers U' sverende til et utvalg som omfatter alle personer med kjenne-
tegnssettet

ky = alder 30 &r, ko = norsk statsborger og ko = mamn,

5) et univers U" svarende til et utvalg som omfatter alle personer med kjenne-~
tegnssettet
kﬁ = alder 30 3r, kz == norsk stetsborger, kz = mann, k4 = gift og

k5 = industriarbeider,

Sanmsynlighetene for hendingen H - s(H,U), s(H,U') og s(H,U") - kan naturligvis
vere ulike i dissc tre ulike universer.

Vi legger merke til at kjennctegnssettet for gjentakelsene i U' i dette
- tilfelle inneholder hele kjennetegnssettet for gjentakelsene i universdt U. Uni-
verset U' omfatter altsd alle de gjentakelsene i universet U som foruten de kjen-
netegn som er felles for zlle gjembekelsene i U, ogsi har kjennstegnet kg = mamn.
Universet U er derfor mer omfattende, det har sterre bredde enn U'. En sier at .
U' er et delunivers eller et subunivers av U. Hvis i sin alminnelighet gjentak-~
elsene i U har kjennetegnssettet klskg:kgs scvvscs kK og gjentakelsene 1 U
kjennetegnssettet ky,koskzy coveee Kopkorloko,o coovey or U et subunivers av U. .
Vi skal senere se at det i mange tilfelle er meget viktig & f3 brakt pd det rene
om 8(H,U) og s(H,U') er ulike nir U' er et subunivers av U. Hvis nemlig disse
to sannsynlighetene er ulike, betyr det at det eller de kjennetegn som gjéntakel—
sene i U! har og som ikke er felles for alle gjentskelsene i U, har noe & bety
for sannsynligheten for H, ' -

Det felger direkte av definisjonen av s{H,U) at hvis H er en hending
som nedvendigvic md inntreffe i hver gjentakelse i U, md s(H,U) = 1. Da er nemlig
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det relative gjentakelsestall - h(H,U)/n -~ for H 1lik enheten hvor stort eller
lite utvalget (n) av gjentakelser er. En oppfatter derfor s(H,U) = 1 som
det samsynlighetsteoretiske uttrykk for at H md inntreffe i en gjentakelse 1
U. Er pd den annen side H en hending som nedvendigvis ikke kan imntreffe i
en gjentakelse i U, m& h(H,U) = 0 hvor stort utvalget (n) av gjentakelser enn
er. Folgelig er s(H,U) = 0, En oppfatter derfor s{H,U) = O som det sannsyn-
lighetsteoretiske uttrykk for at H ikke kan inntreffe i en gjentakelse i U.

Den definisjonen av s(H,U) som vi har gjengitt foran, er ikke sam-
stemmig godtatt av alle som md forutsettes & ha tilstrekkelige kvalifikasjoner
til & ta et personlig standpunkt til saken. I de fleste larebeker brukes der-
for en ammen definisjon som ofte kalles den klassiske fordi den var den ferste
som ble utformet. Vi skal gjengi demne definisjonen senere. Men ferst skal
vi gjennomgd et par viktige setninger.

la oss anta at vi har visshet for at en av m hendinger som vi vil
betegne med Hl’Hz’HS’ eonee Hpy nedvendigvis m& imntreffe ved en bestemt be-
givenhet. Foran en fotballkemp mellom lagene P og Q har vi visshet for at en
av hendingene lez seir for P, Hy = seir for Q og Hj :?uavgjort mé inntreffe.
Vi vil videre forutsette at disse m hendingene utelukker hverandre, dvs. at
hvis en av dem inntreffer, kan ingen av de andre hendinger inntreffe. Denne
begiverheten er nd en gjentakelse i et univers U hvor alle gjentakelser har
de'kjennetegn som er karskteristisk for vedkommende begivenhet, og ingen andre
kjennetegn. Under disse forutsetninger kan det bevises alt summen av sannsyn-

lighetene for hver av disse hendinger er lik enheten, eller :

m
él B(Hi'U) = S(HIIU)'FS(}%,U)'{' .-..........a+S(Hm,U) = l.

Har nemlig disse m hendinger inntruffet h(Hl,U),h(HZ,U).... og h(H,,U) ganger

i
i n uavhengige gjentakelser i U, dvs. atizi h(Hi,U) = n, er

n(H, ,U) n(H, ,U)
i?_—_ls(Hi,U)ziilGr. ——— = Gr. iil-—TwMGr. — = 1

Dette er en vikitig setning som vi skal gjere bruk av senere.

2 Enten -~ sller 1 oven.

Det hender meget ofte ab en rekke hendinger Hj4Hpy +ee. Hy som kan
inntreffe ved samme begivenhet, kan innordnes under en fclles betegnelse :
hendingen A. Vi sgkal nevne noen eksempler.

1) Ia oss tenke oss at vi trekker ett kort av en kortstokk. Ved dgane be-
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givenheten er det 52 ulike hendinger som kan immtreffe, nemlig de 52 forskjel-
lige kortene. Hendingene Hy = spar 2, HB == spar 3, H3:= spar 4, seec.. H12:=

spar konge og Hl = gpar c¢sg kan da innordres under felleshetegnelsen A=spar.

Hendingene "sparsess", *hjerter ess", "rubter esa" og "klever ess" kan inn-
ordnes under hendingen "ess".
2) Ved en tvillingfedsel kan felgende hendinger inmtreffe : Hy = 2 jenter,
H2 = 2 gutter og H3:= 2 barn av ulike kjenn. Hendingene Hi og Hy kan da inn-
ordnes under hendingen A = 2 barn av gamme kjeonn.

Vi vil nd forutsette at HyyHpy ooee Hg kan immtreffe i en gjentakelse
i et univers U og at de utelukker hverandre i dette universet. Videre vil vi
forutsette at disse g hendinger kan innordnes under hendingen A. Dette betyr
da at hvis en av de g hendinger immtreffer, vil ogsd A imntreffe. Vi forut-
setter ogsd at A ikke kan inntreffe pd annen mite. Hendingen A er da identisk
med "enten H; eller H, eller ..... eller Hg"' Oppgaven er.é finne sannsynlig-
heten for A - s5(4,U) - nir vi kjenner samnsynlighetene for HypHppeooonoBpe Vi
kan bevise at under de nevnte forutsetninger er

S(A,U) = S(ngU)‘*‘S(Hz'U)‘Fooo o-+S(Hg'U) = él S(Hi,U)»

La oss anta at vi har et utvalg péd n uavhengige gjentakelser i U og
at Hy har inntruffet i.h(Hl,U), H, 1 h(Hy,U)y +vvvn o Hy i h(Hg,U) av dissc -
gjentakelser. Siden nd A imntreffer hver gang H, inntreffer, hver geng H,
inntreffer, ..... og Iver gang H, imntreffer, har A inntruffet i n(A,U) av de

g
n gjentakelser, hvor

n(a,u) = h(Hl,U)+h(H2,U)+ ceeee t h(Hg,U) = i_§_1 n(H,;,0).

I folge vidr definisjon av s(A,U) er da

¢ nn,,v) |
. , h(H,,U)
D ) B = e

8(4,0) = gr.=t~! = 6r. T = f 67, ——— = i?__l s (5 ,0).

Dette er enten-eller loven for hendinger som utelukker hverandre 1 et univers.

 Oppgave 1. Hva er grunnen til at demme setningen ikke kan brukes med mindre
de hendinger hvis sarmsynligheter skal adderes, utelukker hverandre ?

Oppegave 2. Anta at sannsynligheten for at det ved en tvillingfedsel blir fedt
to jenter er 0,31 og sannsynligheten for at det blir fedt to gutter er 1lik
0,34, Finn sannsynligheten for at det ved en tvillingfedscl skal bli fedt to
barn av samme kjenn.

( ave 3. La oss tenke oss at vi trekker ett kort av en kortstokk. Da det i
kortstokken er 52 ulike kort, kan en av 52 hendinger inntreffe ved demmc begi~
venheten og disse utelukker hverandre. Anta at sanngynligheten for hver av disse

hendinger er 1lik 1/52. Finn sammsynligheten for & trekke et sparkort, sannsyn-
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ligheten for & trekke et ess og sammsynligheten for & trekke enten hjerter
eller Klever.

Kan en bruke den beviste setningen til & finne samsynligheten for & trekke
enten spar eller konge?

ave 4. Sett at et fotballag R har valget mellom & spille en kamp mot lag
P og & spille en kemp mot lag Q. Anta at en pd en eller anmen méte har funnet
at sannsynligheten for at R skal vinne kempen mot P er 5/4 og samsynligheten
for at R skal vinne kampen mot Q er 1/2. Kan en da bruke den beviste setnin-
gen til & finne samngynligheten for at R skal vinne enten kampen mot P eller
vinne kampen mot Q7

Ia oss nd anta at ingen andre hendinger ennfly JHyy wovee Hp kan inn-
treffe i en gjentakelse i universet U og at disse utelukker hverandre. Da er

som vist foran

m

La oss videre anta at g av disse hendinger kan innordnes under hendingen A,

La dette vare Hy, Hoy vov.. Hg. Hvis en av disse imntreffer, vil altsid ogsié
A immtreffe. Men hvis en av de andre hendinger -~ Hg+l’Hé+2’ eeseses Hy - inn-
treffer, kan A nedvendigvis ikke inntreffe. Disse m-g hendinger kan da inn-
ordnes under fellesbetegnelsen hendingen ikke-A eller kort iA. I folge enten-

eller loven har vi at
S(A,U) = g S(Hi,U)
i=1

og

s(i4,U) = :z: " s(H; ,U)

Folgelig ex
. g m m
s(A,U}A+ s(lA,UD = 2 S(Hi,U) + I s(Hi,U) = ¥ s(H,0) =1
i==l i=g4l i=1 1
Hendingene A og iA kalles motsatté. Summen av sannsynlighetene for to motsatte
hendinger i samme univers er altsd lik enheten, Eller : summen av sammsynlig-
heten for at en hending skal immtreffe og sannsynligheten for at den ikke skal
inmtreffe i en gjentakelse i et univers er 1lik erheten.

Oppgave 5. Forutsett det samme som i oppg. 2. Finn sannsynligheten for at det
ved en tvillingfedsel blir fedt to barn av ulike kjonn.
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3. Den klassiske definisjon.

I1a ogs forutsette at ingen andre hendinger enn Hl,Hz, coee. Hy kan
inntreffe i en gjentakelse i universet U og at disse utelukker hverandre. Ia
oss videre anta at disse m hendinger er like sannsynlige. Da summen av sann-
synlighetene for hver av dem er lik enheten, er

1

S(Hl’U) = S(HZ’U) = e s bt o8 ¢ = S(%’U) = »—?ﬂ»

Er nd A en hending som m& immtreffe hvis en av hendingene HyoHpsooro By (g < m)
imtreffer og som ikke kan imntreffe p& annen mate, er

A,0) = § _ 1 &

Vi ser at s(A,U) er lik en brek hvis nevner er antallet av de like sannsynlige
hendinger som kan inntreffe og som utelukker hverandre, og hvis teller er an—
tallet av disse hendinger som medfsrer at A inntreffer. Eller: sarmmsynligheten
for A er lik forholdet mellom antall gunstige hendinger og antall mulige hendin-
ger forutsatt at alle mulige hendinger er like sannsynlige og utelukker hverandre.

Det er denne definisjonen som er mest brukt i fremstillinger av sann-—
synlighetsregningen. Den gir anvisning péd hvordan sannsynligheten for en hending
gkal bestemmes nér en kan finne antallet av mulige og like sannsynlige hendinger
som utelukker hverandre, og antallet av digsse som er gunstige for vedkommende
hending. A bestemme disese antall hendinger er imidlertid praktisk talt aldri
mlig, og en har derfor i sktuelle tilfelle megef lite nytte av denne definisjo-
nen. P& den annen side gir den anvisning pé hvordan en skal lese en rekke enkle
modelloppgaver som det er nyttig & ta med for & inneve de forskjellige regnereg-
ler. Og dessuten er den et gunstig utgangspunkt for fremstillingen av noen av
reglene for mer sammensatte rcgneoperasjoner.

inta st en pose inneholder 5 gvarte og 5 hvite kuler, ialt 10 kuler.
Vi tenker oss at vi trekker en kule. Hva er sannsgynligheten for & treckke en
svart kule? Vi kan lese denne oppgaven under den farutsetning at de 10 kulene
er like samnsynlige hendinger nér vi trekker en kule., Under derme forutsetning
er det nemlig 5 av 10 like sannsynlige hendinger som er gunstige for hengingen
"grart kule" og disse 10 hendingene utelukker hverandre. Falgeiigver sanngyn-—
ligheten for & trekke en svart kule 1lik

s(svart kule,U) = E. = ""fg" - ..:2!...

Universet U omfatter i dette tilfelle uendelig mange gjentakelser av den begiven-
heten som bestdr i at en trekker en kule av posen.
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En bor legge merke til at ndr vi i dette tilfelle taler om hendingen
"gvart kule" i stedet for om hendingen A, er det bare for & feste fanken il noe
konkret. Skulle vi estimere sannsynligheten for hendingen "svart kule" ved &
utfore et antall virkelige trekninger av en pose med 5 svarte og 5 hvite kuler,
ville vi ikke ha noen garanti for at vire teoretiske forutsetninger var reali-
sert., Det exr to slike forutsetninger. For det ferate har vi forutsetningen om
at de 10 kulene er like samnsynlige hendinger. Det er rimelig at denne forut-
setningen kan realiseres tilnezrmet ved at vi gjor kulene s& like som mulig
(sterrelse, form, vekt), unntatt fargen naturligvis, og et vi blander dem godt.
Den andre forutsetningen er at trekmingene skal vere navhengige gjentakelser.
For & realisere best mulig denne forutsetningen, mitte vi serge for at den ut-
trukne kulen ble lagt tilbake i posen og blandet godt med de andre kulene for
en ny kule ble trukket.

Vi skal referere resultatet av en slik serie trekninger. I en pose
ble det lagt samme antall svarte og hvite kuler og det ble trukket en kule 4096
ganger. Resultatet ble 2030 svarte og 2066 hvite kuler. Det relative antall
svarte kuler ble altsd lik 2030/4096 = 0,4956 eller omtrent 3.
Oppgave 6. En tenker seg at en trekker ett kort av en vanlig kortstokk, I det
det forutsettes at de 52 korbene er like sannsynlige hendinger ndr det trekkes
ett kort, skal samnsynlighetcene for falﬁende hendinger beregnes:

4

1) sparkort, 2) herrekort, 3) ess, orten konge eller knekt og G5) enten
knekt eller dame eller konge eller ess.

Oppgave 7. En kaster "mynt og lorone" med et pengestykie 2 ganger. Finn sann—
synlighetene for felgende hendinger:

1) krone begge gangeT, 2) krone en gang og mynt en geng, 3) krone minst en
gang.

Gjer rede for forutsetningene for lesningene.

4, Bé&de ~ o0g loven 1.

Ia A og B verc to hendinger som ikke utclukker hverandre i en gjen—
takelse i universet U, do kan alisd inntreffe samtidig. Betogner vi hendingen
ikke-A med iA og hendingen ikke-B med iB, kan vi skille mellom felgende fire
sammensatte hendinger som kan inntreffe i en gjomtakelse i U, nemlig:

1) bdde A og B imnntreffer ; vi betegner denne hendingen med AB '

2) A inntreffer og B uteblir; vi betcgner denne herdingen med AiB

3) & utcblir og B inntreffer;'vi betegner denne hendingen med iAB

4) bide A og B uteblir; vi betegner denne hendingen med 1AiB,

Eksempel: ved en enkeltfodsel kan hendingene A == jente og iA = gutt imntreffe.
Det kan bli fedt B = blégyet barn eller iB = bruneyet barn. Ved en enkoltfsdsel
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kan derfor felgende fire sammensatte hendinger inntreffe:
1) AB = blsyet jente, 2) AiB = bruneyet jente, 3) iAB = blieyet gutt og
4) iAiB = bruneyet gutt.

La oss videre tenke oss at det er m like sannsynlige hendinger som
kan inntreffe i en gjentakelse i U og at disse utelukker hverandre. Av disse
er gy gunstige for AB, g gunstige for AiB, € gunsgtige for 1AB og gy gunstige
for iAiB. Vi behever ikke diskutere hvilke hendinger dette er, og det spiller
ingen rolle om vi i et aktuelt tilfelle ikke er i stand til & pavise dem. '

I folge den klassiske definisjon er da sannsynlighetené for hver av

de sammensatte hendinger felgende:

g2 g g

3
, s{iAB,U) = T 08 s(1AiB,U) = —

s(4iB,U) = ~

s(AB,0) = —=, =
En har at
8, T8 T 85V &y

m

s(4B,U) + s(4iB,U) + s(i4B,U) + s(i4iB,U) = .-:lEnL = 1.

Dette stemmer med at de fire sammensatte hendinger utelulker hverandre i en gjen-
takelse i U. '

Vi skal nd se nzrmere pé s(AB,U). Dette er sannsynligheten for at A
og B skal inntreffe sammen i en gjentskelse i U. En sier ogsd at det er samn-

synligheten for "bide A og B". Vi kan skrive formelen pd felgende mite:

— [T ————
—

s(43,0) = m g8 + &,

Da hendingen A inntreffer bade i kombinasjonen AB og kombinasjonen AiB, er det
g + &y av de m mulige og like sannsynlige hendinger som medferer at A inntref-
fer. Tolgelig er
g, + By
m .
For & finne ut hva den amen faktor i uttrykket for s(4B,U) betyr, kan vi tenke

oss at vi undersoker alle gjentakelsene i U. I noen av disse gjentakelser mad
A imntreffe og i resten md& A utebli. Vi kan derfor ved hjelp av hengingen

- = g(a,U)

A dele opp universet U i to subuniverser. I det ene av disse subuniverser som
vi vil betegne med UA, tar vi med alle gjentakelsene som foruten de kjennetegn
gsom er felles for alle gjentakelsene i U, ogsd har A som kjennectegn. De m mu~
lige og like sannsynlige hendinger kan vi ogsd dele i to grupper., I den ene
gruppen plasserer vi alle de av disse hendinger som medfercr at A inntreffer ;
antallet av disse er g1+ 8y Dette blir da antallet av mulige og like samn-
synlige hendinger som kan imntreffe i en gjemtekelse i subuniverset UA. Hvis

nemlig en av de andre av de m hendinger inntreffer, en av de som herer til
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gTUpPen o + 8,4 vil jo A nedvendigvis utebli. Av de g1 + 8 mulige og like

sannsynlige hendinger som kan imntreffe i en gjemtakelse i UA, er det g; som

. . €1
medforer at B inntreffer. Folgelig er faktoren m sarmsynligheben for
B i en gjenbakelse i subuniverset UA, eller:
g
_.__ﬂ_.l._......_.. = s(B’UA)
8 * &
Vi har derfor at

s(AB,U) = s(4,U)*=(B,U4)

Oppgave 8. Bevis at vi ogséd kan sette
B(I\S.B’U) == S(B,U)'S(A,IJB)

Sannsynlighetene s(B,UL) og s(A,UB) kalles ofte betingete sannsyn-
ligheter. Den forste, s(B,UA), er sannsynligheten for at B skal inntreffe i
en gjentakelse i U forutsatt, eller betinget av, at A inntreffer. Og s(i,UB)
er sannsynligheten for at A skal inntreffe i en gjentakelse i U forutsatt,
eller betinget av, at B inntreffer.

le oss tenke oss at vi trekker ett kort av en kortstokk. Vi vil for-
utsette at de 52 kort er like sannsynlige hendinger ved denne begivenheten.
Hva er da sannsynligheten for & trekke et herrekort i spar, dvs. et kort som
er badde herreckort og sparkort? | “

Denne oppgaven kan vi maturligvis lese uten & bruke bide-og loven.
Av de m = 52 mulige og like sammsynlige hendinger som kan inntreffe, er deot

= 3 gom exr gunstige for herrekort i spar, nemlig spar-konge, spar—-dame og
spar-knekt. Altsd ex '
3

. _ &
s(herrekort i spar,U) = = =

4

Men vi kan ogsd bruke bide-og loven. Sannsynligheten for & trekke et sparkort
er s(spé.r,U) = 15/52. Sannsynligheten for & trekke et herrckort forutsatt at
det kort en trekker er et sparkort, er

s(herrekort ,Uspar) = 3/13
N&r vi nemlig har trukket et kort og konstatert at det er et sparkort, er det
bare 13 mulige ‘og like sammsynlige hendinger som kan inntreffe (nemlig et av
de 13 sparkort) og av disse er det 3 (spar-kongo, spar-dame og spar-knekt) som
er gunstige for hendingen herrekort. Altsé er

s(herrckort i spar,U) = s{spar,U)*s(herrekart,Uspar) m%-g-, igx -5%

I noen tilfelle or sannsynligheten for B i en gjentakelse i Ui 1lik
sanngynligheten for B i en gjentakelse i U, altsd s(B,UA) = s(B,U). Da er ogsd
s(4,UB) = s(A,U). Vi har nemlig at

s(B,U)*s(A,UB) = s(4,U) s(B,U)
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fordi begge disse produktene er lik s(AB,U). Innsettes nd i denne ligningen
s(B,Ur) = s(B,U), far vi s(4,UB) = s{a,U). ’

A s(B,UA) = 3(B,U) betyr at de to hendingene A og B opptrer helt
unavhengig av hverandre. Er f.eks, begivenheten en enkeltfedsel og A = jente
og B = blasyet barn, betyr likheten s(B,U) = s(B,UL) at oyefargen ikke har
noen som helst sammenheng med kjennet. Eller omsatt til vir terminologi:
Sanngynligheten for blisyet barn i subuniversét av nyfedte jenter er den semme
som sannsynligheten for bléeyet barn i universet av nyfedie barn.

Kriteriet pd at L og B opptrer helt uavhengige a¥ hverandre, er at
s(B,U4) = s(B,U) eller s{A,UB) = s(4,U). I aktuelle tilfelle kjenner en ikke
disse sarmsynlighetene og en m& derfor neye seg med & sammenlikne deres esti~
mater. En m& da vere oppmerksom pi at det praktisk talt alltid er en forskjell
mellom estimatcne av to sannsynligheter. TForst senere kan vi imidlertid vise
hvordan en kan avgjere om forskjellen er sd stor at det md sluttes at ogsd de
to sanngynligheter er ulike.

Tksenpel 1. Ved en bestemt krysning av bananfluen opptrer hos avkommet felgende
karakterer:
= normale berster, id = reduserte berster
B =:normale gyne, iB = reduserte oyne.

Etter en rekke krysninger som ialt ga 2835 avkom, fant en felgende antall arkom
med de fire forskjellige karakterkombinagjoner:

AB AiB iAB iAiB
1705 506 489 135
Estimatet av s(B,U) er
1705 + 489 _ 2194

2835 = 2835 = 0977
og estimatet av s(B,U.) er
1708 _. 1705 0,7711

1705 + 506 — 2211

Nir en svrunder til to desimaler (0,77) har altsi s(B,Ui) og s(B,U) samme esti-
mat. Dette beviser ikke, men det tyder pd at disse to karakterene {hendingene)
opptrer uavhengig av hverandre ved denne krysning.

Eksempel 2. For & f& brekt pd det rene om en bestemt vaksine beskytter mot an~-
grep av tyfoidfeber, ble det utfort et sterre forsek. Lv 18483 personer som en
antok var utsatt for smitte, ble 6815 vaksinerte. N8r en bruker betegnelsene

A = vaksinert, iA ikke vaksinert
B = angrepet, iB . ikke angrepet

H i

kan resultatet av dette forseket sammenfattes i f@lgende oversikts

AB f‘xiB i.A.B iA.iB
56 6759 272 11396




- 14 -

Estimatet av S(B,U) er
56 + 272 _ 328 _ g o199

18483 18483
Estimatet av s(B,Ub) er

56 _ 56
56 + 6758 6815

Siden dét forekommer angrepne blandt de veksinerte, er vaksinasjon ikke noen
gikker forholdsregel mot sykdommen. Men hvis vi kan legge noen vekt pé for-
skjellen mellom estimatene av s(B,Uﬂ) og s(B,U), ~ dvs, hvis det kan bevises
at disse to sannsynligheter er ulike - kan vi slutte at vaksinasjon reduserer
faren for angrep. Omsatt til vAr temminologi vil dette si at samsynligheten
for angrep i det univers som omfatter alle personer utsatt for smitte, er ster~
re enn samnsynligheten for angrep i det univers som omfatter vaksinerte personer.

Fn slik slutning som dette ber imidlertid ikke godtas nten videxe.
En pavisning av at s(B,UL) og s(B,U) er ulike (vi forutsetter at dette er pé-
vigt for dette cksemplet) betvr ikke sll1tid at A oz B er avhengie av hverandre.’
Det kan tenkes at subuniverset UA stort sett faller sammen med et subunivers
UC og at forskjellen mellom s(B,U) og s(B,UA) i virkeligheten betyr at det er .
B og C som ikke opptrer uavhengig av hverandre. '
Hvis f.oks. forsdret er planiagt og utisrt pa en slik mite at de vaksinerte per~
goner er fortrinsvis utvalt blandt de ckonomisk mer velstiende personer som mé
forutsettes & ha bedre anledning til & ta hygieniske forholdsregler enn de eko~
nomigk mindre velstilte, kan forskjellen skyldes dette uheldige valg av forseks-
personer og ikke ha det aller minste med vaksinasjonen & gjare. Vi er imidler-
tid med disse merknader kommet inn pd et helt annet omréde av vitenskapelig me~
todelare, nemlig forseksplanleggingen, og md derfor her neye oss med en kort
antydning.

Vi skal senere vise hvordan vi kan avgjere om en forskjell mellom
estimatene av to sannsynligheter betyr at sannsynlighetene selv er ulike.

= 0,0082

Oppgave 9. La A = spar og B = ess. En trekker ett kort av en kortstokk., Vis
at s B,UA) =:s(B,U). (De 52 kortene forutsecttes & vere like sannsynlige hen-
dinger nir en trekker ett kort.)

Oppeave 10. Beregn pd grunnlag av observasjonene i cks. 1 og cks. 2 estimatene
av folgende sannsynligheter: _

s(reduserte oyne,U) _
s(normale oyne,U reduserte borster)
s{reduserte oyne,U reduserte berster)
s(ikke angrepet,U)

s(angrepet ,U ikke vaksinert)

s{ikke angrepet,U ikke vaksinert).

pgave 11. En trekker to kort av en kortstokk. Dette kan gjeres pd to ulike
mater:
1) en trekker to kort under ett
2) en trekker forst ett kort, noterer fargen, legger kortet tilbake i kortstok-
ken, blander og trekker s& kort nr. 2.
Fimn for hvert av disse tilfellc sannsynligheten for & trekke 2 spar. (De 52
kort forutsettes 4 vere like sannsynlige hendinger.)

La oss nd tenke oss at det er tre hendinger — A,B og C - som kan imm-
treffe i en gjentekelse i universet U. FHva er da sannsynligheten for at de alle

tre skal inntreffe i samme gjentakelse? Vi kan bevise at
s(4BC,U) = s(4,U)*s(B,UA)*s(C,UAB)
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Vi kan nemlig danne et‘subunivers'i U hvor gjentakelsene foruten ved de kjenne-
tegn som gjelder alle gjentakelsene i U, er karakterisert ved at bdde A og B
har inntruffet. La dette universet vare UAB. Samnsynligheten for at C skal
inntreffe i en gjentakelse i dette universet er s(C,UAB). Sannsynligheten for
den sammensatte hending ABC i en gjentekelse i U er derfor
s(aBC,U) = s(AB,U)*s(C,UAB)
Men nd er jo
s(aB,U) = s(a,0)s(B,0n)
og innsettes dette, f8r vi nettopp den refererte formel for s(ABG,U).
Hvis nAAA og B opptrer uavhengig av hverandre, er S(B,UA):z s(B,U).
Og hvis C opptrer uavhengig av den sammensatte hending AB, er s(c,UAB) = s(C,U).
Under disse forutsetninger er derfor l
s(ABC,U) = s(&,U0)es(B,U)*s(C,U)
Denne setningen kan uten videre utvides til & gjelde et vilkdrlig antall hen-
dinger A,ByCyDyEyese.... Opptrer de alle uavhengig av hverandre, er
5(ABCDE....,U) = s(4,U0)*s(B,U).s(C,U)s(D,U)*s{E,0). e ouve.
Forutsetningen for denne seiningen er imidlertid ikke bare den at hendingene
skal opptre uavhengig av hverandre parvis. Hver enkelt avdem mé opptre uav-
hengig av en hvilket som helst kombinasjon av de andre.’ Hendingen C m& siledes ~
for & nevne et cksempel ~ opptre uavhengig av den sammensatte hending ABDE.....

Oppgave 12. Skriv opp formelen for s(ABCD,U) ndr det ikke gjsres noen forub-
setning om wavhengighet. ‘

Oppgave 13. Anta at sanmsynligheten for at det ved en enkeltfodsel blir fedt
on gutt er 0,52, sannsynligheten for at det blir fedt et levende barn er 0,98
og at sannsynligheten for at det blir fedt et blésyet barn er 0,66, Anta videre
at hendingene "gutt", "levende barn", og "bldsyet barn" opptrer som navhengige
hendinger ved cn enkcltfedsel. Finn da sannsynlighetene for

1) at det blir fedt en levende bléeyet gutt

2) et det blir fedt en levende bruneyet jente

sg at det blir fedt en dwdfedt blsyet jente

4) at det blir fedt en dedfedt bruneyet gutt.

(Blasyet og bruneyet er motsatte hendinger. Disse forutsetninger om uavhengig-
het)er visstnok ikke i overcnsstemmelse med virkeligheten, men det er en annen
sak).

Oppgave 14. La A, B og C betegne felgende hendingér:

A = ektefodt barn iA = uektefodt barn
B = levendefwdt barn iB = dedfedt barn
C = gutt iC = jente

T Statistisk Arbok for Norge, 58. 8rg. 1939, side 25, finnes folgende observa-
sjoner for &ret 1937,
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Ievende Derav uten- Ded~ Derav uten—
frdte for ekbeskap fodte for ekteskap
gutt | Jemte | gutt | jente | gutt | jemte | gutt | jemte
; l Jl H T
22563 | 21245 | 1409 ! 1360 | 580 423 | 41 34 |

Et relativt meget lite antall av disse barn er tvillinger, trillinger osv.
Men vi vil anta at alle er fedt ved enkeltfedsler.

Anta at de sannsynligheter som kan estimeres pd grunnlag av disse ob-
servasjoner, er eksakt lik estimatene avrundet til 2 desimaler. Undersek under
denne forutsetning om A,B og C opptrer som vavhengige hendinger ved begivenheten
ernkeltfodsel.

He Badde - og loven IT.

~

I foregdende avsnitt har vi funnet sannsynligheten for "bdde A og B"
under den forutsetning at A og B kan inntreffe i en gjentakelse i samme univers.
Vi vil néd tenke oss at A kan inntreffe i en gjentakelse i universet Uog Bi en
gientokelse i universet U'. Vi gkal da vise at hvis A og B opptrer uavhengige
av h{rerandre, er sennsynligheten for at A skal inntreffe i en gjentakelse i U
og B i en gjentakelse i U' lik produktet s(A,U)'s(B,U’). Med dette menes at
hvis vi har en gjentakelsc i U og en gjentakelse i U', er sannsynligheten for
at bdde A og B har inntruffet lik dette produktet. : ‘

Tor 4 bevise dette, vil vi benytte var opprinnelige definisjon av
s(A,U) og s(B,U'). Vi tenker oss at vi har observert n gjemtakelser i univer-
get U og funnet a2t A har inntruffet i h(A,U) av disse. I universet U' har vi
observert n' gjentskelser og funnet at B har inntruffet i h(B,lf') av digse.

Da er

g(A,U) = Gr. E%I.LID. nér n -«
1
og S(B,U') = Gr. _1_1_(_.’_8__32_”_)“ ndr n'-s
. n

Vi vil nd danne et nytt univers hvor hver gjentakelse bestdr av en gjentakelse
i U og en gjentakelse i U'. La dette universet vazre W. Av de n gjentakelser

i 7T og de n' gjentakelser i U' kan det da dannes n.n' gjentakelser i W fordi )
hver gjentakelge i U skal stilles sammen med hvér gjentakelse 1 ', An-
tallet av disse n.n' gjentakelser der A har inntruffet i U og B i U', er
n(a,U)*n(B,U'). Hver gjentakelse i U der A har inntruffet, skel nemlig stilles
- gammen med hver gjentakelse i U' der B har inmtruffet. _
Sannsynligheten for at den sammensatte hending AB skal inntreffe i en

ny gjentakelse 1 W er da i folge definisjonen lik

y A d r A Tt
s(4B,7) = ar. 2(&:0) 'h(B’U ) = g, BESU) | g ﬂ?igil = s(a,U)*s(B,U")
Iiell n n
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Det er forutsatt her at n og n' hver for seg og uavhengig av hverandre skal

¥
ekes over alle grenser. Videre er det forutsatt at Gr. Eig%g;l, er uavhengig
t
av E&%&gl.og at Gr,.§£%192~er uavhengig av-h(i:U ) Vi forutsetter m.a.o. at

utvalget pd n gjentakelser i U ikke utvelger et subunivers i U' der B forekom—
mer relativt oftere eller sjeldnere enn alminnelig i U', og at utvalget pd n'
gientakelser i U' ikke utvelger et subunivers i U der A forekommer relativi
oftere eller sjeldnere enn alminnelig i U.

Skal vi derfor bruke demne setningen i et aktuelt tilfelle, m& vi ha
sikkerhet for at A og B opptrer uavhengig av hverandre. At A har inntruffet i
en gjentakelse i U md altsd ikke ha noen betydning for sannsynligheten for at
B skal inntreffe i en gjentakelse 1 U', og omvendt. Hvis denne forutsetningen
ikke er realisert, m& vi seke samsynligheten for AB i et ammet univers enn det
univers W som vi har operert med foran. Vi skal ta for oss et cksempel for &
forklare dette mermere.

la oss anta at to nordmemn P og @ fyller dr i dag. P er 50 &r og Q
20 &r. Hva er sannsynligheten for at de begge er dede om ett 8r? Dedssannsyn—
lighcten for P md settes lik dedssannsynligheten for en person som tilherer det
univers som svarer til gruppen (utvalget) 50-a4rige norske menn. Og dedssennsyn-—
ligheten for Q mé& settes lik dedssannsynligheten for en person som tilherer det
univers som svarer til gruppen 20~8rige norske menn. Disse sannsynligheter or
omtrent 0,0091 for P og 0,0058 for Q. Sannsynligheten for et bédde P og Q er
dede om ett &r er derfor lik |

0,0091 » 0,0058 = 0,00008

Dennc beregningen forutsetter at det at P der ikke endrer dedssannsynligheten
for Q og det at Q der ikke endrer dedssamsynligheten for P, Men sett nd at P
og Q er far og senn. Da er det ikke sikkert at demme forutsetningen er reali-
sert. ‘ '

Vi nevner dette cksemplet bare for &4 vise at selv om A i Uog B 1 U
i sin alminnclighet oppirer uavhengig av hverandre, kan det finnes en forbindel-
se av et cller annet slag mellom den sktuelle gjentakelse i U og den aktuelle
gjentckelse 1 U' som virker slik at A og B i dette bestemte tilfelle ikke or
uavhengige av hverandre. Dette md ikke forstds slik at enhver forbindelse mel-
lom de to gjentakelser har denne virkning. Men hvis dot eksisterer en slik for-
bindelse, bor spersmalet om udvhengighet undersekes, FEn md da bestemme sann—
synligheten for AB i et annet univers enn det vi har benyttet foran, Gjelder
det dedssannsynligheten for bade far og senn, md en bestemme sannsynligheten
for demme sammensattie hending i et univers hvor gjentakelsene bestir av far og

senn. Har en observert n gjentakelser av 50-drige norske fedre og deres 20~
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drige sonner og funnet at bdde far og senn er dede etter ett &r i h av disse
gjentskelser, er h/n det riktige estimat av dedssammsynligheten for 50-drig
far og 20~arig senn.

Har en nd bestemt sannsynligheten for AB p& demne miten (vi tenker
ikke da spesielt pd dedssamnsynligheten for far og senn), ken det hende at
denne sannsynligheten er lik produktet s(A,U)+s(B,U'). 0Og dette ville da be-
ty at den forbindelse som eksisterer mellom den aktuelle gjentakelse i U og
den aktuelle gjentakelse i U', ikke skaper noen avhengighet mellom A og B.
Qgggave 15, Anta at de sannsynligheter som kan estimeres p& grunnlag av ob-
servas;onene i oppg. 14, er eksakt lik estimatene avrundet til 2 desimaler.

Sett at en gift kvinne P og en ugift kvinne Q har fedt ett barn hver.
Beregn da sanngsynlighetene for
1) at begge kvimmer har fedt levende barn
2) at begge kvinner har fedt dedfedte barn
3) at P har fodt levende barn og Q dedfedt barn.

Kan det tenkes tilfelle der bdde-og loven i den utformingen vi har gitt denm i

dette avsnitt, ikke kan brukes til beregning av samsynlighetene for disse sam-
mensatte hendingene?

La oss n& tenke oss at A kan inntreffe i en gjentskelse i universet
U,Bien gjentakelse i universet U',C i en gjentakelse i universet Uv, D i en
gientakelse 1 universet UM ogv. Hvis disse hendinger opptrer uévhengig av
hverandre, er sannsynligheten for at dern sammensatte hending ABCD...... skal
inntreffe i en gjentakelse i et univers W hvor hver gjentakelse bestir av en
gjentekelse 1 hver av universene U,U',U",U" ,..... , 1lik

s(ABCD....,W) = s(4,U)s(B,U')-s(C,U0")s(D,U" ).......
Hvis en altsd har en bestemt gjentakelse i U, en bestemt gjentakelse i U',
en bestemt gjentakelse i U", on bestemt gjentakelse i U" ogv., er sannsynlig—
heten for at bdde A,B,CyD,.s... har inntruffet lik dette produktet. Det forut-
settes da at det mellom disse gjentakelser ikke finnes noen slags forbindelser

som virker slik at A,B,C,D,..... ikke opptrer uavhengig av hverandre.

Oppgave 16. Bevis at
s (ABC,W) = s(a,U)-s(B,U")-s(C,U")

nér A,B og C opptrer uavhengig av hverandre.

Det er naturligvis ikke noe i veien for at universene U,U',U"......
kan vere identiske universer og at hendingene A,B,C,.... kan varc samme hen~
ding. Da har en:

s(Arh. .., W) = s(4,0)+s(4,0)*s(4,U)....
Sannsynligheten for at en 50-8r gammel mann gkal de fer han fyller 60 ir cr om-
trent 0,12 (Norge). Sanmsynligheten for at 4 60 &r gamle menn skal ds fer noen
av dem fyller 60 dr, er derfor lik 0,124 = 0,0002. Forutsetningen for dette erx
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at det at en av dem der, ikke endrer dedssannsynligheten for noen av de andre.

Det er klart at 1 gjentakelse i hver av n identiske universer er det
samme som n uavhengige gjentakelser i ett av disse universer. Sannsynligheten
for at hendingen A skal inmtreffe i alle n uavhengige gjentakelser i universet
U, er derfor

s(A n ganger, W) = [s(A,U)] n

W or her et univers hvor hver gjentakelse bestédr av n uavhengige gjentakelser
iU

Sannsynligheten for & trekke spar nér en trekker ett kort av en kort-
stokk er s(spar,U) = 1/4 (forutsatt at de 52 kort er like sarmsynlige hendinger).
Sannsynligheten for & trekke n = 5 spar ndr en trekker ett kort av hver av n=5
kortstokker (eller 5 kort av samme kortstokk ndr det uttrukne kort legges til-
bake og blandes med de andre kort feor neste trekning) er derfor lik

5 5 1
8(5 spar,W) = [s(spar,0)] = @) = 5T
Oppgave 17. En trekker ett kort av hver av 5 kortstokker. Finn sazmsyﬁligheten
for at en skal f& spar og ikke-spar i rekkefelgen

spar, spar, ikke-spar, spar, ikke-spar.

Oppgave 18. Anta at sannsynligheten for at det ved en enkeltfedsel blir fadt en
gutt er 1lik 0,52. Finn sannsynligheten for at en kvinne i 5 enkeltfedsler skal fa
1) 5 gutter ,

2) 5 Jjenter :

3) 2 gutter og 3 jenter i rekkefelgen jente, gutt, jente, gutt, jente.

Kan denne oppgaven leses uten at en tar visse forbehold?

6o Binomialloven T.

La sanngynligheten for at hendingen A skal inntreffe i en gjentakeise
i universet U vare s(A,U) = p. Sennsynligheten for at den motsatte hending iA
skal inntreffe er da s(iA,U) =1 - s(A,U) =1 - p = q. Hva er da sannsynlig-
heten for at A skal inntreffe i z og utebli i n - z av n uavhengige gjentakel-
ger 1 U ? .

Bksempel : 1la oss tenke oss at vi gjentar pd uavhengig méte treknin-
gen av ett kort av en kortstokk n = 10 ganger idet vi etter hver ‘ci‘elming legger
dot uttrukne kort tilbake og blander godt for noste trekning. Hve er da sam-~
synligheten for at vi skal f& z = 4 spar ?

La W vere et univers hvor hver gjentakelse bestdr av n uavhengige
gjentekelser i U. I en gjentakelse 1 W er det da n + 1 mulige hendinger som
kan inntreffe og som utelukker hverandre, nemlig at hendingen 76. inntreffer
2=0,2=1,2=2, +....., Z=n ganger. Sannsynligheten for at A skal inntreffe i z
av n uavhengige gjentakelser i U, er derfor identisk med sannsynligheten
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for hendingen z i en gjentekelse i W. Vi skal vise at denne sannsynligheten
~ 8{z,W) - er lik det alminnelige ledd i utviklingen av (q+p)" etter binomial-
formelen (se I, punkt 5), altsd at
n! Z, Nn-z

o(z¥) = Tilpa)i P ¢
Sannsynligheten for z = 0, z =1, z = 2, ssses, 2 = n, nenlig s(0,W), s(1,W),
s(2,W)s +ee.s s(n,0), finnes derfor ved etter hver & innsette z =0, z =1,
2 = 2y seese 2 =1 i denne formelen.
. Oppgave 19, En trekker ett kort av hver av n = 3 kortstokker. Beregn sann-

synligheten for &4 trekke z =0, z =1, z =2 og 2 = 3 spar ? (De 62 kort i hver
stokk forutsettes & vere like sarmsynlige hendinger.)

Vi skal begynne med & utlede denne formelen for n =2 og n= 3.

n= 2.

I n = 2 vavhengige gjentakelser i U, dvs. i en gjentakelse i W hvor
hver gjentakelse bestdr av n = 2 uavhengige gjentakelser i U, kan folgende sam~
mensatte hendinger inntreffe:

1) iA i ferste og iA i amen gjentakelse, eller iAiA
2) iA i forste og A i annen gjentakelse, eller iAA
%) 4 i forste og iA i annen gjentakelse, eller AiA
4) & i forste og A i anmen gjenmtakeclse, eller AA. ’
Etter bide-og loveri er sannsynlighetene for disse sammensatte hendinger ien
gjentakelse 1 W lik 3

s(iA1A,W) = s(iA,U)s(ia,U) = q*q = ¢°

s(1A4,W) = s(iA,U0)es(A,U) =q°p

s(Aia, W) = s(4,0)es(ifs,U) = peq

s(AA, W) = s(h,0)es(4,U) =pep=1°
Vi ser derfor at sannsynligheten for z = 0 er lik qz og sannsynligheten for
z = 2 er lik pz. Hendingen z = 1 kan inntreffe pd to ulike miter: enten som
iAA eller som AiA. Etter enten-eller loven er derfor sannsynligheten for z =1
1ik summen s(iAA,Ww) + s(Aif,W) = 2pq. Vi har derfor at

S(l,W) = 2pq
s(2,W) = Pg

Disse tre sannsynligheter er lik leddene i utviklingen av (q+p)2 etter binomial-
formelen. Vi har nemlig at _
2
(¢+0)° = a® + 2pg + ¥

Folgelig er for n =2
Z 2=~z

21
s(z,W) = STeoa)T ? ¢
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Da gq+p=1, er s(0,W) + s(1,W) + s(2,W) = 1. Dette stemmer med at ingen andre
hendinger emn z = 0, z =1 og z = 2 kan imntreffe i en gjentakelse i W og at
disse utelukker hverandre.

n = 3.

Vi benytter samme fremgangsmdte som i foregiende tilfelle og finner:
s (1AiALA,W) = geqeq = @°
s(14i44,W) = geq-p = pg”

s(iA4iA,W) = qepeq = pg?

B(AiAiA,W) = peq+q = pqz

s(iﬂ.AA,W) = gePeD = pgq_
s(4ila,W) = peq.p =120
s(AbiL,W) = pepeq = pq
s(Ail,W) = pep+p = p°

T en gjentakelse i W som bestdr av n = 3 uavhengige gjentakelser i U, kan en

av hendingene z =0, z2=1, =2 og 2z = 3 inntreffe. Ved 4 benytte enten-eller

loven finner vi lett at sannsgynlighetene for disse hendinger er:
s{0,W) = q‘:3
s(1,W) = 3pq
a(2,W) = 3p°q
s(3,W) = p°

Vi ser at disse sannsynligheter er lik leddene i utviklingen av (q+p)3 etter

2

binomialformelen. Felgelig er sammsynligheten for hendingen z i en gjentakelse
i W, dvs. sannsynligheten for at A skal imntreffe i z av n =3 uavhengige gjen~
takelser i U, 1lik
s(z,W) = ',‘fg""y, p?q®?
Ze\3=2)d

Nar n =2 og n = 3 or altsd sannsynligheten for at L skal inntreffe i
z av n uavhengige gjentakelser i universet U, gitt ved det alminnelige ledd i
utviklingen av (q+p)n etter binomialformelens La oss anta at dette ogsd er rik-

tig nér n = k, dvs. at

ki k-
s(z,W) = 21{k-2) ! p'q ’

hvor hver gjentskelse i W bestir av n = k uavhengige gjentakelser i U. Vi kan

bevise at hvis denne forutsetningen er riktig, er ogsd

iy - (k1)) k+1~
s(z,W') = z.'%k‘i-l—zﬁ p'd ’

hvor hver gjentakelse i W' bestdr av n =k + 1 uavhengige gjentakelser i1,
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Hendingen A kan inntreffe i z av n = k + 1 uavhengige gjentakelser i
U pé to forskjellige miter:
1) den kan imntreffe i z av de k forste gjentakelser og uteblk i den (k+1)'te
gientakelse, eller ‘
2) den kan inntreffe i z-1 av de k feorste gjentakelser og inntreffe i den
(k+1) *te gjentakelse. | ‘
Noen andre muligheter foreligger ikke. Og felgelig md semnsynligheten for at
A gkal inntreffe i % av n =k + 1 uavhengige gjentakelser i U vere 1lik summen
av. samsynlighetene for hver av disse to altemmativer. I felge vére forutset-

ninger er sannsynligheten for det ferste alternativ lik

. k! 2 ke k! k41~
s(a ) slih W) = orn oy P e = gy T

hvor altsd en gjentskelse i W bestdr av n = k uavhengige gjentakelser i U.
Sanmsynligheten for det annet alternativ er etter samme regel 1lik

=1 kez+l

z z . D

. _ k}
s(a=1,W)+s(8,0) = [ 3Y7 (aeD)i P
_ k! _ % k+l=~z
= (z-1)1(k+1-z): P ¢
Felgelig er etter enten-eller loven
s(z,W') = 8(z,W)*s(i4,U) + a(z~-1,W)es(a,U)

. . k! JEER G
= LG (k-z)} (G- i1{k+1—z)s " P ¢

k+1)8 2 k+l-z
zl§k+1-z)!_ pa

Oppgave 20. Bevis at

k! . k! N ¢ <=0 I
7 (k~2)4 (z=1)1{k-2+1)}1 = 22(k+1~2)!

Vi har altsd bevist at hvis

nl Z N~z

‘er riktig for n = k, er formelen ogsi riktig for n=1Xk + 1. Vi vet nd at Ffor—
melen er riktig for n = 3. PFolgelig er den ogsd riktig for n=3 + 1 = 4, Og
siden den er riktig for n = 4, er den ogsd riktig for n = 5. Siden den er riktig
for n =5, er den ogsd riktig for n =6 osv. Formelen er m.a.c. riktig i sin
alminnelighet.

Da ingen andre hendinger enn z =9, z=1, 2 = 2, sesss z = n kan
inntreffe i en gjentakelse i1 W, skal summen av sannsynlighetenc for hver av disse
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hendinger vare lik enheten. At den funne formel for s(z,W) tilfredsstiller

demme fordring er lett & bevise. Vi har nemlig at

n n ni zZ n-% n
2 ool = 2 ooy yrra = (o) =1" =1
- Z .

Oppgave 21. Anta at sannsynligheten for at det ved en enkeltfedsel skal bli
fodt en gutt er lik 0,52. Finn sannsynlighetene for de forskjellige fordelin-
ger av gutter og jenter i en barneflokk pd n = 5 barm forutsatt at det ikke
forekommer tvillinger, trillinger osv. (Det forutsettes at de n = 5 enkelt-
fodsler er uavhengige gjentakelser.) Gi en grafisk fremstilling (seylediagram)
av s(z,W) som funksjon av z.

I en gjentakelse i det univers W hvor hver gjentakelse bestér av n
uavhengige gjentekelser i universet U, kan en av feolgende hendinger inntreffe:
=0, 2=1, 2=2, sevsrey, 2 =n. Vi skal nd stille oss som oppgave & under-
- swke hvilken av disse n+l hendinger det er som er mest sannsynlig. La dette
vaere z = a. Sannsynligheten for denne hending or s(a,W)., At z = a er den mest
sannsynlige hending betyr at z = a er den verdi av z som gjer s(z,W) til et
makgimum. Det betyr ogsé.at z = a er det samsynligste antall ganger hendingen
A skel inntreffe i n uavhengige gjentakelser i universet U.

La oss imidlertid ferst underseke hvordan det gir med s(z,W) nir z

giennomleper tallverdiene 0,1,2ycs.v0...4n. Dette kan vi f£& rede pé ved &4 undér-
soke differensen s(z+1,W)-s(z,W). Vi har at

nl z+l n=z=1 p(n—-z) "
‘8(Z+1,W) o= (z+1)£(n-z—l)£ P g == T}_-G:‘T)— S(Z,h)

Folgelig er
p(n-z) np-q-z

S(Z+1,W)“'B<Z,W) = ”(R‘m“)“S(Z,‘}J)-S(Z?TN) = Ta+1T S(Z,W)
Da nd p,q,n,z og s(z,W) er positive tall, ser vi at
s(z+1,W) > s{z,W) for alle z < np~g
s(z+1,%) < s(z,W) for alle 2z > np~q
s(z+1,W) = s(z,W) for z = np~q

Den siste ligningen har ingen mening med mindre np-gq er et helt tall. Men hvis
np-q er et helt tall, er det to naboverdier, nemlig np-g og np~q+l = np+p, som
er like sannsynlige og samnsynligere enn alle andre verdier av z. Vi ser videre
at ndr z < np-q er s(z,W) voksende for voksende verdier av z, 0g nar z > np-~q
er s(z,W) avtakende for voksende verdier av z, Hvis derfor np-q ikke er et helt
tall, kan det vere bare en verdi av z (z = &) som er sannsynligere enn de andre
verdier. Vi skal vise at z = & er det ene hele tallet mellom np~g og np+p.
Hvis nemlig 2z = a er den sannsyhligste verdi av z, mé
sfe=1,7) < sg(a,W) > s(a+l,W)
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Fra for her vi at

8 (a-:-l ,W) = —i—%;%%.s (a,’-;'.’)

og vi finner lett at (bevis dette)

, , a_
s(a~1,W) = p‘(‘n‘.q.‘;ﬂ s(a,W)
Folgelig er .

5 nf;;l“)' s(a,W) < s(a,w) >~§§-§%s(a,w)

Av venstre ulikhet finner vi at
qa < p(n-a+l)
eller at a< np +p

Av hgyre ulikhet finnes at .
q{a+l) > p{n~a)
eller at & > np -~ g

Til bestemmelse av a (den sannsynligste verdi av z) har vi derfor

np~g < a < np+p

Differensen mellom disse to grensene er
(np+p) - (np~q) =p+q =1
Den sennsynligste verdi av z er derfor lik det ene hele tallet mellom tallene
np-q og np+pe. Er np-q og np+p hele tall, er disse verdier av z som vi allerede
har sett, like sannsynlige og sannsynligere enn alle andre verdier av z.
' La oss anta at sannsynligheten for at det ved en enkeltfedsel skal bli
fodt en gutt er p = 0,52. Det sannsynligste antall gutter i en barneflokk pid
n = 5 barn hvor det ikke forekommer tvillinger eller trillinger osv. er altséd det
ene hele tallet mellom .
np-qg = 5.0,52 -~ 0,48 = 2,12
og np+p = 5.0,52 + 0,628 = 3,12
Det sarmsynligste antall gutter er altsd a = 3 (sml. oppg. 21)e
Sannsynligheten for den sannsynligste hending, %z = a, er naturligvis

a n—-a

n!
s(a W) = srayr® @
Sammsynligheten for det sannsynligsfe antall gutter, a = 3, i en barneflokk pid

n = 5 barn (forutsetninger som ovenfor) er derfor lik

o
s(3,W) = 57(23-:;)—; 0,52°  0,48% = 0,32

Nér n er et stort tall, kan en ikke bruke formelen for s(z,W) t1il beregning av
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s(a,W). Da blir det nemlig uoverkommelig & beregme n!, a! og (n-a)! Fn md

derfor bruke en tilnermingsformel. Denne er:

s(a,Ww) = __E;::
VZWnyl
La oss tenke oss at vi trekker ett kort av hver av n = 1000 kort-
stokker. (Vi forutsetter at de 52 kort er like gannsynlige hendinger nir vi
trekker ett kort av en kortstokk.) Hva er da det samsynligste antall (a)
sparkort, og hvor stor er sannsynligheten:foridette sannsynligste antall ?
Vi har at s(spar,U,._ p=%. Det sannsynligste antall spar ligger mellom
grensene :
np~q = 1000+0,25 - 0,75 = 249,25
og ) np+p == 1000+0,25 + 0,25 = 250,25
Det sannsynligste antall sparkort er altsd a = 250. Sannsynligheten for dette
antall er
1 1

s{a,W) = s(250,W) = = .= 0,029
’ Y T YZwmpg V2 %100070,25°0,75 ’

Vi ser altsd at sannsynligheten for det sannsynligste antall er meget liten.

Hva er grunnen til det ? .
Oppgave 22. la s(A,U) = p vere samsynligheten for at hendingen A skal inn-
treffe i en gjentakelse i universet U. Tinn det sannsynligste anmtall ganger
A vil inntreffe i n uavhengige gjentakelser i U og beregn sannsynligheten for
det sannsynligste antall i felgende tilfelle:

1) n=7 og p:l/z 4) n = 1000 og p:l/
2) n="7 og p=1/3 5) n=1000 og p=1/3
3) n="7 og p=1/10 . 6) n=1000 og p=1/10

Oppgave 23. Ved en bestemt krysning av bananfluen kan avkommet £8 B = normale
gyne eller iB = reduserte eyne. Anta at s(B,U) =p=0,78. Hva er det sann~
synligste antall avkom med nomale syne i et kull pd n = 500 avkom og hvor stor
er samnsynligheten for dette sannsynligste antall 7

7. Noen tillecggsmerknader.

N&r en skal provc & gi en fremstilling av et eller amnet vanskelig
emne, hender det at de pedagogiske og de rent faglige hensyn kommer i konflikf
med hverandre. En kan bli stilt overfér et valg mellom en stringent fremstil-
ling og en fremgtilling som forst og fremst tar sikte p& 4 gi en mest mulig
lettfattelig innfering i emnet. Den fremstilling som er gitt i de foregdende
avsnitt av sannsynlighetsregningens enkleste seﬁpinger, er et resultat av en av-

velning av disse to motstridende hensyh. Fremstillingen er til stadighet under-
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stettet av eksempler og oppgaver., Sett fra et pedagogisk synspunkt er denne
metoden sikkert bra, men den har den feil at leseren gjerne fester seg mer ved
de spesielle eksempler enn ved den generelle tankegang., Av den grumn er det
kanskje nedvendig ved noen alminnelige merknader & rydde bort eventuelle nar—
liggende misforstéelser for vi gir videre.

Det er for det forste en mulighet for at en har fatt det inntrykk
at tidsmomentet spiller en rolle i sannsynlighetsregningen. Dette er ikke
riktig. Men ;nntrykket kan ha festnet sdg fordi oppgavene som oftest har fatt
omtrent folgende form: en hending A kan inntreffe ved en nzrmere definert be-
givenhet, hva er sannsynligheten for at den skal inntreffe? Det er selvsagt
nange tilfelle der dette er en naturlig og riktig problemstilling. Men som
oftest kanvproblemet formulerés pé flere méter som er like riktige og treffende.
Sett at det gjelder trekning av ett kort av en kortstokk og hendingen er spar-
kort, Vi kan da velge mellom bl.a, felgende formuleringer :

1) Vi trekker ett kort av en kortstokk. Hva er sannsynligheten for & trekke et
sparkort?

2) Vi har trukket ett kort av en kortstokk. Hva er sannsynligheten for at det
ubttrukne kort er sparkort? |

Disse to formuleringer gir uttrykk for neyaktig samme tanke.

Ogsé ndr det gjelder den betingete sannsynlighet s(B,UA) kan vi velge
mellom flere forskjellige formuleringer. Vi mé& alltid begynne med & definere
gjentokelsen 1 universet U, og deretter kan vi formulere oppgaven f.eks. slik:
1) Hva er sannsynlighéten foi at B skal inntreffe i en gjentakelse i U forut-
satt at A inntreffer?

2) Det er konstatert at A har inntruffet i en gjentakelse i U, Hva er da sann-
synligheten for at ogsd B har inntruffet i denné gientakelse?

%) Det ble konstatert at A var til stede. Hve er sammsynligheten for at ogsé

B var til stede? ’

Disse tre spersmil med betingelser kan gjerne vere spersmél angdende akkurat
gamme sek. I forste tilfelle tenker en seg at begivenheten (gjéntakelsen) er
fremtidig, 1 annet tilfelle at den er.ndtidig og i sisgte tilfelle at den er for-
.tidig. Men det kan i alle tre tilfelle vere tale om samme begivenhet og samme
‘hending. oY

Vi har fer understreket at en begivenhet er definert ved et antall
kjermetegn. Det samme gjelder imidlertid ogséd det vi har kalt en hending. Ogsd
demme m8 1 hvert enkelt tilfelle vare definert ved et cller flere kjennctegn.

I stedet for & tale om begivenheter og hendinger, kunne vi derfor tale om kjenne~

tegnssett. Og da ville det vere mulig & formulere oppgevene i mer generelle
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uttrykk, f.eks. slik: Hva er sannsynligheten for at de kjennetegn som defi~
nerer hendingen B, er (var, kommer til & vere) til stede nér (dvs. hver gang)
de kjennetegn som definerer vedkommende begivenhet er (var, kommer til & veare)
til stede?

Alle sannsynligheter er derfor betingete sannsynligheter. BEn kan si
at sannsynligheton for en hending er identisk med semnsynligheten for at dens
kjenmnetegn er til stede ndr det er kongtatert at begivenhetens kjennctegn er til
stede. Sannsynligheten s(B,U) er altsi identisk med sannsynligheten for at B's
kjennetegn er til stede nar deAkjennetegn er til stede som definerer gjentakel-
sene i universet U, P34 samme mite er s(B,UA) lik sannsynligheten for at B's
kjennetegn er til stede nir béde de kjennetegn som definerer gjentakelsene i

universet U og A's kjennetegn er til stede.
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8. Variable kjennetegn.

Vi har tidligere (II) forklart at det er to slags variable kjennetegn,
diskrete og kontinuerlige. Br kjemmetegnet diskret, kan det ha bare bestemte
atskilte tallverdier (sml. cks. 2, eks. 6 og eks. 7, II). Er det kontinuer-

lig, kan det ha en hvilken.som helst verdi, eventuelt begrenset til et be-
stemt tallomridde. ,
Vi har ogsd forklart (II,,7) at d4: obscrvasjoner av et variabelt

kjennetegn som en har skafiet seg. 1 et bestemt tilfelle, mé oppfattss som
et utvalg av et univers som’ omfatter uendelig mange observasjonur, A bruke

betegnelsen univers i dunne betydning kan forsvares, men vi kommer da i
konflikt med det universbegrep som vi har benyttet foran i sannsynlighets-
regningen, Vi vil derfor med det samme s18 fast at ogséd nir det gjelder
variable kjemnetegn, skal universet bestd av begivenheter (gjentakelser).
Gjentakelsene er da de enheter hos hvem det variable kjermetegn kan obser-
veres. Utvalget av universet bestdr etter dette ikke av observasjoner, men
av enheter hos hvem det variable kjennetegn‘er-observert. Og i1 overensstem-
melse med dette or det de verdier som kjennetegnet kan ha i et univers, som
er de hendinger som kan inntreffe i en gjentakelse. Tar vi for oss eks. 7
(IT,3) bestdr universet av et uendelig antall planter som alle har kjemne-
‘;tegnet "soleihov“, og de hendinger som har inntruffet i utvalget pd n = 281
gjentakelser er x = 5, x= 6, x= 7, x= 8 og x = O.

Vi vil nd férst forutsette at kjennetegnet ~ x ~ er diskret, og vi
vil tenke osg at obsecrvasjonene er ordnet i en fordelingsfekke. Frekvensen
til kjennetegnsverdien x = x5 har vi for betegnet med hi’ men vi vil i det
félgende bruke betegnelsen h(xi,U) for & markere at de enheter hos hvem
kjemnetegnet er observert er gjentakelser i et univers U. I det for nevnte
eks. 7 er altsd h(5,U) = 223, h(6,U) = 45, h{(7,U) = 6, u(8,U) = 4 og

h(9,U) = 3. If5lge vir definisjon er da
h(xy,U)
s(x;,U) = Gr, — nir n - ®

sannsynligheten for X=Xg i en gjentakelse i U. Det er ogsd sammsynligheten
for en enhet som har kjennetegnsverdien x=x;. Den relative frekvens h(xi,U)/n
er et estimat av s(x;,U).

De forskjellige kjemnetegnsverdier, altsd de forskjellige verdier
som x kan he, har i regelen ulike sannsynligheter for & imntreffe i en gjen-

takelse. Samnsynligheten s(x,U) vil derfor oftestforandre verdi med x slik
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at vi kan oppfatte dex: som en funksjon av x og sette
s(x,U) = f(x)

Derme furksjonen kalles fordelingsloven for kjemnetegnet x i univer-

set U.
Da vi 2lltid or henvist til & arbeide med et endelig antall (n)

gjentakelser, kan vi ikke f& bestemt verdienc av s(xz,U) = f(x) eksakt., En
har derfor utledet en del typer av férdelingslover ved & ta utgangspunkt i
visse nsrmere oppgitte sammsynlighetsteoretiske forutsetninger. En‘kjenner
nd en del typer av slike fordelingslover for diskrete kjennetegn. Fordelings-
loven er da gitt ved en formel hvor x er den uavhengig variable. Dessuten
inneholder formelen et lite antall parsmetrer. Er verdien av disse kjent,
kan en ved & immsette x = x; beregne s(xi,U). I regelen md verdien av disse
parametrer bestemmes ~ estimeres - ved hjelp av de observasjoner av kKjemnne-
tegnot en har i hvert tilfelle. Men det hender ogsé at envhar en hypotese
om fordelingsloven som er sid pass detaljert at ogsd parameterverdiene er gitt.
Vi har ikke her anledning til 4 beskjeftige oss noe videre med teo~
rien for diskrete fordelingslover, I tillegg til det vi allerede har nevnt
vil vi néye oss med & referere ot eksempel, I félgende tabell er h(x,U)/n
de relative frekvenser i eks. 2 (II,2) og s(x,U) = f(x) er utregnet av

binomialloven
k! X kex

%! (k=) i P4

s(x,U) = f(x) =

hvor verdiene av parametrene k og p er satt til: k= 21 og p = 0,61.

B e v et

bz f(x)

>

4 0, 0001
5 0, 0005

6 0, 0016 0, 0020

7 0,0058 0, 0069

8 0,0199 0,0188

, 9 0, 0556 0,0426
10 . 0,0798 0,0798

11 0,1249 0,1249

12 0,1601 0,1628

13 0,1653 0,1763

14 0,1585 0,1576

15 0,1228 0,1150

16 0, 0672 0,0674

17 0, 0262 0,0311

18 0, 0100 0,0108

19 0, 0016 0, 0027

20 0, 0005 0, 0004

0,9998 0,9997
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1 dette universet kan naturligvis ogsd x = 0, x = 1, x = 2, x= 3
og x = 21 inntreffe. Men sannsynlighetene for disse verider er mindre enn
0,0001 og er derfor ikke tatt med i tabellen.

Vi ser at verdiene av 5(x,U) = £(x) og de relative frekvenser stem-
mer meget bra overens. Dette kan da bety at binomialloven med parameirene
k= 21 og p= 0,61 er fordelingsloven for kjennetegnet. En md imidlertid
' vere oppmerksom pd at hvor bra overensstemmelse det enn er mellom de relati-
ve frekvenser og sammsynlighetene utregnet péd grumnlag av en teoretisk ut-
ledet fordslingslov, har vi'ikke noe bevis for at vi har funnet den riktige
fordelingsloven. Vi har nemlig aldri noen garanti for at ikke andre f ordclings-
lover vil kunne stemme like godt med de samme frekvensene.

Ia oss nd tenke oss at kjennetegnet er kontinuerlig variabelt. Vi
vil tenke oss at observasjonene av det er ordnet i en fordelihgsrekke hvor
Klassene har klassevidden 2c. Er da h(x;,U) frekvensen for den klassen.som
hor midtverdien xys vil Gr.h(xi,U)/n ndr n-w nerme seg til sannsynligheten
- 8(xysU) ~ for i en gjentakelse i U & f4 en kjonmetegnsverdi innen klassen
med grensene X;=C 0g Xj+C. I eks. 3 (II,2) vil altsd de relative frekvensene
. for voksende n nezrme seg til samnsynlighetene for i en gjentakelse i vedkommende
univers & f& en kjennetegnsverdi innen klassenc 11 - 12 kg, 12 —~ 1% ka,
13 ~ 14 kg. osv.

| Ogsé i dette tilfelle kan vi oppfatte s(x,U) som en funksjon av x.

Denne funksjonen er diskontinuerlig fordi vi for x bare ken innsette klas-
senes midtverdier. Det er imidlertid ikke denne funksjonen som er fordelings—
loven i dette tilfelle. Fordelingsloven er en kontinuerlig funksjon - f(x) -
definert slik at areslet v den flaten som er begrenset av kurven for funk-
sjonen, x-aksen og de to ordinatene som trekkes fra de to punktene pé x~sksen

hvis abscisser er x;~c og xj+c, er lik s(x;,U), Kurven i figur 1 represente-

i’
rer en slik fordelingslov. arealet av den skraverte flaten er lik s(xj,U).
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Ogsd de funksjonecne som representerer kontinuerlige fordelingslover
er utledet pd grumlag av visse nermere oppgitte sannsynlighetsteoretiske
forutsetninger. Vi skal senere stifte bekjentskap med noen typer av slike
fordelingslover,

Vi har tidligere (II) sett hvordan en fordelingsrekke kan karakteri-
seres ved slike samlatall som gjiennomsnittet og middelavviket. Lignende '
stérrelser brukes ogsd nar det gjelder & beskrive f ordelingslover. De to

viktigste av disse er forveniningen og spredningen. Porventningen svarer

til gjennomsnittet og spredningen til middelavviket. For gjennomsnittet og
middelavviket har vi foran brukt betegnelsene m og s. For forventningen og
spredningen vil vi ~ for & forhindre forvekslinger ~ bruke de greske bokstavene
p (my) og o (sigma).

Da det ikke kan forutsettes at infinitesimalregningens symboler er
kjent,vil vi forutsette at kjennctegnet (x) er diskret. Da er forvent-
ningen 1ik summen av produktene av x og s(x,U) = f(x), eller

p o= I f(x).x
Spredningens kvadrat (universets varians) er lik summen av produktene av
f(x) og (x~u)2, e¢ller
2
g% = 3 £(x). (x-u)

Under disse summeringer skal en naturligvis ta med alle de verdier
av kjemnetegnet (x) som kan inntreffe i en gjentakelse i universet.

La oss anta at fordelingsloven er en binomiallov:
X k- x
q

k!
£(x) Xt {k-x)

Da kan det bevises at

K
u~=2f&)X*2 ;mgmrpﬁ {x=kp
og at
, k X k~x 2
2 _ 2. 3 k - pq ".(x%kp)° = kpq
c 2 f(x). (x-1) : m
Altséd er

= Vkpg
Vi har foran vist at binomialloven med k = 21 og p = 0,61 gir en
meget god beskrivels av fordellngsrekken i eks. 2 (I1,2). PForventningen og
spredningen er altsd lik | '
b = kp - 210,61 = 12,81
ce 0 =VKPT =VEL. 6,61.6;39 =V;5559 = 2,24.
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9. Den normale fordelingslov.

Den normal: fordelingslov som ogsé ofte kalles den eksponensielle
eller den Gaussiske fordelingslov, er den viktigste av alle kontinuerlige
fordelingslover. Vi har ikke anledning til & forklare hvordan den er ut-

ledet og m& ndye oss med 4 presentere den ved formelen

o2
erae

Her er ¢ og U forventningen og spredningen og e er grumntallet i

f(x) =

det naturlige logaritmestystem (e = 2,71828 ....).

Det grafiske bilde av funksjonen er en kurve med bare et maksimum,
nemlig for x = § (se tigur 2). Fra dette maksimum synker kurven symmetrisk
til de to sider og sirekker geg utover mot © i begge reotninger. Arealet av

den flaten som er begrenset av kurven og x—asksen er 1lik enheten.

/ o Fig. 2

RN

\.
‘_‘\‘\ NN RN

NN

~4G ~30 -20 -0 m o 20 - 30 40

Ia oss tenke oss at vi stykker opp x-aksen i et antall like
store stykker. Ia stykkénes lengde vazre lik %0 og la oss veige X = (4 som
et av delingspunktene. Arealet av den flaten som er begrenset av kurven,
x-eksen og ordinatene trukket gjennom endepunktene av et av disse stykker
er da lik sannsynligheten for i en gjentakelse i universet & f3 en kjenne~
tegnsverdi mellom vedkommende stykkes endepunkter. Arealet av den skraverte
flaten i gigur 2 er lik 0,15. Dette er da sannsynligheten for en kjenne~

tegnsverdi imnen den klassen hvis grenseverdier er pu+ 30 og K+ 0o
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I tebell 1 er s(x,U) sannsynlighetene for & f4 en kjennetegnsverdi innen de
oppforte klagser. Nir umntas de to ytterste klasser, er klassevidden overalt
lik 5.

Tabell 4
klasser a(x,U)
{

- - Eu -4 o; 0, 00002
(p=40) =~ (u- 30 0, 00022
(p-3%6) - (b-30) 0,00110

w-30) - §u - 250) 0, 00465

b= 2z0) = (p-24) 0, 01700

e 20) - {(u=-130) 0, 04400
gu ~136) - (u=-10) 0, 09150

b-1a =~ (p- 30) 0, 15000
(b - %o) - u 0,19150

ko - (p+ 39) 0, 1915C
(p+ 26) - (k+10) 0, 15000
(p+10) = (u+ 1E0) 0, 09150
(b +156) - (p+.2 0) 0, 04400

L+ 2 g - {(p+ 250) 0, 01700

B+ 236) - (W+3 G% 0, 00465

b+ 30) = {p+ 30 0,00110
iu +350) - (u+ 4 0) 0, 00022
{p+40 - +@ 0,00002

Sumr = 1,00000

Det er imidlertid en ammen tabell som har storre interesse for prak-
tisk statistikk., Vi innser lett at sannsynlighetenf or en kjennetegnsvérdi
mellom grensene {u- 50) og {k + 3 0) etter enten-eller loven er lik
summen 0,1915 + 0,1915 = 0,3%83, At x faller mellom disse to grensenc eor
imidlertid ensbetydende med at (x - p) faller mellom grensen +50 og +50 .

Og detter igjen ensbetydende med at

lx ~ul %30
hvor |x - ul betyr tallverdien av (x ~W). Sannsynligheten for en kjenne~
tegnsverdi som avviker fra forventningen med et beldp som er mindre eller i
héyden lik 7 er altsi Q= 0,383, P4 samme midte ken vi pd grunnlasg av ta-
bell ‘1 finne sannsynligheten for en kjennetegnsverdi som avviker fra forvent-
ningen med et beldp som er mindre eller i hdyden lik spredningen, d.v.s.
sanmsynligheten for Ix - ul £ 0. Deme sannsynlighet er 1lik summen
051500 + 0,1915 + 0,1915 + 0,1500 = 0,683, Ved & fortsette pid demme mdten, kan
vi finne sannsynlighetene for ‘ o

lx - u] ¢ a.s
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for = 1%, a= 2,a= 2% osv. Disse samnsynlighetene er gitt i tabell 2 under
betegnelsen Q. I sammetabell er ogsi tatt med verdiene av P= 1 ~ Q som er

gammsynligheten for
Ix - u] 2 a.o
d.v.s. sanmsynligheten for en kjemnetegnsverdi som avviker fra forveniningen

med et beldp som er lik eller stdrre emn adc.

Tabell 2.

3 Q P B
0,5 0,383 0,617
1,0 0,683 0,317
1,5 0, 866 0,134
2,0 0,954 G, 046
2,5 0,988 0,012
3,0 0,9973 0, 0027
355 0,9995 0, 0005
4,C 0,99994 0, 00006

e

Vi ser ot sannsynligheten for en kjennetegnsverdisom avviker fra
forventningen med et beldp som er lik eller stdrre en 30, er bare 0,0027.
Kjennetegnsverdier som avviker frafbrvenfningen med mer enn tre ganger spred-
ningen vil derfor praktisk talt aldri forekomme.

Det har vist segat et meget stort antall fordelingsrekker for obser-—
vasjoner av kontinuerlig variable kjennetegn stemmer meget bra med den normale
fordelingslov. N&r en i et bestemt tilfelle skal sammenligne de relative
frekvensene -~ h(x;,U)j~ med s(x3,U), kommer en som oftest opp 1 vanskeligheter,
fordi jo s(x;:U),er arcaler. Dessuten er forventningen og spredningen praktisk
talt aldri kjent. Bn m8 crstatte dem med gjennomsnittet og middelavviket for
de observasjonene en har. Den enkleste framgangsmdten er da & erstatte u og ©
med m nog 8 1 tabell 1 Tor fustsettelsen av kluaagezrensene og bruke 2o Yl.isser en fin-
ner pd derne méten som grunnlag for ordningen av observagjonene i fordelings-
rekke, Da er jo verdiene av s(xj,U) 8itt i tabell 1, Denne metoden kan imidlertid
ikke brukes hvis observasjonene allerede er ordnet i en fordelingsrekke og en
ikke har adgang til den opprinnelige primerlisten over observasjonens. Men da
kan en hvis klassevidden ikke er for stor i forhold til s (den bdr ikke vare
stérre en s), erstatte s(xi,U) med funksjonsverdiene for klassenes midtverdier.

En erstatter altsdjuog 0i formelen for fordelingsloven med m og s, setter
imn klassenes midtverdier og regner ut. (sml. eks. 3). Disse funksjonsver-

dier er aldri eksakt lik s(xi,U), men forskjellen er som oftest ubetydelig.
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En kan naturligvis ogsé beregne de cksakte verdier av s(xi,U) hvis pog ©
er kjent, men de metoder en da mé bruke er s& pass vanskelige at vi ikke

kan redegjore for dem her.

Eksempel 3. Hodeskallens storste bredde ble milt hos n = 2000 voksne menn.
Observasjonene (i mm) ble ordnet slik som fSlgende f ordelingsrekke viser.
Gjermomsnittet og middelavviket er m = 156,16 og s = 5,73, s(xi,9) er satt
lik funksjonsverdiene for klassenes midtverdier. For noen av klassene er
bdde frekvenseme og verdiene av s(xj,U) summert.

er satt lik gjenmmomsnittet og middelavviket.

Forventningen og spredningen

h(x,,U)

klasser X3 h(;i,U) _S_i___ S(Xi’U)
120~124 122 1]
125-129 127 ol
130~134 132 ol34 0,017 0,018
135~139 137 2|

 140-144 142 31 ;
145-149 147 173 0, 087 0,097
150-154 132 567 0,283 0,268
155-159 157 701 0,351 0,344
160~164 162 390 0,19% 0,207
165169 167 119 0,059 0,058
170-174 172 11 | :
175179 177 3116 0,008 0,008
180-184 182 1 [
185~189 187 1!

20060 1,000 ¢ 1,000

Vi ger 2t verdiene av s(xi,U) stemmer meget bra med de relative

frekvensene.

Oppgave 24. Sammenlign s(xi,U) og h(x;,U)/n for eks. 3 (II,2) nir s(xy,U)
settes 1lik funksjonsverdien for klassens midtverdi av den normale fordelings-

lov, PForventning og spredning settes lik gjennomsnitt eg middelavvik.

10. PTohebycheffs wlikhet.

Det ville naturligvis vare av stor interesse om en kumne stille opp
en tabell svarende til tabell 2 som hadde gyldighet for alle fordelingslover.
Saken er jo nemlig den at en i svert mange tilfelle ~ kanskje i de aller
fleste tilfelle - ikke kjemmer til hva slags fordelingslov kjennetegnet har.
Vi har vist tidligere (II96) ved noen cksempler at det»overveiende antall
observasjoner faller innenfor et tallomrdde fra m — 3s til m + 3s. Det er
iallfall et relativt lite antall observasjoner som faller utenfor dette om~

rdde. En vet nd erfaringsmessig at denne regelen har noks& almen gyldighet.
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Tabell 2 viser at hvis kjemnetegnet har normal fordelingslov, er sarmsynlig-
heten for en kjennetegnsverdi som faller utenfor omrddet fra p- 3¢ til u+ 3¢
praktisk talt lik null. Detite kan sies &were ot spesialtilfelle av en helt

almengyldig setning som sier at sammsynligheten for
i X - ul 2 a.co

er lik eller mindre enn
1
2
a

P=

for verdier av a som er stirre enn enheten. (Beviset for setningen tas ikke

med her). I tabell 3 er gitt noen sammenhtrende verdier av aog P,

Tabell 3.

0,4444
0,2500
0,1600
0,1111
0,0816
0, 0625
0, 0494
0,0400
0, 0100

O VT B AN DO PO
w M N WM W R W Y W
O ooV o owWu

ot

Vi ser at P avtar péd samme méte som i tabell 2 for voksende verdier
av g. Men den avtar 1éngsommere. Videre ser vi at sannsynligheten for en kjen-
netegneverdi som avviker fra forventningen med et beldp som er lik ellef stérro
enn 4, 0 er liten, nemlig lik eller mindre enn O, 0626.

Denne setningen har gyldighet for alle mulige fordelingslover. Den
gjelder derfor ogsé for alle usedvanlige typer, typer som en sjelden eller
kanskje aldri kommer over i praktisck statistisk arbeid.’ De fleste fagsta-
tistikere synes derfor & vare av den oppfatning at sannsynligheten for Ix—gl : a.o
er betydelig mindre enn etter tabell 3. De fordelingslover en i alminnelighet
har med & gjdre, har meget storre likhet med den normale. En pleier derfor
gjerne & regne avvikelser fra forventningen pd mer enn 3 ~ 4 ganger spredningen
for & vare sd sjeldne at en setter samnsynligheten for Ix - pl 2 4¢ til
praktisk talt lik null.

11. Binomialloven 1I.

La oss tenke oss at vi har n uavhengige gjentakelser i et univers U

og at vi ved & understke hver enkelt av disse gjentakelsene har fumnnet hvor
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mange ganger et konstant kjennetegn (enkelt eller sammensatt) eller en verdi
av et variabelt kjemnetegn har imntruffet i disse n gjentakelser. Dette an~
tall har vi kalt frekvensen for vedkommende kjemnetegn eller kjennetegnsverdi.
Og vi har brukt slike betegnelser som h{A,U), h(AB,U), h{AiB,U) osv. nér kjenne-
tegnet er konstant. Er det variabelt, har vi brukt betegnelsen h(xj,U) hvor
Xx=X; er selve kjennetegnets verdi ndr det er diskret variabelt og klassens
midtverdi ndr det er kontinuerlig variabelt. I eks. 1 (III,4) har vi n = 2835
og h(A,U) = 2211, h(4B,U) = 1705 osv. I eks. 2 (II,2) har vi n= 1905 og
n(6,U) = 3, h(7,U) = 11, h(8,U) = 38 osv.

La oss nd anta at vi kjenner sannsynligheten for at vedkommende
kjemnetegn eller kjennetegnsverdi skal inntreffe i en gjentakelse i U. For
slike samnsynligheter har vi brukt betegnelser som &(4,U), s(AB,U) osv. nér
kjennetegnet er konstant og s(x,U) ndr det er variabelt. Men vi vil i det
félgende bruke p som felles betegnelse for alle disgse sannsynlighéter og sette
g= 1 - p.

Ifslge II1,6 er da sannsynligheten for at kjemnetegnet (eller kjen-
netegnsverdien) skal intreffe i z av n navhengige gjentakelser i U lik

s(z,W) = mi—:;—,—— p?q"e
hﬁbr hver gjentakelse i W bestdr av n uavhengige gjentakelser i U, Dette er
da fordelingsloven for frekvensen for kjennetegnet (ellerijennetegnsverdien)

i universet W. Forventningen og spredningen er (se III,8) lik
W = mp og 0=YVnpq

Ia oss anta (som hypotese) at sammsynlighetenfor A i eks. 1 (IIT,4)
i en gjentakelse er s(4,U) = p = 0,75 og at gjentakelsene er uavhengige gjen-
takelser. En har at n= 2835 og den hypotetiske forventning og spredning er
derfor 1lik

[

np = 2835.0,75 = 2126,25
Vnpg =V2835,0,75.0,25 = 23,06

Differsnsen mellom fre.venson for &4 og dens forventning or altsd
h(A,U) -~ p = 2211 =~ 2126,25 = 84,75

u
0g o

og - |n(a,u) ~pl . 84,75 - 3,68
. o] 23,06

Etter Tchebycheffs ulikhet er sammsynligheten for en avvikelse fra
forventningen - avvikelsen tati iforhold til spredningen - som er 1lik eller
stérre enn a = 3,68, lik eller mindre emn ( 316§)2 = 0,074, Differensen mel<:s’

]

lem frekvensen for 4 og forventninger er derfor i stdrste laget, men den er ikke

s8 stor at vi kan si at den er urimelig. &£n hending med sannsynlighefen 0,074
vil jo forekomme ikke sd rent sjelden. Hvis vi derfor mdtte basere vir vurdering
pé Tchebycheffs ulikhet, métts vi slutte at det ikke er noen god overensstemmelse
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‘mellom hypotesen og den observerte frekvens. Men differensen er heller ikke
s& betydelig at vi kan slutte at hypotesen ikke er bekreftet. BHvis vi derimot
kurne tillate oss & bruke tabell 2, ville vi bli tvunget til & forkaste hypo-
tesen. Etter dermme tabell er nemlig samnsynligheten for en avvikelse fra
forventningen -~ avvikelsen tatt i forhold til spredningen - som er 1lik eller
stérre enn den vi har funnet (a = 3,68) mindre enn 0,0005 som er sannsynlig-
heten for en avvikelse 1lik eller stdrre enn a= 3,5. Den funne differens er
m.a.0. s& stor at vi mé karakterisere den som meget urimelig. Fslgelig mé
vi slutte at det er et eller annet i veien med hypotesen. Vi matte forkaste
den., Noe bevis i matematisk forstand for demne slutningen har vi naturligvis
ikke, for selv de mest usannsynlige hendinger vil jo kunne inntreffe av og til.
Det er imidlertid alltid storre eller mindre usikkerhetsmomenter knyttet til
induktive slutninger. Det er det ikke noe & gjdre ved.

Hvis vi derfor kan tillate oss & bruke tabell 2, m8 vi slutte at vir
hypotese ikke er bekreftet. Det md altsé vere et eller annet i veien med den.
Da vi imidlertid senere skal komme tilbake til dette eksemplet, skal vi ikke
hefte oss med noen diskusjon av saken pd dette tidspunkt,

Dette eksemplet viser at det ville ha store praktiske fordeler om
en i slike tilfelle som dette kunne bruke tabell 2, En ville da i mange flere
tilfelle ha anledning til & forkaste feilaktige hypoteser enn om en war hen-
vist til & bruk Tchebycheffs ulikhet som grunnlag. Det har lykkes & vise at
ndr n er et start tzll, kan binomialloven med tilstrekkelig tilnzrmelse gjen-—
gis av den normale fordelingslov. Nir n er et stort tall, kan en derfor er-
statte Tchebyoheffs ulikhet med sannsynlighetene i tabell 2, Hvor stort
tall n m& vare avhenger av verdien av p. Har p en verdi i nerheten av 3,
behtver ikke n vere s& svart stor. Har derimot pen verdi nzr O eller nzr 1,
mé en stille stérre krav til verdien av n. _

Beskrivelsen av metoder for statistisk prévning av hypoteser hérer
égentlig hjemme i avsnittet om statistisk induksjon, og vi skal derfor her bare
ta med noen enkle eksempler og oppgaver som det passer & ta med som Gvelse.

Vi har i eks. 3 (III,9) sammenlignet sannsynlighetene gitt ved den
normale fordelingslov med de relative frekvenser i fordelingsrekken for obser-
vasjonene av hodeskallens stdrste bredde hos voksne menn og fant da at det var
en meget bra overensstemmelse. Vi har nd midler til & sammbnligne de absolutte
frekvenser med deres forventninger og sammenligne differensene med spredningene.

De beregninger som da m& utfdres er demonstrert i flgende tabell.
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| _— el v e o i T --. [ o ‘“‘“ h . U * .
xg  |B(xsT) | s(x1,0)=py | qy=14P1 py=npy ]h(xi,U)-quldf‘\/npiﬁii (X;f )- v
; | T
122 1] | |
127 0 . |
132 0} 34 0,018 0,982 %6 2 - 5435 0,34
137 2l . :
142 | 31
147 | 173 0,097 0,903 2195 1 21 13,27 1,58
152 | 567 0,268 0,732 535 32 19,27 1,62
157 701 G, 344 0,656 688 13 21,24 0,63
162 | 390 05207 0,793 414 24 18,12 1,32
167 | 119 0,058 0,942 117 2 10,50 0,20
172 | 11 | '
177 3116 0,008 0,992 16 .0 3,98 0,00
182 1 ‘
187 1)
2000 | 1,000 ! 2001

For & umngéd & regne med samnsynligheter som er altfor nzr null - d.v.s.
for & unngd for store avvikelser fra den normale fordelingslov som fordelingslov
for frekvensene -~ er noen av frekvensene og deresforventninger summert. For

_ enkelhets skyld er dessuten alle forventninger avrunnet til nsrmeste hele tall.
Av siste kolonne ser en at alle frekvensenes avvikelser fra forventningen i
forhold til spredningene ligger innenfor rimelige grenser bdde etter Tohebycheffs
ulikhet og etter tabell 2. Den normale'fordelingslov gir altsi en god beskrivelse
av fordelingsrekken. Det er iallfall ikke noen grunn til & slutte at hypotesen
(den normale fordelingslov) ikke er bekreftet.

Oppgave 25.‘ Ved en bestemt krysning av banahfluen opptrer hos avkommet karakte—
ren "normale Syne". Anta (som hypotese) at sannsynligheten for denne karakter er
p= 0,75 og at gjentakelsens (de enkelte avkom) er uavhengige gjentakelser,

Sett at en som resultat av en krysning finner 160 avkom med normale Syne i et

kull p& 200 avkom. Er da dette resultat i strid med hypotesen?

‘Oppgave 26. Ia A og B bety det samme som i eks, 1 (III,4). 4nta at s(4,U) =
og B er uavh, hendinger
s(B,U)= 0,75Y6g at gjentakelsene er uavhengige gjentakelser. Underssk om ob-

servasjonene {frekvensene) i eks. 1 er i strid med demne hypotesen.

Oppgave 27. I filgende tabell er h(x,U) antall familier pd 5 barn med x gutter.
“Anta at samnsynligheten for guttefddsel ved en enkeltfddsel er lik 0,52 og at
de enkelte fodsler i en familie er uavhengige gjentakelser. Understk om ob-

servasjonene er i strid med denne hypotesen {sml. oppg. 21, III,6).
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h(x,U)

e

3429
16851
36648
38665
20085

4459

n = 120137

B AW = O

12, Forventning og spredning for enkle

funksjoner av ett variabvelt kjennetegmn.

Det hender ofte at vi har bruk for 4 transformere observasjonene av
et varlabelt kjennetegn over til et nytt system med ot annet nullpunkt og en
annen mdleenhet enn det opprinnelige system. ILa oss f.eks. tenke oss at vi
har mdlt temperaturen (lufttemperaturen, vanntemperaturen e.l.) med et
Fahrenheittermometer og at vi har bruk for gjennomsnittet og middelavvikgt
for observasjonene uttrykt i Czlsiusgrader. Vi kan da naturligvie gjdre om
hver enkelt observasjon fra Fahrenheitskalaen til Celsiusskalaen etter forme-
len: €% = (FO - 32). g-. For disse nye observasjonene —de transformerte -
kan vi sd beregne gjemnomsnittet og middelavviket pd vanlig mdte. Demne frem~
gangsmiten er imidlertid meget arbeidskrevende, og dessuten har vi bruk for
alminnelige formler for gjennomsnitiet og middelavviket for slike transformer-

‘te vbservasjoner. ‘

la oss derfor tenke 0ss at vi har n observasjoner av et variabelt
kjennetegn hos n enheter: 017093035 sese Oy, Vi tenker oss sd at vi trans-
formener hver enkelt av disse over til et nytt system og at observasjonene i
det nye system er oi,oé,o%, cseers of slikat fori=1, 2, 3, ..... n

' =
ol af°i + b

Er oi gitt i Fahrenheitgrader og of i Celsiusgrader, er a = 2 og beqrzgzi -
- 160, , 9 9
9 ' i
Betegner vi gjennomsnittet og middelavviket for de opprinnelige obser=
vasjoner med m(o) og s(o) og for de transformerte med m(o!), og s(o') har vi

m(O')’:% 20:{=% E(aoi +b) = Zo; + %.nbs g.m(0) + b

2 o] ~mo)]? £ [(s0; + 1)~ (an(o) + )] 2
n-1 N n~1

sl

og
, s(o’)2 =
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o? zlom()]® o
- - = a%.s(0)’

Forandrer vi altsd nullpunktet og mileenhetenfor observasjonene etter

4+ b, forandres gjennomsnittet og middelavviket til

"ligningen éi = 8,0
m(o') = a.m{o) + b

og s(o?) = a.s(o)

Oppgave 28. Sett 1) a = 1 og 2) b= 0 og redegjér for hva transformasjonen
betyr i disse to tilfelle. ’

Oppgave 29. Folgende tall er observasjoner av temperaturen milt med et
CeEsiustermometer. Beregn gjennomsnittet og middelavviket for disse obser-
vagjoner transformert til Fahrenheitskalaen,

4,53 5,21 4,82
2515 4575 4,93
5,02 4,95 4,93
5,09 4,63 4,79

Oppgave 30. Anta at en har oppgaver over drsinntektene for en bestemt gruppe
personer i Norge og at en &nsker &8 sammenligne med inntektene for samme grup~-
pe i U.S.A En fir opplyst at demne gruppen har en arlig gjennomsnittsinntekt
péd 2000 ﬁ'og at middelavviket for imnntektene er 100 § Hva vil disse tallene
svare til i norske kroner ndr en etter undersdkelse av prisnivd og andre fak-
torer som en m& ta hensyn til, har fumnet at 1 ¥ svarer til 3 norske kroner? -

- La x vare et diskret variabelt kjemnectegn og fordelingsloven for
dette kjonnetegn i et univers U vare s(x,U) = f(x)s Forventningen og spred-
ningen for x er da (III,8):

b (®) = 5 2(x).x «
o o (0 =Yz e ui@]?

La videre x' vare en entydig funksjon av x:

x' = p(x)
Ved forventningen og spredningen for x' forstdr vi da
u{x') = 3 £(x).x! '
og | o (x) = V2 £0). [x' ~u@@n]?

Siden x' er en entydig funksjon av x, d.v.8. at det til enhver verdi av x

svarer bare en verdi av x', md sannsynligheten for x! = x] = ¢(xy) 1 en gjen~
takelse 1 U vaere den samme som sammsynligheten for x = x4 nemlig f(xi).
La oss nd forutsette at transformasjonen er linesr, d.v.s. at
x'= ¢(x) = ax + b
Da er

p(x') = Zf(x)ex! = Zf(x)e(ax +b) =2 Zf(x).x +b Zf(x) = ap.(xj +b
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e o(x)? = () [x' - u @) = T 2(x). [(ax o) - (a u(x) + 1)

= Zf(x).az.[x - (x)] = a G(x)z
eller: ¢ (x*) = a.o(x)

Vi ser at transformasjonsformlene for forventning og spredning er
akkurat de samme somfor gjennomsnitt og middelavvik. Formlene er riktige

ogsd nér x - og dermed x' - er et kontinuerlig variabelt kjemmetegn.

Hvis funksjonen x! = ¢(x) ikke er linesr, er det meget vanskeligere
4 f oreta en slik trahsformasjon av forventning og spredning. Vi skal derfor

ikke komme nzrmere inn pd saken.

OERgavé 51, Flnn:foxventnlng og spredning for det relative antall gutter
i en familie pd k barn, alle fodt ved enkeltfddsler, under den forutsetning
at sannsynligheten for at det ved en enkeltfddsel blir fodt en gutt er p og

at de enkelte f8dsler er uavhengige gjentakelser.

Oppgave 32. Utled formlene for forventning og spredning for en relativ
frekvens, f.eks. h(4,U)/n.

Oppgave 33, Benytt samme hypotese som i oppg. 26 (III,11) og beregn den
hypotetiske forventning og spredning for de fire relative frekvenser i
eks. 1 (IIT1,4).

13, To eller flere variable kjennetegn.

La x og ¥y vere to variable kjennetegn som i et univers U har for-
delingslovens f(x) og g(y). Er de begge diskret variable, er s(xi,U) =
va(xi) sanmsynligheten for x = x§ og s(yj,U) = g(yj) sammsynligheten for y = Y
i en gjentakelse i U. Er kjennetegnene kontinuerlig variable, vil vi som
foran med s(xi,U) forstéd sannsynligheten for en x~verdi i den klassen som har
midtverdien x; 0g med S(YjaU) sannsynligheten for en y-verdi i den klassen
"som har midtverdien Yj

La oss nd tenke oss at vi deler opp universet U, i en rekke subuni-
verser slik at x har en konstant verdi i hvert av disse. Antallet av slike
subuniverser er da naturligvis lik antallet av de ulike verdier x kan ha i en
gjentakelse 1 U eller 1 det kontimuerlige tilfelle antallet av klasser'som
x-verdiene imnordnes i, Disse subuniversene vil vi betegﬁe med Ux. Sannsyn-
ligheten for y = yy i en gjentakelse i Ux; er s(yj,Uxj). Etter bdde - og
loven (III,4) er da sannsynligheten for béde x = X; B y=yjien gjentakelse
iU 1lik

S(Xj_Yij) = S(XisU)- S(Yj:UX-_'L)
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Vi kan naturligvis ogsi sette
s(x373,0) = 8(y3,0).5(x;,Uy3)

hvor s(xi,ij) er samsynligheten for x = xj i en gjentakelse i Uy .

Da vi ikke kan forutsette kjemnnskap til integralregningen, vil vi i
det folgende anta at bade x og y er diskrete kjennetegn, De setninger som vi
skal referere har imidlertid ogsi gyldighet om begge kjennetegn er kontinuer~
lig variable og om det ene er kontinuerlig og det andre diskret variabelt.

Fordelingsloven for y i subuniverset Ux vil vi betegne med g(y/x).
I denne formelen er da x en alminnelig konstant, den forandrer bare verdi
fra det ene subunivers til det annet. P4 samme mite er f(x/y) fordelings-
loven for x i subuniverset Uy. I demme formelen er da y en konstant som
forandrer verdi fra subunivers til subunivers. Disse to fordelingslovene
kalles betingete fordelingslover.

Det er klart at sammsynligheten for at x skal ha en bestemt verdi
0g y en bestemt verdi i en gjentakelse i U er avhengig av bdde x og y. vi
kan derfor oppfatte denne sannsynlighet som en funksjon av bdde x og y.
La denne funksjonen vére F(x,y). Da er etter bdde - og loven:

P(x,y) = £(x).e(y/x) = e(y).£(x/y)
Sannsynligheten for x = xi 08 Y= ¥j i en gjentakelse i U er derfor 1lik
S(XiYJ’U) = F(Xiij) = f(xi).g(yj/xi) = g(yj).f(xi/yj)

Hvis vi har et antall (n) parobservasjoner av x og y og har ordnet disse i
en korrelasjonstabell, kan vi beregne estimatne av F(x,y), g(y/x), £(x/¥y),

g(y) og £(x) for alle forckommende verdier av x og y.

Eksempel 4. I folgende korrelasjonstabell er x antall -ribber og y antall
presakrale hvirvler hos griser. Presakrale hvirvler omfatter hals-, bryst-

og lende-hvirvler, n = 4928,

| e x I '
y~—~__| 4 15 16 17 | u(y,U)
27 176 | 41 217
28 263 11603 | 69 1935
29 587 {1993 8 2588
30 134 54 188
n(x,U) 439 12231 12196 | 62 4928

For x= 15 og y= 28 har vi at
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estimatet av £{x) = £(15) er %g%%'= 0,45

" nog(y) = g(e8) " i%%%-= 0,39
i60§

" " RGxy)-F(15,28)" gmg s 033

Estimatet av g(y/x) for y = 28 } subuniverset Uz = U15 er %g%%-u 0,72
Estinatene av g(y/x) i subuniversene Ux er:

¥ U14 15 16 | w17

27 0,40 0,02

28 0,60 0,72 0,03

29 0,26 0,91 | 0,13

30 0,06 | 0,87

1,00 1,00 1,00 1,00

Vi ser at estimaine av g(y/x) for hver verdi av y er forskjellige i de fire
subuniversene Ux. Hvis dette g jelder ogsd det univers som disse gjentakelsene

‘er et utvalg av, vil det si at de betingéte fordelingslovene for y er ulike.

Oppgave 34. Beregn estimatenc av f(x/y) for alle verdier av x og y for eks.
4 (I1I,1%3). Beregn ogsd estimatene av g(y/x) for y = 3 1 subuniversene
Ux for eks. 13 (II,10). '

Forventningen for y i subuniverset Ux er
u(y/x) = 2g(/x)ey
hvor en under summeringen skal ta med alle de verdier av y som kan forekomme
i en gjentakelse i Ux. P4 samme mdte er
w (x/y) = ££E/y).x
forventningen for x i subuniverset Uy, Disse to forveniningene kalles ofte
betingete forventninger. Det er naturligvis like mange betingete forvent-
ninger for y som det er subuniverser Ux og like mange betingete forventninger
for x som det er subuniverser Uy, Disse betingete forventninger svarer til
de betingete gjennomsnitter(II,11) slik at de siste er estimater av de fdrste.
I regelen er (y/x) en funksjon av x og u(x/y) en funksjon &y y. De kurvene
som representerer disse to funksjonene i et raettvinklet koordinatsystem, har vi
tidlkgere (II,11) kalt regresjonslinjene, '
Hvis vi nd i et bestemt tilfelle kjenner de verdier som x og y kan
ha i en gjentakelse 1 U og vi kjemner £(x) og g(y/x) eller g(y) og £{x/y) kan

vi beregne F(x,y) for alle verdier av x og y. Verdiene av F(x,y) md da
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stilles opp i et skjema som tilsvarer en korrelasjonstabell.

Oppgave 35. Anta at K er en karakter som nederves bare til det hanlige av-
kom og at sarmsynligheten for X i en gjentakelse i subuniverset av hanlig
avkom er p = 0,25. Anta videre at sannsynligheten for hankjonn og hunkjonn
er den s amme, P= 0,5 Det forutsettes at de enkelte avkom er uavhengige
gjentakelser. -

La x vere antall hanner og y antall hanner med X i et kull pa
k = 5 avkom.

a. beregn for alle verdier avx og y f(x) og &(y/x)

b, " n I 1t " F(x,y) og g(y)

c. beregn u(x) og o(x) R
4. vis ved beregning at p(y) = kpP og o(y) = VkpP(1-pP)

e. hva er ligningen for regresjonslinjen for y m.h.ps, x°?

Dersom g(y/x = g(y) for alle verdier av x og y, d.v.s.at fordelings-
loven for y er den samme i subuniversene Ux som i universet U, er ogsé
f(x/y) = £(x) fordi

f(x).g(y/x) = e(y).£(x/y) .
Da er F(x,y) = £(x).e(y)
Fn sier da at x og y er uavhengige kjennetegn., Samnsynligheten for y = yj
i1 en gjentakelse er da nemlig uavhengig av hvilkeﬁ verdl x har.
I dette tilfelle er |

p(y/x) = Te(y/x)ey = Ze(y)y = wly)
og w(x/y) = 2f(x/y)x= 2£(x)ex = p(x)

De to regresjonslinjene er m.a.o. i dette tilfells parallelle med koordinat-

il

]

aksene og folgelig er x og y ukorrelerte kjemnetegn (se II,15). Uavhengige
kjennetegn er altsé ogsf ukorrelerte kjennetegn. Det er derimot teoretisk
gsett ikke noe i veien for at ukorrelerte kjennetegn kan vare avhengige kjenne-
tegn., Det at u(y/x) = u(y) er nemlig ingen garanti for at g(y/x) = &(y)..
Avhengigheten mellom x og y kan f.eks. vare slik at den hetingete forventning
for y - u(y/x) - kan vere uavhengig av x mens det betingete spredning for
¥y kan vare avhengig av x.

Dersom x og y er uavhengige kjennetegn, er ifdlge III,11 forvent—
ningen for antallet av gjentakelser med x = x; 0g y'=‘yj lik n.f(x;). g(yj) |

og spredningen er V| n.f g(y )e [1 - f(x yJ ] Piviselig avhengighet
mellom x og y ville da gi seg utslag iat dlfferensene mgllom den observerte

frekvens for kombinasjonen Xi ¥j ogﬁforventnlngen, i forhold til sprednmngen,
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iallfall for noen verdier av x og y ville overckride 3 - 4. an foretrekker
imidlertid som regel & understke dette sporsmidl ved hjelp av de metoder som
er beskrevet i I1.

Vi har forutsatt foran at x og y er kjennetegn i samm> univers. La oss
ni tenke 08s ot z or ot kjennetegn 1 Univercet U med fordelinrsloven f{x) i det-
te universet. La videre y vare et kjennetegn i universet U' med fordelipgs-
loven ¢{y). Da er x - x; on herdirg som kan inntreffe i en gjentoielse i ¥ og
¥y = y3 en herding zow kan imntreffe i en gjentakelse i U'. Og forutzetter vi

at x = xj 08 ¥ = ¥y; er uavhengig opptredende hendinger, er (se TII,5).

s(x355,4) = 8(x4,0)e8(y30') = £{x1).2(y3)
hvor hver gjentakelse 3 W bestér nv en gientakelne i U og en gjentakelse i
Ut. Gjelder foruisetningen om uavhengirhet alle verdier av x og y, ken vi
mer alminnelig skrivs
s(xy,%) = F(x,5) = £(x).2(y)

Vi sier ogséd 1 dette tiifslle at x'og ¥ er unavhengige kjennetegn. Dette
botyr at hvis en har en gjentakelse i U og en gjentakelse i U', har verdien
av x 1 gjentakelsen i U ingen immtlytelse pd ssnnsynligheten For y = vy i
glentakelsen i U'. Detie gjelder alle mulige korbinasjoncr av en gjentakelse
i1 T og cn gjentakelse i U' og alle verdier av x oz y. Disse forutsetningene
vil i alminnelighet vere realisert. M:n sn har ogsi sksempler pd tilfelle
der det finnes forbindelser mellom bestemte gjientekelser i U og bestemts
gjentakelser i U' slik at x og y ikke lenger opptrer som uavhengige kjenne—
tegn. Disse eksenpler mé vel likevel betraltes som unntakelser som vi her
jkke har anledning %1l & komme nyrmere inn pid. Det kan forresten henvises
til I11I1,5.

Hvis vi kan forutsette at x og y er uavhengige kjennetegn og vi
kjemner fordelingsloven - f(x) - for x i U og fordelingsloven - g(y) - for y
1 U'y er det meget wrkelt 4 beregne F(x,y) = s{xy,¥) for 2lle mulige kom-
binasjoner av x-verdier og y-verdier,
ngga§e 36, F er en familie med 3 barn og F' en familie med 4 barn, alle
fédt ved enkeltfodsler. Anta a2t sannsynligheten for gutt ved en srkeltfddsel
er 1ik G,5 og 2ot =2lle fidsler or unvhengise gjentskelser. Beregn da sannsynlig-

heten for at ¥ hur x gutter og F! y gult.r for de forskjellige mulige verdier
av x og . )

Bide i teoreticke og i praktiske undersikelser har en neget ofte
bruk for forventning og spredning for summen (x + y) og differensen (x - y).
Vi har at
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wx+y)= ulx) + py)
plx-y)= p@x) - uly) ,
og s(x+3)= o(x-y=Tox)?+ o(y)?

Formlene for forventningen er riktige bdde ndr x og y er avhengige og nir de
er uavhengige kjennetegn. Formléne for spredningen er riktige bare nér x
og y er uavhengige kjemnetegn. Alle formlene er riktige bdde ndr begge‘
kjennetegn er diskrete, nir det ene er diskret og det andre kontinuerlig og
ndr begge er kontinuerlige.

Oppgave 37. Forutsett det samme som i oppg. 36, Finn fordelingsloven for

X + y og vis at forventningen og spredningen forx, for y og for x + y til~
fredsstiller de foran gitte formler.

Oppgave 38, P& to forstksgirder er det lagt ut forstksruter pd 25 m? for
dyrking av en bestemt sort kveite. P& F er det n ruter og péd F' n' ruter.

En f&r pd denne mdten n og m' observasjoner av avlingen pr. 25 m* (sml. eks.

3, I11,2). En kan sd beregne gjennomsnitt og middelavvik for begge observasjons-
rekker. Disse stiérrelser er da estlmater av forventning og spredning for
kjennetegnet = antall kg.,korn pr. 25 m? i de . to universene somde n og n'
rutene er utvalg av. Anta at en kjenner disse forventninger og spredninger:

p =15 og O = 3,2
ut = 60 og ¢'= 2,8
Beregn forventning og spredning for avlingsdiffercnsene mellom ¥ og F'.

L}

Setningene om forventningen og spredningen for sum og diffe&ens av
to kjennetegn kan lett utvides til & omfatte et vilkdrlig antall kjennetegn.

En har f.eks.:
b (x+y-z+u-v+ ---) = u(x) +uly) ~u(z) + u(u) -~ u(v) + oues

og O (XHY=241-V4 o0 '\/d (1:)2 + 0’(5:?)2 + d(z) + c(u)? + c(v)2 +
Don siste formelen er riktlg bare ndr kjennetegnene er uwavhengig av hverandre

innbyrdes og nér hvert kjennetegn er uavhengig av enhver kombinasjon av de
andre kjennetegn., Formelen for forventningen er riktig ogsd nir kjennetegnene
er avhengige av hverandre,
Siden n& (se IIT,12)
plax) = ap(x), uly) = buly)y wez) = culz) coe...
6g dglax) = a o(x), o(by) = b o(y), clez) = co(z) verenn

har an uten videre at

u(ax-by+cz+o...) = ap(x) - buly) + cp(s) + euoee
og O (aX~DY+CTZFe s vy ) i a®(x)? + v26(y)? + c%0(z)?

-
+ sese
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ppgave 39. R = 100 familier har k = 5 barn hver. Det forutsettes at alle

barn er fodt ved enkeltftdsler, at sammsynligheten for gutt ved en enkelt-
fédsel or p = 0,5 og at alle fodsler er uavhengige gjentakelser. Finn da
forventning og spredning for antall gutter i alle R = 100 familier til

sammen.
ok Anta at barneantallet i de R = 100 familier fordeler seg pd fdlg-

ende méte: .

k h{k)

2 25

3 20

4 15

5 11

6 9

7 7

8 6

9 4
10 3 )

100

Beregn under samme forutsetning som foran forventning og spredning

for antall gutter i de R= 100 familier til sammen.

14.

Univers og utvalg.

I de foreglende avsnitt har vi nir det var tale om univers og ut-

valg, bygget pé félgende forutsetninger:

1.
2.

e

Universet omfatter uendelig mange gjentakelser,

gjentakelsene i utvalget har samme sett felles kjemnetegn som gjentakelsene
i universet og ingen andre kjennetegn har hatt noe & si for valget av
gjentakelser, og

gjentakelsene i utvalget er imnbyrdes usvhengige, d.v.s. at sannsynlig-
heten for at en bestémt hending skal intreffe 1 en bestemt gjentakelse

er uavhangig av utfallet av de andre gjentakelser i utvalget.

Nar disse forutsetninger er realisert, sier en at utvalget er et

tilfeldig utvale. Da vi i det félgende vil legge disse forutsetninger til

grunn for utviklingen av de statistiske mefoder som skael tas med i dette
kursus, skal vi prove & gjdre noe nszrmere rede for hva for innhold disse
forutsetningene har. |

Vi har allerede foran pekt pd at et univers er en ren tankekonstruk~

sjon. Et univers er altsd ikke noe som eksisterer. I enkelte tilfelle er
forestillingen om et uendelig univers meget nerliggende og naturlig, nemlig
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nir gjentskelsene er forstksgjentakelser. I praksis kan en naturligvis ikke
gjenta et foradk mer emn et begrenset antall ganger, men det er ikke vanskelig
& tenke seg rekken av gjentakelser fortsatt i det uendelige. I andre til-
felle er det kanskje nos vanskeligere & forestille seg antallet av gjentakel-
ger okt i det uendelige. Alle ekornene i Norge darmer til sammen det en i
biologien kaller en populasjon. BEt ekorn skulle da vere en gjentakelse i et
univers og populasjonen et utvalg av dette univers. Hvordan kan dette for-
klares og begrunnes? ‘ :

lLa oss ta vart utgangspunkt i det mer kjente biologiske begrep "a:t".
Vi sier at alle individer som har de og de kjennetegn, tilhdrer den art som
disse kjennetegn er en definisjon ave Bt dyr tilhdrer arten ekorn hvis det
har de kjepnetegn som.definersr arten ekorn. Alle dyr av.ekornarten har altsd
en endelig antall falles kjennetegn. Men dissefelles kjennetegn gir ingen be-
skrivelse av arten, de tjener bare til & avgrense arten innen mangfoldigheten
av arter., Heller ikke den mest minutitse beskrivelse av et enkelt eksemplar
vil gi oss en beskrivelse av arten fordi et amet cksemplar av arten ikke vil
passe ndyaktig til denne beskrivelsen. Tenk bare pé alle de mange forskjel-
lige utforminger av hodeskallen, av %ennene, av drene, de forskjellige varia~
gjoner i hérbekledningen osv. Hvis vi hadde en beskrivelse av alle ekornens
i Norge i dag og hver baskrivelse var meget inngfende og omfattende, ville vi
antakelig ikke finne to helt identiske beskrivelser. La oss tenke oss at vi
tar ut to av disse beskrivelser. Bytter vi da ut en detalj i den ene med den
tilsvarende detal]j i den annen, vi vi fé& en beskrivelse som sannsynligvis ikke
passer pd noen av de eksisterende ekorn. Vi vil he en beskrivelse av et dyr
gom tilhtrer ekornarten fordi det har alle de kjennetegn som definerer arten
ekorn, men som det ikke finnes noe gjenpart av i den populasjon som eksisterer
i Norge i dag. Og tenker vi oss at vi etter hvert bytter om alle de ner
sagt uendelig mange samsvarende detaljer fra beskrivelse til beskrivelse av
ekorn innen den eksisterende populasjom, vil vi f& en mangfoldighet av be-
skrivelser av ekorn som ikke eksisterer. Noen av disse beskrivelser vil ikke
passe pd "levende" ekorn og vi kan regne med en reduksjon av mulighetene pd’
grumn av avhengigheten mellom kjennetegnene. Men vi kan til gjengjeld tenke
ogs manfoldigheten fordoblet mange ganger pd andre mdter. Sett at vi har
kunnet fastsld den minimumsverdi og den maksimumsverdi som et kontinuerlig
variabelt kjennetegn har innen arten ekorn i Norge. La minimumsverdien vere
a og makgimumsverdien vere b. Avsetter vi linjestykket fra a til b pd en rett



- 50 -

linje og pd dette igjen punkter som svarer til de verdier som kjennetegnet
har innen den cksisterende populasjon, f&r vi avsatt et endelig antall atskilte
upunkter. Men et hvert annet punkt pd linjestykket fra a til b representerer
verdien av vedkommende kjennetegn hos ekorn som det ikke finnes noen gjenpart
av i den eksisterende populasjon.

Nér gjentakelsene er forstksgjentakelser, mid vi forestille oss uni-
verset som en rekkefdlge av gjentakelser uten begymmelse og uten slutt, I
andre tilfelle nf vi forestille oss universet som en mangfoldighet av mulig—
heter som stadig kan tCkes., En populasjon er en virkeliggjbrelse av et endelig
antall muligheter i en uendelig mangfoldighet som vi kaller et univers,

(Vi har hsr brukt betegnelsen populasjon slik den brukes i biologien.
I engelsk statistisk litteratur brukes betegnelsen "population" eller kanskje -
of test "parent population" i samme betydning som v&r betegnelse univers).

La oss g4 ta fbr oss neste forutsetning. ILa oss tenke oss at vi har
et utvalg pd n gjentakelser i et univers U, Hvis da B er et kjennetegn (el-
ler et kjenntegnssett) som ikke er felles for alle gjentakelsene i U og ut-
valget er tatt ut etter det prinsipp at alle gjentakelsene skal ha B som '
kjennetegn, er utvalget ikke et tilfeldig utvalg av U. Men hvis fdrutsetning
3, sOm vi skal diskutere senere, er realisert, er utvalget et tilfeldig utvalg
av subuniverset UB. Hn pleier likevel & si at utvalget er et tilfeldig ut-
valg av U med hensyn pd et kjennetegn A dersom sannsynligheten for 4 i en
gjentakelse i UB er densamme ssm sannsynligheten for 4 i en gJjentakelse i U,
altséd hvis s(4,UB) = s(4,U). En sier ogsi at utvalget er et tilfeldig utvalg
av U m.h.p. et variabelt kjennetegn x hvis fordelingsloven for x er den samme
i subuniverset UB som i universet U. Det er imidlertid alltid kjennetegn som pé
en eller annen mdte er avhengig av B. Og et utvalg som er *att ut pd en slik
mdte som forutsatt fbrah,,er derfor ikke et generelt tilfeldig utvalg av U.

Vi har foran (III,11) sammenlignet frekvensen for A=normale bdrster
i eks. 1 (II1,4) med forventningen i n = 2835 uavhengige gjentakelser i et uni-
vers U hvor s(4,U) = 0,75. Vi fant at det var s& stor forskjell mellom disse
at vi ble tvunget til & forkaste hypotesen. La oss nd préve & finne &rsaken til
dette. Det ligger da nzrmest & undersdke om det utvalg vi har, er et tilfeldig
utvalg av virt hypotetiske univers. Hvis det ikke er det, kan det vere dette som
er forklaringen pé’uoverensstemmelsen. Vi kan da straks sld fast at det utvalg
vi har, ikke er et generelt tilfeldig utvalg., Alle gjentakelsene i utvalget
har nemlig et kjennctegn som ikke er felles for alle g jentakelsene i universet,
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nenlig kjenmetegnet "levende". Det er derfor mulig at hvis vi hadde et utvalg
tatt ut pid en slik méte at kjennetegnet "levende" ikke utvelger gjentakelsene,
ville uoverrensstemmelsen forsvinne. Bt slikt utvalg kan vi naturligvis ikke
skaffe oss., Men grunnen til uoverensstermelsen kan altsd ligge 1 det at sannsyn
ligheten for A i subuniverset av levende avkom er forsgkjellig fra sanmsynlighete:
for 4 i universet av alt avkom, altsd bdde levende avkom og avkom som enten ikke
utvikles til levende avkom eller som ddr fér det stedium er rddd da ern zan kon~
statere om A har inntruffat eller ikke imntruffet. Noen garanti for at dette
er grumen til noverensstemmelsen har vi néturligvis ikke, men det er iallfall
en neget nerliggendes forklaring.

la oss tenke oss at vi en somuerdag befinner oss ved en fjord pa
Strlandet og at vi iakttar at em makrellstim er pd vei inn fjorden. Denne
stimen er da et utvalg av et eller annet univers av mekrell. Sett at vi sid .
ville skaife oss et tilfeldig uivalg av dette univers ved Ljelp av en snurpe-
not., Det kan da terkes ot maskene i noten or s8 store at de minste irdivider
slipper i gjiennom. Hvis det er tilfelle er det klurt at stérrelsen har noe &
sifor valget evjentakelsern De minste stérrelser blir systematisk underrepre—
gentert. Cg utvalget Liir derfor ikke et tilfeldig utvalg m.h.p. storrelsen
eller w.h. p. kjennetesrn som pi en eller annen mite er avhengig ev storrelsen.
Det kan ogsé tenkes at fiskestimen er ordnst etter stirrelsen pd en eller
annen systematisk mite, f.oks. slikat det fortrinnsvie er de storste fisk
som gdr i tetsn, Hvis vi da stenger i den akrs dol av stimen vil de storste
stérrelser bli systematisk underrepresentert og utvalget av den grunn ikke
et tilfeldig utvalg, VFen likevel kan det tenkes at utvalget blir tilfeldig
m. he p andre kjennetegn; nemlig slike som er uwavhengige awv stdorrelsen.

Hvis OrpEIvEn gir ut pa 4 skaffe tilvele et tilfeldig'utvalg av et

gitt univers, kan vi lett komme opp i vanskeligheter som en mi prEve 4 over-
vinne pa en eller ammen mdte., Hvordan en skzl overvinne disse vanskelighetene
kan det ikke gisz noen alminnelige regler for. Unders®kelsene av disue spore—
madl horer hjemme i enkeltvitenskepene. T4 den armen side er det utvalget vi
har i et bestemt tilfelle, alltid et tilfeldig utvalg av et eller annet univers.
Br det et utvalg av wriverset U, men ikke et tilfeldig utvalg av U, vil det
211tid kunne bvetrakte« som et $ilfeldig utvalg av et univers som pi on eller
annen mite er utsoritert av U. Ved & sammenligne utvalget med andre utvaly av
samne univers kan en ds meget ofte fé‘brakt b det rene at to utvalg mish.p. et
bestent kjennetegn ikke or tilfeldige utvalg av sawme univers og at derfor minst
det ene av dem ikke er et tilfeldig utvalg avdet univers som beggs utvalg or

tatt ut av, Men mer om dettc senere.
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T4l slutt noen merknader om den tredje forutsetningen. Et utvalg
gkal jo damne grunnlaget for den karakteristikk eller beskrivelse som det er
vir oppgave 3 gi av universet. En slutning eller dom om universet pd grunnlag
av et utvalg er en induksjonsslutning og det er naturligvis meget om & gjore
at slike slutninger blir basert pd cksakte vurderinger. ‘

: Ia x vare et diskret variabelt kjenmnetegn med fordelingsloven
s(x,U) = £(x) 1 et univers U. La oss tenke ose at vi har et utvalg pd n = 2
gjentakelser., Hvis disse da er uavhengige, er sammsynligheten for x = xj i
den ene og x = X3 i den annen gjentakelse lik produktet

| s(xi,U).s(xj,U) = f(xi).f(xj)

Hvis derimot de to gjentakelsens ikke er uavhengige, er samnsynlig-
heten for x = X3 i annen gjentakelse avhengig av hvilken verdi x har i.den
férate. Og innflytelsen av slike avhengighetsforhold er det ikke mulig & f4
med i en alminnelig teori. Hvis derfor gjentakelsene ikke er uavhengige, er
det ikke mulig & bygge opp en teori for vurderingen avde relasjoner som eksi-
sterer mellom et utvalg og det univers det er uttatt ave Vi ville f,eks., ikke
kunne bruke binomialloven som fordelingslov for frekvensen for et kjennetegn
(eller en kjennetegnsverdi) og heller ikke ha noen almengyldig annen for-
delingslov & erstatte den mad.

Det er imidlertid ikke vanskelig 4 finne eksempler pd tilfelle der
det mellom noen av gjentakelsene i et utvalg finnes f orbindelser som ikke fin-
nes mellom alle gjentakelsene i universet. La oss tenke oss at utvalget be-
stdr av et antall 10 4r gamle norske gutter. Det er da umiddelbart innlysende
at to tvillingbrddre (og enda mindre to eneggete tvillinghrddre) ikke kan be-
traktes som uavhengige gjentakelser med hensyn pd alle kjennetegn. Mellom
fo tvillingbrédre vil det i regelen finmes forbindelser (smrlig av genetisk
opprinnelse) sopm ikke fimnnes mellom alle 10 &r gamle gutter.

En kan da spdrre hva nytte en kan he av en teori som er basert pd
forutsetninger som en md regne med ikke er realisert. Dette er det lett &
svare p8. Det er nettopp ved hjelp av en slik teori vi kan ha hip om & av-
slére de ekstraforbindelser mellom gjentakelsene som vi hypotetisk forutsetter
jkke er til stede.

la oss igjen komme tilbake til eks. 1 {IITI,4). Vi har konfrontert
frekvensen for i=normale horster med en bestemt hypotese. Innholdet i denne
hypotesen er:



- 53 -

1. at s(4,U0) =p= 0,75, og
2. at det utvalg vi har, er et tilfeldig utvalg, d.v.s. at bdde forutset-
ning 2 og forutsetning 3 er realisert.

Vi fant at denne hypotesen mitte forkastes. Hvilke slutninger kan
vi trekke av dette? Vi md slutte at minst ett av de elementer som hypotesen
er sammensatt av m8 forkastes. Vi md forkaste enten elementet s(4,U) = p =
0,75 eller forutsetningen om at utvalget er et tilfeldig utvalg eller begge
elementene. Vi kan s& diskutere hvert av disse elementer. Ia oss tenke oss
at vi forst gjor en endring i verdien av s(4,U)., Vi ville da finne at hvis
vi setter s(4,U) = p = 0,77, ville vi ikke f& et resultat som berettiger oss
til & forkaste hypotesen (prﬁv dette)s Det er derfo: en mulighet for at
hypotesen er riktig ndr vi erstatter elementet p = 0;75 med p = 0,77, Men vi
har ogsé sett at det utvalg vi har, ikke er et generelt tilfeldig utvalg for-
di det ikke tilfredsstiller forutsetning 2. Grumen til woversnsstemmelsen
kan derfor vare at uivalget ikke er et tilfeldig‘utvalg m, h. p. kjennetegnet
4, Vi kumne si understke om det kan vere forutsetning 3 for et tilfeldig
utvalg som md forkastes. Det ligger utenfor rammen av dette kursus & disku-
tere dette spSrsmil.. Men resultatet av en overveielse ville vare at uover=~
ensstemmelsen ikke kan komme av at forutsetning 3 ikke er realisert. Lv dette
méd vi da ikke slutte at forutsetning 3 er realisert. Det eneste vi kan slut-
te er at forutéetning 2 ikke er realisert, eller/og at s(4,U) er foiskjellig
fra 0,75, En statistisk teori som er basert pd at utvalget tilfredsstiller
de fordringer vi har stilt opp for et tilfeldig utvalg, er altsd et slags lo-
gisk skjema gom anvendt pd en riktig madte vil gi oss midler til & f& plvist
og klarlagt &rsakssemmenhenger, og det er jo den sentrale oppgavefor all
naturforskning.

For vi forlater dette emnet md vi tilfdye at det i visse tilfelle 08-
sé kan vere sptrsmdl om utvalg av populasjoner (endelige). Oppgaven er da &
skaffe seg utvalg som er representativefor vedkommende populasjon. Men de
problemer som knytter seg til denne oppgaven har vi her ikke anledning til &
beskjeftige oss med. |

15. Giennomsnittets fordelingslov.

Vi vil nd anta at vi har tatt ut et tilfeldig utvalg pd n gjentakel-
ser av et univers og at vi har observert et variabelt kjennetegn (x) hos hver

enkelt av disse gjéntakelser (enheter)., Vi har da n observasjoner av x, og
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vi'kan derfor bereghe g jennomsnitt, middelavvik osv. for disse observasjgner.
Gjennomsnittet av de n observasjonene av x vil da i regelen ikke vere lik
forventningsn for x og middelavviket for de n observasjonene av x vil da i regelen
ikke vare lik spredningenfor x. Gjennomsnittet er bare et estimat av for-
ventningen og middelavviket ot estimat av spredningen.

Har vi observert to variable kjemnetegn (x og y), har vi n parobser-
vasjoner av x og y. Og vi kan derfor beregne regresjonskoeffisienter, kor-
relasjonsforholdet, korrelasjonsindeksen og korrelasjonskoeffisienten. Dis-
se stbrrelser vil heller ikke vere lik de tilsvarende stoérrelser i univefset,
men bare estimater av disse.

La oss 88 tenke oss at vi har r tilfeldige utvalg av dette samme
universet og at et eller flere kjennetesgn er observert hos hver enkelt enhet
’innen hvert utvalg., Vi kan da beregne r gjemnomsnitter, r middelavvik for
hvert observert kjennstegn, r korrslasjonskoeffisienter ete. for hver kombi~
nasjon av to og to kjemctegn., Vi har m.a.o0. r uavhengige estimater eller
observasjoner av forventningen for x, vi har r uavhengige estimater eller
observasjoner av spredningenﬁbr x osv. la oss tenke oss at vi har ordnet verdi-
ene av de r gjennomsnittene i en fordelingsrekke med en bestemt klasseinndeling.
Toenker vi oss ni at r Skes over alle grenser, vil demne fordelingsrekken hvor
vi forutseiter at frekvensene er gitt i relative verdier, nzrme seg til en
8ller annen fordelingslov (se IT1I,8 om fordelingsloven for kontinuarlig
variable kjennetegn) og danne}brdelingsloven ar da fordelingsloven for gjen~
nomsnittet av n obsexrvasjoner av kjennetegnet x i et tilfeldig utvalg pd
n gjentakelser i universet. ,

P4 samme mdte kan vi forklare hva vi mener med fordelingsloven for
middelavviket, fordelingsloven for korrelasjonskoeffisienten osv. ?ordelings~
lovene for disse observasjonskarakteristikker er noksd imnviklet og vi skal
derfor her inuskrenke oss til & behandle fordelingsloven for gjiennomsnittet.
Karakteren av denne or avhengig av karakteren: av fordelingsloven for ved-
kommende kjennetegn. Derfor er det ikke mulig & stille opp noen generell
formel for gjennomsnittets fordelingslov. Men det or mulig & utlede generel~
le formler for en rekke karakteristikker for den. Vi skal nSye 0ss med &
utlede formelen for forventningen og spredningen.

Vi vil bruke betegnelsene u(m) og o(m) for forventningen og spred-
ningen i gjennomsnittcts fordelingslov., Hvis da p og o er forventningen
og spredningen i vedkommende kjennetegns fordelingslov,og det tilfeldige ut-
valg bestidr av n gjentakslser, er



_55_

]

k (m)
og ¢ {m)

{4
g

Ta

Antar vi nemlig at observasjonene somvi som for vil betegne med

i}

019 023 03, LECIE N A ) On
er mdlinger av kjemmetegnsverdiene, kan vi betrakte gjennomsnittet
1 1 1 1 1
m = = Y0: = = 01 + = 4 = Oy F o saeasve + 2 O
| g i n ‘i n “2 n 3 n D
som en linesr funksjon av n uwavhengige kjennetegnsverdier og da o'ene har sam-
me forventning (u), er i folge III,13

1 1 1
wm = w7 ¢ (o1) + % u (o2) toeveen + 7 W (on)

= T5 w (o)) = TE 4 = n o Fu o=
P4 samme mite finnes ,
2 1.2 2 1.2 . 2 1.2
o(m)” = ( H)‘ «0{07)” + F)° . T (oy) toaeneen + (5) .ff(on)
1,2 2 1.2 1.2 c?
= 2@ . 0(01)® = E? .F =n@? L = F

Oppgave_ 40, Ta fram en s¢ller annen bok. Tell antall ord p& 3 bokstaver

pr. hel linje for 10C linjer. Beregn det gjenmomsnittlige antall ord pé

3 bokstaver for 10 og 10 linjer. Derved fés 10 gjennomsgnitter. Beregn

8d gjemnomsnittet og middelavviket for disse gjemnomsnitter pd vanlig méite,

Beregn ogsd gjennomsnittet og middelavviket for alle 100 observasjoner under
ett. Vis sd at gjennomsnittet av de 10 gjennomsnittene er lik gjennomsnit-

tet av alle 100 observasjoner og at middelavviket for de 10 gjennomsnittene

er tilngrmet 1ik middelavviket for de 100 observasjonene dividert med YI10.

I tillegg til den karakteristikk som u{m) = pwog o(m) = o/ ¥V
gir av fordelingsloven for gjennomsnittet av n uavhengige observasjoner av
et variabelt kjennetegn, er det bevist at denne fordelingsloven for voksende
n vil nerme seg til den normale fordelingslov (III,9). IHksakt normal er den
ikke med mindre fordelingsloven for kjemnetegnet er normal. Men hvis for-
delingsloven for kjennetegnet ikke avviker altfor meget fra den normale
type, vil tilnzrmelsen selv for smé& verdier av n vere sd pass tilfredsstillende
at en uten noen risiko for feilslutninger kan anta at den er eksakt normal,
Folgelig vil P i tabell 2 (II1,9) angi sannsynligheten for

ln -wl2 & 3%
Sannsynligheten for at tallverdien av differensen mellom gjennom-
snittel av n uavhengige observasjoner av et variabelt kjennetegn og forvent-
ningen for dette kjennetegn, skal overskride a= 3 ganger G,/MFH' er daerfor
meget liten, nemlig etter tabell 2 1lik 0,0027.
Fordelingsloven for kjemnctegnet er i alminnelighet ikke kjent,
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iellfall ikke kjent pé en slik mdte at en kan beregne forventningen og spred-
ningen. Men det hender at en har en hypotese om fordelingsloven og hvis da
‘denne hypotesen inneholder si mange opplysninger at en kan beregne forvent- |
ningen og spredningen, har en anledning til & beregne grensevardiene for et
tallomrdde der gjiennomsnittet av n uavhengige observasjoner av kjenn-teznet
med en gitt sannsynlighet vil komme til 4 falle. Setter en etter tabell 2

(111,9) a= 3, vil grenseverdiene for dette omrdde vare
p - 3 G” g p + 3. L
-~ V= Vu

og den tilsvarende samsynlighet lik 0,9973., Sammsynligheten for at gjennom~
snittet vil falle utenfor dette omrdde er meget liten, nemlig bare 0,0027.
Dette gir oss anledning til i visse tilfelle 4 stille en préve pd en hypotese
ved & sammenligne den med gitte observasjoner,

I III,8 har vi framsatt den hypotesen at fordelingsloven for det
kjermetegn som vi har observasjoner av i eks. 2 (II,2) er en binomiallov

k o' X k-X

£(x) = x! .k-x y Pa

med parameterverdiene k = 21 og p = 0,61, Vi har ogsd beregnet den hypote-
tiske forventning og spredning (III,8) ‘g fumet p = 12,81 og ¢ = 2,24.
Fslgelig er den hypotetiske forventning og spredning i fordelingsloven for
gjennomsnittet avde n= 1905 observasjonene lik:

p(m) =y = 12,81

2,2
o (m) =V—dﬁé VI§U§' = 0,05
Altsd er
W= 3.7%-.‘ = 12,81 - 0,15 = 12,66

it

12,81 - 0,15 = 12,96

og [T E.TFéi

Sannsynligheten for at m skal falle innen dette hypotetiske omrdde
or altsd 0,9973. Gjennomsnittet av de n = 1905 obdervasjonene er m = 12,76
og dette ligger innen omrédet. Nar det gjelder gjennomsnittet kan en der-
for si at hypotesen er bekreftet. Men dette md ikke misforstds derhen at
hypotesen i sin helhet er bekreftet og at en kan godta den. Hadde derimot
gjemnomsnittet falt utenfor detts hypotetiske omride, ville on med god |
grunn kunne siutte at det er noe i veien med hypotesen,
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Oppgave 41, Anta at de n = 1905 gjentakelsene i eks. 2 (II,2) er et til-
feldig utvalg av et univers hvor fordelingsloven for det observerte kjenne-
tegn er en binomiallov med perametrene k = 21 og p = 0,5 Understk om den-~
ne hypotesen méd forkastes pd grunnlag av en sammenligning mellom gjennomsnit-
tet og forventningen for x.

Oppgave 42. Basvar samme sptrsmdl som i oppg. 27 (IIX,11) pd grumnleg av
en sammenlikning mellom gjennomsnittet og forventningen for kjennectegnet x.
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1. Indukejon.

Induksjon betyr i logikken en form for slutning som bestér i
at en sammenfatter de erfaringer en lar gjort i visse enkelttilfelle i al-
minnelige setninger. Alle de oppfatninger vi har om ¢konomiske, hiologis~
ke, arbeidstekniske forhold osv. er oppfatninger som i det aller vesent-
lige ex bygget pd induksjoner. Noen induksjoner foler vi oss temmelig
gsikre pd, andre stiller vi oss noe skeptiske til,og atter andre vil vi kan~
skje avvise som altfor mangelfullt underbygget. Selv om vi ikke hadde
det minste kjennskap til de fysiske lover, vil vi ikke vere dei minste i
tvil om at det er‘lettere 4 trekke en vogn pd flat vel emnn oppover bakke
forutsatt at weidekket er det samme. Vi ville nemlig anse det for uteluk-
ket at noe menneske noen gang hadde gjort den motsatte erfaring. Men
'hvis noen kommer til oss og sier at "professor N.N. er skallet og grinete,
felgelig er alle skallete professorer grinete", vil vi naturligvis avvise
dette som en leos pdstand og det selv om vi personlig kanskje ikke kjenner
noen skallet og ikke~grinete professor. Denne slutningen er likevel en in-
duksjonssiutning. Vedkommende har konstetert i et enkelt tilfelle - profes-
sor N.N. - at kjennetegnene skallet og grinete opptrer sammen. P34 grunn-
lag av denne erfaring har han sé& damnet seg en oppfatning som uttrykkes i
den alminnelige setning "alle skallete professorer er grinete".

Det er i og for seg klart at p&liteligheten av en induksjon for
en vesentlig del er avhengig av det erfaringsmateriale den grunner seg pd.
Men det kommer ogsé an pa hvillket logisk resonnement som benyttes. La
oss f. eks. tenke ossg at en gérdbruker har dyrket to sorter kveite og at
han for den ene sorten har fatt en avling pid 300 kg pr. dekar og for den
andre 280 kg pr. dekar. P& grunnlag av denne erf&riﬁg anbefaler han s
at en skal bruke den ferste sorten. Det er klart at vi ikke kan godte
denne irduksjon i denne generelle form. Det k&n nemlig tenkes at for-
skjellen mellom sortene vil forsvinne eller sl& om til det motsatte der-
som sortene ble dyrket umder anmire dyrkningsforhold. Vi vil derfor ha
rede pd om dyrkningsforsgket var planlagt og utfert pd en slik mite at
den konstaterte avlingsdifferens gir uttrykk for forskjelligheter mellom
sortene. Vi vil bl.a. ha rede pd om forssket er utfert slik at sortene
bar vert likt stilt m.h.p. jordbunnsforhold, jordbearbeidelse, gjedsling
osv. Kan ikke vedkommende stille oss tilfreds med hensyn til disse spors-
mél, har vi ingen grumnn til & godta hans induksjon. Men ikks nok med det.
Vi vat at det ogséd fins et stort antall ukontrollerbare faktorer som sam-

men kan eve en betydelig innflytelse pd avlingens sterrelse. Og vi vil
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derfor ogsid krave beskjed om at det ikke ken vare slike fektorer som har
frembragt forskjellen mellom sortene.

Til enhver vitenskapelig undersekelse mé en stille det krav at
slike spersmdl som vi har antydet med vart eksempel, kan .hesvares og be~-
svares pa grunnlag av mest mulig eksakte vurderinger. En md alltid fimme
seg 1 at det kan reises tvil om piliteligheten av en imduksjon. Men gra-
den av pilitelighet vil vare avhengig av hvor eksgkte vurderinger det er
som ligger til gruunn for den.

De erfaringer som en bygger péd i enhver statistisk undersekelse,
er de obsarvesjonene en har skaffet seg. Disse er hentet fra et (eller
flere) utvalg av gjentakelser, og nar en induserer pd grunnlag av disse
observasjoner, vil det si at en slutter =t eller amnet om universet (el-
ler universene) som gjentakelsene er utvalg av. £n har da prevet & fimme
fram til mest mulig eksakte metoder for slike induksjoner. Og den metode
en har valf er dén som anvises 1 logikken, nemlig i sterst mulig utstrek-
ning & basere induksjonen pd deduktive slutninger.

En deduktiv slutning er den motsatte av induksjon. Det er en
form for logisk slutning som gir ut pd at en med utgangspunkt i en mer ale
men setning formulerer setninger o.m spesielle forhold. Demme form for
slutning er karakteristisk for matematikken.

Vi har tidligere (II.I, 11 og 14) diskutert observasjonene i
eks. 1 (III, 4). Vi sammenlignet dem med den hypotesen at sanusynlig-
heten for kjennletegnet (‘nendingen) A=normale berster i en gjentakelse er
1ik 8(A,U0)=p=0,75 og at gjentakelsene er usvhengige. Vi fant da at det
var s stor uoverensstemmelse at vi ble tvunget til & slutte at det mitte
vere noe i veien med hypotesen. La oss né se noe nermere pd logikken i
vart resommement.

Det ferste trinn i resonnementet besto i at vi i tanken konstru-
erte et hypotetisk univers hvor s{4,U)=0,75. Med utgangspunkt i dette
universet utledet vi s visse regler for frekvensen for A i et tilfeldig
utvalg pd n g,jenfakelser=
1) at fordelingsloven for frekvansen er en binomiallov,

2) at forventningen for frekvensen er np og spredningen Vipd, og

3) at fordelingsloven for frekveénsen nir antallet av gjentakelser er sé
stort som 1 det foreliggende tilfelle, n=283%5, or si& nzr normel at vi
kan bruke tabell 2 (III, 9) som basis for vurderingen av forskjellen
mellom en observert frekvens og dens forventning.

Dette er konsekvenser som er utledet av hyvotesen vgd. eksakte

deduktive slutninger.
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Det neste trinn i resonnementet besto i at vi sammenlignet den
faktiske frekvens for A (2211) med disse konsekvenser. Derved fikk vi
den opplysning at denne frekvens ikke kunne vere frekvensen for A i et
tilfeldig utvalg pé n=2£35 gjentakelser i deot hypotetiske universet.
Konklusjonen mitte derfor bli at hypotesen ikke var bekreftet.
| Det ferste trinn i dette resonnementet besto av et antall eksak-
te deduktive slutninger. Deretter ble det trukket en slutning som ikke
kan sies 4 ha streng nedvendighet fordi ogsi meget usammsynlige héndin—
ger vil kumne inntreffe @v og til. Men i og med at vi kunne fastsléd at
den hypotetiske sannsynlighet for at A skal inntreffe et antall ganger
som avviker fra forventningen med et telep som er lik eller stsrre enn
den funne avvikelse, ikke er sterre enn 0,000%, hadde vi skaffet oss et
tallmessig uttrykk fbr paliteligheten av induksjonen.

Vi fant at

ll(ﬁ_vﬂ):ﬂ_l - 3,68

0

La oss tenke oss at vi hadde fumnnet 2,68. Sannsynligheten for en avvikel-
se 1lik eller sterre enn denne, er etter tabell 2 (III, 9) noe mirdre enn
0,012. Vi ville kanskje ogsd i det tilfelle ha forkastet hypotesen, men
det er klart at i si fall ville induksjonen vare basert pd et mindre
overbevisende grunnlag., Den ville vere mirdre pélitelig.

la oss ogssi tenke oss at vi i eks. 1 (III, 4) hadde funnet
n{4,U) ikke lik 2211, men la oss si 2130. Da ville vi ma

|n(,u)-p] _ [8(a0)mp] 2130-2126,25 _ 3,15 _ 0,16
a ‘VGEEE1 23,05 2%,05

Hve kunne vi slutte av et slikt resultat? Vi mdtte naturligvis si at

det var en meget bra overensstemmelse mellom frekvensen for A og den hy-
potetiske forventning. Men dette betyr ikke uten videre at vi kan god-
ta hypotesen. For & kunne trekke denne slutningen métte vi ogsd skaffe
en garanti for at ingen andre hypoteser ville kunne gi en like god eller
bedre overensstemmelse. Og en slik garanti har vi aldri. Det meste vi
kunne vise wvar at denne hypotesen stemmer bedre med frekvensen enn al-
le andre hypoteser vi i eyeblikket kan finne pd. Men det kan jo vare and~
re muligheter enn de vi kan tenke oss.

En aldri sd god overensstemmelse mellom konsekvensene av en hy-
potese og observasjonene, m& derfor aldri oppfattes som bevis for hypote-
sen. Dermed er det imidlertid ikke sagt at en slik overensstemmelse ik

ke er en positiv opplysning. Hvis en nemlig sammenligner konsekvensene
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av en hypotese med stalig nye observasjoner og hver gang fiuner bré over-
ensstemmelse, er det naturlig at en etterhvert kommer til 4 oppfatte
dette som bevis pd at hypotesen gir en treffende forklaring pd den sak
en er interessert i. En kan iallfall ikke avvise denne form for logisk’
resonnement.

Det kan ikke i noe tilfelle bli tale om & slutte at hypotesen
er "riktig". En hypotese er jo bare en forelepig forklaring som er opp-
stilt til prewning og prevningen bestér i at en sammenligner med de obser-
vasjoner en kan skaffe seg. Men etterhvert som iakttakelsesmetodene for-
fines, blir flere og flere detaljer brakt fram i dagen og forklaringene
(hypotesane og‘teoriene} nd oftest revideres., Dette kommer tydelig til
syne nir en studerer vitenskapenes historis.

Det vil forhdpentlig fremgd av det foregfiende hvor meget mer
pélitelig en induksjon kan bli ndr vi folger skjemuet:

1) formulering av en eksakt hypotese,
2 eksakt deduktiv utledning av dens konsekvenser,
3) sammenlikning med observasjonene, og
4) induksjon som gir ut pd at en forkaster hypotesen hvis den hypotetis~
ke sannsynlighet for det resultat sammenlikningen her gitt er til-
strekkelig liten.

Vi sikal ta for oss et nytt cksempel., En rédne med 15 ribber ble
parret med purker med 15 ribber og med purker med 16 ribber. "Ribbeantal-
let (x) ble bestemt for hvert enkelt avkom. Fordelingsrekkene for x er
gitt i folgende tabell. :

y

Frekvens for x
< 3
tpdre 15 ribb. Medre 16 ribb.
14 3 1
15 53 14
16 42 39
n__A17 O 1 1
n 98 55
m 15,39 15,73
s 0,54 ~ 0,53 ]

Hensikten med denne undersekelsen var & f3 bragt pd det rene om ribbeane
tallet er genetisk betinget. Vi konstaterer at det gjennomsnittlige ane
tall ribber for avkom av medre med 16 ribber er noe sterre enn det gjen-
nomsnittlige antall ribber for avkom gv medre med 15 ribber. Dette er

imidlertid ikke noe bevis. For det kan jo tenkes at forskjellen mellom
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de to giennomsnittens ville forsvinnz eller endog s14 om til det motsat-
te fortegn dersom =n skaffet seg 2t strrre antell observasjoner. ot qvar"
pé det oppstilte speremél kan vi bare £4 hvis det pd grunnlag av de fore-
liggende obssrvasjonene kan pivises at forventnﬁngen for x ikks er den
same 1 de to universene som disse gjeuntakelsene ér utvalg av,

La oss bruke felgende betegnelser:

For avkom av megdre mel

16 ribber 15 ribber
Antall 098, e i ng gy
Glenmomdnitt e My m,
Middelavvik i S s,
Torventinifg o . . By
Sprodning eteestsemr s o - g, g 2

Ifelge 111,15 er

P'(mj_>'= Lag! og d(mi): ql/ _E-i
ulmg) = kg og o (mg) = o/ Viy

Vi vet dessuten at fordelingsioven for et gjennomsnitt er meget nur nor-
mal (se II1,15), og det kan bevises (beviset tas ikke med har) at ogsé
fordelingsloven for differensen =ellom to uavhengige gjennomsnitter er

normal. Ifelge ILI,13 exr

u {mi-.r%) = p.(mi) - [J.(}.Q) = - Ry

‘ - - '";‘Zé _ TETTTGR
. TR : : Th
og % (mi-m g = Yol )? + o(mz} = vni + Ei

Tolgelig er sannsynligheten for

| (e )= -, )|
2 s

(61 (mi--m 2).
gitt ved tabell 2 (IIL,9).

La 058 ni hypobetisk ante a% u,= W, Da or sannsynligheten for

2

[mi-mz |

d(mi-maj

fty

0gs8 gitt i tabell 2. Denne hyootesen kan imidlertid ikke pjreves fordi
vi ikke kjenmer ¢,og O, . og derfor heller ikke o(m,-m,). Men la oss
erstatte U, med s, o0g O,med s,. Daer
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1

‘ s 2 2 ] 2 2
c(mi_mg) :\a‘\/.&.ﬂ- --2-._:'1/0523 +0:54 :0’09

Ny ngp ) 98
altsd er
[iym o 15,73 - 15,39 _ Q.34 _ 4 4
a{my-m, /) 0,09 =0,09 " 7

Hvis n& cﬁ_og dp hadde vart eksakt lik 84 og sg, kume vi avliese av ta-
bell 2 at sannsynligheten for et resultat som er lik eller sterre emn
det vi har fumnet, er noe mindre enn 0,0005 som svarer til a=%,5. Det
funne resultat m3tte derfor betraktes som sd urimelig at vi ble tvunget
til & forkuste hypotesen u,= i, Folgelig mdtte vi slutte at u, 08 u,
er ulike, og denne konklusjon er jo svar pd det spersmdl som vi Imdde
stillet oss som oppgave & underséke.

Det er imidlertid klart at tabell 2 ikke gjelder helt strengt
ndr spredningene erstattes av de beregnete middelavvik. Men vi skal vi-
se senere at nidr antallet av observasjoner er sid stort som i det forelig-
gende tilfelle, er tabell 2 en tilstrekkelig god tilnzrmelse slik at vi

kan bruke den uten noen risiko for feilslutninger pd grunn av at vi erstat-
ter O med s.
Oppgave 1.

I 1935 ble n,=18 hoynrever undersekt m.h.p. innhold av fosfor.

Observasjonens (% P) er:

0,185 0,150 0,123 0,163 0,138 0,123
0,100 0,145 0,138 0,131 0,160 0,146
0,140 0,154 0,117 0,131 0,131 0,145

- I 1936 ble ogsi n,=18 prover snalysert. Observasjonene {(TP) eri

0,136 0,126 0,127 0,134 0,132 0,121
0,131 0,118 0,123 0,132 0,111 0,129
0,126 0,173 0,130 0,139 0,122 0,124

Urderseok om det er en reell forskjell mellom heyets P-innhold i de to ar.

I-de felgende avsnitt skal vi preve & forklare noen av de mest
alminnelig brukte statistiske induksjonsmetodene. Dessverre vil fremstil-
lingen f& noe av kokebokens preg over seg. De grunnleggende matematiske
deduksjonene kan vi nemlig ikke forklare fordi det for forstdelsen av dis-

se kreves langt sterre matematisk innsikt enn vi kan forutsette.
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2. Sann verdi, feil og k onf idensinter~
valild.

La oss anta at vi har mélt’ en og samme fysiske steorrelse n gan-
ger. La observasjonene vare 04 905305y sous Dnl, Vi vil g8 ut fra at den
mélte fysiske sterrelsen har en konstant verdi C som vi kaller den sanne
verdi. Dette er naturligvis en.antakelse som mé betraktes som en til-
nzrmelse. Ingen fysiske storrelser er nemlig konstante i absolutt for-
stand. Vi vet sidledes at avstanden mellom to fine streker pa en stsl~-
stavrer avhengig av tempefaturen, 0g heller ikke noen andre fysiske stor-
relser har en helt uforanderlig verdi. Wir vi derfor forutsetter at det
fins en samn verdi, mé dette oppfattes i relativ forstand, nemlig i den
forstand at ubestemtheten ved steorrelsen er av helt underordnet betyd-
ning i forhold til de feil vi gjeor niér vi meler den. I nosn tilfelle
har en riktignok funnet opp si neyaktige malemetoder at en kan si at male~
feilene er uv omtrent samme sterrelsesorden som ubestemtheten ved den stor-
relsen som msles. Men de problemsr som melder seg i slike tilfelle lig-
ger helt utenfor rammen av det vi skal beékjeftige oss8 med her, Tenker
vi pa slike stprrelser som males f. eks. i landmalingen, kan vi tfygt
forutsette at de er konstante i forhold til sterreisen av mdélefeilene.
Det kan ﬁwre slike storrelser som den rettlinjete avstand mellom to punk-
ter, nivédifferensen mellom to punkter, vinkelen mellom to punkter sett
fra et tredje punkt osv.

Vi vil forutsette at milingene {observasjonene) er utfert sa
neysktig som mulig og at en har gjort sitt beste for 4 gjsre alle obser-
vasjonene like nsyasktige. For alt vi vet er da den ene oﬁserVasjon an
like god bestemmelse av C som enhver av de andre. Vi sier at observa-
sjonene or like gode. Videre vil vi forutsette at milingene er utfart
péd uavhengig méte slik at det resultat en har fatt ved en mdling ikke p&
noen méate har noe 4 si for resultatét av en annen miling.

Mélefeilene‘(oi-C) skyldes i regelen arsaker av to ulike slag.
Av den grumm oppfatter en feilen som en sum av to feil., Den ene av dis-
se kalles den systematiske elier den regelmessige feil, Den virker i
samme retning og i mange tilfells ogsd med samme styrke pd alles observa=
sjonene til & gjore disse enten systematisk for smi eller systematisk
for store. Den andre feilen virker helt uregelﬁessig, den skifter bade
sterrelse og fortegn fra observasjon til observasjon. Vi kaller denne
foil den tilfeldige feil. |

Den systematiske feil skyldes selve observasjonsmetoden, feil
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évaﬂ instrumentene 0.1. Ytre faktorer som f. eks. lysbrytning, jordover-
flatens krumning osv. kan ogsid i noen tilfelle vare av betydming. Den-
ne feilen kan sum oftest bestemmes pa en eller annen mite og deretter
kan den elimineres av observasjonens, Tilbake blir da den tilfeldige
feil som alltid skyldes arsaker som en ikke har noe middel il 34 kontrol-
lere. I teorien antar en den skyldes et stort antall selvstendig virken-
de &rseker slik at en kan oppfatte den som en sum av et stort antall av
hverandre wavhengige elementzrfeil. Arsakene til den tilfeldige feil er
ikke alltid lett & pévise i hvert enkelt tilfelle. Men tenker en pa en
mdling som utferes med en teodolitt, kan en lett finne noen av #rsakene:
underlaget som instrumentet ¢r plasert pa er gldri i absolutt ro, en skjel-
ver pd hinden osv. At den tilfeldige feil skyldes Arsaker som ikke kan
kontrolleres, betyr ikke at en ikke kan redusere virkningen av &em. Ved
4 arbeide noyaktig og samvittighetsfullt og ved & bruke gode instrumenter
kan en naturligvis skaffe seg bedre observasjoner, dvs. observasjoner med
mirdre tilfeldig feil, ern de observasjoner en far ved uneyaktig arbeid
og mirdreverdige instrumenter.

Oppgaven gér naturligvis ut pd 4 bruke observasjonene til & bes-
temme den sanne verdi C. Vi vil i det felgerde forutsette at aslle feil
av systematisk art er fjernet fra observasjonene slik at deres avvikelse
fra C utelukkende skyldes tilfsldige feil.

For & komme frem til en metode til bestemmelse av C m& vi tenke
css et univers av uendelig menge uavhengige gjentakelser av enkeltmdlin-
ger av C. Dat kjennetegn som observeres er da lik C plus sumyirkningen
av de tilfeldige, ukontrollerbare feildrsaker. Dette kjennetegn (x)
tilharer de kontinuerlig variable kjennetegn. Bn antar nia at dette kjen-

netegn har normal fordelingslov

*§x~022 /
1

- 2
£(x) = Eﬁfﬁ?ﬁ e 20

hvor altsd O er forventningen og ¢ spredningen. Forutsetter en nemlig
at den tilfeldige feil er sum-virkningen av et meget stort antall (teo-
retisk uendelig antall) av hverandre uavhengig virkende #&rsaker, kan det
bevises at fordelingsloven for x er nmormal. De erfaringer som en har
gjort ved & gjenta madlingen av en fysisk sterrelse et stort antall gan-
ger, tyder ogsé pad normal fordelingslov.

Hvis vi nd danner gjennomsnittet av n observesjoner av x

Lo,
1

m =
n
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vet vi (111,15) at ogsd dette har normal fordelingslov med forvenitnin-
gen C og spredningen ¢/ Y n. Sannsynligheten for at m skal avvike fra
C med et belop som er 1lik eller mindre emnn a ganger o/V'W kan derfor fin-
nes i tabell 2 (III,0). Sannsynligheten for en avvikelse lik eller mind-
re enn 8=3 ganger o/ 1 er altsd praktisk talt lik enheten (0,9973). Det
er m.a.0. praktisk talt sikkert at gjennomsnittet av n observasjoner som
ikke har noen systematiske feil, vil falle et eller amnet sted mellom

grensene
¢ - 3.0/ og C+ 3% 6/Ym

Det er imidlertid ikke m som skal bestemmes ved C men C ved m. Vi méd
derfor s & si snu helt opp ned pé hele resonnementet. Dette byr pd en
del teoretiske vansker som vi ikke kan forklare her. I virkeligheten

er vel heller ikke fagstatistikerne helt enige om saken, Men det er i-
allfall enighet om at det beste en kan foreta seg er & avgrense et inter-
vall fra |

m - 3.0/Yn $il  m+ 3. o/VE

og si at det er praktisk talt sikkert at C befinner seg innen dette inter-
vall,

"Grensene for dette intervall kan imidlertid ikke bestemmes for-
di spredningen (o) ikke er kjent. I praksis tillater en seg derfor & er-
statte denne med middelavviket for observasjonene

TS
» ]
& (Ol l’ﬂ)

1/

s — "! i ————

- n=-1
2g setie
m-3.8/YW £ C S m+ 3.8/YW

Dette intervall kalles et konfidensintervall for C.

Blant ammet fordi s ikke er eksakt lik ¢, kan en ikke si at
sannsynligheten for at C befinner seg innen dette intervall er lik 0,9973.
Men en antar at sikkerheten for at C skal falle innen dette intervall er
tilstrekkelig for praktiske formél. I neste avsnitt ekal vi imidlertid
se at vi kan forbedre teorien meget nettopp péd dette punkt.

Det kan naturligvis diskuteres om det er nedvendig & sette a=3.
Etter tabell 2 (III,9) vil en jo oppnd en meget bra sikkerhet ogsd ved &
sette a=2,5 eller bare a=2. En pleier derfor nér en skal referere resul-
tatet av en m8leserie & oppgl gjermomsnittet og middelavviket hver for
seg. En pleier ogsd ofte & sette
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C::mts/’/—ﬂ'

For observasjonene 1 eks. 5 (II,S) har vi for funnet m=901,453 cg s=0,0397.
Altes er s/Yo = 0,0397/Y20 = 0,009, Konfidensintervallet for C har der-
for i dette tilfelie grensene '

m -~ 3.8/ V0 = 901,426 og m + 3.5/ Y0 = 901,480
En kan ogsi sette

C=mts/VE = 91,455 £ 0,009

Oppeave 2.
En bue ble malt pd uavhengig mite n=10 ganger med samme metode

og under like betingelser ellers. Observasjonene er:

85° 421,20  85° 421,00 850 41',97

850 421,07 850 42',10 85> 42',15
850 42',05 857 421,13 85° 41',90

85° 41',93

Bestem knnfidensintervallet for buens same verdi.

3. Student's fordelingsloduv,

I forrige avsnitt ble det vist hvordan en kan bestemne et kon~
fidensintervall for en ukjent samn verdi nér en tillater seg 5 erstatte
den ukjente sPrednihg (6) med middelavviket for observasjonene. Middelw
avviket er imidlertid bare et estimat av spredningen og nur vi derfor
erstatter ¢ med s, gjor vi oss skyldige i en unsyaktighet som naturlig-
vis helst beor unngds. Vi skal néd vise at Qi kan uwnngs denne unsyaktighet
ved & gjore bruk av en fordelingsldv som kalles Student's fordelingslov.
Den ble utledet av en engelsk statistiker som publiserte sine arbeider
under psevdonymet "Student".

La oss anta st x er et kjennstegn som hur normal fordelings-
lov med forventaingen p og spredning 0. La oss videre anta at vi har
observert x i et tilfeldig utvalg pa n gjentakelser og derved fatt n
observasjoner av X : Oy 40,y ses: o, - La gjennomsnittet og variansen for
disse observasjonene vazre m og V=s?, Etter det vi har forklart i 111,15
mi vi da betrakte m som et estimat av u og V som et estimat av o?.

La oss na av m og V danne en ny sterrelse, nemlig

t = m’,
Vv/a
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Nevneren i demne formelen er estimatet av spredningen i fordelingsloven
for gjennomsuittet (m) '

De n uavhengige gjentakelser i det univers hvor X er et kjenne-
tegn, er nd til sammen en gjentakelsse i et annet univers og t er observa-
sjonen av et kjennetegn u i demme gjentakelse. Det kan da bevises (be-
viset tas ikke med her, at fordelingsloven for t i dette universet - nér

en forutsetter at x har normal fordelingslov - er

~ X
T (a2ep)BUEFT)

f(u

Her er f=n-1 og K er en konstant som er uavhengig &v W 0g Cog bare av~
hengig av f. I fordelingsloven for t er det m.s.0. bare en parameter
som forekommer, nemlig f=mn~1. Folgelig kan en beregne for valte verdier
av £ sammsynligheten (P) for t 2 a hvor a er ot valt tall. Denne sann-~
" synlighet er lik arealet av den flaten som er begrenset av kurven for
f(u), abscisseaksen (u—-a.ksen) og ordinaten til u=a. Setter vi f. eks.
£=1¢ og a=2,861 (sml. eks. 5,I1,3) fins P=0,01.

En har beregnet en rekke sanmenhgrende verdier av P,f og &.
Disse kunne 4a stilles opp 1 en tabell over P for valte verdier av f og
&, Av praktiske grunner nar en imidlertid ordnet disse samaenhorende
verdier pd en annen mite. Den tabellen som brukes i praksis er en tabell
‘over verdiene av a for valte verdier av P og f, altsé en tabell med &
som avhengig variabel og P og f som uavhengig variable. Denne tabellen
er gjengitt i Tab. I bakerst i boken.

Vi ser at Tab. I er oppstilt for f=1 til f=30. Dessuten er
det tatt med f=40, £=60, =120 og f - w . Sammenligner vi nd s-verdiene
for hver verdi av P i de fire nederste rekkene, ser vi at det er praktisk
talt ingen forskjell mellom disse rekkeme. Dette kommer av at nir f -,
gidr fordelingsloven for t =- f(u) - over til den normale fordelingslov, og
tilnsrmelsen til denne er praktisk talt fullkommen allerede fra f=30.
Tallene i nederste rekke (f —» ©) er verdiene av & svarende til wlte
verdier av P for den normale fordelingslov. Det er altséd bare tabell 2
(III,9) om igjen p4 en annen mate. I tabell 2 er det jo a som er uav-
hengig variabel og P som er avhengig varisbel, i Tab. I er rollene byttet
om.

N8 er jo P i Tab. I sennsynligheten for % ; a, Fslgelig er

Q=1-P sannsynligheten for t 3 &, dvs. for

|u-p]2eV I =a. &

Yo'
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eller for

pemnmy

p-a./YnEn $p+as/¥n

Gjelder det & bestemme konfidensintervallet for en ukjent sann verdi
¢ = p ved hjelp av gjenmomsnittet (m) og middelavviket {s) for n uavhengi-

ge observasjoner, setter vi
me-a.s/fnsCsm+es/Vo -

hvor vi for & velger den verdi som etter Tab. I svarer til f=n-1 og den
P-verdi vi ensker & bruke. For eks. 5 (II,3) har vi m=901,453,8/ V¥ =
0,009 og f=n-1=19. Neyer vi oss med en sannsynlighet pa P=0,01, dvs.
2=0,99, skal vi etter Tab. I sette a=2,861. Det til P=0,01 svarende kon-

fidensintervall for den ukjente sanne verdi har derfor grensene:

il

m-a.s/¥n

og m+ a.s/ V0

901,453 -~ 2,861.0,009 = 901,427
01,453 + 2,861.0,009 = 901,479

1l

Oppgave 3.

I oppe. 2 (forr. avsnitt) er det oppgitt n=10 observasjoner av
en ukjent bue. TFinn konfidensintervallene for denne buen svarende til
0,05, P=0,01 og P=0,001.

Student's fordelingslov kan ogséd brukes til lesning av mange
andre oppgaver. Vi skal i det felgende ta for oss to av disse.

Vi har for (II,?) referert resultetet av en underssokelse som
tok sikte pa & f& brakt pé det rene om kvelstoffinnholdet i sauegjedsel
foranires nar gjedsla konéerveres i kloroform og oppbevares i isskap
i noen degn. For & f& brakt dette pd det rene ble hver av n=16 prever
delt i to prever. Den ene av disse ble analysert m.h.p. N med det samme,
mens gjedsla var frisk, den andre ble konsefvert i kloroform, oppbevart
i isskap i 5 degn og deretter analysert. In fikk pé denne maten n=16
wavhengige observasjoner ev erdringen i N under oppbevaringen i isskap.
Digse observasjonene (Oi) er gitt i eks. 10 (I1,7).

La oss né snta hypotetisk at disse observasjonene er observa-
‘sjoner av et kjennetegn som har normal fordelingslov med forventningen

= 0. Da er sannsynligheten for t 2 &, hvor

b = [m-uf - m-O_‘ - n_

S/VB s/"‘"n - s;Vn
gitt som P i Tab. I.
Vi bar at

20, 0.3
n = -;lig""%&=o,0234
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Videre finnes:

2 :
E(O -m) . .

Y o - Q.R03%79

v =3 = 5 = 0,00QZZS
og ' —

oy L _ y.099225 5 ho3s

1;;;'\ n 10
Folgelig er

o/ va 0,008

Av Tab. I ser vi at til f=n-1=15 og P=0,001 svarer det a=4,073. Vi har
funnet en vexdi av t som er betydelig sterre enn denne &. Og vi ni der~
for slutte at den oppstilte hypotesen ( B o= 0) ikke er bekreftet, vi mé
forkaste den. Fglgelig md vi godtae denwalternative hlypotesen og slutte
8t det skjer en endring i gjedslas N-innhold under oppbevaringen.

Vi m& riktignok ta et forbehold her. Saken er jo nemlig den
at vi her antatt at observasjonene er observasjoner av et kjennetegn med
normal fordelingslov. Tab. I er jo oppstilt under denne forutsetning.
Det er derfor en mulighet for at vi oﬁererer med en feilaktig fordelings-
lov for t. Dette spersmil er imidlertid uniersekt, og resultatene av dis-
se undersgkelser viser at selv meget store avvikelser fra den normale for-
delingslov bare medferer endringer i fordelingsloven for t som ikke har
noen praltiske konsekvenser. I slike tilfelle som det vi nettopp har be-
handlet, kan vi iallfall trygt gé ut fra at fordelingsloven for kjenne-
tegnet avviker si lite fra den normale at det ikke medferer noen som
helst risiko for feilslutning om vi bruker Tab. I.

Oppgave »

I folgende tabell er oppgitt vektene (i gram) av 10 per 7 uker
gamle kyllinger. De to kyllingene som tilherer s&mme par har sainme for-
eldre. Under o, er oppgitt vektene av kyllinger oppvokset inngders og
urder o; vektene av kyllinger oppvokset i en uterders hensegéird .

Foreldre 0. i o Foreldre o. i of
- i i g i
L 270 | 240 6 300 ! 320
2 510 " 450 7 330 ; 330
3 420 330 8 390 i 300
4 390 {330 9 390 | 420
5 450 270 10 450 © 420
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Kan en pd grunnlag sv disse observasjonene slutte noe m.h.t. betydningen
av oppvekststedet for kyllingenes vekst?

Q ave 5,

I folgende tabell er for en rekke &r oppgitt freavlingen i
kg fre pr. dekar "Vollebekk) for to sorter erter. XKan en pd grunnlag av
disse observasjonene pdvise at det er en reell forskjell mellom de to sor-
tene m.h.p. freavlingen?

sort
sr Onsrud { Norsk grd |
1933 244 149
1534 253 218
1935 242 211
1936 185 158
1937 255 279
1938 177 223
1939 52 66
1940 249 203
1941 127 123
1942 137 153
1943 220 147
1944 | 204 | 233

Vi har foran (IV,1) vist hvordan en ved & sammenlikne gjennom-
snittene av obaervaéjonene av et kjénnetegn for to utvalg av gjentakelser,
lkan bedumme om disse utvalg er tilfeldige utvalg av tc universer som er
ulike m.h.p., forventningen for kjennetegnet. V1 benyttet oss da av tabell
2 (111,9) og

lm1 - mzi

62 ml~m2 5

hvor m, er gjennomsnittet for det ene og my gjennomsnitie{y for det annet
utvalg. Det betenkelige ved den fremgangsmiten som vi benyttet oss av,
er at vi for 4 beregne G(mi—mg) md erstatte syredningene med de beregnete
middelavvik. Sarlig betenkelig ma jo dette vere nur antall gjentakelser
i de to utvalgene er sma tall. Vi skal né se at vi kun rette pd dette
ved & bruke Student's fordelingslov.

La 0,40, «vss vere observasjonens av et kjennetegn i et ut-

1

1
kjernetegn i et annet utvalg pd n, gjentakelser. La gjennomsnittene va-

Ire mi Ogmat
La oss nd hypotetisk anta at kjennetegnet har identiske norma~

valg pd n, gjentaitelser og o ,05, ervs observasjonene av det samme

le fordelingslover i de to universene som de to utvalg er tilfeldige
utvalg av. Dot kan da bevises (beviset tas ikke med her) at
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my-mg| [y

Y
8 n,+n,

t =

2 2
E(oi~mi) + 2(0i~m2)

hvor ' &? =

n,+n,-+ 2

har Student's fordelingslov til fordelingslov nér vi setter f=n,+n,-2.
Sannsynligheten for t2a er m.a.o. lik P i Tab. I,

Vi skal ta for oss et eksempel. ZXn dyrket havre i kar uﬁder
varierte forseksbetingelser. En brukte 3 parallellkar for hvert forseks-
" ledd, dvs. at n,=n,=3. Vi skal her t& med resultatene ved ulike vatning.
Forsoksbetingelsene (grunnmedium, gjedsling osv.) var ellers like for

alle kar. Forskjellen i faktoren vatning var

A3 30 % av full metning
B: 60 % av full metning

Resultatene er gitt i felgende tabell. Observasjonene er gram terrstoff

pr. kar i loavlingen

A B
e B R
0 o,-m (oi ml) o]!. oj?‘ m, (oi ,nz). _
22,22 | +0,58|0,3364 30,16 | + 0,99 | 0,9801
23,39 | + 1,751 3,0625 28,97 | - 0,20 | 0,0400
19,31 | - 2,33 5,4289 28,38 | - 0,79 | 0,6241
. ]

64,92 0,00 | 8,8278 87,51 0,00 | 1,6442 |

Herav finnes

--6—4—’22-—.-:21,64 og m

m, = 242 = 82l - 29,17

g 3
Alted er
Imy, - m,| =29,17 - 21,64 = 7,53

Videre finnes:

28,8278 + 1,6442 10,4720 _
5% = TR = 3 = 2,6180

og 8 ::1;)2,6180" = 1,62

Fglgelig er

- 4
lmi -mzl 'V', ni -1’12
8 ni+n2

_1.53 y 33 _
=162 176 =599
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Her er nd f=ng+ny~2 =4 og av Tab. I vil en se at sennsynligheten for

t Sa=4,604 er P=0,01. Vi har funnet en t-verdi som er betydelig
storre enn denne a og slutter derfor at var hypotese ikke er bekreftet,
vi forkaster den. Fordelingslovene for kjennetegnet er m.a.o. ikke iden-
tiske normale fordelingslover.

Dette resultatet er naturligvis meget lite opplysende. Men
for det ferste kan vi som nevnt foran sleyfe "nermal" og si at forde-
lingslovene for kjennetegnet ikke er identiske i de to universene. For-
skjelleh kan da bero pa ulikhet i forventningene, spredningene og sndre
karakteristikker. Teoretisk sett kan en naturligvis tenke seg at to sli-~
ke forielingslover er forskjellige selv om forventningene er like. Men
slike forskjelligheter forekommer neppe i virkeligheten. BEn slutter der-
for at forventningene for kjennetegnet er ulike i de to universene. Som
vi skal vise i neste avsnitt kan en foreta en uavhengig sammenlikning mel-
lom middelavvikene - eller rettere variansene - for de to rekker obser-
vasjoner for & praﬁe om det kan pévises noen forskjell mellom sprednin-
gene .

Oppgave 6.

I fplgenie tabell betyr o. observasjoner av % aske i praver
av kull fra et kullgruve og o! observasgoner av samme kjennetegn i prever
av kull fra en amnnen gruve. n en pai grunnlag av disse observasjonene
pdvise at det er forskjell mellom askeinnholdet 1 kull fra de to gruvene?

0, | 0!
i i
24,3 | 18,2
20,8 16,9
23,7 20,2
17,4 16,7

21,3

Q gve

I IV,1 har vi diskutert om ribbeantallet hos griser er genetisk
betinget. Benytt de samme observasjorene og undersek saken~ved hjelp av
Student's fordelingslov. :

' Ogggave 8.

Benytt Student's fordelingslov som grunnlag for undersegkelsen
av det spersmsl som er oppstilt i oppg. 1 (IV,?).
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4, Veriansanaglysen.

I foregierde avenitt her vi vist hvorden Student's fordelings-
lov kan brukes nir det gjelder & sammenlikne to rekker observasjioner av
et kjermetegn. Vi skal né vise at vi ogsd kan sammenlikne flere rekker
under ett. I folgerde tabell er under A og B oppgitt observasjonene fra
foregiende avsnitt av terrstoff (i gram pr. kar) i loaviingen av havre
dyrket i kar vetnet til 30 % metning (&) og 60 % metning (B). Under C
er 84 oppgitt observasjonene av samme kjennetegn under forssksbetingel-
sen 90 % metning. Bortsett fra graden av vanmmetning var forseksbetingel-
sene ens for de tre forssksledd. I de tre nederste rekkene er oppgitt

gjennomsnittet (m), middelavviket {s) og variansen (V=s2).

4 B | ¢
22,22 130,16 | 30,66
23,39 (28,97 30,61
19,31 128,38 131,77

m: 21,64 129,17 31,01
53 2,10 0,91 0,66
V:  4,4139) 0,8221 0,4301

Vi ser at gjennomsnittet tiltar og middelavviket avtar fra A til C.
Dette tyder pd at den varierte faktoren (vamnmetningen) har innflytelse
pd verdien sv det observerte kjennetegn. ien vi har naturligvis ikke lov
til 4 slutte at det er slik med mindre vi kan bygge pa resultatet av en
eksakt statistisk prevning. Vi ma derfor fremsette en eksaikt hypotese
til sammenlikning med observasjonene. Forelepig vil vi imidlertid neye
oss med en ikke eksakt formulering og si at hypotesen gar ut péd at den
varierte forseksfaktoren ikke har noen som helst betydning for verdien
av det observerte kjennetegn.

I det foreliggende tilfelle er forspksfaktoren kvantitativ.
Vi kan 8i at de tre grupper av gjentakelser atskiller seg fra hverand-
Te i verdien av et variabelt kjennetegn, nemlig % v&nnmetning. Vi kunne
derfor gjerne angripe spegrsmalet om vannmeiningenes evenfuelle innfly-
telse pd terrstoffavlingen ved hjelp av en regresjons-korrelasjonsunder-
sekelse (sml. eks. 16,I1,1%). En slik undersckelse mitte da kombineres
med statistisk prevning av en eller flere eksakte hypoteser. Dette skal
vi imidlertid ikke komme inn pd i denne sammenheng.

Det hender imidlertid meget ofte at gjentakelsene ordnes i grup-
per etter alternative konstante kjennetegn. I en eksperimentalundersg-

kelse av hvilike faktorer det er som har betydning for kormavlingen, kan
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gjeﬁtakelsene vere ordnet iAgrupper etter de sorter en vil sammenlik-
ne eller etter kvalitativt variert gjedsling., I et foringsforsek med
sauer kan gjentakelsene vare ordnet i grupper etter-kvalitativt vari-
ert foring oév. I slike tilfelle kan en naturligvié ikke benytte seg av
regresjons-korrelasjonsmetoder. )

La oss anta at vi har gbservert et variabelt kjennefegn hos N
gjentakelser som er ordmet i k grupper enten etter verdier av et variabeld
kjennetegn eller etter k alternative konstante kjenuetegn. Vi gir hver
gruppe ot nummer j og betegner antallet av gjentakelser i den j'te grup-
pe med nj. I v8rt eksempel er N=9, k=3 og n,=n,=n,=3. Observasjonene
av kjennetegnet betegner vi med oij hvor fotskriften j betyr at wvedkommen-
d

©

observasjon tilherer den j'te gruppe. Gjennomsnittet og variansen

for observasjonene i den j'te gruppe vil vi betegne med mj og Vj' Alt-

8d er
§ 0. § (6. .-m. )%
m, = el og V, ot
b nj J nj-1

Vi kan naturligvis ogsd beregne gjennomsnittet av alle N observasjonene.

La oss kalle det totalgjennomsnittet. Dette er

; ; o, 1
m=w2lo, =z fn . o0 ¥nn
Wi ig ~NJ 7 ny NJ g

Totalgjernmomsnittet er altsd ogséd et gjennomsnitt av gruppegjennomsnit-
tene, nemlig d et gjennomsnitt vi fér nar en tillegger hvert av disse gjen-
nomsnitter en wvekt lik antallet av observasjoner (ﬁj) som det er beregnet

av. Hvis ny=m,= .... = =0, er naturligvis N = n.k, og da er

k

m = % n.n, == & In,

- 2
n.k J k33

Vi skal n& vise hvordan vi ved hjelp av gruppegjennomsnittene
og gruppevariansene kan beregne to nye varianser som vi kan bruke til en
eksakt prevning av den hypotesen som vi foran har gitt en forelspig og
ueksakt formulering av. Disse to variansene kalles V (innen) og V (mel-
lom).

P4 samme mite som totalgjennousnittet er et velet gjennomsnitt
av gruppegjennomsnittene, er den ferste av disse variansene - v (innen)
- et veiet gjennomsnitt av gruppevariansenc. Som vekier bruker en nj~1.

Og siden né&.

T (n.-1) = 2 nJ ‘-k=N -k
J \ J )‘ J J
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setter en
v (1m3.en}}= Nik b (n -1).V
En kan ogsi sette
- (o, m )
v (irmen)A = ﬁ%-l; § (nj-—1) . n%zi doe TN %%3 (oij«-mj)z

Den andre variansen er

Vv (mel lom ) =

k“1 . n.- m,
J d J-‘m)‘

Hvis antall gjentakelser i hver gi‘]zppe er det samme, njz:n, blir formlene

for V (innen) og V (mellom) forenklet til:

V (innen) ::.‘%{' ZVj

n 2
0g V’(mellom)‘= o Z(mj*m}

I virt eksempel har vi nj-—:an og felgelig ei'

4,4139+o.§221+o,4501 _ 5.626? = 1,8887

v (innen) =

Totalgjennomsnittet er

1 81,82 e
m o=y Emj =T 27,27
.V .(mellom) beregnes s& slik:
m, m, -m w, -m)*
J J ( J )

+

21,64 |- 5,63 | 31,6969
29,17 |+ 1,90 | 3,610
31,01 1+3,74 | 13,9076 |

81,82 | 49,2945

og V (mellom) = 2 49,2945 = 73,9418

Nir disse variansene er beregnet, beregner en forholdet (F)
mellom dem. En méda alltid passe pd at en setter F lik den stsrste varians
dividert med den minste. For virt eksempel har vi altsd at

% 18
F:%ﬁ%§=3%ﬁ
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~ Som &llerede antydet foran gir den hypotesen vi vil konfronte-
re med observasjonene ut piat det observerte kjennetegn har identisk sam-
me fordelingelov i de k universene som de k grupper av gjentakelser er
tilfeldige utvalg av. I dette ligger da ikke bare det at disse forde-
lingslovene skal vere av samme type, men at ogs8 parametrene 1 disse for-
delingslovene skal ha neyaktig samme verdier. 3Ba antar derfor ogsd hy-
potetisk at forventningen og spredningen for kjennetegnet skal ha semme
verdier i de k universene. For & kunne gjernnomfere den matematiske de~
duksjonen som er nedvendig, har en dessuten mittet forutsette hypotetisk
at denne felles fordelingsloven er normal. |
Forutsetter en nd at de k grupper av gjentakelser er tilfeldige
utvalg av universer med identisk samme normale fordelingslov for det kjen-
netegn en observerer, kén det bevises (dette bevis er vanskelig og tas

derfor ikke med her) at fordelingsloven for F er

5(g,-2)
u

f(u)A = A, %(fj_"‘fg)
(£, +1,] '

I denne formelen foreckommer det bare to parametrer, nemlig f, og f,.

Disse kalles antall frihetsgrader. Setter en

v (m:.allom . ‘
F = T (-j—.nn.——_)len er f, = k-1 og f,=N-k

V {innen . P
E‘“ﬁlﬁl—oﬂ%f)erfi_l\’!-k.obfg-k?

Faktoren A er en sterrelse som vi ikke behever & bry oss med. Den kan

og setter en

bzregnes nir £, og £, er gitt. Det er derfor mulig 8 beregne en gang

for alle for enhver fral-t verdi av f, og enhver valt werdi av f, sannsyn-
ligheten P for F2a hvor a er et valt tall. Hvis vi skulle tabulere ver-
diene av P for ﬁalte verdier av fy ,f, 08 a, mdtte vi bruke et tabellsys-
tem med tre innganger. Vi métte altsd bruke en bunke av tabeller, hver
tabell med to innganger. I et slikt system ville de P opptre som avhengig
variabel og f,,f, og a som uAvhengig variable. Av praktiske grunner har
en imidlertid valt & tabulere de sammenhsrende verdier av disse fire ster-
relser elik at en har a som avhengig varia.’b:el og P,f, og I, som uavhengig
variable. Slike tabeller er offentliggjort for P=0,2, P=0,05, P=0,01

og P=0,001. En har altsd ialt fire tabeller over s@mmenherende verdier

av a (som avhengig variabel) og f, og f, (=som uavhengig variable). Vi
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gijengir i Tab., II bakerst i boken dem av disse som svarer til P=0,01.
Denne tebellen har da inngang over f, og f,, 0g den exr ordnet slik at
tallene i hodet av tabellen er f for-den sterste variahs og tallene i
venstre kolonne er f for den minste varians.

For vart eksempel har vi funnet V (mellom) >V (inmen). For
V (mellom) har vi f=k-1=3~1=2 og for V (innen) har vi f;W—k=9~3=6. Vi
gdr folgelig inn i Tab. II med f=2 i tabellens hode og ‘med £=6 i venstre
kolonne og avleser a=10,92. Dette betyr da at den.ﬁypotetiske sannsyn-
lighet for F>10,92 er P=0,01. Denne fuune verdi av F (39,15) ex bety-
delig sterre, og derav slutter vi at vér hypotese md forkastes.

Vir hypotese gr ut pd at fordelingslovere for det observerte
kjennetegn ikke bare er identiske i alle de k universene som gruppene
er tilfeldige utvalg av, men at de er identisk normale. Har en derfor i
ot aktuelt tilfelle fatt en F som er sd stor at en md forkasie denne
hypbtesen, betyr det at de k gruppene av gjentakelser ikke er tilfeldige
utvalg av universer med identisk samme pormale fordelingslov for det
observerte kjennetegn. Dette resultat er i de aller fleste tilfelle av
maget liten'verdi. Ofte vil en kunne trekke denne slutningen uten alle
disse beregningene. Vi md derfor se ngrmerc pd saken.

For det ferste er det da viktig & bringe pd det rene om en i
konklusjonen kan sleyfe "normal" og si at gruppene ikke er tilfeldige
atvalg av universer med identisk samme fordelingslov Tor det cbserverte
kjennetegn. For & fi rede pd detts har en underseki om a~-verdiene for
samme fi’fa og P blir vesentlig forskjellige fra dew som fins i Tab., II
nar en hypotetisk forutsetter at de k gruppene er tilfeldige utvalg av
universer med identisk samme ikke-normale fordelingslov. En har provet
en rekke ulike typer av ikke-normale fordelingslover. Resultatene av
disse undersekelser viser at fordelingsloven for F er meget lite pavir-
ket av endringer i typen av fordelingslov for det cbserverte kjennetegn.
En kan iallfall g& ut fra at fordelingslovene for de kjennetegn en vanlig-
vis har utsikt $il & arbeide med i praksis (iallfall nar det gjelder bio-
logiske undersmkalser),.avviker a4 lite fra den rormale at en ikke risi-
kerer & komme til feil resultater nér en bruker den utledete fordelings-
loven for ¥ og dermed Tab. II. Men en ber naturligvis vare oppmerksom
pd at en i visse tilfelle kan komme til & arbeide med kjennetegn som har
en 84 avvikende fordelingslov at en mé vere meget forsiktig. ‘

Dette er imidlertid ikke nok, Vi m& preve & skaffe oss nerme -
Te rede p& hva det betyr at de k gruppene ikke er tilfeldige ubvalg av

universer med samme fordelingslov for det observerte kjemnnetegn. For-



- 22 -

skjellen mellom fordelingslovene kan jo bety bade det ene og det annet.
Net kan bety &t forventningen for kjennetegnet er forskjellig ide k uni
versene eller at spredningene er forskjellige éller at det er ardre karak-
teristikker som ar forskjellige. Det ken naturligvis ozsd bety at bade
forventningene og spredningene og andre karakteristildker er forskjellige
i de k universenec. |

For 5 fi nermere rede pd dette skal vi underseke noen konsekven-
ser av vir hypotese som vi kan utlede uten & mitte ty til vanskelige ma-
tematiske hjelpémidler. For enkslthets skyld vil vi da forutsetie at
gruppene bestdr av det samme antall gjentakelser, altsi at ny=n,= .... =
n, = n. La nd @og O vere den felles forventning og den felles spred-
ning for kjennetegnet i de k universene. Ifslge (IIL,15) er da forvent-
ningen og spredningen for gjennomsnittet (mj) av =0 observasjoner

av kjennetegnet 1ik

{‘_L(m_) = U

o/ Vn~

it

0g o (mj )'

Variansen i gjennomsnittets fordelingslov er altsé lik d%ﬁnﬂ
Vi har né k gjermomsnitter og folgelig kan vi beregne (estimere)

denne variansen direkte. Vi har at

g* E(m.~m)2
——-N—-—-—Jﬂ-———
n k-1
og derfor er
0% o =2 -m)? =
T by an m)‘ V(mellom)

V(mellom) er m.a.o. et estimat av variansen o2 nér gruppene er tilfeldige
utvalg av wniverser med samme forventning og spredning for kiennetegnet.
Vi kan vise at under samme forutsetning er ogsi V(imnen) et estimet av

a® . Vj er jo variansen for nj:n obgervasjoner av kjennetegnet i et til-
feldig utvalg av gjentakszlser. Felgelig mé V& ogsd vere et estimat av

0% . Det samme m& imidlertid gjelde gjennomsn}ttet av lisse varianser,

dvs. at

62 o ¥ V. = V(imen)

1
k J
En konsekvens av vir hypotese er derfor at bade V(innen) og

V(mellom) er estimater av o®. Felgelig skal vi vente (altsd som en
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L konsekvens av hypotesen) at disse to variansenc har omtrent sémme verdi
. og at forholdet mellom dem er omtrent lik enheten. 7
Hris da V(mellom) i et aktuelt tilfelle er sd stor i forhold
til V(innen) at vi md forkaste hypotesen, betyr det at gruppegjennomsnit-
tene atskiller seg fra hveranire i vesentlig sterkere grad enn vi skul-
le vente dersom kjennetegnet hadde samme forventning og spredning i de
k universene som gruppene er tilfeldige utvalg av. Vi kan ogsd si at
det betyr at vi ved grupperingen av gientakelsene har dannet tilfeldige
utvalg av subuniverser i et felles univers slik at forventningen for
det observerte kjenmnetegn er forskjellig i disse subuniversene.
Hvis derimot V{innen) er sé stor i forhold til V(mellom) at
vi m& forkaste hypotesen, betyr det at gruppegjennomsnittene atskiller
seg fra hverandre i vesentlig mindre grad emnn vi skulle vente dersom
kjennetegnet haide samme forventning og spredning i de k universens som
gruppene er tilfeldige utvalg av. Utslag i denne retning forekommer nok-
s& sjelden og Arsaken er ikke alltid lett & fimne. Bt slikt utslag md
komme av at det fins en eller ammen forbindelse mellem gruppene sem vir-
ker til & utviske forskjellen mellom gruppegjennomsnittens. Da dette
resultat forekommer s& sjelden og har s liten betyining for praktisk sta-

tistikk, skal vi ikke ta opp'saken til noen mer inngédende drefielse.

Qppgave 9.

Felgende karakterer er gitt i kjeml for 1. klasse M 1 drene
fra 1938 til 1944. Underspgk om det er foregdtt noen endring i karakter-
nivédet i disse &rene. :

1938 1939 1940 1941 1942 1943 1344
C2,0 2,5 1,8 1,8 1,8 1,5 1,8
3!8 2’3 590 110 3!0 1!8 2’5
1,3 2,00 1,5 2,8 3,8 3,5 2,5
1,5 1,8 1,8 3,5 2,3 1,53 2,8
2,8 1,3 2,8 1,5 1,8 4,5 2,0
2’8 2!3 1’8 2,5 2!5 195 195
2,6 1,5 2,3 1,0 2,0 1,8
2,5 2,5

Oppgave 10,

I eks. 11 {I1,8) er oppgitt vekten av avlingene (retter) for
tre betesorter. Kan det pdvises at de tre sortene gir ulike avlinger,
og m4 det i tilfelle dette kan pdvises, tas noe forbehold m.h.t. slut-
ningens almengyldighet?

Oppgave 11. .

I enkelte distrikter p& Vestlandet fant en en pifallende liten
vekiskning hos lammene etter at de var satt pé inneforing om hesten,

For &4 f& rede pi grunnen til dette, ble det i 1940-41 utfort felgende
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forsek. N=32 lam ble delt (pé tilfeldig vis) i k=4 grupper, hver grup-
pe & n=8 irdivider. Disse gruppene ble satt pd ulike foring etter fol-
gende plan:

gruppe A: vanlig foring uten tilskudd av andre mineralstoffer enn
koksalt
gruppe B: som A med tilskudd av Ca og P
gruppe C: som A med tilskudd av mikroneringsstoffer
gruppe D: som B med tilskudd av mikroneringsstoffer
Den gjennomsnitilige vekteskning (i gram pr. dag) ble 8 bestemt
for hvert lam. Observasjonene er:

[ . o—

A B G D

78 204 151 152
97 165 155 178

~ 22 169 158 186
158 77 196 172
- 12 50 125 150
189 - 51 160 117
8 42 40 131
113 21 114 115

Undersek om forskjelien i foringen har noen innflytelse pd vektekningen.

Vi har foran gitt en beskrivelse av bruken av variansanalysen
i det aller enkleste tilfelle, nenlig ndr gruppene er dannet ebtter en en-
veis klassifisering. I oppg. 9 er gruppene dannet ved klassifisering et-
ter 4reune, 1 oppg. 10 etter sortene og i oppg. 11 etter variert foring.
Men en har meget ofte to-veis eller mange-veis klassifiseringer. I et
feltforsek med korn kan en f. eks. i1 samme forsek klassifisere etter
sort, etter variert gjgdsling, etter variert jordbearbeidelse osv. Va-
riansanslysen kan ogsd brukes i slike tilfelle. Men det vil fore for
langt her & gi en beskrivelse av den fremgangswiten som da md brukes.

' Vi skal imidlertid nevne en annen viktig anvendelse av variasns-
analysen. L& oss anta at vi har observasjoner av et variabelt kjennetegn
i to utvalg av gjentakelser. FA grunnlag av disse kan vi da beregne to
gjennomsnitter oz to middelavvik. Ved hjelp av Student's fordelingslov
(Tab. I) kan vi sd underseke om forventningene for kjennetegnet er wlike
i de to universene som utvalgene representerer. BEn t-verdi som er stbr~
re emn den a-verdi i Tab. I som svarer til P=0,01, vil i alminnelighet
vere et tilstrekkelig bevis for at disse forventningene er ulike. Det
kan imidlertid ogsé i mange tilfelle ha stor interesse 4 sammenlikne mid-
delavvikene for de to observ&sjonsrekkene for 4 bringe pd det rene om
det kan sluttes at spredningene for kjennetegnet i de to universene er
forskjellige.

La oss anta at antallet av observasjoner i den ene rekken er

n, og i den andre n, og la middelavvikene vere 8, 0g 5,. Det kan da be-
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vises at vi kén sammenlikne variansene V, _.s1 g V,=o, ? ved hjelp av Tab.
II. Vi beregner forholdet mellomd isse to variansene {al1tid den stors-
te dividert med den minste) og gir ian i Tab. II med f=ng-1 for V, og f=
n,-1 for V, . Den h,yuoi.wen som praves pé denne méten ghr uf p& at forde~-
lingslovene for kjennetegnet i de to universene som utvalgene represente-
rer, er normale med samme spredning. Bn forutsafter altsi ikke hypote-~
tisk at forventrningene er like. S

¥or det eksemplet vi har brukt foran (g:am terrstoff i loavlin-
gen av havre i kar under ulike vannmetning) har vi funnetd:

gruppe A: V, = 4,4139 med f=n, -1 =2

gruppe C3 Vz 0,4301 med f=n2-1 = 2

1}

i

Altsé er
1

T =005

= 10 ,26

Av Tab. IT sces at denne F-verdi er betylelig mirndre enn den a-verdi
som svarer til flzifzrzz og P=0,01. Derme er nemlig a=39,01. Det er
m.&.0. ingen pé’wiselip; forskjell mellom spredningene for kjennctegnet i
de to universer som gruppenc er tilfeldige utvaly av, Men av dette md
en naturligvis ikke slutte at disse to spredningene er like.

Opprave 12. | :
I oppeg. 1 (Iv,1) er "lﬁﬁ to rekker observasjoner. Undersek

om dot er en pdviselig forskjell mellom spredningene for det observerte
kjennetegn i de to universene som utvalgene er uttatt av.

Eand en sak md nevnes '.fer vi forlater dette emnet, Det kan
kanskje virke noe forvirrende at nir en skal sammenlikme to rekker obser-
vasjoner bruker en t og Tab. I og ndr en skal sammenlikne tre eiler f{lere
rekicer, bruker en F og Tsb. II. Setter vi imidlertid

ellom

v
F=3

m
inn
og k=2, dvs, at £ for V(mellom) er lik f=k-1=t, er det meget lett & vi-
se at

P = t?

Settes nemlig k=2, finner en

N I 2 - - ‘B m)2
V(mello\m). = nj(mj-m). = ni(ml m)} + ng(m2 m).

1
k=1

i

og da i dette tilfelle

*
nym, ¥ on,m

n1+n2
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finner en lett at

.n

V\mellom) = (mi ~in )2 1, +n
‘ 2

Videre finnes at

‘ 2
: (o, -m )a + 2(0 ~m, )
. 1 2 il 4 iz 2 ;
= — . — - g®
idet N=n,+ng.
Altsd blir 2
T o= (mellom) (mi—ma) Py tMy o 12
= V(innen) - 2 n+n_ '
8 1 7s

Nér k=2 er derfor F-proven og t~preven i virkeligheten den sam-
me. . Det er naturligvis likegyldig for saken om en bruker t og Tab. I
eller om en bruker F=t® og Tab. II. Det er imidlertid mest alminmelig
at en ndr k=2 bruker t-preven. Og som vi allerele har sett (IV,3) har jo
Student's fordelingslov andre anvendelser hvor F og fordelingsloven for
F ikke kan brukes.

Endelig skal det til siutt nevres at opprinnelig da variansana-

lysen ferst ble utformet som forskningsmetode, brukte en ikke F men
z = %.1og.nat. ¥

Enkelte forskere bruker fremieles z og fremstillingen av variansanalysen

er i enkelte laercbeker fremieles basert pid bruken av z og ikke F.

5. Kji-kvadratmetoden.

La sammgynligheten for at et kjennetegn eller en hending A
skal imntreffe i en gjentakelse i universet U vare s(A,U)-_—.p. Da er sann-

synligheten for at A skal inntreffe i 2 av n uavhengige gjentakelser lik

2 W) = P pzqn—-z
hvor g=1~p og W er et univers hvor hver gjentakelse bestidr av n uavhengi-
ge gjentakelser i U (se TII,11). Dette er altsi fordelingsloven for
frekvensen for A i universet W. Forventningen og spredningen er p=np
og ¢ = {npdq.

I det felgende vil vi forutsette at np er et s& stort tall at
en kan regne med at binomialloven kan erstattes av den normale fordelings-
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lov (se I;{I,ﬁ ). Som en praktisk regel kan en da si at np helst ikke
bor vere mindre enn 10 og clett ikke mindre enn 5.

Sett nd at vi har observert at & har inntruffet i h(A,U)=h av
n gjentakelser. Og la oss hypotetisk anta at s(A,U)=p oy at de n gjen~
takelsene er uwavhengige gjentakelser i et univers U. Vi kan da som vist
i IIL,11 sette en prsve pd demme hypotesen ved & beregne

h-ng[

N

Vnpy'
og bi-uke tabell 2 (III,Q). Det har imidlertid mange fordeler 4 bruke
kvadratet ph denne sterrelsen og sette

yz—/h*nza

T npg

Forutsetter en at fordelingsloven for frekvensen for A er normal med

forventningen np og spredningen VYnp3, kan det bevises (beviset tas ik-

ke med her) at fordelingsloven for %2 er av typen

L( ¢ -%
flu) = A.u%(fhz).e ~a

Her er e grunntalliet i det naturlige logaritmesystem, A4 er en konstant
-bg f er antallet av de sdékalte frihetsgrader. Vi skal senere preve &
forklare hvordan f fremkommer. Forelepig mi vi neye oss med 4 si at
den er en parameter i f{u) som i bestemte tilfelle har en bestemt tall-
verdi. I det foreliggende tilfelle er f=1.

Faktoren A kan beregnes nir f er gitt. I fordelingsloven for
%® or derfor £ den eneste paremeter som forekommer. Det ken bevises at
forventningen for X® er u(xa) = f. IEn kan derfor for hver valt verdi
av f beregne sannsynligheten P for %° 2 a hvor a er et valt tall. Den-
ne sannsynligheten er lik arealet av den flaiten som sr begrensst av kur-
ven for f£{u), abscisseaksen (u-zksen) og ordinaten til u=a. De sammen-
herende verdier av f,a og P kan sé ordnes i en tabell med to innganger.
Denne tahellen er gjengitt i Tab, III bakerst i boken. Den er som Tab., I
ordnet slik at dat er.f og P som. er wvavhengig variable og a som er avhen-
gig variabel. Vi ser at den omfatter f-verdier fra f£=1 til £f=30. For

storre verdier av £ har V2X? +tilnsrmet normal fordelingslov med for-

ventningen V2f-1 og spredningen 1. For f-verdier sterre enn 30 bereg-

ner en derfor

Vex? - yar-1

og bruker Tab. I for £f-» @ .
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La oss ta for oss et eksempel. I eks, 1 (III,A) er n=2835 og
frekvensen for A=normale berster er h{a U)~h~2211. I III,11 har vi hy-
potetisk satt s(A U)-pzo 75 og funnet '

Folgelig erxr

2
x? o Aemn)” 3,68% = 13,54

npgq

I dette tilfelle er f=1. Av Tab. III ser vi at til f=1 og P=0,001 sva-
ver a=10,827., Vi har fumet et X® som er betylelig sterre enn deunne a,
og konsekvensen mi da bli gt vi i overensstemmelse med resultatet av

den undersgkelsen vi foretok i III,11 slutter at hypotesen ikke er bekref-
tet, vi forkaster den.

BEn meget viktig egenskap ved fordelingsloven f(u) som gier ¥*
serlig egnet for praktisk statistiske undersekelser er fulgende. La
Xf; xg, Xg sess Xﬁ vare k uavhengige kji~kvadrater med antall frihets-
grader lik Il oty e fk. Det kan de bevises at ogsd

N k
X° = i~1 X
har £{u) til fordelingslov nir en setter f = Zfi. Summen av .en rekke uav-
hengige kji-kvedrater er altsd selv et kji-kvadrat med antall frihets-
grader lik summen av frihetsgradene for sddendene.

Vi skal ta for oss et eksempel for & demonstrere bruken av den- ‘
ne setningen. I fGIande tabell er ny antall avkom i k=10 familier av
Gammarus og hi=hi(A,U) er antallet av disse avkom som har A-rede syne.

La oss nd anta hypotetisk at s(4,U)=p=0,25 og at de enkelte avkom er uav-
hengige gjentakelser. Vi kan sette ¢n preove pé denne hypotesen ved &
beregne et X? for hver familie slik som vist i tabellen. Devetter sum-

merer vi de k=10 kji-kvadrater og fAr derved et X2 for hele materialet.

e T ———
By | By | BgP oy Bymgp (hy=n;p)* 1 npa | %2
95 | 14 |23,25 1 - 9,25 | 85,5685 | 17,4375 | 4,91

11151 31,15 - 6,75 1 45,5625 | 28,3125 1,61 ]
30 | 6 | 7,50 | -1,50. . 2,2500 | 5,5250 | 0,40

146 {29 [36,50 | - 7,50 | 56,2500 | 27,3750 | 2,05 |
79 017 19,75 - 2,75 ] 7!5625 1 14,8125 | 0751 i
99 | 20 124,751 - 4,75 | 22,5625 ' 18,5625 | 1,22
18 12 119,50 ~ 7,50 i’ 56,2500 14,6250 | 3,85
56 | 11 |14,00 1 - 3,00 | 9,0000 | 10,5000 | 0,86
5014 (18,75 | - &,75 | 22,5625 | 14,0625 | 1,60
JIA3.119.25 ) - 6,25 | 39,0625 | 14,4315 | 2,71,

284 1167 ! X% =19,72
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Hyert enkelt Xf har i dette tilfelle fi=1 frihetsgrad ;ﬁg fel-
gelig har sum x° = 19,72 f£=10 frihetsgrader og forventningen f=10. Av
Tab., IIT ser vi‘ at til P=0,01 og f=10 gvarer det a=23,209. Vi har fun-
net et ¥* som er noe mindre enn denne verdi, men det er sterre emn den
a som svarer til samme f og P=0,05. Det er derfor ingen god overensstem-
melse mellom hypotesen og observasjonene, meu det funne X° er likevel
ikke s& stort at en med stette i bare dette kan forkaste hypotesen.

I ef tilfelle som dette har naturligvis hvert enkelt ,¢f gin selv-
stendige betydning. Hvert enkelt av dem har fi:=1 frihetsgrad, og av
Tab. III ser en at til f=1 og P=0,01 svarer det a=6,635. Alle xf i virt
eksempel er mindre enu denns verdi.

La oss tenke oss at vi har et utvalg pd k=100 kji~kvadrater.

I dette utvalg skulle vi da vente at et av disse kji-kvadrater skulle
vere sterre emn den a som sverer til P=0,01. BSelv 1 et mindre utvalg,

f. eks. pd k=20, ville det ikke vare noce urimelig i at et av kji~kvaira-
tene var sterre enn denne verdi. En mi derfor vere ytterst forsiktig
med & tillegge addendenc i et sum-X® for stor selvstendig betydning. Er
sum-x? mindre emn den a com svarer il P=0,01 for det antall frihetsgra-
der som gjelder for summen, kan det godt vere at c¢n eller flere av adden-
dene er sterre enn den & som svarer til P=0,01 og antallet av frihetsgra-
der for den enkelte adderd uten at vi kan slutte at dette betyr nove. Li-
kevel ml en ikke overse det fakium at hver addend kan ha sin serlige in-
teresse. Overser en dette,'kan en komme til & overse uoverenssiemmelser
med den oppstilte hypotese som kan danne utgangspunkt for nye frukibare
und ersskelser. .

Av stor interesse er det & lagge merke til at fortegnet for
differensene ‘:hi—nip) ikke har noen betydning for }:f og dermed heller
ikke for summen. Det er uten betydning for sum-x?® om alle disse diffe-
rensone er negative, alle positive eller noen negative og andre positive.
Men ndr det gjelder 4 ta stamlpunkt til hypotesen er dette ikke likegyl-
dig. I vart eksempel er alle disse differensene negative og dette tyder
naturligvis pd &t den hypotetiske p::Q‘,ZS er noe for stor. Det er derfor
nedveniig 4 undersoke om vi ikke kan beregne et X? som er mer virknings-
fullt enn vért sum-¥°. '

La oss da ta for oss summene Zlni = 884 og zhi = 167. Det er
naturligvis ikke noe til hinder for at vi kan si at vi har n=884 gjenta~
kelser og Aat kjennetegnet A har inntruffet i h=167 av disse og sammen-
likne disse tallene med hypotesen s(A,U)=p=0,25 og at alle 884 gjenta-
kelsene er uavhengige. Vi fir da et x® som er lik |
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o (n-np)®  (167-884.0,25)%  (167-221)"
T npq - 884.0,25.0,75 T 165,75

Dette %2 har f=1 frihetsgrad og det er betylelig sterre enn den a som

etter Tab. LIII svarer til .f=1 og P=0,001., Denne verdi er nemlig a=10,827.

Vi m& derfor forkaste hybotesen.

Grunnen til at det siste %2 i dette tilfelle er mer virknings-

X = 17,59

fullt enn sum-YX®, er nettopp det at fortegnene for (hi-nip) ikke har noe
& bety for sum-)X°, men ever en avgjerende innflytelse pd x® beregnet pi

grurinlag av n= Zni og h= E:hi. En ber derfor i slike tilfelle som dette

beregne begge kji-~kvadrater.

0 ve 1

I faigende tabell er n, antall avkom i k=5 kull av bananfluen

~ogh, er antall avkom med karaktéren “sepia". Anta hypotetisk at sann-
synligheten for denne karakter (kjennetegn) er p=0,25 og at de enkelte

“avkom er uavhengige gjentakelser. Urndersek hvordan denne hypotesen stem-
mer med observasjonene. '

‘ n, | h,
1 ; . i
886 204
447 106
1271 302
1231 318
1202 303 |
(5037 | 1233 |

La oss nd igjen tenke oss at et kjennetegn A har imntruffet
i n(4,U) av n gjentakelser og at vdr hypotese gir ut pd at s(A,U)=p og
at gjenté.kelsene er uavhengige. Vi skal da vise at x? kan beregnes
pd en annen méte enn slik vi har beskrevet foran. Nir A har inntruffet
i n(&,U) av n gjentakelser, har naturligvis den alternative hending (kjen-
notegn) ih inmtruffet i h(iA,U)=n-h(A,U) gjentakelser. Og nir s{A,U)=p,
er s(ih,U)=1-p=q. Folgelig er den hypotetiske forventning for frekven-
sen for A lik np og forventningen for frekvensen for iA 1lik n-np =
n(1-p) = ng. Det er da lett & vise at '

[h(4,0)-npl® _ [n(a,0)npl® | [n(ia,0)-nq]"
npq - np ' ng -

Skriver vi nemlig til avkortning h(A,U):hi og h(iA,U}=h2 m-—hi, har vi at

2 2 2 .
(hi-np ) (n o~nd ) a h, -np ) +p(n-h ,tnp )2
np ¥ ng ) npg

i

.

a(n, -np)* + p(n -np)* _ (p+a).(n, -np)? ) (h —np)*

npq npa npq,
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Vi kan derfor i dette tilfelle beregne %° pé, to midter. Og enten vi né
bruker den ene eller den annen fremgangsmiten, har det x* vi far £=1
frihetsgrad.

N8r vi interesserer oss bare for ett kjemnetegn (A), kan n gjen-
takelser deles opp i bare to grupper. I (ien ene gruppen plaseres de gjen-~
' takelsene som her A og i den andre de som har iA. BHvis vi interesserer
088 for to kjemnetegn, A og B, kan gjentakelsene deles opp i fire grupper,
nemlig AB,AiB,iAB og iAiB., Eks. 1 (IIL,4) er et cksempel pd en slik opp-
deling. I dette tilfelle er de kjennetegn som karakteriserer gruppene
sammensatte konstante kjennetegn. Men det kan ogsd henle at vi har fle-
re alternative enkle kjemnetegn. Eksempel 1 er et eksempel pd dette.
Her er gjentakelsene (n=97) oppdelt i grupper etter tre alternative énkle
kjerme tegn. '

_Eksempel 1.

Etter en krysning av red og elfenbensfarget torskemunn fant
en i F, ~generasjonen b&de Aj=rede, A =lysersde og Az=elfenbensfargete
1nd;w1der. Antall gjentakelser (1nd1v:|.der) var n-9] og disse var grup-
pert slik:

| g.;'uz;per ‘”i:reLWens
A, 22
A, ’ 52
SN D N
| n = 9

La oss tenke oss at vi har n gjentakelser og at disse kan
grupperes 1 ¢ grupper etter ¢ alternative konstante (enkle eller sam-
mensatte) kjennetegn Apsho By vveo A som utelukker hverandre. Le frek-
vensene vare h(Ai,U);hi, h(Aa,U)éha, h(l‘x:5 ’U.)éha’ vese OF h(Ac’U}:hc' Da
er naturligvis

h1+h2+h5+ sses +hc = Zhi =1

La videre s(d,,U)=p,, s(A,,U)=p,, ... , s(Ac,U):.-.pc. Da A'ene uteluk-
ker hverardre og det ikke fins andre alternativer, er

. p1+p2+ “env +pc - Zpi = 1
Forutsetter en néd at de n gjentakelsens er uavheng:.ge ggentakelser, kan

en bevise (beviset tas ikke med ner) at forventningen for frekvensen

for Ai (1:1,2,3, ces. C) ET np, og at



har f(u) til fordelingslov nir en setter f=c-1. Dette er den definisjon
av %® som er alminneligst brukt i lereboker i statistiki. |

La oss anvende dette pd eks. 1. Vi vil anta hypotetisk at
s(A,,U) = p,=0,25, s(4,,U)=p,=0,50 og s(4;,U)=ps=0,25 og dessuten at gjen-
takelsene er uavhengige. Vi beregner da x* pd felgende mite.

: (h 0. )
Gruppe | h, | n h.~np, | {(h.-np,)? - et
PP B Py Py TPy M TRy np. .
B, i 22 | 0,25 | 24,25 -~ 2,2 5,0625 0,21
A, | 52 | 0,50 48,50 + 3,50 12,2500 0,25
By 1023 10425 | 24025 | -1,25 | 1,566 | 0,06
o Ler 1o ; L =0,52

I dette tilfelle er c=3% og derfor f=c-1=2. Av Tab. III ser en at det

funne %°® er noe mindre enn den a som svarer til P=0,50 og noe sterre

erm den & som svarer til P=0,90. Det er derfor ingen grumn til & forkas-
te lypotesen.

Oppgave 14.

I eks. 1 (II1,4) er gjentakelsene ordnet i c=4 grupper (4B,
 AiB,iAB og iAiB). Anta hypotetisk at s(A,U)=s(B,U)=0,75, at & og B
opptrer uavhengig av hverandre og at gjentakelsene er uavhengige gjen~
takelser. Undersek hvordan denne hypotesen &temmer med ob3ervasjonene.

Vi har hittil tenkt oss at grupperingen av gjentakelsene fore-
tas etter alternmative konstante kjennetegn. Opplelingen kan imidlertid
like ofte foretas etter verdiene av et variabelt kjennetegn. Gruppefrek-
vensene eor da simpelthen frekvensene for det variable kjennetegns verdier.
Har vi d& en hypotese om fordelingsloven for dette kjennetegn som er sé
pass detaljert at vi ken beregne s(x,U) for hver verdi av x, kan vi ne- “
turligvis sammenlikne de observerte frekvenser for x og forventningene
for disse frekvenser ved X® beregnet etter samme skjema som ndr grupper-
ingen foretas etter alternative konstante kjennetegn.

Oppgave 15.

Vi har tidligere (III, 8, s. 29) sammenliknet frekvensene i
fordelingsrekken i eks. 2 (II,2) med deres forventninger beregnet ved
hjelp av binomialloven med paremetrene k=21 og p=0,61. Undersek ved
hjelp av %x*? hvordan denne hypotesen stemmer med observasjonene (frekven-
sene for X). '

Oppgave 16. ' .
: Hva blir svaret pd oppg. 27 (11I,11) nir en bruker »2e
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I begynnelsen av dette avenitt lovte vi & prove 4 forklare hvor-
dan f=antall frihetsgrader for . fremkommer. Det er imidlertid ikke lett
& forklare dette uten & gjemmomgd hele det matematiske bevis som deduk-
sjonen av fordelingsloven f{u) byager pd. Likevel vil kanskje felgende
merkn;der vaere av interesse.

Det grunnlaget en bygger pd er jo den sSetningen som sier at for-
delingsloven for frekvensen for et kjemmetegn A i et univers W hvor hver
gjentakelse bestédr av n uavhengige gjentakelser i U, er den binomiallov
vi refererte i begynnelsen av dette avsnitt. Frekvensen for & er derfor
en verdi av det variable kjennetegn z i en gjentakelse i W. En m& der-
for kreve at n er et fast konstant tall. Hvis n varierer fra den ene
gjentakelse i W $il den annen, er ikke lenger binomialloven fordelings-
loven for frekvensen for A.

Bruker vi nd bare frekvensen for A til beregning av %2 og set-
ter

2

w2 rh(A‘lU)—np]

Il had npq
har dette ¥® som nevnt f=1 frihetsgrad. Antall frihetsgrsder er derfor
i dette tilfelle 1lik antallet av frekvenser eller observasjoner som er
benyttet til beregning av X2. Beregner vi imidlertid det samme x? ved

formelen

X

e _ [n(a,0)m1®, [n(i4,0)-nq1®
np ng

bruker vi to frekvenser, men fremdeles er f=1, Dette henger sammen med
at de to frekvansenc skal tilfredsstille en absolutt betingelse, nemlig
den som uttrykkes i ligningen

n(a,0) + n(iA,U) =n

Krover vi nemlig ikke denne betingelsen oppfylt, betyr det et brudd
med de forutsetninger vi gikk ut fra da vi utledet fordelingsloven for
frekvensen for A.
Den regelen vi skal benytte til bestemmelse av f kan uttrykkes
i ligningen ‘
f=c¢c-Db

hvor ¢ er antallet av frekvenser som er benyttet til beregningen av y%

0g b er antalliet av de betingelsesligninger som disse frekvensene skal
tilfredsstille. Vi innser lett at denne regelen er riktig for vért ek-
sempel. Bruker vi nemlig bare frekvensen for A, er c=1 og b=0. legelig
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er f=c-b=1-0=1, Og bruker vi bade frekvensen for A og frekvensen for
iA, er o=2 og b=1. Altsi er f=o-b=2-1=1. Vi fimner ogsi lett at den-
ne regelen holder stikk for de andre cksemplene vi har gjennomgdtt.
Foretar vi gruppering av gjentakelsene i ¢ grupper etter de alternative
kjennetegn A LA, ..., Ac, bruker vi ¢ frc;kvenSer til beregningen av
X® og disse skal tilfredsstille b=1 ligning, nemlig

zhwiﬂ)=n
Folgelig er f=c-b=c-1.

Oppeave 17.

I en undersekelsc av blomsterfargen hos erter fikk em i F, -
gencrasjonen det resultat som er gjengitt i fslgende tabell. Her betyr
Ay =purpur, Ay=fiolett, A,=rosa, A,=lys purpur og A =hvit. Anta hypote-
tisk at s(Ai JU)=27/64, szz,U)=9/64, 8(45,0)=9/64, s(A,,U0)=3/64 og
s(ﬁs ,U)=16/64- og at gjentakelsene er usvhengige. Undersek hvordan den-
ne hypotesen stemmer med cobservasjonene.

o | T Feahvens Tor |
; ! ! el ee e e = e e = e g s
o ngoboa, L oA, © oA, A, i A
; 1 1 2 ; 3 4 i _ ) §
[ - - RIS ‘ ..,..,“.,wqi. - - ...m-.‘{.-—- e D
1 135 | 45 | 23 1 244 6 | 37 |
L2 356 | 141 | 53 i 46 | 23 | 93 |
b 3] 062 1233 | T4 s B 10
| Sun 11053 | 419 1150 | 155 | 51 | 280

Sine oo sy o ey et ek darr e Yo ST AR S ]

Vi har forutsatt foran at den hypotesen som vi samnienlikner med
observasjonene er gitt a priori i alle detaljer, dvs. at den er oppstilt
helt uavhengig av de observasjoner den sammenliknes med. Men la oss nd
ta for oss pd nytt eks, 2 (III,&). I dette tilfelle gdr oppgdven ut pd
a4 underseke om sannsynligheten for angrep av tyfoidfeber er forskjellig
for vaksinerte og ikke-vaksinerte personer. Den hypotesen vi md sammen-
likne med observasjonene gir da ut pd at angrepssannsynligheten (p) er
den ssmme 1 de to universene uten at vi fastsetter noen hypotetisk ver-
di for den. For & kunne beregne ¥* m& vi imidlertid bruke et estimat av
p og det hypotetisk mest rimelige estimat er da estimatet av 8(B,U) i uni-
verset av alle personcr. Dette er '

., _n(B,Uu) 328
b= 0 T 18483

= 0,017746

Deretter beregner vi X° pi samme mite som vist foran, dvs. at vi utfe-

rer beregningene som om p' var inkludert i hypotesen.
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e p——— i ¢ ot s @ ¢

my i by ngp! by-ngp' | (ny-ngp ’J&{ nip‘q’% ;ipj"i' |
6615 | 56 | 120,94 ~ 64,94 | 4217,2036!118,79% ! 35,50
11688 (272 | 207,06 |+ 64,94 | 4217,20361203,28% | 20,73
10403 (328 | 320,00 | x? = 56,23 |

Nir vi sd skal bruke Tab. III blir det spersmil om hvilken verdi f har.
Dette er i virkeligheten et meget vanskelig spersmil som vi ikke kan
ta opp til dreftelse her. Vi md neye oss med & referere at en har fun-

net at £ skal bestemmes ved ligningen
f=¢~b ~d

hvor ¢ er antall frekvenser som er brukt til beregningen av X% , b er
antell betingelsesligninger som disse frekvensene skal tilfredsstille og
d er antall parametrer som er estimert ved de observasjoner (frokvenser)
som en sammenligner hypotesen med. Dette er ikke eksakt riktig, men det
har vist seg at en far en meget bra tilnermelse til fordelimgsloven £{u)
for %% nir en bestemmer f pid denne mdten.

I det foreliggende tilfelle er o=2,b=0 og d=1. Folgelig er f=1.

Vi ser da at det funne X2 er betydelig sterre enn den a-verdi som svarer

til f=1 og P=0,001. Vi m& derfor forkaste hypotesen. Konklusjonen mé
altsd bli den at sannsynligheten for ahgtrep i universet av vaksinerte
personer ar forskjellig fra sannsynligheten for angrep i wiverset av
ikke-vaksinerte personer. Kjemnetegnene A og B er m.a.o. ikke uavhen- .
gige.

Vi skal ta for oss et annet eksempel. Vi har i 1IL,11 foretatt
en sammenligning mellom frekvensene i fordelingsrekken i eks. 3 (III,9)
med deres forventninger beregnet under den hypotetiske forutsetning at .
fordelingsloven for kjennetegnet (hodeskallens sterste bredde) er normal.
I denne hypotesen var imidlertid ikke inkludert noen verdier av de to pa-
rametrene | og ¢ i den normale fordelingslov. Disse ble estimert ved at
vi satte w lik gjennomsnittet (m) og ¢ lik middelavviket (s) for obser-
vasjonene av kjennetegnet. Dette m& vi ta hensyn til nér vi bruker Tab.
11T, men beregningen av ¥? gkal utferes slik som vi har beskrevet det

foren. Til avkortning skriver vi h(xi,U)shi.
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g g e B e om0

T f 1 i ‘(%mﬁ)i
xg 1oy bomp (el e
SRR SR WUV * ]
122~-142 34 T i 4 0,11 .
147 173 195 441 2,26
152§ 567 535 1024 1,93
157 1 701 668 169 0,25
162 390 414 576 1,40
167 119 17 4 0,03
d7e-187 1 16 | 16 0 L ..05,00
- 1 2000 32001 ‘MWLW“,_,n_“u_“,_m 5, 38

Vi har i dette tilfelle brukt o=7 frekvenser til beregning av X®, Dis-
se skal tilfredsstille b=1 betingelsesligning (frekvenssummen lik n=2000)
og d=2 parametrer er estimert ved observasjonenc. Felgelig er f=c~b-d '
=7~1-2=4. Av Tab. III ser en at det funne X® = 5,98 er praktisk talt

lik den a som svarer til f=4 og P=0,2. Vi har derfor fétt en bekref-
telse p& riktigheten av det resultat vi er kommet til tidligere, at

den normale fordelingsloven gir en bra beskrivelse av fordelingsrekken,

Oppgave 18.

I folgende tabell er n, antall levendefedte barn i Norge i
arene fra 1933 til 1937 og h, antall levendefedte gutter. Anta hypote~
tisk at alle disse barn er f#dt ved enkeltfedsler, at alle fedsler er
uavhengige gjentakelser og at sannsynligheten for at det ved en enkelt-
fedsel blir fedt en gutt er uforandret fra &r til &r. Undersek hvordan
denne hypotesen stemmer med observas,]onene. :

ey

o \

| Ar E n. hi f
: 655 TRt 7] [
{1934 . 41833 21589‘

11935 | 41321 21145
{1036 | 42240 21?08!

1

1937 | 43606 | 22563

SRS SPSURPRP [ES PR,

,sum ‘211316 108839

Oppgave 19.

Les oppg. 28 (III,11) nir en ostimerer sannsynligheten p for at
det ved en cnkelifedsel blir falt en gutt ved p'=u/k vor m er det gjen-
nomsnittlige antall gutter pr. familie og k=5.

Oppeave 20,

Le C og B bety det ssmme som i oppg. 14 (III,4). Anta hypote-
tisk,at disse to kjennetegn opptrer uavhengig av hwerandre. Undersek

hvc)x(dan dejnna hypotesen stemmer med de observas,joner som er gitt i oppg.
14 \I11,4 ,

Til slutt en liten tilleggsmerknad. Vi har sett foran at for-

ventningen for ¥° er p(x?) = f. Den verdi av X2 vi skl vente ved en
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helt fullkommen overensstemmelse mellom hypotese og observasjoner er

derfor ikks mill men f. Av dette folger at meget smd ¥ -verdier kan
vere like wrim:lige som megst store. @n liten XP-verdi kan n-mlig

vare en like usarmsynlig avvikelse fra forventningen som en stor X® -ver-
di, Setter vi f. eks. £=10, er forventningeﬁ for ¥* 1lik 10, og vi ser

av Tab. III at sennsynligheten for et x* lik eller mindre emn a=2,558

er lik Q=1-P=1-0,99=0,01. Et %® lik eller mindre emn 2,558 er altsd

for £=10 like usammsynlig som et ¥® lik eller sterre emn 23,209. Hvis en
derfor i et aktuelt tilfelle finner et X* som er mindre emn den a som et-
ter Teb. III svarer til P=0,99 og den f en skal bruke i vedkommerde til-
felle, mé en slutte at den hypotesen som har gitt dette resultat ikke er
bekreftet, vi méd forkaste den. Slike tilfelle forckommer meget sjelden.
Kommer en over et slikt tilfelle, bar en forst og fremst underseke om ikke
resultatet skyldes regnefeil eller om det er brukt et feilaktig formel-
system. Utslag i denne retning vil imidlertid ogsd forekomne nér.en SHMw-
menlikner ecn hypotcse med observasjoner som er utsorterte med silkte pd &

demonatrere en meget god overensstemmelse.

Oppgave 21,

' En krysset maisplanfer med rede+melne korn og planter med hvite
+glasne korn. P& avkom-plantene fant en da korn som hadde kjennctegnene
A4 =rede+melne, Ap=redetglasne, A;=hvite+melne og A =hvitetglasne. I
felgende tabell cr oppgitt antall korn pr. plante n,) og frekvensene
for disse fire kjennetogn. Anta hypotetisk at s(A,,U)=9/16, s(A,,U)=
s(As,U)=3/16 0g S(Aé,U)=1/16 og at de enkelte korn er uevhengige gjen-
takelser. Undersek hvordan denne hypotesen stemmer med observasjanene.

proe e v - e e S [PPSR

| ... XYrokvens for

| Flamtemr. . By oAy oAy Ay LA,
1 o176 | 102 | 32 ;31 M
2 144 8 | 21 . 25 8
3 176 99 i 33 [ 3 13
4 128 80 | 21 I 21 6

5 | 4 e |27 24 1]

_ Sum | 768 | 447 ! 140 | 132 | 49

6. Korrelasjonskoeffisienten.

I korrelasjonslaren {1I) her vi lart & beregne regresjonskoef-
fisienter, korrelasjonsforholdet, korrelasjonsindeksen og korrelasjons~
koeffisienten. Disse sterrelser er naturligvis estimater av tilsvareme

karakteristikker av fordelingsloven for de observerte kjennetegn i det
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_univers-som gjentakalsene er tilfeldig utvalg av. Vi wd her noye oss

med 4 si noen ord om knrrélaajonakoeffisienten.

La o8¢ tenke 085 at vi har n parobservasjouer av to variable

kjermetegn X og y og at vi har beregnet korrelasjonskoeffisienten

{(r). Selvom x og y er uavhengige kjennetesn, vil vi 1 regelen fé

en verdi for r som avviker noe fra null. Spersmilet er da om verdien

av T avviker si meget fra null at vi har rett til & slutte at ogsd uni-
versets korrelasjonskoeffisient (Q) gom r er ot estimat av, er forskjel-
lig fra null. Dette er ot meget viktig spersmil, Hvis nemlig @ er forskjel~
lig fra null, betyr det at x og y er avhengige kjennetegn.

Forutsetter cn at x og f er wavhenzige kjennstegn (og der-
med at @ = 0) og at begse kjennetesgn har normal fordelingslov, ken en be-
vise at ' o
t o= —LI'.‘L V;:E

Yi#
falger Student's fordelingslov ndr en sotter f=n-2. .
Por eks. 12 (II,9) har vi funnet r=+0,77 (se oppg. 18,1I,18).
Altsé er | '
b ==Ll Y355 = 5,78
V10,17
Av Tab, I ser vi at til f=n-2=23 og P=0,001 svarcy det 8=3,767. Vi har
funniet en t som er betydelig sterre enn danne a-vordi. Felgelig mi vi
forkaste ypotesen Q@ = O og slutte at de to kjennetegn (vekt og % kvel-
stoff i byggknrn) er uvhengige kjenﬁetegn.

For at en skel slippe & beregne t har en omregnet Tab. I til
en tabell som viser sammenherende verdier av f,a 0g P hvor P or sann-
synligheten (den hypotetiske) for * 2 a. Demnne or gjengitt i Tab. IV
bakeret i boken. Vi ser av denne tabell at hvis vi har n=4 parcbscrva-
sjoner, dvs. fm-2=2, md vi ha r20,99 for & kumne slutte at de o’ kjen-
netegn er avhengige, i hvert fall hvis vi krever en sikkerhet som uttryk-
kes ved P=0,01, Har vi n=10, dvs. £=8, m4 vi ha r 20,7646, For virt
eksempel har vi f=23. Denne f-vordi fins ikke i Tab. IV, men vi ser ab
vi kon bruke £:20 i stedet. Til £=20 og P=0,01 svarer det a=0,5363. Vi
har funnet r=0,77 som er betylelig sterre onn denne a-verdi. Og derav

slutter vi at de to kjennetegnene er avhengige kjemmetegn.

Oppggve 22.

Undersek ved hjelp av Tab. IV om de korrelasjonskoeffisienter
som vi har beregnet i oppg. 18 (II,18) avviker sd meget fra null at vi
kan slutte at kjennetegnene or avhengige kjennedesn.
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Etterskriftdt,

Det er naturligvis bare en meget begrenset mengde stoff en har
anledning til & gjennomgd i en forelesningsrekke pd . 70 timer. Xur-
set har derfor heller ikke blitt noe mer enn en ferstis elementazr innfor-
ing i statistisk forskningsmetode. Det er sekt lagt vekt pé& & forkla-
re de grunnleggende prinsippene. Tildels har dette imidlertid stett pd
uovervinnelige vansker fordi studentene ikke behersker heyere matematisk
analyse.

Viktige deler av statistikkens teori er ikke nevnt i det hele
tatt eller bare sd vidt omtalt. Tidsrekkeanslysen er séledes helt forbi-
gdtt og utjevningslaeren ved minste kvadraters metode bare si vidt nevat.

De fleste oppgaver og eksempler er originale. Materialet er i
det vesentlige hentet fra resultatene av forseksvirksomheten ved Norges
Landbrukshegskole og Det Norske Skogforseksvesen, Dessuten er benyttet
noe materiale fra Statistisk Arbok forv Norge.

Til fortsatt studium kan anbefales felgende boker., De fors-
te fem forutsetter ikke sterre matematiske kunnskaper. Nr., 6 er atskil-
lig vanskeligere, men viktige avsnitt kan studeres uten at en behersker
‘hoyere matematisk analyse.

1) G.U. Yule and M.G. Kendall: An Introduction to the Theory of Sta-

tistics. London 1946.

2) PF.C. Mills: Statistical Methods. New York 1938.

3) R.A. Fisher: Statistical Methods for Research Workers. London 1936.
4) R.A., Pisher: The Design of Experiments. London 1937.

5) K. Mather: Statistical Analysis in Biology. London 1%46.

6) M.G. Kendall: The Advanced Theory of Statistics. London 1945,



Tab, I.

Fordelingsloven

for t.
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0,128
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0,399

O,j?&i 0,70

0,397 |
0,396 i

0,395f

09594§
Qa39D;
0,393
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0,561I
0,860
0,859
0,858
0,858
0,857
0,856 |
0,856
0,855’
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0,842
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1,440,
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1,341 f
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0,05 |

12,71
44303 |
5,182i
2!776§

2 aoo
,98U;
1,960 ¢

f 5,565
71 3,143

2 2,821,
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64859
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44587
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3,965
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3,690
34674
34659
3:646
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3,460
34373
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Tab. II. Fordelingsloven for F. P=0,01.

f for sterste varians

1 2 3 4 5 6 8 12 24 o

2 198,49 199,01 {99417 |99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,36 | 99,42 1 99,46 | 99,50
31 34,12 30,81 {29,46 |28,71| 28,24 | 27,91 [.27,49 | 27,05 26,60 | 26,12
4121,20 118,00 16,69 15,98 15,52 115,21 14,80 14,37 13,93 13,46
51 16,26 | 13,27 12,06 {11,39} 10,97 /}0,67 10,27 9,89 9,47 9,02
6 113,74 110,92 | 9,78 | 9,15] 8,75| 8,471 8,101 7,72 7,31 ] 6,88
712,25 | 9,55 | 8,45 | 7,85] 7,461 7,19 6,84] 6,47} 6,07| 5,65
811,26 8,65 » 7,59 7,01 6,63 6,37 6,03 5,67 5,28 4,86
910,56 | 8,02 | 6,99 | 6,42] 6,061 5,801 5,47 5,11| 4,73} 4,31

10 110,04 | 7,56 | 6,55 | 5599 5,641 5,391 5,060 4,71 4,33] 3,91}
111 9,65 | 7,20 | 6,22 | 5,67] 5,32] 5,071 4,741 4,40] 4,02 3,60
12| 9,35 | 6,93 | 5,95 | 5,411 5,06 4,82| 4,50 4,16] 3,781 3,36
131 9,07 | 6,70 | 5,74 | 5,20, 4,86 4,62 4,30| 3,96 3,59| 3,16
81 14| 8,86 | 6,51 | 5,56 | 5,03) 4,69 4,46| 4,14] 3,80\ 3,43 3,00
B 15| 8,681 6,36 | 5,42 | 4,89 4,56| 4,32| 4,000 3,671 3,29] 2,67
116 8,55 | 6,23 | 5,29 | 4,77 4,84] 4,201 3,85) 3,55 3,181 2,75
B 17| 8,40 | 6,11 | 5,08 1 4,67] 4,34] 4,10 3,79] 3,45 3,08 2,65
2118 8,28 | 6,01 | 5,091 4,58 4,25 4,01 3,71| 3,37 3,000 2,57
B9 6,18 | 5,95 | 5,01 | 4,56 4,17| 3,94| 3,63; 3,30| 2,92, 2,49
w | 20| 8,10 | 5,85 | 4,94 | 4,43 4,10| 3,87| 3,56| 3,23 2,86 2,42
211 8,02 | 5,78 | 4,87 | 4,57 4,04} 3,81] 3,51 3,17 2,80] 2,36
22 | 7,94 | 5,72 | 4,82 | 4,31 3,99 3,76| 3,45 3,12] 2,75| 2,31
251 7,88 | 5,66 | 4,76 | 4,26] 3,941 3,71! 3,41 3,07} 2,70, 2,26
24| 7,82 | 5,61 | 4,72 | 4,22| 3,901 3,67 3,36 3,03 2,66] 2,21
25| 7,77 | 5,57 | 4,68 | 4,18] 3,86] 3,631 3,32| 2,99 2,621 2,17
26 | 7,72 | 5,55 | 4,64 | 4,140 3,82] 3,59| 3,291 2,96{ 2,58] 2,13
27| 7,68 | 5,49 | 4,60 | 4,11] 3,78 3,56 3,26 2,9%! 2,55 2,10
28 1 7,64 | 5,45 | 4,57 | 4,071 3,75 3,53| 3,231 2,90 2,52, 2,06
29 | 7,60 | 5,42 | 4,54 | 4,04 3,73 3,50 3,200 2,87} 2,49] 2,03
30 | 7,56 1 5,39 | 4,51 | 4,021 3,70] 3,47] 3,171 2,84) 2,471 2,01
40 | 7,31 % 5,18 | 4,31 1 3,83 3,511 3,290 2,99| 2,66 2,29 1,80
60 | 7,08 | 4,98 | 4,13 | 3,65 3,34| 3,12{ 2,821 2,501 2,12 1,60
120 | 6,85 | 4,79 | 3,95 | 3,48) 3,17| 2,96 2,66| 2,34, 1,95) 1,38
© | 6,64 | 4,60 | 3,78 ! 3,32| 3,02; 2,80 2,51! 2,18fi 1,79 1,00




Tab. III. .Fdzdelin‘gsloven for %®.
P

. ; | 5 i : —
0,99 10,90 §~o,5o | 0,20 10,05 i 0,02 | 0,01 | 0,001

1 10,000 0,016 0,455[ 1,642 1 3,841] 5,412 6,635110,827 )
2 10,020 0,211} 1,386! 3,219] 5,991| 7,824} 9,210{13,815

3 10,1151 0,584 2,366 4,642 7,815 9,8%7}11,341116,268 |
4 | 0,297 ?,064l 3,357) 5,989] 9,488[11,668!13,277|18,465
5 | 0,554 1,610] 4,351 7,289111,070]1%,388!15,086|20,517
6 10,872 2,204! 5,348 8,558112,592]|15,033|16,812122,457
7 | 1,239 2,833 6,346] 9,803]14,067|16,622!18,475|24,322
8 | 1,646 5,490 7,344111,030{15,507|18,168!20,090{26,125
9 | 2,088 4,168! 8,343]12,242{16,919]19,679|21,666,27,877
10 | 2,558 4,865! 9,342113,442/18,307/21,161 23,209;29;588
11| 3,055| 5,578|10,341) 14,631119,675/22,618| 24,725 51,264
12 | 3,571! 6,304:11,340,15,812}21,026124,054;26,217{3%2,909
13 | 4,107 7,042]12,340} 16,985/22,362125,472| 27,688 | 34,528
14 | 4,660 7,790113, 35);1& 15112%,685(26,873129,141,36,123
15 | 5,229 8,547 14 559 19, 311 24, 996.26,250130,576 37,697
16 | 5,8121 9,312 15,358;20 465 26,296 29,655;32 OOO}39’2)2
17 | 6,408]10,085 16,358321,015 27,587130,995 33,409%40,790
18 | 7,015110,865117,338:22,760,28,865! 32,3461 34,805 (42,312
19 | 7,633111,65118,338!23,900{ 30,144 | 33,687 36,191 143,820
20.| 8,260112,443119,337)25,038|31,410|35,020 37,566 {45,315
21 | 8,897 ]13,24020,337! 26,171| 32 ,671|36,343] 38,952 |46,797
22 | 9,542 (14,041|21,337. 27,301| 33,924 37,659 40,289 48,268
25 {10,196 |14,848122,337128,429| 35,172| 38,968! 41,638 49,728
24 10’856’15,659 23,337129,553| 36,415140,270; 42,980 {51,179
25 111,524 116,473 24,3571305675 37,652} 41,566 44.314!52,620
26 [12,198{17,292|25,336! 31,795 36,885 |42 ,856| 45,642 (54,052
27 112,879118,114/26,336| 32,9121 40,113| 44,140} 46,963 155,476
26 [13,565]18,939 27,336{34 027} 41,537] 45,4191 48,278 156,693
29 114, 256,1) 768128 536 535 159 42,5571 46,6931 49,588 158,302 |
§30' 14,953 20.599 29,336 36 250 43,773147,9625505892§593703




Ta;b- IV.

-

P
. . _ ‘ | .
0,1 0,05 0,02 0,01
1]0,98769 10,996917 0,9995066 0,9998766
2 | 0,90000 ~0,95000 0,98000 0,990000
'3 {0,8054 0,8783 0,93433 0,95873
4 10,7293 0,8114 0,8822 0,91720
5 10,6694 0,7545 0,8329 0,8745
60,6215 0,7067 0,7887 0,8343
7 10,5822 . 0,6664 0,7498 0,7977
8 | 0,5494 0,6319 0,7155 0,7646
9 10,5214 0,6021 0,6851 ~0,7348
10 10,4973 10,5760 0,6581 0,7079
11 |0,4762 ©0,5529 0,6339 0,6835
12 {0,4575 0,5324 ~ 0,6120 0,6614
13 10,4409 0,5139 0,5923 0,6411
14 10,4259 . - 0,4973 10,5742 0,6226
15 10,4124 . 0,4821 0,5577 0,6055
16 {0,4000 - 0,4683 0,5425 0,5897
17 10,3887 0,4555 10,5285 0,5751
18 0,3783 0,4438 0,5155 0,5614
19 10,3687 0,4329 0,503 . 0,5487
20 {0,3598 0,4227 0,4921 0,5368
25 |0,3233 0,3809 ©0,4451 0,4869
30 {0,2960 0,349 0,4093 0,4487
35 10,2746 ' 0,3246 0,3810 0,4182
40 10,2573 0,3044 0,3578 | 0,3932
45 |0,2428 0,2675 " 0,3384 | o,3721
50 {0,2306 0,2732 0,3218 0,3541
60 [0,2108 0,2500 0,2948 - 0,3248
70 10,1954 0,2319 0,2757 o 0,3017
80 10,1829 0,2172 0,2565 0,2830
9 10,1726 0,2050 L 0,2422 0,2673
100 10,1638 | 0,1946 | 0,230 L 0,2540
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