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I 1. 

I a INNLEDNING 

I de siste 10 årene har det skjedd en rask utvikling når det 
gjelder metoder for rangerinr, av avlsdyr~ Spesielt har Cornell 
skolen i USA under ledelse av nrof. dro Henderson vart den ledende 
på dette områdeto Mye av teorien er nokså komplisert, og i mange 
arbeider er teorien beskrevet på et usammenhengende o~ heller 
vanskelig sett. 

Hensikten med dette kompendiet er derfor å summere opp teorien 
uten å le~ge hovedvekten på teoretiske bevisa Derimot vil hoved 
vekten bli lagt på å illustrere ulike metoder ved bruk av 
nummeriske eksemplero Etter som en har kommet lengst i anvendelse 
av metodene på storfe (no t kr cat ur ) , vil eksemplene selvsagt også 
få en viss nslagsiden i den retningen. Det bor imidlertid under 
strekes at metodene er generelle, op rle kom.mer sannsynligvis til 
å bli brukt også pl andre dyreslag i fremtiden. 

Det er BnskeliR at studentene har innhentet forkunnskaper mot 
svarende Searle (1967), Fimland (1972) og deler av Searle (1971) 
for dette kompendiet leses. 
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II, KORT REPITISJON OMKRING GENERELLE LINE~RE MObELLER 

Ao Definisjon 

La den generelle lineåre modellen vijre:. 

r p 7kQ • 

hvor y er en N ! 1 vektor av observasjoner 

X er en N x k matrise av konstanter 

b er en k x 1 vektor av parametrer 

e er en = ! v vektor av ukjente elementer 

Vi skal så se på noen spesialtilfellero 

B. Regresjonsfunksjon 

Ved analyse av en simpel (enkel) regresjonsfunksjon har en 
folgende modell: 

y. p · Qkv7R Q • " 
1 1 1 i p v'- JU o o. , = 

Hvis alle observasjonene skrives f~r en: 

y = = · Q k 1 7 = Q • = 

som eir: 

Y1 I ,- 1 X11 [:J I • 1 

Y2 : I 1 
X2 : I • J 

q ) I = © 1 Xs Q I • ) 

1 
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Som reduserer til den generelle modell: 

For å få trening i å benytte matriser er det viktig å ha en viss 
kjennskap til hvordan ulike matriser ser uto En vil derfor gå 
gjennom ulike matrise-operasjoner <( vise hvordan ulike matrise 
uttrykk ser ut. 

Li) i! 1 " . " :] I 1 7 v 
X'X p 

X1 X2 X3 • • • : 1 X2 

1 X3 

1 XN 
L 

R: 
= = 
r. 12 E l•X. 

i=l . 1 1 1= 

p : 
= = 
E laX. E 7 ? . 1 1 . 1 1 1= 1= 

= 
= I: x. : IN x. 

i=l 1 
p I : p 

= = 
EX. f 7 ? : : X 0 X~ . 1 1 . 1 1 1= 1= 

MR 

hvor X' er den transponerte ('~transposen) X" 
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Vi har videre at: 
r = : ? Y- 1 v v v 

11 Yl : I: l•y. " . . 
" v 1 . 1 l. 1= 1= X'Y p J p p 

XN 11 Y2 : = l ~ X.y. X1 X2 Xs . . . E X.y. 
. 1 1 1 " v 1 1 1= 1= 

: 'R 
Y3 

Hvert enkelt element av disse matriser skulle vare kjent fra foro 

La oss utvide modellen til en multippel regresjon med 3 uavhengige 
variable: 

i= 1~ 2, 3, ... , N 

Hvis alle observasjonene skrives, får en: 

y N p c:x Q b i XN i Q b 2 X~ J Q b s XN s Q e N 

som gir: 

Y1l fl X11 X12 

v ø 
8 

X1 3 a. e1 

Y2 I : 1 
X21 X22 X2s b1 e2 

=- b2 Q 

b3 

! =1 
L 

YNJ L1 XN1 XN2 M• = 
som reduseres til den generelle form: 

l p Xb+ e 
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Vi har her at: 

- 1 1 a 0 " 1 : : ~ X11 X12 X1 a 

X11 X21 a a a XN X21 X22 X23 
X'X p : 1 

X12 X22 0 0 . XN2 
X13 X23 0 0 " XN3 _. : " 

1 XN1 XN2 XNs 
'R 

= = = = 
1: 12 l: l•X. 1: laX. 1: laX. 

i=l i=l 11 i=l 12 i=l 13 

= = N = 
f X. • v EX~ EX. X. EX. X. 

i=l 11 i=l 11 i=l 11 12 i=l 11 13 

= : 
= = = = r. X. •l EX. X. EX~ r X. X. 

i=l 12 i=l 12 11 i=l 12 i=l 12 13 

= = = = 
E X. • 1 r X. X. r X. X. EX~ 

i=l 13 i=l 13 11 i=l 13 12 . 1 13 1= 

= EX1 EX2 EX3 

EX1 rx2 EX1X2 EX1X3 p I 1 

EX2 EX1X2 EXJ EX2X3 2 
EX3 EX1X3 EX2X3 EXJ 

3 - 
siden rx.x. = EX.X. ]. J J 1 

Vi har videre at: 

1 1 . a . 1 1 rY1l ø ? l•y. : p:y 
. 1 1 1= 

= 
X11 X21 0 . " XN1 Y2 L X. Y· v IEX1y 

i=l 11 1 
X'Y = : = •= = 

X12 X22 a " . XN2 0 L X. Y· v IEX2Y . l 1 1 1= 

X1 3 X23 G 0 " XN3 : : YN : : = : IEX3y EX. y. 
i=l 13 l 
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Co Enveis-variansanalyse 

En enveis-variansanalyse modell kan skrives: 

y .. p µ + a. + e .. , i p 1, 2, 3, .•• , q , j p 1, 2, ... , n. 
l] 1 lJ 1 

Hvis ni= p for alle i, er materialet balansert dvs. antallet 
for hver klasse er likt. Når alle observasjonene skrives får en: 

+ e in1 
Y21 p µ 

Q e 2n2 

Yqn p µ 
'l 

Q n Q e on 
° R ° 
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som gir: 

q v v : v1v µµ } : v 0 a " " " 0 ' I · "v : : • v v 

qvJ : © 1 : 1 0 0 ? . " 0 : : · "J : : • vJ 

" . . 0 
. " . 
. . . 

Y1n1 
1 v 0 0 " " . 0 M R" e 1n 

1 

qJv 1 0 1 a (l • Jv . " . 
" . " 

=• Q Q 

Y2n2 � : i 0 1 0 " . 0 0 : e2n 2 

1 

Yqn q 
1 _, 

0 0 0 

0 0 0 

1 

1 • 
qnq 

Dette kan da skrives: 

hvor 1 er en N x 1 vektor av entall. 

q p µ 1 : Xi] Q • 

som reduseres til den generelle form: 

p 7kQ • 
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Det er sårlig to egenskaper ved X1 som en bor merke seg. Det for 
det forste at det eksisterer bare et entall og resten nuller nrD 
rekke (linje) av 7va For det andre vil antallet av entall pr. 
kolonne vare ni, der i er den ite kolonne, i= 1, 2, ... , q. En 
matrise med disse egenskaper går ofte under navnet "incidence97 

matrise. 

X'X p {1: 7vw' {l ~ 7vw 

p µ~F} 

[ 1 : Xi] µ~øG l 'X1] = 
7z7 v 

l'X1 = {n1 n2 Il3 " 0 " nq} 

x;1 = {l'X1}' 

URR 
ni 0 0 " " " 0 

0 Il2 0 . 0 " 0 

0 0 n ) " . . a 
I 

XfX1 = 

a 0 N 0 0 nq 
L.,.. 

Derfor er: 

"""R 
= n1 n2 0 . . n 

+ 

n1 Il1 0 " " . 0 

n2 0 
I 

X'X p 

0 



II 8. 

X'Y p z 1 : X1 } ' Y 

p µ~F1s p µ~F1 
y .. C ,y .. - 
f qv· Y1 • J 

I:y2jl I Y2 ° 
= I . = 

Eyqj 

Do Toveis-variansanalyse 

En toveis-variansanalysemodell kan skrives: 

Y· Nc p @Q a. Qk" Q • " Nc 1J 1 J 1J 

hvor i p 1, 2, 3, . • • , q, j p 1, 2, 3, • • • , p, og nij er 
antall observasjoner i den ijte cella. Denne modellen kan skrives: 

hvor y er en N x 1 vektor av observasjoner 

X1 og X2 er Nd nc i dence " matriser med dimensj oncn = x q og = x p 
henholdsvis. I den generelle form gir dette: 

@ 

· 

b 

Q • 

p 7kQ • 
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Vi har så at: 

7' X p µ v ~ X 1 : X2] ' µ v ~ X 1 : X2] - 1' 

p I x: : µ v ~ X1 X2] 

X' 2 

1'1 l'X1 l'X2 

= I x; v x;x1 x;xJ 

XJl xix1 X2X2 

q p 
hvor l'l p = = En. = f n . 1 1 a j pv • J vp 

l'X1 p µ n n2 . . . n ] 1 • a q. 
1 'X2 p µ n 1 n. J . " . n. P] • 

ni . 0 0 . " . 0 

0 Il2 · " . 
: 

XIX1 p 

0 " . Il q. 

R 
n 1 1 Il12 " " " nip 

Il2 l Il2 2 . . " n2p 
X{X2 p 

n. 1 

a 

0 a 

R a 

0 n.p 
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så X'X vil bli av typen: 

= t-(--- n . ?RGCLRR 
1 o n . • J 

- R R ? - R - R R R R R R - 

n. 
1. 

l 
i 

6? 

n . © • J 

J 

a 

n. 
lo 

n .. lJ 

a 

~? 
I 

I 

0 

n .. lJ 

n . • J 

0 

~I 

R - R - ? R R "" 

Den viktigste konklusjon fra disse matrise-uttrykkene er at X'X 
er alltid symmetrisk. Generelt gjelder det at for en gitt matrise 
X vil X'X og XX' vare symmetrisk. 

En viktig egenskap ved en matrise er antallet avlineAre uavhengi~ 
kolonner eller rekker (linjer). Denne eP,enskap er definert som 
rank og vil bli symbolisert vedr (X) (Searle, 1967;''Chapter S)~ 

For en matrise X'X med dimensjonen kxk vil det bare eksistere en 
invers av X'X, hvis r(X'X) p k. Matriser av typen X'X vil som 
regel ha en rank som er lik antall frihetspradero Derfor vil 
regresjonsanalyse medfore at X'X er full rank, mens varians 
analysemodeller (''design models") forer til at rank er mindre enn 
dimensjonen av matrisen X'X. 

Hvis en matrise av dimensjonen Nxk har rank som er mindre enn k, 
vil en eller flere av kolonnene kunne uttrykkes ved hjel~ av de 
uavhengige kolonner. En matrise gitt ved: 
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7 p 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

a 

0 

0 

1 

1 

har r (X) p 2. La oss definere X p z7v ~ 7Jw hvor 7 1 er 4 x 2 og 
r (X1) p 2. En kan da finne at: 

dvso X2 er en line~r kombinasjon av X1 

< I I 1 1 I [-:] I < 
0 v 1 I < 

X2 p : p p 
v 1 a v 

v 1 0 1 ""• • "• 

så C p [-i] tillfredsstiller denne likhet. 

For statistiske modeller vil en ofte si at X av dimensjonen Nxk 
ikke er av full rank hvis r (X)< k. En kan derfor uttrykke den 
delen av en matrise som ikke er av full rank (XJ-" ved hjelp av 
den delen som er av full rank (X1) for alle typer av matrisero 
Dette vil bli narmere behandlet senere. 

Eo Losning til normal-li~ningcne 

La oss som tidligere forutsette at en random variabel kan beskrives 
ved folgende lineare modell: 

l p XQ Q ? 

hvor y er en N x 1 vektor av en observerbar random variabel 

X er en N x k matrise av konstanter 

b er en k x 1 ve kt o r av ukjente narametre som skal estimeres 

e er en N x 1 vektor av en ikke-observerbar random variabel 
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Den minste mengde (set) av forutsetninger som må vare tilfreds 
stilt er: 

i) E(~) p 0 

ii) E(ee') p Ia2, hvor I er en NxN enhetsmatrise (identity) -- e 
iii) X er en gitt mengde av konstanter 

Som en konsekvens av den mengde forutsetninger som er definert 
ved i, GG og GGG1 kan felgende bli avledet: 

iv) f Ls- p E (XQ Q ?- p Xb 

p bO p 0 

fra i og GGG 

fra i 

Den forste forutsetning sier at E(ei) p 0 for alle i dvs. at ei 
er en randorn variabel hvor forventningen er lik null. Forutset- 
ning (ii) kan en vise på folgend~ måte: 

E(~Q') p E : e 1 
[ e 1 e2 a . " • = } p 

• J I 

p 

E(ev ,eJ- • • • f L• v 1g =- 

f L• ?- o o o E(e2,eN) 

f L• =U• v- E(eN,e2) 0 0 a E(eN) 

-, 
02 0 0 • 
0 o2 0 

p I • J p IaJ 
• 

: 
0 a a2 

• 
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Uttrykkene på hoved-diagonalen ("the main diagonaln) viser at 

f L• ?- p <2 for alle i dvs. e. har konstant varians som er lik <•2o 1 • 1 
Elementene utenom hoved-diagonalen fthe off-diagonals'') viser 

også at E(et, et+s) p 0 for s + O, dvs. ei er parvis ukorrelerte 
{hvis ei- N (0, a!) betyr dette at ei er parvis uavhengipe, 
tegnet - erstatter "e r fordelt som"). Forutsetning (iii) er slik 

å forstå at X er en fiksert mengde {~et1 av verdier dvs. X er 
ikke framkommet som et resultat av en sampling prosess (Graybill, 
1961 s. 109). Hvis X er en uavhengig regresjonsvariabel med 
verdier me l Lom 50 og 100, vil en ny s amp l i ne av Y som gir X 
verdier mellom 100 og 150 ikke nodvendigvis gi samme rep,resjons 
funksjon" Derfor vil egenskapene C'the p rope r t fes ") av de 
utviklete estimatorer <( deres tester vare totalt betin~et av 
den gitte X. 

Siden Q er en vektor av konstanter, og X er en fiksert matrise, 
vil vektorene tilfredsstille en random vektor bare i de til 
feller at y er en random vektor. Dette kan vi vise ved folgende 
ligning: 

• p v - 7k 
•• L - 

Derfor er den ikke-observerbare~ en lineAr funksjon av den 
observerbare y og er dermed en random variabel hvis y tilfreds 
stiller dette kravet i tillegg til forutsetning (iii). 

Med basis fra den observerte matrise X og den observerte random 
variabel y, skal vi nå utvikle estimatorer for Q og a! og under 
s5ke en del egenskaper ved disse estimatorer. 

Ved hjelp av ligningen y p XQ +~kan restkvadratsummen for den 
random variable bli utledet: 

I: ei p ? ' ? p L Y - XQ ) , ( Y - X12 ) 

p L y ' - Q : X ' ) ( y - XQ) p y : y - Q ' X t y - y ' XQ Q Q ' X ' XQ 

p y ' y - 2 Q ' X ' y + Q ' X ' XQ 

siden y'XQ er en "s c a La r " og derfor y'XQ p (y'XQ)' p !?'X'y 
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For å finne den vektor av Q som gir minimum kvadratsumrest, 
differensierer vi ligninp,en ovenfor med hensyn på 2: 

p R J 7 ' y Q J 7 ' XQ 

Ved å sette denne ligningen lik null får en felgende: 

som kalles normal-ligningene. Fra normal-ligningene ser en at 
X'XQ er en linear funksjon av den random variable y. Det er 
derfor avgjoren<le at y er en vektor av representative verdier 
for den populasjon som en vil applisere resultatene på, dvs. 
det må vare en random variabel. 

Om e-elernentene er korrelerte, kan en på samme sett bevise at 
normal-ligningene er: 

hvor V er var.-kovo-matriscn fore [dvs" e'e p LsR XQ)'V-1LsR XQ)J. 
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Ill, METODE TIL~ BESTEMME HVA SOM Eq ESTIMtRPART 0~ IKKE 

ESTIMERBART I STATISTISKE ~ODELLER 

Til grunn for en vektor av observasjoner ligger det en statistisk 
modell. Denne modellen kan inneholde flere effekter (variasjonsår 
saker), og den enkelte effekt kan våre 17fixed" eller "random". 
For selve estimeringen må en avgjore hva som er estimerbart og 
ikke estimerbart i modellen. 

La den generelle modellen vare som vist nedenfor: 

r=Xb+e 

r p vektor av observasjoner 

Q = vektor som inneholder "fixed"' effekter 

X= matrise Ctlesigned matrix) som spesifiserer Q 

e p vektor som inneholder "random" elementer 

Det enkleste tilfellet for estimering har en når~ er av full 
r ar k (r p rank). Mod full rank forstår en at ikke noe avhengighets 
forhold eksisterer mellom rekker eller mellom kolonner. 

Hvis; ikke er av full rank blir sp6rsmålet om estimering mer 
komplisert. I det folgende vil en gå inn på metoder til å bestemme 
hva som er estimerbart i slike tilfellero En vil forelopig bare 
påpeke at r(X'X) betyr rank ~v X'X. 

A. Samspill er tilstede 

La oss betrakte felgende numeriske eksempel: 

Frekvenstabell 

b1 b2 bs ba. Sum 

· v 2 ) v 2 n 

a2 1 - 2 v 4 

as 2 - : ) R 5 

Sum s ) P ) 17 
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De tilhorende summer er: 

b1 b2 b3 kG" : Sum 

· v 8 15 2 P 31 

a2 : ) R P 2 11 

a3 : 12 R P - 18 

Sum 23 15 14 8 : 60 : 
Modellen for dette eksemplet kan i detalj sies å v~re: 

q "" k p µ Q a. Q b. Q ab .. Q e .. k , hvor lJ 1 J lJ lJ 

µ ; a. (i= 1, 2, 3) ; b. (j p 1, 2j 3, 4) er 1··fixed". 
l J 

eijk er "r andom" med V(e) p IaJ(V=varians)o 

Uttrykt ved hjelp av den forstnevnte modellen Ls p XQ Q ?- får en: 

ab 3 1 ab 3 s) 

y p Y 1 1 1 

X-matrisen er satt opp på side III 3. 

En er interessert i å finne ranken av X'X (en forutsetter at 
A 

X'V-17p X'X). La oss nå sette opp X'X~ p 79y numerisk. En hen- 
viser til side III 4o 

A 

Ved å studere X'Xb kan en se folgende: 

A A 

µ-ligningen= ~ai-ligninpene p 
1 

A 

Eb.-lianingene . J ~ .. 
J 

A 

p E rab .. -lignin~ene. . . l] .. 
1 "v 
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ø 
ffl 
CO') 

U"u 0 0 0 0 a a 0 a a a a a a a M øR� øR� ro 
""" 
Cf) 

..0 0 0 a 0 a 0 0 i N 0 a 0 a øR� øR� a a 0 ro 
,:i 
('li 

..0 0 a 0 a 0 a a 0 a a a øR� a 0 a a 0 · ~C 

(') 

('li 

..0 a a C) a i a 0 a a r-f øR� 0 0 a a 0 a ro 
""" 
"" ..0 a a a 0 a a 0 0 øR© 0 a 0 0 0 a 0 0 Cd 

.:t """ 
U"u 0 a a a a a r-i øR� a c.., 0 0 0 a a 0 a ro 

co, R U"u 0 a 0 0 0 øR� 0 a a 0 0 0 a 0 0 0 0 co 
N R ..0 a 0 øRv r-t øR� 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 ro / 

R R .0 øR� M C, a 0 0 0 C) 0 0 0 0 a i 0 a a ro 
· RR?? - - - - - - - - -- 

.:t 
..0 a 0 0 a 0 0 øR� M 0 0 0 M 0 0 a a 0 

:CC'- 

U"u a a a 0 a M C, 0 0 øR� r-t a a a øR� øR� t-1 

('li 

U"u 0 a t-1 øR� r-t a a a a 0 0 0 0 a 0 0 0 

R ..0 øR� """"• a 0 0 0 0 a øR� a 0 0 øR� øRv 0 0 0 

en 
Cd 0 0 0 a a a 0 a 0 a 0 0 øR� øR© øR© øR© øR© 

"" ro 0 i U a a 0 0 a i øR© .-i øR© øRv a 0 a 0 a 

R c,j øR© øR© UR� øR� M t-1 øRv l""""4 0 0 0 0 i a 0 0 0 

F~~v" r-f "RG øR© øRv øR� r-t øRG øR© øR� øR© øR� øR© øR© øR© l""""4 øR� øR� I 

CG 

X 



III 4o 

X øR©øR©i X©N'CM>'NdRaa XX M>= ]X ©"� '-]X = = ]X t . ]X©Nt øRCøRC= øR©"RRRC "RG øR� 

CG CG 

"R" = K .:t .-. Lø- / N P1 CYJ 

r4 .-. ,-c "R� N N c...l M Cf) 
- NM.-. "I Cf) ~_r,,__o,.c__o ,.0,.0,.Q ~,.0 

<.01 < ;:1. < (1j . i C~x . CO . "X . ""< . ""X . ""X <ro '<tS . (1j . u· <cd< cd< cd 'id. t'!$ 

""U"U 0 a ©Nt : a a ©"� '- avva a a av C• a av a ©"� '- 

CG 

= 0 0 = := 0 a avva 0 a av a a a := a 

R ,_ R R R - ,IJ R - R - """ R - - N' 
l""'1 a T""-i av uU 0 0 øRvvva a 0 av a a øR© : a a 

CG 

N a = ava a N a vva a a av a N av a a 

CG 

T""-i a R~ avøR© a a X ~©X a a av øRv a av a 0 

s_ CG I : - -v~ - R R - R R - - R ? - R - - 
N N a 0~ 0 C a = 1:X a a = : a a 01 0 a CO 

NNN 
UU I I 

øR© 
w-1 øR© a ava a øR© a ,.o a øR� av a a av i i øR� 

F~6 
CG : I 111 

©"� '- ©"IN- 0 ava ©"IN- C <@< ©"� '- a 01 0 a av a 0 UU 
t . = N a X:= 0 a OhN a 0 av a a av a a R t . - - - L :!: p p p .J ~~ p p ? p p p - - - - R R ._..,., 

©G- = øR© ava 0 a ©Nt : a a uU = G a 0 øR/ v a 0 

I I : I 

'° øR© = ©"IN-va a '° o,o 0 øR© av 0 = av a ('I'") 

I I I I 
©"� '- ©"� '- a ava ©"� '- a ava ©"� '- a av a a av a a 

I I : : 

MX = øR� = : Møt a a X:= 0 a a : øR© a av = a 

R R - - R :R R - R - / R R - R RG R R - Rv R 
MX a a M� '-: = a ©"� '- o,o a a av a a av = ©"IN- 

: I I : 

? 0 ~ a : øR� a = � NNNGCX a 0 01 ©N'NN': = øR© : a a 

I I I I 

00 00 a XG= ©N- ©N'NN': =:= 'N' T""-i =: a a 08 0 a 

R '- - R R - R: R - - ? R? - R - -D 

r--. CX) "'::t M:- ø MI- ©"� '- '° t0 := l'-'1 øRv =CøRv = øR© : = ©"� '- """"" 
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A A 

Videre, hver a--ligning p rab .. -lipningene 
1 . 1J 

J 
N N' 

hver b.-ligning p Eab .. -ligningene J . lJ 1 

Ut fra dette eller fra mer konvensjonelle metoder til å bestemme 
rank (Searle, 1967) kan en konkludere at r(X'X) p 9, dvs. antall 
celler med observasjoner i hver av tabellene på side III 1 og Zo 
En submatrise som er av full rank i X9X er markert nå side III 4. 

Hvilke ledd eller funksjoner er så estimerbare? La oss sette 
X= (X1X2) hvor X1 er de 9 siste kolonnene (seksjonen av full 
rank) av X og X1C = X2 dvs. de forste 8 kolonnene av X (seksjonen 
av ikke full rank). Dette betyr at f har folgende form: 

'UR 
v l 0 0 1 a 0 0 
v v 0 0 a v 0 0 
1 v 0 a a 0 1 0 
1 1 0 0 0 a 0 1 

c9x8 = : 1 0 1 a 1 a 0 0 
v 0 1 0 a 0 1 0 
v 0 1 0 0 0 a v 
v a 0 1 v 0 0 a 
1 0 0 v 0 a 1 a 

Videre la vektoren B vare av samme dimensjon som E· De funksjonene 
en onsker å estimere kan da sies å vare av felgende form: 

A 'b S * S p µ@ · v • • • • b4 
' t V 

CX2 

ab11 •... ab;s] Q hvor Yoeffisientene 
v 

' CX1 

* S l-1 , a1 osv. kan vare O eller en konstant forskjellig fra 0. En kan 
f.eks. nevne at hvis en onsker å estimere l-1, blir: 

A'b p [1 

S p µ ab 1 1 

a • • • • 0 ] 

S ab 1 3 

µM} S p µ hvor µ p 1. 

For å finne de restriksjonene ("constraintsn) som en må ta hensyn 
til ved vurdering av estimerbarhet foretar en folgenrle multiplika 
sjon: 

S a.b2 l S abn 
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1 1 0 0 1 0 0 0 
1 1 0 0 0 v a 0 
1 1 a 0 0 0 v 0 
1 1 0 0 0 a 0 1 
1 a 1 0 1 0 0 Q I p 
v 0 1 0 0 a 1 0 
1 a v 0 a 0 0 1 
v a 0 1 v a 0 0 
1 0 a 1 0 a 1 0 1 

V R 
i 

S S S S S S S S S ab11 Q ah 1 2 Q ab 1 3 Q abj , Q ab21 Q ab2s Q ab2 / Q ab31 Q ab3 s 

S S S S ab11 Q · k6 J Q ab ] 3 Q · kv 'Q 

S S S ab21 Q ab23 Q ab21t 

S S abu Q abs 3 

S S S ab 11 Q ab21 Q abn 

S ab12 Q 

S S S ab 1 3 Q _ ab2 3 Q abu 

S S ab11t Q ab21+ 

De betingelsene som må vijre oppfylte når en vurderer estim~rbarhet 
er derfor at L= l på venstresiden av ligningene har vi koeffisien- 

. ' tene 1 a2 ettersom X1 C p X2): 

S S * * S * * S S ab 1 1 Q ab 1 2 Q · k 13 Q ab 1 4 Q ab 2 1 Q · k 2 s Q · j 2 4 Q · k n Q ab 3 3 

® a~ * S S S p ab 1 1 Q ab 1 2 Q ab 1 3 Q · k 1 4 

a S S S S a2 p ab21 Q ab23 Q ab21t 

© S S * a3 p ab31 Q a.b33 

© kv S * S p ab 1 1 Q ab 2 1 Q · k 3 1 

© b; S p ab 12 
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S * S abj , Q ab2a Q ab33 

S * · k 1 4 Q ab2 4 

La oss ta noen eksempler for å illustrere metoden: 

a. Erµ estimerbar? If6lge betingelsen ovenfor må koeffisienten 
forµ (altsåµ*) vare lik s~mmen av koeffisientene for sam= 

spill (ab~ 1 Q o o. Q ab: ) F se CD ) o Når vi bare betrakter µ, 
vil koeffisienten forµ vare 1, mens koeffisientene for sam 
snill (ab~.) er null. [A'b=µ betyr).'= (1 0 O ••• O)]. •. 1J - 
Altså betingelsen i CD er ikke oppfylt [ 1 Q 0 Q • • • Q OJ, og 
derfor er ikkeµ estimerbar. 

b. Er µ Q a 1 Q b 1 + ab 1 1 estimerbar? Tar vi forst for oss µ, ser 
en at koeffisienten forµ er lik koeffisienten for ab11 (se 

CD). Videre er koeffisienten for a1 (se®) og b1 (se©) 
lik koeffisienten for ab11. En kan derfor konkludere at 
µ Q a1 Q b1+ab11 er estimerbar. 

c. Er µ + a 1 estimerbar? I folge CD og Q) er summen av koeffi 
sientene på h6yresiden av likhetstegnet lik null. Koeffisien 
tene på venstresiden er Lå " Folgelig er µ Q a1 ikke estimer 
bar. 

d. Er a1-a2 estim~rbar? Ved å sjekke® og G) kan en slutte 
at denne differansen ikke er estim~rbar (koeffisientene for 
samspill er null)o 

e. Er µ + a 1 Q b. Q ab 1 estimerbar? I dette tilfellet vil rekke~ 
A 

vektoren foran kolonnevektoren~ bli som fHlger: 

Lv 1 0 a v 1 v v 1 1 1 1 0 a a 0 0) / / / / / / / / 

De aktuelle betineelser er oppfylte, op funksjonen ovenfor 
er estim€rbaro 
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B. Samsnill er ikke tilstede 

N Fra side III 4 ser en at X'XQ vil ta denne formen når samspill- 
leddene utelates: 

, 1 ~ _: _ 8 _ _ ~ _ _ s _ :_ ~ _ _ 3 _ _ ~ _ _ 3 - : ? N 
µ 
N 8 I 8 0 0 I 2 3 1 2 · v 

: : N 4 0 4 0 I v 0 2 1 a2 ' 

: N 5 I 0 0 5 I 2 0 ) 0 a3 I 
R Rv R R R R R R R R R R R R R R R R R N 5 2 v 2 © \ a 0 0 b1 I I 

: : A 
3 3 0 0 ' a 3 0 0 b2 I I 

: : A 6 I 1 2 3 I 0 0 P 0 b3 
) I 2 v 0 I 0 a a 3 J M j ? I I 

N N A 

Her erµ ligningen= ;ai lignin~ene = ;bj ligningene, og 
1 J r r(X'X) = 6. For A danne en matrise (1Hesigned1 av full rank 

flytter en så venstre kolonne av X over til hoyre, således: 

· v a2 a3 b1 b2 b3 I bi. µ 
: 
� 1 0 0 1 a a I 0 1 

1 0 0 1 a L- I 0 1 
1 0 0 0 1 0 © 0 1 

© 1 a 0 0 1 0 © 0 v 
1 0 0 0 1 0 I a 1 
1 a 0 0 0 1 : 0 1 

I 1 0 0 0 0 0 : 1 1 
1 0 0 0 0 0 : 1 1 I 
0 1 0 v a 0 I f) v 
0 1 0 a a 1 6 a 1 
0 1 0 0 a 1 I 0 1 I 
0 v 0 0 0 0 : 1 1 
0 0 1 1 0 0 I a 1 
0 0 1 1 0 a I 0 1 6 
0 a 1 0 a 1 I a 1 
0 a 1 0 0 1 ' 0 v : 
0 a 1 0 0 1 � O 1 l 

V ..J ~ 

7v (full rank) X2 
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Det neste blir da å finne~- Denne kan finnes ut fra felgende 
identitet: 

v 1 
1 1 
1 v 

C p : Rv 0 
Rv 0 
Rv 0 

FiHgelig 

· zi p [a1 S S h1 k~ k?1 
� 

1 1 a2 a3 

v 1 
1 1 

I p Rv 0 
Rv 0 
Rv 0 

S S Videre er a~ p [b4 µ J 

Betingelsene for estimerbarhet blir da: 

CD S S S S S S S b4 p a1 + a2 + a3 - b1 - b2 - b3 

5 S * * * µ p a1 + a2 Q a3 

La oss ta noen eksempler i dette tilfellet opså: 

a. Erµ estimerbar? I så fall må koeffisienten forµ* vare lik 
summen a1 + a! + a1 (se (D ). Denne betingelsen er ikke 
onpfylt, op. µ er ikke estimerbar. 

b. Er a1-a2 estimerbar? Her skal b: p 0 hvilket den er (se (D )o 
En kan også merke seg at a1-a2 ikke var estimerbar når sam 
spill var inkludert. 
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c. Er µ+a1+1: A.b. estimerbar? La oss anta at r Å p 1. . J J . . 
J J J 

A 

En får da felgende rekkevektor foran b: 

ø 1 1 0 0 1 1 1 ¼] 4 4 4 G{ 

Koeffisienten for µ er lik a1 + a1 + a~ o Det foreligger heller 

ikke noen uoverstemmelse med Lå " Derfor er µ + · v Q ~~'j bj 
estimerbar. Det samme kan sies om µ Q f B" a. + b. hvo r-' 

. 1 ]. J 
1 

En kan også merke seg at når samspill ikke eksisterer så kan 
en estimere gjennomsnittet for en celle (subclass) hvor 

X X X 

n . . p 0 . Estimatet er µ Q a . + b .. 
R"A""A _!.-1_ 

C. Enklere metode til å bestemme estimerharhet 

Den metoden som er beskrevet i det foregående kan sies å vare den 
sikreste for å finne hvilke ledd eller funksjoner som er estimer 
bare. Ulempen er imidlertid at den kan vare noe komplisert. I det 
f61gende vil en gå inn på en Poe forenklet metode som fHrst og 
fremst kan vare berettiget når samspill er tilstede. 

La koeffisientene for ab .. bli betegnet med L. (n .. t 0), koeffi- 
1J . 1J 1J 

sienten fora. med Å. og koeffisienten forb. med Å .• Koeffisien- 
1 ]. J J 

ten for µ blir da L ... De estimerbare funksjonene vil da vare av 
folgende form: 

r I:A •. (µ+a. +b.+ab .. ), hvor alle"-··= 0 forn .. p 0. (n .. er 
i j 1) 1 J l.J 1J 1J 1J 

frekvensen av ijte undergruppe)a 

En setter så opp en tabell hvor "fixedn effektene og de tilhorende 
koeffisienter inngår: 

b1 : b2 b3 kG© 

a1 A 1 1 /\12 Å13 ÅH Ai. 

a2 /\21 R Å23 A2 øQ Å2. 

a3 .A.31 R : /\33 R B 3. 

11.. 1 Å.2 Å. 3 A" i+ Å •• 
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Den videre' fremgangsmåten vil * å bli illustrert gjennom en del 
eksempler. 

a. Er a1 estim~rbar? I dette tilfellet blir tabellen som nedenfor: 

b1 b2 bs b4 

a1 0 a 0 a 1 

a2 0 C R a a a 

a3 0 R 0 - 0 

0 0 0 0 a 
I 

Koeffisienten forµ 

En ser av denne tabellen at blant annet B 1. Q Å2. Q As.+ ). •• , 
med andre ord inkonsekvens. Derfor er · v ikke estim~rbaro 

b. Er µ Q · v • s t Lmå rba r ? En setter så opp den tilhorende tabellen: 

: b1 b2 : b3 b4 

· v : a a a () 1 

a2 : 0 - 0 0 0 

as : 0 R 0 - a 

: a 0 0 0 1 

Her ser en blant annet at t G"" 1 Q A" 2 Q A O 3 Q A.i. � -" "" U så 
µ Q · v er ikke estimerbar. 

c. Er b1-b2 estimerbar? Tabellen er da: 

' 
b1 h2 b3 b , 

· v : 0 a 0 0 0 

a2 : a - 0 0 0 

a3 a - a a 0 

v Rv I 0 0 C a 

En kan konkludere at b1-b2 ikke er estimerbar fordi blant 
annet A 1 1 Q 11. 2 1 Q -° 1 Q -" " 1 
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Ut fra disse eksempler skulle det gå frem at enhver funksjon 

uten ab!.i ikk~ er estimerbar. 

d. Er µ + a1 + b1+ab11 estimerbar? Tabellen blir nå : 

b1 b2 bs b 4 

· v 1 0 0 0 1 

a2 a - 0 0 a 

· ) 0 - a ? a 

1 0 0 a 1 

I denne tabellen finner en ingen inkonsekvenser fordi: 

A11 + A21 + As1 p .Xo1 

A1.+A2.+As.=A
a
• 

Funksjonen er derfor estimerbar. 

1 e. f ø a1 + ) (b1+ab11 + b3 + ab13 + b4 + ab14)- 

[ a2 Q ½(b1 Q ab21 Q b, Q ab2, Q b4 Q ab24)] es t i mårbar ? 

Denne differansen er lik (a 1 + · < 1.) - (a2 Q · å Ja- hvor kolonnene 
1, 3 og 4 inngår i gjennomsnittene (ab10; 'ao2.)• Tabellen blir 
nå: 

b1 ba b3 kG" 

1 a 1 1 1 a1 ) ) ) 

1 1 1 Rv a2 R) • " , R) R) 

a3 : 0 - - a a 

½-½=o 0 ½-}=o 1 1 0 ) R) p0 

Det foreligger ikke noen inkonsekvenser så differansen er 
estimerbar. 
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Fra disse eksemplene kan en legge merke til at ikke noe tilfreds 
stillende estimat av rekke- eller kolonnemiddel, eller rekke 
eller kolonnedifferanser er oppnåelig når enkelte celler er uten 
observasjoner. 

Hva ville situasjonen bli om alle celler hadde observasjoner? 
q 

En kan da definere rekkemiddel som µ + a. Q I: A. (b. + ab .. ) hvor 
1 j =1 J J l.J 

~Aj= 1. q er antall fylte celler i den enkelte rekke. I dette 
J 
eksemplet vil q p 4. Hvis i= 1, blir tabellen som vist nedenfor: 

b1 b2 b3 kCQ 

1 1 1 1 1 · v / / / / 

a2 a 0 0 a 0 

as 0 0 a 0 0 

1 1 1 1 1 / / / 4 

4 
Konklusjon: µ Q a 1 Q I: ! (b. Q ab 1 • ) er estimerbar fordi ingen 

j=l J J 
inkonsekvenser foreligger i tabellen. 

Til slutt skal en bare minne om at ved å telle opp antall fri 
hetsgrader vil en oppnå ranK for den matrisen (X'X) en arbeider 
med. En vil illustrere dette for eksemplet på side III 1. 

Samspill er tilstede: 

µ tar 1 frihetsgrad 

a. tar 2 frihetsgrader [ 3 - I] 1 

b. tar 3 frihetsgrader [ 4 - v- 
J 

ab .. tar 3 frihetsgrader ø (4 - 1) (3 - 1)-antall tomme celler] 
1J 

Tilsammen 
Lø· >( -~ 9 frihetsP:rader 
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Samsnill er ikke tilstede: 

1J tar 1 frihetsgrad 

a. tar J frihetsgrader [ ) R v- 1 

b. tar ) frihetsgrader [ / R 1) 
1 

Tilsammen 
(rang): 6 frihetsgrader 

Som en ser blir tallverdiene for rank de *· OO• som ©"Md l i ( • re . 

I kapittel V vil en også komme noe inn på estim~rbarhet. 

D. Repararneterisering 

En mye benyttet metode for å lose normal-ligningene er renarame 
terisering, som betyr at for modellen I= XQ+ ~ vil vektoren Q 
bli transformert til en vektorg som erg= U1~, hvor hvert 
element av~ er estimerbart (Graybill~ 1961 s. 227-241). Det er 
spesielt en metode som er benyttet, nemlig summen av effektene 
for hver klassifisering er lik null. 

La oss forst bruke felgende modell for å illustrere metoden 
(Fimland~ 1972): 

q • • p µ Q· " Q• "" 
1J 1 1J 

som kan skrives: 

I p v? Q [ ? Q ? 

hvor 1 er en N x 1 vektor av ett-tall. 

Z er en N x q matrise av en og null, hvor det forekommer 
bare ett entall og resten null i hver rekke av Z. 
Definer også Z p µ Z 1 : Z2} hvor Z2 er N x 1 vektor. 
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Hvis "constraint" er: 
q 
ra. p < 

. 1 1 1= 

q-1 
vil a p R ra .• 

q i=l l 

q-1 
Derfor kan vi erstatte · ° med - ta. for de observasjoner hvor 

i=l l 
aq opptrer, samtidig må modellen skrives: 

y .. 
lJ p 1-l Q a. Q 

l q 

q 
1: a. 

1 
i=l Q • "" 

lJ q 

° ° 
ra. f a. 

i=l l i=l l pvRvQRRRQ· " RRRRQ• "" 
1 lJ q q 

\., ) l > 
V V"" 

S UI S ? 
p vRv +a.+e .. 

1 1] 

S S r p vv~A Q Z? Q ? 

Grunnen til denne omskriving er at elementene av vektoren 
µ S S S S } · v " " k 1 vRv a1a2 o • aa{ 1 v1 vare estimer are, mens e ementene av 
vektoren b' =·[µa1a2 ... a 1] ikke er estimerbare (Graybill, - a- 
1961 s. 229; se for6vrig ap~endiks 1). Det er viktig å v~re 
oppmerksom på at "constraint" skal våre ikke estimerbar funksjon. 

La P observasjoner for den gitte modell vare fordelt ved 
i=l, 2, 3 og j=l, 2, da vil en ha at (I:ai p 0). 

S S qvv p µ Q · v Q 811 

S S Y12 = µ Q · v Q 812 

S S Y21 p µ Q nJ Q • Jv 

S S Y22 p µ Q a2 Q 822 

S S S Y31 = µ R · G R · J Q e31} S S S siden a3 p -a1 p· J S S S Y32 p µ R · 1 - · J Q 83 2 
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Dette gir: 

r 
1 0 
1 a 

µ~:} a 1 
S : a v Q • l p lB Q 

·-1 Rv 
Rv Rv 

som generelt kan skrives: 

hvor , er en = x L° R v- matrise 

a S er en L° R v- x v vektor av de L° R 1) forste element av S · • • 
1 

Normal-ligningene for denne modellen vil v~re: 

[

1' 1 

T'l [

1 'y 

T'y 

og estimatoren er gitt ved: 

=l -S11 
S21 

l'Tj--l [l'y] 
T'T T'y - - 

S121 [l'yJ p S µC'ø} 
x JJ T'y T'y 

siden r (S-1) p q p dimensjonen av s-1a 

Vi vil her få estimater av de L° R 1) forste element av a *, 

"* dermed vil aq p R 
q-1 "* 1: a. 
i=l 1 
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En kan derfor finne at: 

A* q-lA* 
Var L· ° - p Var (- .r ai) 

1=1 

R F• v- . q- 

"'* A* 
Q J f f Kovar (a. , a.) 

. . 1 J 
1<J 

Ved reparameterisering blir summen av henholdsvis både 
parametrene og estimatene lik 0. Derimot ved 
q A 

}: ai= 0 blir summen av estimatene lik Oo 
i=l 

E• Innf6ring av '.'.constraints" nå selve estimatorene 

Dette er behandlet i kapittel V. 
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Appendiks 1 

En vil nå diskutere den egentlige teorien som ligger bak bruken av 
q 
I: a. p O. Vi har at ! Å! er en positiv N* emdde fd nd t e " matrise 
i=l]. 
(Graybill, 1961 s. 3) med r (X' X) p r p q . k :: derfor eksisterer det 
en "nons Lngu l år " matrise o med dimensjonen k x l': slik at: 

W'X'XW p µ~ ?} 

hvor B er en r x r matrise med r (B) p r p q (Graybill, 1961 s. 235). 
Hvis vi deler W i W p µ W1 : W2] , hvor W1 er k x r, får vi fiHgende: 

ta

7'X'XW] rv 1 ,, 2 

WJX'XWJ 

p µ~ :] 
Dette medforer at r(WtX'XW1) p r(WtX') p r, (Graybill, 1961 * • 3, 
teorem 1. 20). Dessuten vil W2X' p O, siden w;x'XWJ p O. En null 
matrise som er lik og av typen A' A(A' p WJX') kan bare våre riktig 
hvis A' eller A er null matriser (Graybill, 1961 s. 2). 

Vi kan også skrive modellen: 

uten å forandre den originale modellen. Hvis vi definerer: 

_R1pYp µ~~} får vi: 

p 

[ ::] b Q • 

p 

som reduseres til: 
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Ved å definere M = XW1 p µ v~ T] og ~ = U1Q hvor 
r (M) p r p ° U kan en derfor lose normal-ligningene for: 

M'M~ p M'y 

Fra den definisjon av W og w-1 som her er gitt, har vi at: 

_ _R 1 = I = W 1 U 1 Q W 2 U 2 

mens w-1w p p 

så U1W1 p I, mens M p W1U1 t I. I denne utledning er U1 generell 
så enhver funksjon a = U1~ som er estim~rbar kan benyttes op, en 
av disse var vist ved det forste eksemplet (s. III 15). Den 
matrise U1 som der ble benyttet er: 

1 
2 

Rv 

1 
Rv 
2 

-~] 
Rv 

Ved å multiplisere U1~ vil en finne at dette er identisk til 
c µ S S S S v k � N 0 ve toren µ a1 a2. o • aq-l 'som le de inert pas. III 15. 

En skal ta noen eksempler: 

Forst: 

µ -~] - 
) 1 1 µ [ 3ii Q a1 Q az Q as 

UiJ~ p ? ? 2 Rv a1 p ! 2a1 - a2 - aa ) 
Rv 2 Rv a2 -a1 Q 2a2 - a3 

- as 

:CC Er µ* estimerbar? µ* p µ + ½ ø a1 Q a2 +as]= µ 
© 3RRR' 

og derfor erµ* estimerbar. 
ra. p < 

1 

0 0 Er a; estimerbar? ½ [ 2 a 1 - a 2 Q a s ] = ½ [ ) a 1 - ( a 1 Q :1 2 Q a s ) v p 

rai S 
a1 - -3- , og derfor er a1 estimerbar~ osv. ~,-, 

0 
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Generelt vil en ha at: 

q 1 1 . . 1 1 
0 °Rv Rv " " Rv Rv 

I 
@ R 1 1 - - q_ 

0 -1 -1 q-1 Rv 

En har derfor at forventningen av estimatoren er: 
A. 

E(~) p E(M'M)-1M'y 

p (M'M)-1M'E(y) 

p LK 'K -R1~-1'M~ 

hvor a p 
q 
C~ ai/q og v er en L° R v- x v vektor av et tall. 

i=l 

Derfor er estimatene forventningsrett for den forhåndsbestemte 
lineare kombinasjon av parametrene. 

For toveisklassifisering, hvor der er p og q klasser i hver, 
vil Yv bli: 

1 v v 1 1 1 - " " " - - 0 0 . " . • - D p p q q 

a f "~"A" 1 1 a a 0 . """" - • "" - 0 . . " " p p p 

a 1 :©~""A " R "A" R ! R - p p p p 

Yv p : a R 1 :©~""A R "A" a - . . . a p p p • 0 " " " 
a . . 0 -4::! - "A" 1 . q ° . . q 

1 o-1 1 - ? R - q q ° 

0 a R "A q 
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IV. DEFINISJON AV nBEST PREDICTOR" (ep), ~REST LINEAR PREDICTOR" 

(BLP) OG µBEST LINEAR UNBIASED PREDICTOR" (BLUP) 

1. Prediktorer som minimaliserer "mean square error" 

La oss tenke oss at vi har en registrering y1, som vi skal 
benytte for å estimere ('9predict ") yJ• Vi forutsetter at Y1 og 
Y2·har samme fordelin~ med varians- kovarians matrisen lik VaJU 

videre at E(Y1) = µ1 <( E(y2) = µ2. Folgeli~ er y1 nrediktor <( 
Y2 prediktand. Vi vil med andre ord ha en nrediktor med samme 
forventning som prediktanden. Hvilke kriterier skal vi legge 
til grunn ved valg av prediktor? I folge Schaeffer (1975) kan 
en summere opp dette på folgende måte: 

a. Den beste prediktor vil vire yJ selv, men denne er jo ukjent. 

? 
b. En annen mulighet ville vare åla y2 p µ2, men da må en 

kjenne µJ uten feil. 

c. Hvis µ2 er ukjent,'kan vi forutsette at µ1 p µ2 og så la 
N' 
Y2 p Y1 

d. Et logisk krav til prediktor er at Ef ;J R yJ : k er minimumo 
Vanligvis settes k p 2 hvilket Lnnebår e r at nrediktor 
minimaliserer "mean square error of prediction" (MSE). 

Det kan bevises at for en hvilken som helst fordeling av Y1 og 
N' Y2, er den prediktor som minimaliserer MSE lik: Y2 p E(Y2IY1) 

(leses: forventningen av Y2 gitt Y1). 

Om qv og Y2 er normalfordelte og en kjenner µ1, µ2, avJ o~ ai 
blir: 

Her er: 012 p kovariansen mellom Y1 o~ Y2 

af p variansen av qv 

N' Under disse forutsetningene er yJ forventninqsrett, og en 
N' linear funksjon av Y1· En sier at sJ er BP. 
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Kjenner vi imidlertid ikke fordelingen av Y1 og Y2, kan vi 
begrense oss til lineare prediktorer. I dette tilfellet er 
også: 

N' Y2 p µ2 Q a 1 2 (Y1 - µ i) , hvor 
C1 i 

Y2 er forventnin~srett, og minimaliserer MSE. Her er Y2 BLP. 
En bor merke seg her at µ1, µ2, cr12· og of forutsettes kjent. 

En ytterligere vanskelighet o~pstår om bare varianser OR 
kovarianser er kjentee Da er vi nodt til å forutsette at 
1J1 p 1J2 p µ[el. µ1 p 1J2 p O], og så estimereµ ved bruk av 
"Generalized Least Squares" (GLS). Videre må vi kreve at 

N' N' N' N' E(y2) p E(y2). Således, Y2 p µ Q a12 (Y1 - 1,1) , hvor 
"' 2 
µ p GLS - estimator avµ. av 

Her er Y2 forventningsrett, en linear funksjon av Y1, og y2 
A 

minimaliserer MSE. En sier at yJ er BLUP. 

2. BLUP for elementer i lineare modeller 

La oss gå ut fra fHlgende lineare modeli: 

y p XQ Q Z~ Q ? U hvor 

y er en n x 1 vektor av observas j ener 

b er en p x 1 vektor av ukjente konstanter ("fixed effects") 

u er en q x 1 vektor av ikke-observerbare variabler ("random 
effects") 

~ er en "random" vektor av ikke-observerbare variabler forbundet 
med hver registrering (n x 1 vektor) 

X[ n x p matrise med rank p r ~ min (n, p)] 011 Z (n x q matrise) 
er to matriser~ som beskriver sammenhengen mellom y, 2 og~- 
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En forutsetter at (E p "expectationu): 

f rr l ø 7k ? 

u = og 

I : J e I 

Var.-Kov. J y : : 3 [ g 

~v u I = I GZ' G a2 

e I I e a _. 
Således er f.ekso: 

f L IT ' ) - ( f s- J p 

EC C XQ Q Z y Q ?- L XQ Q Z AA Q ?- ' 1 - ( XQ) ( XQ) ' p 

E [ XQ + : X : Q z s + t X ' Q ? + t X ' Q X!? s ' z ' Q z ~ s ' z ' Q 

~!:' Z' Q XQ~' Q Z~~' Q ??' } R µ XQ!? 'X I 1 p 

E(Zyy'Z') Q E(~~') p (ZGZ' Q R)a2 p Va2 

La oss ta et eksempel. Vi forutsetter 3 hanndyr med henholdsvis 
3 d6tre, 2 detre og 1 datter. Fareffekten betraktes som random. 
Modellen blir da: 

y .. pv"vQ*"Q• • • 
1J 1 1J 

5. p NID (O, a:) 1 

• "" p NID (O, a2) 
1] 

E(s, e) p O 

i p 1, 2, 3 

Bruker vi "mixed" modell får vi: 

y p XQ Q [ s Q ? U hvor 

l' p (Y11 Y12 Y13 Y21 Y22 Y31) 

Q p l.1 



IV 4o 

X'= (1 1 1 1 1 1) 

Z' p : v v v 0 a a 

a 0 a 1 v 0 

a 0 a a 0 1 
L 

E(yy') p ri 0 

~1 a 1 a2 p Isa2 p Ga2 
s s 

a 0 

a2 
Således: G = I3J 

a2 

e = r1 0 a 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 a 1 0 0 0 • p I, 
0 0 0 1 a 0 

0 0 0 a 1 0 

0 a 0 a 0 1 "{ 
Modellen kunne også ha virt skrevet som "fixed" modell, dvs.: 

l p XQ Q ? U hvor ~ p Z ~ + ~ , 

Var.-Kov. (~) p VaJ• Som kjent kan en da finne "maximum likeli 
hood" (m.1.) estimatoren av !2 (eller "generalized least-squares 
estimator" ved ikke spesifisert fordeling av~), her betegnet 

A. 

som Q når Eer normalfordelt, på folgende sett: 

? 
!2 p cx•v-1x)-1x•v-1y 
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En forutsetter at koeffisientmatrisen er ikke-sin~ul~r, o~ 
at Q er estimerbar. Videre er !'Q BLUE ("Best linear unbiased 
estimator,?) av k'b. 

Vanskeligheten ved å bruke den sistnevnte metoden er at V kan 
bli stor OR ikke-diagonal og dermed vanskelig å invertereo 

XO vi derimot bruker modellen, y = 7 + Q [ ( Q ? U o~ * å deriverer 
med hensyn til Q og y, får vi f0lgende (Henderson, 1959): 

f ( ø U s- p g ( ø : s- h ( s- p k anst . ! e xp < µ 

- --1; Ls R XQ - ZJ!) , R- 1 er - XQ - ZJ!) - --1; !! 'GJ! v 
2a 2a 

A A 

p x , e R 1 x2 Q x , e R 1 z y - x , e R 1 r p o 

<Su 

A A 

p [ ' e R 1 7k Q L [ 'e R 1 [ Q g R 1 ) y - [ i eR 1 y p a 

som gir: 

Dette er med unntagelse for G-1 ligningene en ville bruke for 
å finne m. 1. estimatene av Q og y når y betraktes som "Ei.xed ", 

Både R og G er ofte diaP,onalmatriser, og Z'R-1Z+ G-1 er enten 
diagonalmatrise eller har en stor diagonal submatrise. Dette 
gjor selvsagt inverteringen enklere. Et spBrsmål som det er 

- A A 

naturlig å reise nå, er om~= Q og i så fall er ~'Q BLUE. La 
oss gå ut fra den andre ligningen ovenforo 

A A 

Z I R- l XQ Q L 2 1 R- l 2 Q G- l ) y p 2 1 R- ly 

A A 

y p L[ ' e R 1 z Q c- 1 ) - l ( z : e R 1 y - z : eR l 7AJ - a 
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Vi setter dette inn i f6rste ligningen: 

A A x , e R 1 7 + Q x , e R 1 z c z , e R 1 z Q g R 1 ) - 1 c z , e R 1 r - z , e R 1 x2) p 

X'R-1f, eller 
N' 

X'WXQ p X'Wr, hvor 

W p R-1 - R-1Z(Z'R-1Z Q G-1)-1Z'R-1" 

Om vi kan bevise at: W p ÅR1, eller VW= I blir k A 

p b. 

I Q ZGZ 'R- 1 - Z (Z 'R- 1 Z Q G- 1 )- 1 Z 'R- 1 - 

ZGZ'R-1Z(Z'R-1Z Q G-1)-1Z'R-1 p 

I Q ZGZ 'R- v R ZGI Z 'R- v p I. 

A 

Således er W p ÅR1, og folgelig er !'2 BLUE av !'2· 

Videre er (Henderson, 1963): 
A A 

u p c z , eR 1 z Q g R 1 i- 1c z , e R 1 r - z , eR 1 7 + v p 

A A 

[ Z : R- l Z Q G- l 1-12 'R- l (r - XQ) p GZ : v- l (y - XQ) , fordi 

( Z ' R - 1 Z Q G- 1 ) - 1 ( Z ' R - 1 Z G Z ' Q Z ' ) ÅR 1 p 

A A A A 

y er l MYbU og ~ 'Q +ID·~ er l MYb av ! 'Q Q ? '!! forutsatt at !s 'Q 
er estim~rbar. 

A 

I indekssammenheng kan~ betraktes som et estimat på avlsverdien 
til et dyr, og håyre siden av normal-ligningene er GZ'. 
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A A A A 

f © annet sett å vise at c 'k er l MYf N u er l MYb og c 'k Q m'u -- UU" - ' -- -- 
er l MYb hvor"' er losningene ved bruk av "mixed model"- 
ligningene, er som fol~er (Schaefferi 1975): 

La oss tenke oss en vektor av observasjoner, y, eksempelvis 
registrering på far, mor og avkom. Denne vektoren vil vi bruke 
til å predikte ~, en ikke observerbar vektor. ~·kan f.eks. 
vare avlsverdien til fremtidig avkom. Dette betyr at om: 

f 
p [ ;: ] , blir den funksjonen vi vil predikte 

lik k'Q Q m'~· 

Vårt krav til prediksjonen er at: 

E(f'r) p E(~'Q Q !!].'~~) dvs. "unb Lasedne ss " og 

f (f 'ø R ! 'Q - ~ '!!) J p "Mean square • r ror " LK x f - er minimalisert. 

For å oppfylle disse kravene må en kjenne til varians- kovarians~ 
matrisen, dvs. 

Var.-Kov. µ~} µ ~" :] p a2 

Den funksjonen som skal minimaliseres blir da: 

g p -g , v-g Q AG ' HID - 2 f ' cm Q cf ' x - ~ ' - m ' P) t 
" 3' 

E(f 'y- ~'Q - ~'~) J 

) J 

Sikrer "unbiasedness" 

hvor i er en vektor av "LaGrange mul t Ip He r s ", som brukes for å 
få forventningsretthet. En minimaliserer så funksjonen g med 
hensyn til f og i· 
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<Sg 
1 p 3 f Q 7RBG R i O p a 

- 21:. - 6f 

og i 
p X'! Q 02t - (!5 Q Pl]) p 0 

avt 

hvilket gir: 

Etter å ha beregnet f og ½t, kan en finne prediktoren f'y (se 
nedenfor)~ 

Om vi går ut fra at F og e er matriser, blir prediktanden lik: 

2'° +QK'?U og 

Loser vi disse ligningene finner vi at: 

3m Q xe p i K som gir e p x- Li K R 3m- 

Videre, 7 ' m p K Q b K som gir m p L7'-R L2 Q b K-" 

Loser en så med hensyn på e, får vi: 

Et annet uttrykk for m er: m p v- 1 i K R v- 1 xe , og prediktoren 
blir da: 

N N L 2 ' Q K ' b ' - Q + K ' i ' ÅR 1 ( y - 7+ - 

hvor: 
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hvor: 
A 

2 p (X'V-vX)- X'V-vy, et GLS estimat av Q• Når (X'V-vX) er 

ikke-singular, blir: 
A 

b p cx·v-1x)-1x•v-1y, altså den samme 16sningen som tidligere. 

,.. 
Hva med u? 

Om u p w K' p 0 og M' p I blir: R , , 

2'k Q K '_ p u (prediktand) og 
A A A 

m 'y p u p b ' Q Q i ' ÅR 1 ( y - 7? - • 

Nå er E(~) p Q. Dette inneb~rer at E(~) p PQ • 0 og dermed 
P p 0 (null-matrise) for alle verdier av Q• Derfor: 

A A A 

u p C 'ÅR1 Ls R X!?), altså er AA beregnet med "mixed mode l " 

ligningene BLUP. 

A A 

En ytterligere komplisering oppstår om E(~), + O, E(~) + 0 og 
kov(~,~) p S + Q. En får da (Schaeffer, 1975): 

f I y : : X2 Q ZPQ Q T'Q 

u I p I Pb © , og 

L~J M T!;! 

Var.-Kov. 
ø ~C : 3 [ g Q x ' [ x Q e 

p g s : , hvor 

e 1 I symmetrisk e 

V p ZGZ' + ZS Q S' Z' Q R. Det kan bevises at om 

R- S'G-1* p A og om G-1 og R-1 eksisterer, så er: 

ÅR 1 p B R 1 - B R 1 ( [ g Q x ' - _R 1 ( g [ ' Q x - B R 1 
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Her er W p (GZ' Q S)A- 1 (ZG Q S') Q G 

XO r p 7Q ZP+T blir "mixed rnodel"-ligningene: 

1 µ
UU"} ø• BR1L[ g Q x'- k 

(S+GZ')A-1L[ g Qx'-Qg i - 
I'\. ,.. A. 

hvor ~ p G! Q P2. 

En kan merke seg at disse lip,ningene egentlig inneb~rer modellen: 

y p 7A° 0Q L[ g Q x ' -A Q ! 

3. Oppsummering av karakteristikker ved vvmixed modela-ligningene 

Vi skal så summere opp noen karakteristikker ved "mixed model" 
ligningene (Henderson, 1973, 1975.a): 

• 
UU" 

~'Eer BLUE av·~'Q 

• • 
UU" 
uer BLUP. Dette innebårer bl.a~ at under forutsetning av 
normalfordeling er: 

,._ A A 

E(~fy) p (det betingete gjennomsnitt av~ ved gitt y p- ? 
A A 

Var Ls R s- p Var (~ : s- 
,.. 
~maksimerersannsynligheten for rikti~ rangering av ele- 
mentene av y når en betrakter lineåre prediktorer med 
gjennomsnitt lik O. Det er av interesse å vite at BLUP i 
indekssammenheng maksimerer korrelasjonen mellom avlsverdien, 
T (prediktand), og seleksjonsindeksen, I (prediktor), og 
dermed minimaliserer MSE nåraTI p · vU maksimerer sannsynlig 
heten for korrekt rangering av T basert på I og maksimerer 
genetisk fremgang ved vertikal avskjlring av fordelingskurven. 

A 

••• L6sningen for y er unik uansett om koeffisientmatrisen for 
"mixed model"-ligningene er av full rank eller ikke. 

A ,._ A 

• •
a
• k'b Q m'u er BLUP av k'b Q m'u forutsatt at ?'f er es t Imårb ar , 
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• • • • • M· µ C11 

C21 
C12] vire en "generalized inverse" for 
C22 

C22er alltid unik mens C11 og C12 er unike bare når X 
er av full rank. Vi får da: 

,.. ,.. 
Var. (K'2) p K'C11Ka2 når K'~ er estim~rbar. 

,.. N 
2<Å" L2 'Q, s'- p a 

,.. 
Kov. (K'b u') p R K'C aJ _,_ 12 

,.. U"U" 
Kov. ( 2 'k u ' - u ' ) p 2 ' i a J _,_ _ 12 

,.. ,.. 
Var. ( s- p Kov . ( ~ , s ' - p L G - C 2 2 ) a 2 

U"" 
Var. (u-u') p C22cr2 

,.. ,.. 
•••••• Om vi uttrykker losningene for K'Q og y ut fra elementene 

i modellen blir: 
, N 

K'Q p K'C11X'R-1y Q K'C12Z'R-1y p 

2 ' i 1 1 7 ' eR 1 ( 7k Q [ @ Q • - Q K ' i 1 2 [ ' eR 1 ( 7k Q U[ @ Q • - pp 
? R R R R R 

K'C X'R-1Xb Q K'C X'R-1Zu Q K'C X'R-1e p 11 _ 11 _ 11 _ 

K' (C11X'R-1X Q C12Z'R-1X)!2 Q 

K'(C11X'R-1Z Q C12Z'R-1Z)u+ 

K'(C11X'R-1 Q i 12Z'R-1)~ p 

K'b Q K' (C X1R-1z Q C Z'R-1Z- C G-1 Q C G-1)u+ _ , 11 12 12 ) 12 _ 
'v' 
a 

På samme sett kan en bevise at: 
,.. 
u · L I - C2 2 G- 1) u Q (C21 X' Q C2 2 Z') R-1 e R R R 
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V, BLUP (BLUE)-METODEN ILLUSTRERT MED NUMERISKE EKSEMPLER 

I det felgende skal en illustrere fleksibiliteten i BLUP 

metoden ved praktiske eksempler. 

EKSEMPEL A. "RANDOM" EFFEKTER - "FIXED" EFFEKTER - 
ESTIMERBARHET - VARIANSER (VAN VLECK~ 1975) 

Vi forutsetter felgende datasett hvor fedrene A, Bog C horer 
til gruppe 1, og fedrene Do~ E horer til grupne 2. Tallene 
utenfor ~arentes angir antall dotre mens tallene inne i 
parentesen angir summen av registreringene: 

Besetning-år-sesong 

GruE_Ee Fedre 1 2 ) 
UUUU 
A p 11 2 (28) - -- 1 (11) 

1 . B p 12 R -- 1 (13) 3 ( 40) 

C p 13 R RR 2 (30) - 
[n p 21 2 (22) 3 ( 45) 

2 <i_E p 22 - · RR 4 (40) 5 (55) 
--------- 

Totalt antall 
registre- 
ringer 4 10 r 

Sum av 
registre- 
ringene 50 128 106 

Totalt 
antall Sum av 
registre- registre- 
ringer ringene 

) 39 

4 53 

2 r 30 (122) 

5 67 

9 14 95 (162) 
-- 

23 

Modellen er: 

Y· "kl p µ Q h. Q g. Q s.k+ e. "kl 1) 1 J J lJ 

hvor 

µ p konstant 

h. p effekt av besetning-år-sesong 
1 

g. p effekt av jte fargrupne 
J 



p effekt av kte far innen jte fargruppe 

p en tilfeldig effekt forbundet med registreringen på lte 
k kte f . . te . te b t . av om etter .ar innen J gruppe og 1 ese n1ng- 

år-sesong [0,11 

b . o 1te k kte f . . te p o servasJon pa av om etter ar innen J gruppe 
.te b . o og i esetn1n~-ar-sesong 

a. h, g og~ er Hfixed" effekter 

Modellen kan da uttrykkes som: 

X' p 7 'A0Q ? og E Ls- p Xb 

X og Q er satt opp på side V A:3. 

Videre: 

X'Xb p X'y, som for dette eksemnlet blir: 

,... n ... n,. . n2.. D3 o • n. 1. n. 2. n. 11 n. 12 n. 1 s n. 21 n. 2 2 

23 4 10 r 9 14 ) 4 2 5 r 

4 a 0 2 2 2 a 0 2 a 

10 0 ) 7 a 1 2 ) 4 

r 4 5 1 ) a a s 

r a ) 4 2 a a 

14 0 a 0 5 r 

symmetrisk ) a 0 0 a 

4 a 0 a 

2 0 0 

\ 0 

9 

µ 

N' 

511 

N' 

N' 

N' 

A 

p 

~y .... 
284 

qv a • • 

50 

y 2. 0 • 

128 

y O 11. 
39 

y O 12 0 
\ ) 

y. 2 l a 

67 

y O 2 2 0 

95 
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Denne matrisen er ikke av full rank~ og en må derfor innf6re 
fire* "constraints" (dV5o ikke-e5tim6rbare funksjoner). 

7 b 
v1 h1 h2 hs g1 g2 S11 512 519 521 522 

µ UR ol ø RU 
1 v 0 a 1 a v a a 0 h1 

1 1 a 0 v a 1 0 a a a : : h2 

1 1 0 0 a 1 a 0 0 l 0 hs 

v 1 0 0 0 1 0 a 0 1 a gl 

v 0 v 0 1 0 a v a 0 0 $h 

1 a 1 0 l 0 0 0 1 0 a sl l 

1 a 1 a 1 a 0 0 1 0 a 512 

v 0 v a 0 1 0 0 a 1 a 5 1 3 

1 0 1 a 0 v 0 0 a 1 a S21 

v a v 0 a 1 0 0 0 1 0 S22 

v 0 1 0 0 1 0 0 a 0 v 

1 0 1 0 0 v 0 0 0 0 1 

v a v 0 0 1 0 0 0 0 v 

v 0 1 a a 1 0 0 0 0 1 

1 0 0 v v 0 1 a 0 0 0 

1 0 0 v v 0 a v 0 0 0 

v a 0 1 1 a a 1 a 0 0 

v a 0 1 1 0 0 1 0 0 a 

v 0 0 v 0 1 0 a 0 a 1 

v 0 0 1 0 1 a 0 a 0 1 

v 0 0 1 a 1 0 0 a 0 1 

v 0 0 1 0 1 a 0 0 a 1 

1 a a v 0 1 0 0 a 0 1 '- 
*Koeffisientene for henholdsvis hogg summerer opp til 
koeffisientene forµ. Videre koeffisientene for s11, s12 
og 513 summerer opp til koeffisientene for g1, og koeffi- 
sientene for s21 og s22 summerer opp til koeffisientene 
for g2 
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La oss velge fol_o;ende "constraints": 

N A N' 
E h. p E ~- = E s.k p 0 (j = 1, 2) 
. 1 ·""J k 1 1 _J " 

Rent teknisk sett kan en innfore disse 4 nconstraintsri på flere 
måter. Harvey (1960) bruker subtraksjonsmetoden mens en her 
velger å bruke "LaGrange multipliers" dvs. en utoker 
X'XQ p X'y ~å fol~ende sett: 

lJ h1 h2 h3 tJ:1 g2 S11 S12 S13 S21 S22 

_ _p •.. n1•• n2•• n3 •• n.1. n.2-n-11 n.12 n13n.21 n22 ø ? - y O ••• 23 4 10 ( 9 14 ) 4 2 5 r a 0 0 
a ' 

Jn/ 

< : : j 1 
y 1. 0 0 4 a 0 J 2 2 0 0 J 0 1 0 0 50 

< : : h2 y 2 0 0 0 10 0 ) 7 a 1 2 ) 4 1 a 0 128 
N' y 3" 0 a r 4 5 1 ) 0 0 s 1 a 0 < : : hs 106 

N V. 1 o • 
9 a ) 4 2 0 0 0 1 0 < : : ø: 1 122 

N y O 2 0 • 

14 0 0 0 5 9 0 1 0 L- : : g2 162 

< : : F 1 1 
y O 11. symmetrisk ) a 0 0 a 0 0 1 p 39 

N y O l 2 0 
4 0 0 a 0 0 1 a 1 : s 1 2 53 

A V. 13o 
2 0 0 > 0 1 < : : * 1 s 30 

A y. 2 1 a 

5 0 a 0 0 1 : : s 2 1 67 

N Y. 2L 
r 0 a a 1 S22 r \ 

a 1 1 1 0 0 a a a 0 a a 0 0 0 /q : I L- 

0 a a a 1 1 a 0 a a a 0 0 a 0 A2 I : 0 
0 0 a a 0 a 1 1 1 a a a 0 a a A3 : : 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 a 0 a 0 B/ : I a 

At (t = 1.. 4) =aLaGrange mul t i n l i e r s " 



N !? p (X'X)- X'y OP- N E(Q) p 

"generalized inverse" de opprinnelipe 
av de onr:,rinnelige "least-s'1uaresn- 
"Le as t+s qua r e s Nt · Li cn i.ngcne 
ligningene 

En må altså kjenne (X'X)- for å finne hva som er estimerbart 
ved bruk av denne metoden. 

For vårt eksefflpel: 

µ h1 h2 h3 1!1 g2 S11512S13S21S22 

N 
,--"--, I~ ~~~ 

v1 12,672 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
) ) ) J J P P P / RF� C :CC 

N 
h1 -0,985 2 1 1 

3 -3 -3 : : h 1 
N 
h2 0,570 1 2 v 

R) ) R) I : h2 
A 

h3 0,415 1 1 2 
R) R) ) : : h3 

A 

N' : g 1 0,910 1 1 1 1 1 1 1 
A 

b p p f µk}p 
I mi P P - -- -- I : g 1 6 t1 4 

N 
g2 -0,910 1 1 v 1 1 1 v -·i · · RP RR · R< · RR : 11h 2 6 / ?R 

N ikke 
S 1 l -0,063 2 1 1 

symmetrisk ) R) R) I I * 1 1 

N 
512 -0,785 1 2 v · · R) j R) I : S12 

;1311 X6nr n : : v v 2 
R8 R) ! I I s 1 3 

S21ll 1j690 : : 1 1 -z --z I I * 2 1 

;2~ f-1,690 C 6 1 1 -z Z I I s 2 2 

En bHr merke seg at en skal ignorAre rekker og kolonner som i 
ageneralized inversen korresnonderer til Atj når en tar "expecta 
tions" 0'5 estimerer varianser på effekteneo 



3 A:60 

For dette eksemplet blir f.eks.: 

A A 2 1 1 1 2 1 
E (h 1 - h 2 ) p 3 h 1 - ~ h 2 - 3 h s - [ - 3 h 1 Q 1 h. 2 - 3 hal p h 1 - h 2 0 

A A 

og dermed er differansen h1 - h2, estim~rbar. 

skulle forvente. 

Nedenfor har en vist den inverse koeffisientmatrisen: 

r(X'X : Z 'X 
L 

X' Z J 
Z'Z 

( C11 C12 J] p 
Ch C22 

A A N A A ,_ UU" { UUU ro - S 1 l S12 .IJL oil ø~ l ~ .. 2 
A 

µ 

N 

A 

A 

S22 

A A _. l"li.. """'- A A A A 

U h1 h2 n~ ~, g? s!! s!~ sl~ S:1 522 

-0,058 0,042 -0,024 -0,013 0,009 -0,009v-0,036 -0,009 0,045 0,002 -0,002 
I 

0,241 -0,106 -0~134 -0,003 0,003i-09155 0)088 0,067 -0,077 0,077 

* vv : symmetrisk 

' ' 
0,120 -0;013 0,008 -0,00Rt 0,097 0,001 -0,098 D,008 -0~008 

© 
0,148 -0,005 o,oos, 0,058 -0,090 0,031 0,069 -0,069 

I 
0,050 -0,050 -0,000 -0,016 0~016 -0,013 Os013 

: 
0,050 I 01000 0~016 -0,016 0,013 -0~013 

1---·- -·----·--- 
v 0,342 -0,115 -0,227 0,040 -0~040 

i 0~258 -0,143 -0,043 0,043 

0,371 0,003 -0,003 

0, 112 -0., 112 

0~112 
_I 

A A 

Hva er variansen på differensen h1 - h2 ? 

A A A A A A 

Var Lj 1 - h2) p Var (h1) + Var (h2) - 2 Kov (h1 , h2) = 

[0,241 Q 0,120- (2) (-0,106)]a2 p O,S73cr2 



V A: 7. 
A "- A A 

Hva er Var [ (g 1 Q s 1 i) - (g2 Q s 2 2)] 0 
A A A A A A A A 

Var [ (g 1 Q s 1 1) - (g2 + * 2 2)] p Var (gi) Q Var (gi) - 2 Kov (g 1 , g2) Q 
A A ,I\. A A A 

3· ø (s 1 1) Q Var L* 2 2) - J Kov (s 1 1 , s 2 2) - J Kov L( 1 , * 2 2) - 
A A A A A A 

2 Kov (g2 , s 1 1) Q 2 Kov (g 1 , s 1 i) Q 2 Kov (g2 , s 2 2) p 

[ ojoso Q o,oso - (Z) c-o»oso) Q (0,342) Q co~112) - (2) c-o,o4o) - 

(2) (0,013) - (2) (0,000) Q (2) (-0,000) Q (2) (-0,013)]o2 p 0,682cr2 

Om en derimot velger folgende fire nconstraintsn; 
A "- A A 

µ p 0 ; h1 = 0 ; g1 = g2 p 0 , blir: 

µ 

A 

N' 

S 1 1 
A 

S12 
A 

S13 

A 

a 

0 

1,555 

1,400 

0 

0 

12,533 

11,811 

13,445 

12,467 

9,086 

A 

E(!?)= 

µ h 1 h 2 h 3 g 1 g 2 S 1 l S12 S 1 3 S 2 l S 22 

0 0 0 0 0 0 11µ 

0 0 0 0 0 0 

0 -1 1 0 0 0 

0 -1 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 1 0 1 

1 1 0 0 1 0 0 1 

1 1 0 0 1 0 0 0 1 

1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 

S13 

Den inverse koeffisientmatrisen er: 
A A A A A A A 

µ h1 h2 h3 &1 g2 S11 

0 0 0 0 0 O! 0 
I 

0 o, 0 

0 01-0,156 

< av-0,219 
I 

0 0 0 

µ 
A 

A 

0 
0 
a 

a 

a 

~11 : < 
S12 0 
A 

S13 : 0 
0 

a 

0 
a 

0 

0 
0,573 

0,468 

0 

0 

0,468 

0,657 

0 
0 0 0 

0 -0,156 -0,219 
0 -0,494 -0,610 
0 -0,573 -0,468 

0 -0,344 -0,281 
0 -0,515 -0,573 

0 

0 
0 
0 

0 
a 

I 
0v 0 
av 0,406 

: o, 0,203 
o, 
ol 

: o, 

0,156 
0,094 

0,191 

A A 

513 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

-0,494 -0,573 -0,344 -0,515 
-0,610 -0,468 -0,281 -0,573 

0 0 0 0 

0 
0,203 

0,831 

0,494 
0,297 

0,559 

a 

0,156 

0~494 
1,073 
0,343 

0,515 

A 

0 
0, 09 4 
0,297 
0,344 

0,406 

0,309 

N' 

a 

0,191 
0,559 
0,515 

0,309 

0,658 



V A:8. 

I dette tilfellet er: 

A A 

E (h 1 - h 2) = 0 - [ - j 1 Q h 2] = h 1 - h 2 , 
og 

A A 

Var (h1 - h2) = (0 Q 0,573 - 2 (O)]cr2 = 0,573cr2 

En ser her at resultatet blir det samme uansett hvilket sett 
av "constraintsi, en innforer på estimatenec 

kN j og g er N� i xe d" effekter, men s er "r andom" effekt 

Vi har da modellen: 

y p XQ Q Zy Q ? 

hvor 

b I µ u p sl l ' 
h1 S12 

h2 S 1 3 

hs S21 

g1 S22 - 
g2 

BLUP-ligningene er: 

X'X 

Z 'X 
A l ;:;+G_,J µM p 

e p Icr J , G = IcrJ " Om vi setter R p I L
ascaledu), blir: e * 

a'J 4 crJ 

G=I-2. Videre hJ = s settes så hJ p 0,25 blir: a2 a2+a2 
, 

• S C 

a'J 

? p 1 S. E zs- p 0 • 
a2 

* 



V A:9. 

N' C : ?* / · · 23 4 10 9 9 14 I 3 4 2 5 r : : µ 
N' y 1 ••• 

4 a 0 2 2 I 2 0 a 2 < : : h1 50 

N' y 2 ••• 
10 a 3 7 I a 1 2 3 4 : : h2 128 

N' y 3 e G e 

r 4 5 I 1 ) 0 0 s : : h3 106 

A y. 1 •• 
r O © 3 4 2 0 < I I gl 122 

N y. 2 •• 
14 I 0 0 a 5 r g2 p 162 -------- - - UR -------- - - ? ""• 

N' Y. 1 1. 
symmetrisk 3+15 0 0 a a S 1 1 39 

© N' y. 12. 
4+15 0 0 0 S12 53 

N' y. 13. 
2+15 0 < I : Sl 3 ) a 

N' y. 21. 
5+15 < : : S21 67 

N' Y • 2 2 • 
9+1s : : S22 95 { U 

Her mA vi innf6re to (koeffisientene for henholdsvis hogg 
summerer opp til koeffisientene forµ) ikke-estimerbare 
nconstraints", og losningene blir: 

N' R C12] [n rx·x X' Z ] [X'y] [c11 [X'y] = = 
Z'X Z'Z+G-1_ z 'y C12 C22 Z 'y 

videre: 

E 

M> ~11 C12] [X'X X' Z C • ~ p 
C; 2 C2 2 Z 'X z1z R R· 

NBl G/ er jenorert her 



V A: 10. 

A A 

Om vi velger f'o Lgende "cons t r a i nt s " ; µ p X F g1 p X U blir: 

-.,.. - 
µ 

A 

A 

S13 

0 

13,358 

14,264 

13,154 

=• 0 

-2,056 

-0,048 

0,087 

0,389 

-0,389 

µ h1 h2 h3 gl g2 S11 S12 S13 S21 S22 

0 0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 

1 1 1 , 621 . 227 i1152 , 251 -, 251 

1 1 1 G ,223 ,396 ,381 ,034 -,034 
I { U""U

v 
1 1 1 I ,280 ~552 ~168 -,158 i1158 

b I 
f : B p a a 0 0 0 o, a a 0 a a u 
-- I 

-1 1- 306 - 42] ... 273 395 605 • ' ; . ' ' ' 
I ,082 ~,056 -,026 -,019 ,019 
I 
v-,056 ;102 -,047 ,023 -,023 
: 
i-,026 -:i047 ?073 -,004 ,004 
I 
i-,019 ,023 -~·7004 ,121 -,121 
I 
v ~019 -:,023 ,004-,121 :,121 

µ 

og den inverse koeffisientmatrisen er: 
A A N' A N' A A A N' A N' 
1J h1 h2 hs g1 g2 S11 S12 S13 521 S22 

N' ,-o - 
µ 0 0 0 0 a I 0 0 0 0 0 
A 

h1 0 0,339 0,086 0;067 0 -0,120 ! -0,041 ·-0 ,015 -0 ,010 -0,017 0,017 
A I 
ha 0 0,216 0,095 0 -0,155 : -0,015 RRa ,026 -0,025 -0,002 0,002 
A 

-0,126 I -0,019 ha 0 0,201 0 ~·O ~ 037 -0,011 0,011 -0,011 
A : 
gi a a 0 ! 0 0 a 0 a 
N' 0 ,246 © g2 0 0,020 0)1028 0,018 -0,026 -0,040 
A - - - - -- - - - - - - - ARRRRRRRRR - - - - ~- 
S11 0 symmetrisk I 0,061 0,004 0,002 0,001 -0,001 
A 

Su 0 I 0,060 01003 -0,002 0,002 
N' : 
S13 a : 0,062 0,000 -0,000 
N' 
S21 a I 0,059 0,00& 
A I 
S22 0 I 0,05~ 



3 B~vv" 

A A 

Om en her beregner Var (h1 - h2) får en: 

[0,339 Q 0,216 - (2)(0,086)]o2 p 0,38302 

mot O, 5730J når både g, j og § var N� i xed " effekter. 

A A 

hÅ· er variansen på differansen L* 11 - s 11) - (s 1 2 - s 1 2) ? 
L= å A formuleringen når§ er nrandom"). 

A A 

Var [ L*vv R *vG- R L*vJ R *vJ-} p µ 0,061 Q 0:.-060 - (2) (0,004))oJp 

0;;1130J 

mot O, 8310J når både g, j og ~ var ,:fixedn effekter. 

XO en onsker å opprettholde en konstant basis" kan "LaGrange 
multipliers" benyttes. En kan tenke seg folgende ikke-estimerbare 

A A A A A A A 

funksjon: ( v Q *vv Q ( v Q *vJ p 2 ( v Q *vv Q *vJa I tillegg til denne 
Lkke+e s t Lmår b a r e funksjon trenger vi en "cons t r a i.n t " til, f o eks o 
A 

µ p o. 

µ h1 h2 h3 &1 g2 S11 512 513 Su S22 
A - @ 0 L- 0 0 0 0 0v 0 0 a 0 0 C : @ 
A © 
h1 13,315 1 1 I ;;134 -;;250 ,115 ,253 -,253 J : h1 
A I 

h2 14,221 1 1 1-,264 -,081 ,345 ,036 -,036 vv h2 
A I 

- A -· 
h3 13,111 

E=m = 
1 1 v-,207 ,075 ,132 -,,156 ,156 vv ha 

lb 6 I 
A 

0,043 I 
A p gl p 1 I ,487 ,477 ,036 -,002 ,002 11 g1 y 

A 
l- - I g2 -2,013 11 ~UUvnv ;056 -,237 ,393 ,607 : : g2 

A ------------- ------- 
sl l -0,048 :,,082 -,056_-,026 -,019 ,019 : : *vv 
A 

S12 -0,038 ::-,056 ;;102 -:;047 ,023 -,023 11512 
A U: 
S 1 3 0,086 -,026 -,047 ,073 L--,004 ))004 * 13 � n 
A 

vv I 
0,389 

UU " 
521 -)1019 ~023-,004 ,121-,121 521 
A 

~ ,019 --,023 ,004 -,121 ,121 11 S22 S22 -0,389 

: 
I RRR> 

B : : < : 
L 

smlo korre5. tabell med 
annen· "cons t r a M> t " .c: 

' 



3 B~ 12. 

Den inverse koeffisientmatrisen er: 

A 

µ 

A 

A 

A 

S 11 
A 

A 

A 

A ,.. A A A N' N' A A A N µ h1 h2 h3 g1 g2 S11 S12 S13 S21 S22 
0 0 0 a 0 0 • 0 0 0 0 0 

I 
0,315 0,069 0;043 -0,004 -ojo10;-o,009 0,017 -0,008 -0,017 0,017 

0:-207 0:-079 -0,011 -0,142v 0,018 0,005 -0,023 -0,002 0,002 
I 

0,11s -0,004 -0,1061 0,014 ~o,oos -0,009 0,010 -0,010 
I 

0,032 0,0081-0,032 -0~032 -0,002 0,000 -0,000 
I 

___ 0-12~0,-_.9,~12_-o~oo~ 0,016 -0,026 -0,040 "{ ""{ "U"" __ - - - - - - - - - 
symmetrisk I 0,061 0,004 0,002 0,001 -0,001 

0~060 0,003 -0,002 0,002 

0,062 0,000 -0,000 

0,059 0,008 

0,059 

A A 

Hva er Var (h1-h2)? 

A A 

Var (h1 - h2) p µ 0,315 Q 0,207 - (2) (0,069)]a2 p 0~383a2 

som tidligere. 

En bor merke seg at estimater av estimerbare funksjoner av "fixedn 
effekter og lesningene for "random" effekter blir de sanune uansett 
j

1constraints". Variansene blir også de samme uar:sett hvilke ikke"· 
estimerbare funksjoner som er brukt som aconstraintsn. C22 er 
nunique:v. 

co g er N� i xed" effekt men· både j og ~ er "r andom" effekter 

Vi har da: 

y p XQ Q Z~ Q ? 

hvor 



3 B~ v) " 

b p I µ : • u p : h1 

gl I : h2 
g2 : I h 3 

S 1 l 

S12 

S 1 3 

S21 

S22 
Nå blir: 

0 

a 
1 

ø J X' J 
I e 
s 

• 
a2 
s 

02 
Dette innebarer at en adderer / til diagonalelementene for 

<J crh 
besetning og R� til diagonalelementene for fedre. En forutsetter: 

X' * 

uøJ <J e e R p 2 ; - p 15 
02 · J h s 

Således: 

-r A J) ! / 10 9 I 9 14 I 3 4 2 5 9 µ L C Jn/ I l I A 4+2 0 a : J 2 I 2 a 0 2 0 h1 I : 50 
a : ) • A 10+2 7 a 1 2 3 4 h2 : 6 128 © I 

9+2 I 4 5 I 1 A 

) 0 a \ h3 I : 106 : l 
A 

© r 0 I 3 4 2 0 a gl I : 122 
A 

14 I Q a 0 5 9 : : g2 : p I 162 

a ' 
: 

A symmetrisk I 3+15 a 0 a * 1 1 I I 39 
A 

4+15 a a < : : S12 J I \ ) 
A 

2+15 a < : : * 1 3 : I ) a 
A 

\ QvU\ < : : * 2 1 I : 67 
A 

9+15 : '- xJJ l : 95 ...J 



V A: 14. 

Her trenger vi bare en nconstraintn da koeffisientene for g 
A 

summerer opp til koeffisienten forµ. Vi velger å setteµ= 0. 

En får da: 

_A 

µ -, ro 
A 

h1 -0,166 
A 

h2 0,537 
A 

rAJ h3 -0,371 

_!=~I Fl13,594 
g2 11,571 
A 

S11 -0,060 

N' \ v -0,042 
A 

Sl 3 0,102 
A 

S21 0,393 
A 

S22 -0,393 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 ,460-,234-,225 a a ,170-,113-,057 ,143-,143 

0 R6 234 , 527 -, 293 0 0 -, 110 -, 006 , 116 , 005 -, 005 

CR?} ? ! :2~ -~_2:3 _, ~l~ ~ _ 0 :, ~6~ ~ 1~:9 --~ ~59_ -, !4! _:_ 1~8 

E s p 1 ,299 ,342 ,359 1 0 ,062 :-402 "236 ,030 -,030 

· 1 ,280 ,375 ,345 0 1 ,049 -:;019-,030 ,424 ,576 

0 ,023 -,015 -)1008 0 0 ,091-·,061-·,030 -,013 ,013 

0 -,015 -,001 ,016 0 0 -,061 ,108 -·,047 ,017 -,017 

0 -,008 ,015 -,008 0 0 -,030 -~047 ,076 -,004 ,004 

o ,019 ,001-,020 o 0-,013 ,011 -;004 ;1129-,129 

0 -,019 -,001 ,020 0 0 ,013 -,017 ,004 -,129 ,129 

µ 

S11 

S 13 

<( den inverse koeffisientmatrisen: 

µ 
A 

A 

A 

A 

A A A 
µ C h1 h2 

I o, 0 0 - - - 
0,270 0,117 

0,237 

I 
© 

symmetrisk 

' 

A 

h3 1 

! 

A A A N' A A A 

0 : O O : -- _, RR· RR 
' I 0,113,-0,150 -0,140,-0,011 0~008 0,004 -0,010 0,010 
© ! 

0,146,-0,171 -0,187, 0,007 0,000 -0,008 -0,000 0,000 
: : 

0,241 -0,180 -0,112, 0,004 -0,008 0,004 0,010 -0,010 
I 

0j305 0,170
v 
-0,024 -0,027 -0,016 -0,002 0,002 

I 

0,282
v 
-0,003 0,001 0,002 -0,028 -0,038 

0 0 0 0 0 

0,061 0,004 0,002 0,001 -0,001 

01060 0,003 -0,001 0,001 

0,062 0,000 -0,000 

0,058 0,009 

0,058 



V A:15. 
A A A A 

Hva er variansen på differansen Lj 1 - j 1) - (h2 ~ j 1 her ? 

N N Var [ (h1 - hi) - (h2 - h2)] = [ 0,270 Q 0,237 - (2) (0,117)]a2 = 
0,273cr2 

Som et eksempel på hvordan variansen avhenger av om effekten er 
" " " " N� i xe d" eller "r andom'' j skal vi for (h1 - hJ- µ eller (h1 - hi) - 

A A A A A A 

(h2-h2)l og (s11-s12) [eller (s11-s1i)- (s12-s12)1 sammenstille 
resultatene: 

Modell (f p "fixedn 

h ( s Var. av Var. av 
N A N N f f f (h1 - h2) p 0,573a2 (s 11 - s 12) p 0, 830cr2 

N A N A 

f � r (h1 - h2) p 0,383aJ (s11-s11)-(s12-s12) p 0,113cr2 

N N N N r � r (h1-hi)-(h2-h2) p 0,273cr2 (s11-s1i)-(s12-s12) p 0,lllcr2 

Om besetningseffekten egentlig er "randomnj men vi bruker den som 
Hfixed", blir variansen på estimatene av estimerbare funksjoner av 
11fixedn effekter og variansen på npredictions'1 storre enn om be 
setning hadde blitt behandlet som "randomn effekt i analysen. 
Estimatene og "p r ed i c t Lons " er imidlertid "unb i as ed " (se IX). 

d. j j ( er "fixed" effekter mens ~ er 11random1
: effekter. Fedrene 

er beslektet (se også V D). 

La oss forutsette at fedrene er beslektet som vist nedenfor: 

S 1 1 S13 

S12 

1 

1/4 

1/2 

0 

0 

1/4 

1 

1/8 

1/4 

1/4 

1/2 

1/8 

1 

a 

0 

1/4 

a 

1 

1/2 

0 

1/4 

a 

1/2 

1 

Dc tt e betyr at f.eks. s 11 og s 12 er like mye beslektet som 
halvsosken. Videre er ingen av fedrene innavlet. 



V A: 16. 

- 2] 
FOlgelig er G-1;2 = lA-1 o~ -\-, og G-1 skal adderes til Z'Z i 

• 0s ae 
BLUP-ligningene. - 

A u· ! X'Z Hb] µ 7 'y -, 
p UU" 

Z 1 X Z'Z+G-1_ -~ Z'y 

eller, 

A 1 1-284 23 4 10 ( r 141 ) 4 2 \ r µ 
I N 4 0 0 2 Jv 2 0 0 2 0 h1 : : 50 

8v N 10 a 3 0 1 2 ) 4 h2 : I 128 
' N r 4 51 v 3 a a \ h3 : : 106 
I A 

9 av 3 4 2 0 0 gl : = : vJJ 
A 

141 0 a 0 5 r 
-~2- { � v{ v?) R -------- ----,- ------------ 

: 3+ O+ O+ O+ O+ 
symmetrisk I Jv ,10 -4, 39 -10 ,00 , 73 ,73 : : F C : I I 39 

I 
i 4+ O+ O+ 

A 

I 17,56 0 -2,93~,93 S12 : I 53 

2+ 
N 20 0 a s 1 3 : : 30 

5+ O+ 
20 ,49 Rr .si : : F 2 1 : : 67 

9+ 

20,49 : : F 2 2 : : 95 

02 
De nederste sifrene i Z'Z+G-1 er G-1. (cr! = 15). 

Vi må innfore to uconstraints", og velger å bruke: 
A A A 

2 &1+s11+s12 = O 
A 

µ p o. 



VA:17. 

Dette gir: 

µ h1 h2 hs gl &2 S11 S12 S13 S21 S22 
A - 

µ 0 a a 0 a 0 0 0 0 0 0 a µ 
A 

h1 13,425 1 1 ,133 -·:i297 "114 ,287 -,287 h1 
A 

h2 14,258 1 0 1 -,284 -:io7s ,359 ,044 -,044 : : h2 
A 

-A] r 13,054 RN'R 1 0 0 1 -,216 s076 :i140 -,174 ,175 I : h3 lt p ~I E=JJ=IO p 0,028 1 < ,491 ,485 :;023 -,001 ,001 © I g1 

g2 -2,068 ?" { { { { { { ? { v{ ,~1!_ ~~3 JJ?* _,3~9 _,~1- v : g2 
A 

S11 -0,024 ,058 -,oss -,003 -,018 ,018 I I xvv 
A 

S12 -0,031 -,140 ;,084 ~·,044 ,021-,021 I I S12 
A 

S13 0,054 ,070 -,062 :.055 -,012 ,012 I I S13 
A 

S21 0,215 -,026 ,040 -,014 ,076 -,076 : : *Jv 
A 

S22 -0,228 -,003 ,013 -,010 -,062 ,062 1 l_s22J - 
og den inverse koeffisientmatrisen er: 

A 

µ 

A 

A 

A 

Sl 1 

N 
S12 
A 

A 

N 

A A A A A A A A A A A 

JJ h1 h2 h3 g1 TJ S11 S12 S13 S21 S22 

,-o 0 0 0 0 a I Q 0 0 0 0 
I 

© 
0,309 0,069 0,047 -0,002 -0,102,-0,009 a~Gav) ~0,010 -0,005 0,014 

I 
0,201 0,076 -0,007 -0,139, 0,008 0,007 -0,014 -0,000 0,003 

© 
0,174 -0,003 -0,104, 0,008 -0,003 -0,003 0,005 -0,007 

I 
0,041 0,013 -0,042 -0,041 -0,022 -0,008 -0,008 

I 

symmetrisk 

0,244v-0,007 -0,020 0,008 -0,046 -0,055 
R R ©"""" R R R R R { U RR RRR R / C� UR R RR •• • • 

i 0,064 0,019 0,032 0,002 0,000 

01062 0,012 0,015 0,016 

0,063 0,001 0,001 

07063 0,035 

0,064 
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A A 

h Å· er 3· ø (h1 - h2) her ? 
A A 

Var (h1 - h2) p µ 01309 + 0,201 - (2) (0,069)]aJ p 0,3720J 

3Gd• ø• ~ 

A A 

3· ø µ L * 1 1 - * 1 i) - ( * 1 2 - * 1 2)] p µ aU a P / Q X U a P J R L J- L X U X vr - 1 cr 2 p 

aUCCann<J 

Ved åta inn slektskapet mellom individene får en således mindre 
varians både 4å estimatene av estimerbare funksjoner av "fixed" 
effekter og på '1predictions" (sml. tidlige:re resultat s. V A: 11) o 
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EKSEMPEL B. RANGERING AV OKSER P2 GRUNNLAG AV ALDERSKORRIGERTE 

DATA FOR MJOLKEAVKASTNING CSCHAEFFERo 1975) 

La oss arbeide med f6lgende data: 

Totalt for avkom 
Besetning-år- Identifikasjon Antall Mjolkemengde 
sesong av okser avkom 100 -- 

1 20021 4 531 

1 20032 ) 449 

1 20103 ) 416 

2 20032 ) 411 

2 20114 J 298 

3 20103 4 624 

3 20235 6 983 

4 20021 J 302 

4 20266 ) 526 

5 20021 2 321 

6 20021 2 254 

P 20114 4 746 

6 20266 2 363 

Totalt har vi 40 observasjoner, 6 grupper av besetning-år- 
sesong kombinasjon og P okser. Den underliggende modellen her er: 

Y · · kl p g · Q s · · Q hk Q e · · kl ' lJ 1 lJ lJ 

hvor 

gi 

i o Ik c " · v lte d .te f .. te p mJv eav astn1ngen t1 atter etter J ar 1 1 

kte b . < k b. . gruppe og esetn1ng-ar-sesong om 1nasJon 

p konstant som er felles for alle d5tre etter fedre i 
ite gruppe ("fixed" effekt) 
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sij p effekten av jte far i ite gruppe på sine dotre ("random" 
effekt) 

hk p effekten av k besetning-år-sesong koMbinasjon ("fixedn 
effekt) 

.eijkl =tilfeldigeffekt på hver registrering 

E(s, e) p O, og hanndyrene forutsettes å vare ubeslektet. 

Selve grupperingen av fedre går u~ på å definere hvilken 
populasjon som de ble samplet fra. Her kan en velge mellom 
flere kriterier f.eks. f5dselsår, testinpsår, avstamninRs 
resultat osv. Videre bor en ha 20-40 fedre nr. ~rupne. I 
det fHlgende bruker vi 2 grupper, nemlig: 

rs,1=20021 

1S12=20103 

Ls13=20114 

S21=20032 

S2 2 p 20235 

S23=20266 

"Mixed-modelu ligningene er gitt nedenfor: 

fh g 2 S11 S 21 S 12 S 1 3 S22 S2 3 h 1 h 2 h 3 hr+ h s h 6 

J) 0 10 a 7 6 0 a 7 2 4 2 2 6 : � ;1 : : ) / r J 
N' 17 a P a 0 6 5 ) ) 6 ) 0 2 g2 : : 2732 

2s* < N' 0 0 a 0 / 0 0 2 2 2 S 1 1 : I 1408 
N' 21 0 0 0 0 3 3 a 0 0 < : v* Jv : I 860 
N' 22 0 0 0 ) 0 4 0 0 < : :* 12 : : 1040 
N' 21 0 a 0 2 0- 0 0 4 : ls13 : : 1044 
N' : p I 21 0 0 0 6 0 0 a : : x JJ 983 
N' 20 0 0 0 ) 0 2 : : s2a : I 889 
N 10 0 0 0 0 < : : h 1 : I 1396 
N 5 0 0 0 < : : h2 I I 709 
N' symmetrisk 10 0 0 < : : h , : : 1607 
N s a < : : h4 I I nJn 
N 2 < : : hs : : 321 
N s : C h6 I I 1363 

S G-1 10 Q l.5 = 25 
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Hvordan en teknisk sett dannet ?ruppeligningene kan kanskje 
vire nyttig å illustrere mer detaljerto Vi hadde altså P okser~ 
og ut fra et kriterium (eller flere kriterier) bestemte en at 
gru~pe 1 skulle omfatte oksene *11, *12 <( *13 mens ~rupne 2 
skulle omfatte oksene s21, s22 OP s23. Dette inneblrer at f.ekso: 

A 

S 1 1 i ~i-ligningen er: va Q a Q a p 10 

N N 
~2 i gi-ligningen (og g1 i R2-ligningen) er: XQXQX p a 

dvs. (S21+S22+S23 i ,gi)-, OSVo 

N Ved å innfore 1 "cons t r a i nt '", eks. ~ i p 0, får en fiHP-;ende 
losnin~er: 

N A 

S 1 l p -5,39291 5 2 l = -~o, 91929 
N A 

S12 p 0,15664 522 p -0))25953 
A A 

\ i ) = 5,23627 S23 = 1,17882 
A A 

g 1 = 0 g2 = 9,87155 

N N h1 = 139,02450 h2 = 134,33414 
A A 

h3 = v\ / ?n8av/ h4 p 161,12694 
N A 

hs = 165,89291 h6 p 166,3/J.250 

En skal merke seq at uansett nconstraintsu blir: 

• 
A A 

P:i - f'-2 p -9,87155 

• • 
" 

forskjellene mellom h konstant 

•• 0 

A 

lesningene for s de samme. En ser også at ;sj p 0 fordi 
varians-kovarians matrisen (G) er diagonal~ o~ alle 
diagonalelementene er lik samme konstant. Om diagonalene 
til G ikke er lik, eller -om noff"-diagonal-elementene 
eksisterer i G, eller e ± Ia!, summererw.randonfieffektene 
nodvendigvis ikke til o. 

Av resultatene ovenfor kan en se at far v i prupne v får 
verdien ("sire pr oo E"}: 0, 0 - 5, 39291 p Q·S, 39291 (NB. vå r 
konsekvent ved valg av basis). 



Når det gjelder mormaterialet som hanndyrene nares til, må en 

i disse beregningene forutsette at det i P.jennomsnitt er det 

samme for alle fedre som testes. Holder ikke denne forutset 

ningen, må en som påpekt av Henderson (1973), ta både morfedre 

og fedre inn i modellen (se V J:1). 



V C:1. 

EKSEMPEL C. RANGERING AV OKSER NAR EN BRUKER FLERE LAKTASJONER 

be " åB, , f e CSCHAEFFERo vr 8\ - 

La oss forutsette at vi skal arbeide med data som er vist i 
tabellen nedenfor for rangering av okser: 

Registrering 

Besetning- Besetning- Besetning- 
år-sesong 0 år+s e s ong 

1~ 
ar-sesong 

Far Datter kombinasjon kombinasjon 2 a kombinasjon 3. 

20021 1 1 104 ) 110 
20021 2 1 103 3 122 
20021. 3 1 179 3 142 5 137 
20021 4 1 145 ) 177 5 199 
20021 26 4 139 6 105 
20021 27 4 163 6 191 8 200 
20021 31 5 170 7 117 
20021 32 5 151 7 146 r 192 
20021 37 P 113 n 197 10 201 
20021 38 6 141 n 144 10 142 
20032 5 1 156 3 196 5 189 
Jaa) J 6 1 150 ) 185 
20032 7 1 143 3 128 
20032 13 2 166 
20032 14 2 102 
Jaa) J 15 2 143 4 102 
20103 8 1 127 
20103 r 1 185 ) 103 
20103 10 1 104 
20103 16 3 129 5 101 
20103 17 ) 188 \ 1.S2 
20103 18 ) 174 
20103 19 ) 133 \ 142 7 154 
20114 11 2 110 
20114 12 2 188 
20114 33 6 186 n 134 10 170 
20114 34 P 186 n 198 
20114 35 6 185 8 191 10 140 
20114 36 P 189 n 163 
20235 20 3 197 \ 132 
20235 21 ) 189 \ 129 
20235 22 3 148 \ 102 
JaJ) \ 23 ) 105 
20235 24 3 163 5 181 7 130 
20235 25 3 181 5 100 
20266 Jn 4 198 P 201 
20266 29 4 145 P 169 n 126 
20266 30 4 183 P 191 
20266 39 P 187 n 193 
20266 40 6 176 n 175 10 166 

*1. laktasjon 
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En går ut fra at det er foretatt en riktig korrigering for 
effekten av alder og kalvingstid. 

Den modellen som ligger til grunn for disse data, kan sies å vare: 

Registrering= effekten av fargruppe+ effekten av fedre innen 

gruppe+ effekten av besetning-år-sesong+ effek 
ten av kyr innen fedre og besetning+ rest. 

Uttrykt ved nmixed modela får en når en for enkelhets skyld 
forutsetter bare~ besetning: 

Y. p Xg + Z~ + Wh + P~ + ~ , hvor 

y p vektor av observasjoner 

g p vektor av far-gruppe-effekter C'fixedv:) 

s p vektor av far-effekter cvrandom") 

h p vektor av besetning-år-sesong-effekter C'fixed") 

u p vektor av ku-effekter (
1'random11

) 

c p vektor av tilfeldige feil 

Nå blir a2 p 1h2a2 . 02 = ( r - .!.h 2 ) o 2 . o J p LvR r)a; hvor s / y ' C 4 y ' • 

a2 = varianskomponenten mellom fedre s 
o~ p varianskomponenten mellom kyr 

a; p varianskomponenten for rest 

r p reproduserbarheten 

Folgelig må G-matrisen bli: 

G p 

a 

Videre må en forutsette at alle kyr har forst0 laktasjonsavkastning 
registrert, og at alle laktasjoner på samine ku er registrert i 
samme besetning. 
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Når det gjelder forholdet mellom varianskomponentene, går en ut 
fra at: 

02 
• p 

cr2 
C 

1- r 

r-.!h2 
4 

p 1,0 og 
a2 
? p 7,5 
02 

* 

(h2 p r p 0,53) 

f Ls- p 7( Q Wh 

Va:r Ls- p ZZ 'a: Q PP' o~ Q Io! j og "md xed mod e I."> ligningene: 

X1X X'Z X'W X'P 8 ri -- X'y 
Z 'X Z'Z+I(7j5) Z 'W Z'P : : ? Z'r 

Ck p w1x W'Z W'W W'P I : w•r 
p ~ 7 P'Z ptw P'P+I(l) : : ? P'r 

hvor g1 inkluderer far nro 20021, 20103 og 20114, 
og &2 inkluderer far nr. 20032j 20235 og 20266. 

Dimensjonen 4å denne matrisen er lik 53 (dvs. 2 far-grupper; 
6 fedre; 40 kyr og 10 besetninger). 

En vil i det folgende bare vise noen av ligningene: 

X'X p 

X'Z p 

[~o 3°s J 
[:6 a 12 12 0 

1~ l 11 0 0 12 { : 

g 2 9 2 7 n ) 7 1 4 
) r 4 P 5 1 ) 0 1 

Diagonalene av Z'Z + I (7,5) er 

{::;3 ,s 18,S 19,5 19,5 19,5 
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Elementene av Z'W er: 

4 0 4 2 4 4 J ) 1 2 ....• 

) ) ) 1 1 a 0 a a 0 
3 0 5 0 3 a 1 0 a a 
0 2 a a 0 4 0 4 0 2 
0 0 P a 5 0 1 0 0 a 

a 0 0 ) 0 \ 0 ) 0 1 - 
Diagonalene av W'W er: 

(10 \ 18 6 13 13 4 10 1 S) 

Hoyresiden (HS) av ligningene er: 

Ligning HS Ligning i-IS Ligning HS Ligning HS 

&1 7728 C1 214 C16 J) a C31 Jn8 
g2 5527 C2 225 C17 ) / a C3 2 489 

C3 458 Cl 8 174 C 3 3 490 

S1 3930 c , 521 C 1 9 435 C 3 l+ 384 
52 1660 C5 541 C20 329 C35 516 

S3 1758 c6 335 C21 318 C 3 6 352 
* 4 2040 C7 271 C22 250 C 37 511 
S5 1757 Ce 127 C23 105 C 38 427 
s6 2110 Cg 348 C2 l+ 474 C 3 9 380 

C10 104 C2s 281 C4 0 517 
h1 1396 Cl 1 110 C2G 244 
h2 709 C12 188 C27 \ \ / 
h3 2830 C 1 3 166 C2e 399 
114 930 C14 102 C29 440 
hs 1891 i v* J/ \ C30 374 
hs 2220 

h7 547 

he 1721 
hg 192 

h10 819 
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På grunn av krav~t på estimerbarhet må en innfore en "constraint", 
eksempelvis i1 p Oo I neste tabell viser en 16sningene og de 
inverse diagonal-elementene. 

Lesning 
til Lesning Diagonal* 

Lesning 
til Lesning Diagonal* 

Tv 0 
TJ 3,5747 
St -2,1980 

S2 -1,1479 

53 -0;;3999 
S4 2,5980 

S5 -2,7566 

S5 3,9045 

h1 139,9114 
h2 145,9764 
hs 156,7792 
h4 152,3122 
hs 140,2143 
h6 165,2035 
h1 130, 0296 
ha 167 ,4384 

hg 183,8139 

h10 164,6620 
C1 -26,0982 

C2 -22,4315 

C3 6,9223 

C4 22,6723 

i * 24,2037 
C5 11,1519 
C7 -10, 1814 
Ca -6,2557 
Cg 17"3697 

C10 -17,7557 
C11 -19,2872 

0 
0,2519 
0$0959 
0)1077 
0~1052 
0,1033 
0:.,1094 
0,1127 
0,2476 
0,4995 
0,1947 
0,3767 
0,2263 
0,2372 
0,4645 
0,2654 
1,4802 
0,3963 
0,4040 
0,4040 
0,3294 
0,3294 
0,3617 

0,4281 

0,4281 
0,5595 
0,4064 
0,5595 
0,6190 

C12 19,7128 

C13 8,7984 

C14 -23,2016 

C15 -19,3807 

C15 -22;10645 

C17 14,6021 

C1e 8~8104 
C19 2,2942 

C20 10,1234 
C21 6,4568 
C22 -16;12099 
C23 -26,29B7 
C24 11,1307 
C25 -5,8766 
C26 -23,C399 
i J8 18,9100 
C2e 22~1753 
C 2 9 ··· 1 '\ U n / 8 r 
C30 13:i8420 
C31 7,0507 
C32 10:i3841 
C33 -3,7745 
C34 15,3874 
C35 2;17255 
C36 / '-8Ja8 
C37 \ Fva8J\ 
C39 -15,9275 
C39 10,7999 
Ci.o -0,6854 

0,6190 
0,6096 
0,6096 
0,4492 

0,4080 
0,4080 
0,5469 
0,3548 

0"4090 
0,4090 
0,4090 
0,5484 

0,3599 

0,4090 
0,4283 
0,3527 
0,4292 
0,3596 
0,4292 
0,4320 

0,4320 

0,3625 

X iA217 
0,3625 
0,4217 
0,3585 
0,3585 

0,4300 
0,3779 

*for den inverse matriseno 
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Resultatet ('1sire p roof ") for det enkelte hanndyr beregnes som 
tidligere og er vist nedenfor: 

Lesning Lesning nsire 
Far far-effekt gruppe-effekt proof11 

S1 (20021) -2,1980 0 ~2,1980 

52 (20032) -1;)1479 3,5747 2,4268 

S3 (20103) -0,3999 0 ···Oil 3999 

x / (20114) 2ll5980 0 2,5980 

S5 (20235) -2ll7566 3,5747 0,8181 

Ss (20266) 3,9045 3,5747 7,4792 

Lesningen for den enkelte fareffekt kan selvsagt også finnes ut 
fra lHsningene for kueffektene (dattereffektene). F.eks.: 

C2e Q C29 ~ C30 Q C39 Q C40 

x * p RRRRRRRRRRRRRR p 3,9045 
7,5 

Et interessant sporsmål er om vi ogs~ kan beregne avlsverdien 
til kyrne. Her kan en skille på to definisjoner_ nemlig L= l A 
endret i forhold til Schaeffer, 1975): 

aD ETA, "estimated transmitting 

ih2 
-1 4 g.+s .. Q] 

1 lJ r-.!.h2 

? 

ability" (Hele genotypen)= 

fraksjonen av variasjonen i c som 
er genetisk betinget. 

Her er den permanente miljoeffekten eliminert, og estimatet 
gir en nyttig informasjon når en skal avgjHre om flere kalver 
skal settes på etter den enkelte ku. 
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bo RPA, "e s t Imat e d real producing abili tyn Lp "pr e d i c t ion of 
a fu ture r ecor d") p g. Q s .. Q c .. k. RPA inneholder også 

1 1J 1J 
eventuell permanent miljoeffekt, og RPA gir en nyttig infor- 
masjon når det skal avgjores om en skal beholde vedkommende 
ku i besetningen. 

En kan dermed sette opp felgende for f.eks. ku nr. 5: 

A A r ¾h2 
: A 

ETA p ( " + * " " Q] · Q u " " k p 3 , 5 7 4 7 ~~ 1 , 14 7 9 Q L 0 , 6 3 ) ( 2 4 , 2 0 3 7 ) p 1 1J \ l 1J . 
r ·· Rj J 

?R 

p 17,6751 

Dette estimatet er fri for "bias" på grunn av seleksjon og 
genetisk trend. Derimot er det en viktig forutsetning at det 
ikke er en genetisk variasjon mellom besetninger. Videre: 

N' ,... N' 
RP A p g - Q * " " Q u " " k = 3 , 5 7 4 7 - 1 1 14 7 9 Q 2 4 " 2 0 3 7 = 2 6 , 6 3 0 5 1 1J 1) ' -~~ 

Når det gjelder selve beregningen teknisk sett; er det flere 
måter å gjorc dette på (Henderson, 1975d). En måte som ofte 
blir brukt, når det er avlsverdien til hanndyrene (faren) en 
f6rst og fremst har interesse av å estimere, er folgende 
(for enkelhets skyld ser vi bort fra g): 

a. Sort~r kyrne innen b~setning. Når en har sortert ferdig 
for den enkelte ku) skulle felgende informasjon våre 
tilgjengelig: 

• 

0 0 

e O 0 

0 0 0 0 

n =antallregistreringer ("recordsn) på probanden 

yi = den enkelte registrering (i= 1 ... n) 

år-sesong for den enkelte registrering 

informasjon om faren til kua. 

bo En absorberer så den enkelte~ inn i ligningene for 
besetning-år-sesong og faro Dette gjores enklest ved å 
addere for den enkelte besetning felgende faktorer: 



V C:8 . 

• n et 
n+a 

L-U p 

til diagonalkoeffisienten for faren til kua 

[ 1 - r v 
r - 0 25 hJ 

'j 

0 0 L-U 

n+a til hver av koeffisientene for far x år-sesong 
l 

som kua hadde sin produA~jon i dvs. n adderinger 

0 0 0 
n - 1 Q ex 
n+a til den diagonalkoeffisientene for år-sesong 

0 0 0 0 Rv 
n+a 

D O O O 0 

O O O o D o 

til aoffii-diagonalelementene for år-sesong x 

år sesong 
aI:y. 

. 1 
1 
n Q ex til hoyresiden av ligningen for vedkommende far 

I:y. 
. 1 
1 · 1 v · • · d f kte a yk - n Q o. ti royr e s a en or ar-sesong 

c. Da absorbsjonen av f er ferdig, kan BLUP~·ligningene skrives 
som: 

µ> p u:J 
Det neste blir da å absorbere h, og en får: K~ p 9 hvor 

2 p Q 1 1 - Q 1 2 Q'i i Q { 2 og 

d p !1 - Q12Q2!f2 

s kan da estimeres uten storre vanskeligheter. 

En raskere metode for absorbsjon av her kanskje folgende: 

skrives som: 

Bx p fil [ l ° x ° } 
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Vi eliminerer forst xq' og den nye B-matrisen (Bq- 1) får 
da folgende element: 

kA" pk "" R 
1] 1J 

m! 
1 

p m. - 
1 

b. b. 
v° Jq 
bqq 

A 

osv. inntil en har ligningene forstilbake. 
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EKSEMPEL D. RA,~GERING AV OKSER Pff GRUNNLAG AV ALDERSKORRIGERTE 
DATA FOR MJ~LKEAVKASTWING NAR EN KJENNER KOVARIANSEN (ADDITIVE 
GENETISKE SLEKTSKAPET) MELLOM OKSENE 

lo Schaeffer (1975) 

Vi går ut fra samme data som i eksempel B, og forutsetter at vi 
kjenner avstamningen på samtlige okser. Som basisgenerasjon velger 
vi en generasjon hvor foreldrene er ubeslektet, eller svart lite 
beslektet. 

Modellen kan nå skrives på folgende måte L= l A gruppe-effekten kan 
d· ignoreres): 

Y j kl p \ j + hk+ ej kl :. og 

·R p Io!, G p Aa;, hvor A inneholder koeffisientene for slektskap 
mellom okser. For å summere opp får en ved å bruke A beregnet 
far-effektene med storre presisjon, en trenger farre grupper for 
estimering av genetisk trend og genetisk forskjell mellom popul~~ 
sjener samtidig som en kan få et relativt sikkert estimat på avls 
verdien til hanndyrene tidlig i deres livo 

2 
ae S 

p A-1 r S Om - p 15 p r blir G-1 
O' 2 si 
s 

Videre: 

20021 p S1 

20103 = S2 

20114 = S3 

20032 p Sa. 

20235 p S5 

JaJPP = 56 

og (bruk kovarians-metoden) 

51 S2 S3 S4 S5 56 
RF 

B = S1 : 1 a 0 0 0 a 

s~ : 0 1 1/2 3/4 3/4 3/4 

S3 : 0 1/2 1 3/4 3/4 3/4 

x / I a 3/4 3/4 1 1/4 3/4 1 

x * I a 3/4 3/4 3/4 1 1/4 1 

56 : 0 3/4 3/4 1 1 1 3/8 
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som gir 

A-1 p .!_ : 6 0 0 0 a a P 
0 14 2 -6 -6 a 

0 2 14 -6 -6 0 

0 -·6 -6 16 / -8 
0 -6 -6 4 16 -8 

0 0 a (l -8 16 -u 
L 

"Mi xed-mode M'ÅRMd gn i.ngene blir da: 
- i" l 25 0 0 a 0 0 4 0 0 2 2 2 51 1408 

42* 5 -15 -15 a 3 0 4 0 a 0 
A 

1040 0 52 

0 5 41 -15 -15 0 0 2 a 0 0 4 
A 

1044 53 
A 

0 -15 -15 / P 10 -20 3 ) a a 0 0 S 4 860 
A 

983 0 -15 -15 10 46 -20 a 0 6 0 0 0 55 
A 

0 0 0 -20 -20 / \ @ 0 0 ) a 2 S6 889 
A 

4 ) a 3 a 0 10 0 0 a a 0 h1 p 1396 
A 

0 0 2 ) 0 0 0 5 0 0 0 0 h2 8ar 
A 

a 4 0 0 6 0 0 a 10 0 i 0 h3 1607 
2 0 a 0 0 ) 0 a 0 5 0 0 6" nJn 

A 

2 0 0 0 0 0 0 0 a 0 2 0 hs 321 
A 

2 0 4 0 0 2 0 0 0 a 0 n h6 1363 a 

- 

*7 Q C-\-4-) (15)) = 42. 

Lesningen~ blir: 
A A 

\ v p -5186436 h1 p 139:,58223 
A A 

S2 = 2,89166 h2 = 136,;44602 
A A 

S 3 = 5,90488 j ) = 156s,33321 
A A 

x TGU p 4:,98672 j TGU p 164)37492 
A A 

* 5 p 5,35020 h5 p 166136436 
A A 

* P = 5,95138 h6 p 167,40080 
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Her kan en se at far-effektene (''sire pr oof's ") ikke summerer til 
0 (G + Icr;). Videre kan en sammenligne far-effektene fra eksempel 
l (dvs. g·~

1 
.. ) O• d far-effektene fra eksempel a~· v L*"- for å se 

l. J .. J 
om en ville ha selektert feil ved å ignorere slektskapet mellom 
hanndyrene. 

Når det gjelder selve inverteringen av A-matrisen, kan dette bli 
nokså komplisert i mange tilfeller når matrisene er store. En bBr 
derfor utnytte enkle lesninger om slike finnes. La oss 'ta et 
praktisk eksempel. 

Vi forutsetter u* far-senn gruppe½ o~ mellom grupper forutsetter 
vi at det additive genetiske slektskapet er Oo Dette innebgrer at: 

B p 

a 

a 

Den ute submatrise har da felgende sammensetning: 

1 ' v 1 1 
J J " . J ' - ~ _ I - - - - -4 ·- _.. _. - - - - 

1 I v 1 
J I 1 / " . / 
1 : 1 1 1 
! / " P / I 

B p 
u 

1 
J 

1 
/ 1 LÅ Q v- 7 LÅ Q v- @ @ 

j t vv "" " te vor vu er ana sanner i u gruppe. 
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Dette betyr at [A A-1 p I] @ @ 

1 "A"vS' · v a2l*' : 1 0 2 
p 

!1• ¾i+¼J a2l* a3l+ai,.J 

' 
0 I 2 

l- { C :{ -·- L { U 
hvor 

I er en vu x "u "Ldent i t y" matrise 
1 er en vu x vu matrise av enere 

1 ·:: er en v u x 1 vektor av enere 

1 er en "scalar" 

Loser en så med hensyn til a'ene, blir: 

1 · v p vQRÅ 3 u 

4 aa p ) 

· G"p O 

hvilket innebarer at: 

1 Q "A � 2 
3 vu : R· ) - - R "U"" __ - R - - 
2 : 4 R) ! ) 

BRv R u - 

2 
) 

0 

0 4 
) 

4 
) 

Denne matrisen er altså bare avhengig av v ~ og videre: u 
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- Ai i 0 

I 
0 A21 

A-1 p 

: . 
0 

a 

På et enkelt sett kan altså A-matrisen for dette eksemplet 
inverteres. 

Nå har imidlertid Henderson (1975 c) utviklet en metode som gjHr 
at A-1 kan oppnås uten storre vanskeligheter~ Vi skal kort 
beskrive metoden: 

La A vare matrisen for det additive genetiske slektskapet mellom 
n individero å • forste t L. n) individene utgjor baspopulasjonen 
(ikke innavlete og ubeslektede individer; foreldre ikke spesifi 
sert). Videre la L vare en nedre triangular matrise slik at 
LL' p A. Sporsmålet er da hvordan en skal beregne L. Dette av 
henger selvsagt av om begge, den ene eller ingen av foreldrene 
er kjente. En kan suoonere opp beregningene på fHlgende sett: 

a. Nummerer individene fra 1 ..• n slik at foreldre kommer foran 
deres avkom. 

b. Den ovre tJ submatrisen av Ler I. 

Co Gitt at 4 <( ° L4 . ° - er foreldre til individ i, blir: 

1. . = ( 1 . Q 1 . ) / 2 for j = 1, ... , p lJ PJ qJ 

p 1 . / 2 for j p p + 1, . < • U q qJ 

p 0 for j p q Q 1 , ... , i - 1 , forutsatt at q . i - 1 ; 

1 .. 
l.1 

4 ° 
p (1 Q 0, 5 E I . 1 . - E l ~.) O, S 

j pv b1 -u j pv 1J 
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do Om bare den ene av foreldrene er kjent, eksempelvis pi: 

1. . p 1 . / 2 for j p 1, •... , p 1J PJ 

p 0 for j p p Q 1, .... , i - 1, forutsatt at p . i - 1. 

1 .. 
11 

eo Om ingen av foreldrene er kjente: 
n 

1. . 
lJ p 0 for E , o o • , i - 1; 

j pv 

1 .. p 1 11 • 

Metoden kan best illustreres med et eksempel. 

Individ Foreldre 

1 Ukjent 
2 Ukjent 
) 1 og ukjent 
4 1 og 2 
\ 3 og 4 
P 1 og 4 
7 5 og 6 

La oss tenke 0$5 det datasettet som er vist ovenfor hvor indivi 
dene 1 og 2 utgjor baspopulasjonen. Hvordan vil da L se ut? Som 
tidligere er L den nedre triangular-matrisen, og vi starter med 
f6rste linjen nedenfor baspopulasjonen dvso 3o linje i vårt 
eksempel. 

3. linje: 

i= 3; j p l; p = l; q p ukjent; 131 = ½ w 

j = 2 Lp p + 1); l 3 J = 0 w 

l33 p c 1- c½~ Q 0J)1 @"* = o,s6602s w 

Disse elementene kan så fores inn i L. 

Forste element 

Andre element 

Tredje element 
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4 o 1 inj e: 

i= 4; j p 1; p p 1; q = 2; l41 p 1; O p ½ } Forste element 

j p 2; 4 p 1; ° p 2; l42 p ½ } Andre element 

j p 3 Lp q Q 1); L, 3 p 0 } Tredje element 

l44 p µ 1 Q 0- (0,52 Q 0,52)) 0,5 p o,so,s } Fjerde element 

5. linje: 

i p 5. J. p 1 . P p 3 . q p 4. 1 p O , 5 Q O 2 5 p 0 5 } Po r s te 
' , ' ' 5 1 2 ' • 1 emen t 

J. = 2 . p = 3 . q p 4 . 1 p 0 Q 0' 5 p 0 2 5 } Andre 
' ' ' 52 2 ' element 

J. p 3. 4 p 3. ° p 4. 1 p 0,866025 Q 0 p 0 433016 } Tredje 
, , ' 53 2 ' element 

J. p 4. P p 3. q p 4. 1 p 0 Q 0,707107 p 0 353553 } Fj e rde 
, , ' 54 2 ' element 

l55 p µ 1 Q 0,5 ((0,5) (0,5) Q (0) (025) Q (0,866025) (0)) - 

(0,52 Q 0,252 Q 0,4330162 Q 0,3535532)) 0 ,s p 0 50,s 
' 'J 

som er femte element, OSVo 

Resultatene er vist i tabellene nedenfor og på neste side hvor 
også A-1 (beregnet på tradisjonelt sett) er tatt med. 

Lv- (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

Lv- 1,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 

(2) 0,000000 1,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 o,oooooc 
(3) 0,500000 0,000000 0,866025 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 

M p L/ - 0,500000 0,500000 0,000000 0,707107 0,000000 0,000000 0,000000 

(5) 0,500000 0,250000 0,433013 0,353553 0:;707107 0,000000 0,000000 

(6) 0,750000 0,250000 0,000000 0,353553 0~000000 0,707107 0,000G00 

(7) 0,625000 0,250000 0~216506 0,353553 0~353553 0,353553 0,637378 
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Lv- (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

- (1) 1,000000 0:1000000 0,500000 0,500000 0!1500000 0,750000 0,625000 

(2) 0,000000 ls,000000 0,000000 0,500000 0,250000 0,250000 0,250000 

(3) 0,500000 0,000000 1,000000 0,250000 0~625000 0,375000 0,500000 

LL1=-A=- (4) 0,500000 0,500000 0,250000 1,000000 O;i625000 0,750000 0,687500 

(5) 0,500000 0,25000G 0,625000 0,625000 1,125000 0,562500 0,843750 

(6) 0,750000 0,250000 01375000 0,750000 0 ,562SOO 1,250000 < ,906250 : 0 
(7) 0,625000 0,250000 0,500000 0,687500 0,843750 0,906250 1,281250 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) - 
(1) 2,333333 0,500000 -0,666667 -0,500000 0,000000 -1,000000 0,000000 

(2) 0,500000 1,500000 0,000000 -1,000000 0~000000 0,000000 0,000000 

(3) -0,666667 0,000000 1,833333 0,500000 -1,000000 -1,000000 0,000000 

A-1 p (4) -0,500000 -1,000000 0,500000 3,000000 -1,000000 -1,000000 0,000000 

(5) 0,000000 0,000000 -1,000000 -1,000000 2,615384 0,615384 -1,230767 

(6) -1,000000 0,000000 0,000000 -1,000000 0,615384 2,615384 -1,230767 

(7) 0,000000 0;000000 0,000000 0,000000 -1~230767 -1,230767 2,461534 

Den forenklede metoden som Hcnderson har utviklet bygger på 
anvendelsen av den inverse verdien av de kvadrerte diagonal- 
elementene av L, dvs. d. p 

1 1 . For våTt eksempel er: 
IL 
11 

d' p µ 1 1 1,333 2 2 2 2,461534) a 

La aij Lp aji) vare ijte element av A-1a Disse elementene kan da 
beregnes på felgende måte: 

a , aii p di+ 0, 25 I: dk hvor ~ refererer seg til avkom etter i te far 
k 

Eks empe 1 : a 1 1 p µ 1 + 0, 2 5 ( 1 , 3 3 3 + 2 + 2)] p 2 , 3 3 

a44 p [2+0,25 (2+2)] p 3° 
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(i< j) p -0,5 d. Q Oj25 l: dk om i er avkom etter AU eller 
J k 

0~25 I dk etter paring mellom i og j. 
k 

c f v o • v c "" te . _ re ererer seg a tsa t1 av om etter 1J paring. 

Eksempel: a12 p (0>25)(2) p 0,50 (nr. 4 er felles avkom) 

a67 p (-015)(2,461534) p -1,230767 (7 er avkom etter 6) 

· 1 
tJ p L R O , 5 ) ( 2 ) Q O , 2 5 ( 2) p ? 0 ; S ( 1 ! 4 gir avkom 6 ) 

Som en ser, stemmer disse resultatene med elementene i A-1• 

Om en er sikker på at en arbeider med en ~kke innnvlet populasjonj 
blir den forenklede metoden enda enklere å anvende. De eneste 3 
verdiene som d· kan forekomme for d. er: 

1 

1 om ingen av foreldrene til individ! er kjente 
[; t om bare den ene av foreldrene til individ i er kjent ) 
2 .om begge foreldrene til individ i er kjente 

Vi kan ta et eksempel: 

Individ Foreldre 

1 Ukjent 
2 Ukjent 
) 1 og 2 
4 1 og 2 
5 1 og 2 
P 1 og ukjent 
7 1 og ukjent 
n 2 og ukjent 
r 7 og 8 

Således: d' p (1 1 2 2 2 4/3 4/3 4/3 2] , 
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og 

"R . ~- 6 -6 -4 a 0 19 r -6 ,. 4 

9 17 -6 -6 -6 a 0 -4 a 
-6 -6 12 a a a 0 0 0 
-6 -6 0 12 0 0 a 0 0 

BRv p "A" : -6 -6 0 0 12 0 0 0 a 6 
-4 a 0 0 0 8 0 a 0 
-4 0 0 0 0 0 11 · ) -6 

a -4 0 0 0 0 ) 11 -6 
0 0 0 0 0 0 -6 -6 12 'R 

Noen illustrasjoner: 

avv = l+0 25 [2+2+2+i+±J 19 
' 3 3 =o 

a 12 = 0, 25 [ 2 + 2 + 2] r [3, 4 og 5 er felles avkom] = a 

a8 r p zR 0, 5) ( 2) =-~ 1, 0 [9 er avkom etter 7). 

Invertering av matriser er også diskutert av Henderson (1975 e)o 

2. Henderson (1975 d) 

Vi forutsetter at vi har et materiale som omfatter oksene 1, 2, 3, 
4, 6, 7, 8, 10, 11 og 12. Oksene 8 og 12 har ingen avkom med 
informasjon om mj6lkeavkastning. Etter at effekten av besetning 
år-sesong er absorbert, tenker vi oss f6l~ende;least-squares" 
ligninger for okser med avkom, som har informasjon om mjHlkeav- 
kastning: 

S1 52 53 S4 S& S7 S10 S11 
-·A - 13,784 -4,989 -2,946 : -2,213 -1,500 -2,136 : 0,000 0,000 * 1 i : 190 

' N -4,989 13,261 -3,476 -1,382 -1,429 -1,985 : 0,000 0,000 S2 : : 3916 
I 

0 ,000 I O :,!)00 N -2,946 -3,476 6,422 : 0;;000 0,000 0,000 S3 : : -3264 - - - --- R --- RUR - - - - - - - I - - - - """ - 
N ""2,213 -1,382 o .ooo v 7 .szs -1,500 -2 ,434 : 0,000 0,000 x / ' : -2275 
N -1,500 -1,429 0,000 I -1~500 4,429 0 ,000 : 0)1000 0,000 \ T : : 32 

I I N -2,136 -1,985 0,000 v -2,434 0,000 12,000 I -1,417 -4,028 ? : : 1826 - - - ""• • "" R· - -- - - ""• " -~----- -- ------- 
-1,417 : 

A 

0,000 0,000 0,000 : 0?000 0,000 3,875 -2,458 * va: : -1162 
: A 

0,000 0,000 0,000 I 0,000 0,000 -4,028 I -2~4.58 6,486 \ vvv © 737 
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Ingen av hunndyrene (modre 5 og 9) er testet) og relasjonene 
mellom de forskjellige individene går frem av diagrammet nedenfor: 

d 

d~6 

1~ 

r 
9 

r < 
5 ) 10 

d .-----: d 
d~7_ )11 

J"? 
a 

d?/ 
) 

d 
n 

å 
12 

Etter som ingen innavl foreligger kan Hendersons forenklede 
metode brukes for å finne A-1• Dette gir for individene 1 til 
12 (bruk kovarians-metoden for beregning av A): 

·R S 0 0 0 -4 -4 0 0 0 0 a a 10 

0 10 0 -4 0 a -4 0 0 0 0 0 
0 0 6 0 a 0 a 0 0 0 0 0 
0 -4 0 n 0 a a 0 0 0 0 i 

-4 0 0 a 11 0 ) 0 0 -6 a 0 
-4 0 0 0 0 10 0 0 · · · / 0 0 a 

BRv p ! : 0 -4 0 0 ) a 15 -4 0 -6 -4 0 P 
0 a 0 0 0 0 -4 vv 3 0 0 -6 
0 0 a 0 0 -4 a ) 11 a 0 -6 
0 0 0 a -6 0 -6 a 0 12 0 0 
a 0 0 0 0 0 -4 0 0 0 8 0 
0 0 a a 0 a 0 -6 ?RP a a 12 - 

S a v 
l = 1 Q 0, 2 5 ei+ ©- = ~ 
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For den videre bearbeidingen kan det vare rasjonelt å dele opp 
A-1 i submatriser dvs. 

A11 refererer seg til fedre med avkom som har informasjon om 
mjolkeavkastning 

A22 refererer seg til fedre uten registrering av avkastningen 
på avkommet og modre uten registrering ~v avkastningen 

Rekker og kolonner må da grupperes om, og BLUP-ligningene kan 
skrives som: 

[C22 Q W11r S S} µ?~} [:] W12r 
p 

' * W22r* W12r 

A 

S1 er BLUP for fedre med avkom, og 
A 

s2 er BLUP for de ovrige individene 
o2 

r* p -c/i p 15 (bare forste laktasjonsregistreringen er brukt) 
s 

b å neste side har en vist l MYbRv igningene uten å gruppere om rekker 
og kolonner [NB! en estimerer halvparten av individenes genotyper]: 

En skal for oversiktens skyld vise hvordan en har c<vvOv• © frem til 
enkelte koeffisienter: 

,._ 
13,784 Q L?- 15 p 38,784 S1 i ligningen for s1: 

;, i ligningen for St: -1,5 - L©- 15 p ·all~S 
,._ 

4 ss i ligningen for s1: 0 - La- 15 p -10 osv. 

Losningene er: 
,._ 
* p (16,75 

111,23 

-130,25 

7,55 

~"13,24 

88,61 

15,10 

31,58] 
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a '° 'liif" 1..11 0 N '° a a N øRRR" a 
? ..--4 '° r---. ? N '° ©N'G • """"• Cl) N N 00 """""• r-... 

©N'G ti') N • """"• ..-4 
I : I 

" 
0 • """• := ""• N ""U .k li) ""U i Cl • R R • """• 

. 3- . ©1'6 . Y- ( ti) . 3- . Y'- ( ( Ul . V) . tn ( til ( 

� ø- ' t 

'o a a a a a a g a ( a o1 
a 0 n g a a g g a C 
a a 0 a a a a "" • "" "" • "" "" "" "" • "" "" "" "" "" 
a 0 a i a 0 C LI') LI') a a a ....-4 • """"• ? 

I t 

i 8 ? 
a 8 n 00 ( a 00 ? a 

a C N n t..n 00 g a a a a 'Ill!!" •• "" "" • "" "" "" "" "" "" "" "" "" "" 
a a a i 0 a "'d" 0 a N "° 0 ? I N 

: 

0 a 0 a n 0 øRR" g a v» 00 a 
n a C a a • """"• a ['--. I.li C 

a u 0 0 a "'t'I" a i co ? 0 "" • " • "" "" • " "" "" "" "" "" "" • " 
0 0 0 a t.n 0 ? a a ? N 0 

1"'"-1 QR: t,I") ' I I 

a a 0 0 n 0 a C· a a a a 
a a g a a C C· a a 0 0 
C a a a a a G"UF i.n C i a "" "" "" • " • "" "" "" • " "" • " . . 
a 0 0 a a a a t~- øRU a 0 U') • """"• N .-4 

I I 

a a a 0 a a a a C 0 i n a n a 0 a 0 a a i n i 
a a a 0 i • a l.f'l Lli C a "" • " "" "" "" "• " • " "" "" "" "U . 
i 0 a 0 a a a t-- 1-~ C C t.f') "RA N ,-I 

I I 

'>C, i.n a 'Id' a i a i a UU ec a 
ti') 00 C t-"') a C i C a U"" """ N 0 • """"• a- a ? I.li a 1./"J a i ? i 0 "" "" "" "" "" • " "" "" • "" "• " N' " 
N • """""• C N t---- a 0- i i C) ~ URRU 
I 'NN'N' t tj- ? • """"• """""• 

• I ' I 

a a- a a a 0) 0 U~~~" a a i a 
a N 0 a i N a i U a a i 0 
M� '- ? a I.I') i • ? i i 0 C i 0 "" "" • " "" "" "" • " • "" "" "" "" "" 
"""R: ...-1 i vNRv i av ·o C1 0 a 0 0 ,-i ' I N ? 
I I 

a a a a a C a n 0 0 C 0 g g i a 0 a a C a a a 
0 0 LI"; 0 i.n a a 0 0 a • " • " • " "" "" • " • " "" "" "" "" " 

a 0 a a r-~- 0 • """"" a 0 :":'- C a ...-1 N ....-! 
I : 

r"'i N C X 'C n a ""It' a a a a a UR"6 co a N a f'I") a a C· C· a 
N :N'U a t.n a t.n ""It' a a a C 0 "" • " • " "• " • "" "" • " "" • " • " """ . 
N ..--4 C· r--- 0 ...-1 N 0 0 a uU a 
I .-I N I © 

: 

,..c '° N 0 a a a 0 a a i a 

'""" r-- N a a a a 0 a a i a 
a- ? ? 0 a a a a a 0 i 0 • "" • " • " • " "" • " • " • " "" "" , • " • "" 
N r"'i ? i 0 a a a 0 i i 0 
I I "'J 

a- """"• '° N C o~ I.I) a C C i g co '° ©R ec a N 00 a a i C 
O'l N ? t"i C <od" O', a i C i a "" "" 'N' • "" N' "" "" "• " • " . . " 
'tj" 00 t-,r'j U""""" a U""""" UR"6 a a a a a 
I ©RvN- I R I UR6 

I """ a- '° r"'i a a N° a a i C C 
00 00 ? ? a a f'I") 0 a 0 0 a 
t- O'l Cl) N 0 MX R 0 0 0 a a . • " • " • " "" • " "" "" "U "" . . 
00 -.::1- N N i ..--4 N C 0 <· i 0 
©'- I l I U""""" """R: I 

: I 
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En kan merke seg her at f.eks.: 

N N N _ Sa+Sg 
- 2 som også er forventet da individ 12 ikke har 

noen egen informasjon eller avkom med informasjon om mjolkeav 
kastning. 

" 
Videre er: l'A-1 s = O, dvs. for vårt eksempel: 

1 
b [ 2 2 6 4 4 2 0 4 4 a 4 a- * p o, 

noe som kan våre nyttig å vite for å redusere konvergeringstid~n i 
en eventuell iterasjon. 

Om en senere får informasjon om modrenes (individ S og 9) av 
kastning kan en ifolge Henderson (1975d) inkludere denne på 
fiHgende sett: 

n hJ r* • Adder 
n (r-hJ- Q (1- r) 

til diagonalkoeffisienten for 

henholdsvis ku nrQ 5 og 9 i de tidligere BLUP-ligningene. Denne 
formelen har folgende bakgrunn: 

La oss tenke oss folgende modell for to kyr: 

y. . = g. + p. Q e. . , hvor 
1J 1 1 1J 

gi= genotypen for ite ku for en egenskap 

pi= permanent miljoeffekt for ite ku, osv. 

Ku nr. 1 og 2 har henholdsvis n1 og n2 registreringer. 

Da blir BLUP-ligningene: 

Y · · = g · Q p. Q e. . , hvor 
1J 1 1 1J 

'-y--J 

ku-effekt 
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n1 Q ally a 12Y ; n 1 0 I i Tv 
8 C n1r1 I 

I 
al 2Y n2 Q a 2 2y , 0 n2 : g2 n2Y2 - - - - - R· - - R ""• • " ..,.__ ___ ..._ p I R ni 0 I fil Q C( 0 P1 n v y v 

n2 Q · : : P2 - 0 n2 ' 0 n2Y2 

hvor 

a=[l-rJ=~, a2 
e 

og Y p ~~~RJN 
r - h2 P · ( 

Som tidligere er: 

BRv p [ a 11 a 12 l 
· 1 2 a22 

Vi absorberer så Pi og P2: 

0 

som gir diagonalelementene: 
n~ 
1 

n. Q O' 
1 

mens ingen endring skjer i "off"-diagonal- 

elementene. 

Diagonal-elementene kan •idere vises å 

ii n. Q a y 
1 

vare lik: 
n~ ( r - hJ- 
1 

>" (r-hJ-Q LvRø- 
1 

ii ni[ni (r- h2) + LvR r)] - n~ (r- h2) 
p · y Q 1 

>" Lø R j J- Q Lv R ø- 
1 

ni Lv R r) 

>" Lø R j J- Q Lv R ø- 
1 

fordi h2y 
a2 

p ? a2 y 

a2 
• 

a2 p 
g 

a2 
• 

a2 p 
y 

cr2 _ 02 _ 02 
s i p p 

ay 
1 - To 
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Om det er halvparten av kuas genotype vi vil estimere, blir 
h2 S Y p r*, og dermed skal vi addere n r , til tidligere 

diagonalkoeffisient. n (r - h J- Q (1 - r) 

µ 
J S } s •• Adder n h r J til hoyresiden i de tidligere 

n (r-hJ- Q (1- r) 
BLUP-ligningene for henholdsvis ku nr. 5 og 9. Denne formelen 
har felgende bakgrunn: 

For eksemplet med de to kyrne må vi også absorbere hoyresiden 
tilhorende P1 og P2, dvs. 

>" } > ? Lø · · h J- sR" 1 - - 1 1 -- n.y. p n.y. - ------ 
n . Q a 1 1 1 1 n . ( r -· j J - Q L v R r) 
1 1 

> " s " µ > " L ø R j 2 ) Q L 1 - ø- } R > ? L ø R j 2) ·; s " p 1 1 1 1 ~ 1 

- n. y. - 
1 1 

p 

>" Lø R j J- Q Lv R ø- 
1 

n. LvR r)y. 
v v p 

n. h2y yi 
1 

>" Lø R j J- Q Lv R ø- 1 >" Lø R j J- Q Lv R ø- 
1 

Om det er halvparten av kuas genotype vi vil estimere, blir 
y p r*, og vi må multiplisere hoyresiden med½· Folgelig 
skulle formelen våre bevist. 
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t::<SEHPEL E. BEREGNii~G JW FENOTYPISK" GE;~ETISK OG i'HLJOHESSIG 
TiH: 1JO ( S C HI\ E F F ER ø 1 9 7 4) 

La oss forutsette folgende datasett: 

Tidsperiode 

Dyr 1 

1 vR R R . 58 
I 

S 2 gl ! 110 
t 

) I 123 

2 ) 4 Totalt 

- - - ? 
68 

122 
r / 

I 69 
I 

4 - - - 
5 R g2 

P 

7 
8 
9 

10 
11 

72 
© 108 
vR R 

t -· - - - 
114 
103 
53 

105 
P) 

© 98 
I 103 

g3 I 
, 121 

·- 

- 107 I - - { U 
I 
i 

PJ I 

112 i 
l 

121 © 

129 I 
- - - __ I 
: 91 : 

g~ I I 

© { { n?Rv 

126 
) / P 

/ J8 
122 
239 
171 
210 
224 
250 
91 

89 

* ( v p generasjon 1 osv. 

Dyrene er ubeslektet og ikke innavlet. En eventuell alderseffekt 
er korrigert bort, og arvbarheten (hJ- settes lik 0,10. Reprodu·· 
serbarheten er 0;25 (r). 

Hvert år kommer det inn en ny generasjon av dyr. 

Modellen for dette materialet kan uttrykkes som: 

Y · . k p t . + g . Q · " k Q • "" k , hvor lJ 1 J J lJ 

ti p en effekt felles for alle registreringer i samme tids 
periode ('1f ixed n) 

gj p en genetisk effekt felles for alle individer i generasjon 
j ('rfixeda

- 

ajk p effekten av det enkelte individ innen jte gruppe ("rand0m11) 



V E:2. 

eijk =tilfeldigfeil (O, a:) 

b . o kte . d. . d . . te . . te yijk p o servasJon pa in 1v1 1 J generasJon og 1 

tidsperiode 

Videre ~r E (a, e) p Oo 

Om en så deler opp ajk-effekten i en genetisk del (ag) og en del 
for permanent miljoeffekt (ap), får en at~ 

ajk p agjk Q apjk [ E (agjk apj 'k') p O for alle j, k, j', k'] 

Overforer en dette eksemplet i BLUP-symbolerj blir: 

b' = [ t 1 . . . t4 gl """ g , ] 

u' = [ a " " " a a """ a v g 1 1 g42 Pi 1 p lJ 2 
02 

Var (~) p Go2 p 6 I _g_ 0 • o2 
• : 02 

o2 • 
0 I~ 

02 
• 

Videre: 
02 

cr2 = o2 Q o2 ; r a o2 p r 2 
a2 ' oe y a e a Lv ?· ø- y 

a2 h2 o2 = cr2 Q o2 . h2 p __g . 02 p LvJ a g p ' a2 ' g • y Lv R ø- 

cr2 = 02 _ 02 = [ r h2 ] o! p" Lr - hj a2 - 
P · g (1 - ø- Lv R ø- 1 ~ r • 

Derfor: 

Go2 p • [1 (h 
J 

? (1 - ø-- 02 
• 
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og G-1 _!_ p [ I ( ~ 1 - ø- Ij J 

I(~l- r)/(r- h2))] 
1 

02 - 
(12 • • 

1(7r5) a l p I 

0 I(S,O) 

En kan så som vist på foregående side addere 7,5 og 5,0 til 
diagonalene for henholdsvis a og a ligningene. Ligningene er . g p 
ikke uconfounded" lenger da. For å få en unik losning må vi 

A 

imidlertid innfore en 11constraintn, ekso g1 p O. Nedenfor er 
aleast-squaresvv ligningene (ikke BLUP-ligningene) vist (NB! 

ligningene for agjk er identiske med ligningene for apjk): 

3 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 t1 291 

6 0 0 3 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 t2 533 

8 0 3 3 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 tg 760 

7 1 3 2 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 t" 711 

7 0 0 0 0 0 2 3 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 3 2 0 0 0 0 0 g2 532 

6 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 0 g3 684 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 g4 180 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 126 
&11 

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 346 gu 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 · 427 

g13 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 a 122 

g21 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 a 239 

g22 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 a 171 

g23 

symmetrisk 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 a 210 
g31 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 a p JJ/ 
g32 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 a 250 
g33 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 a 91 
g4 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 a 89 
g42 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · 126 
P11 

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 · ) / P 
P12 

4 0 0 0 0 0 0 0 0 a 427 
P13 

2 0 0 0 0 0 0 0 a 122 
P21 

3 0 0 0 0 0 0 a J) r 
P22 

2 0 0 0 0 0 a 171 
P23 

2 0 0 0 0 a 210 Ps 1 
2 0 0 0 · 224 

p32 
2 0 0 a 250 

p33 
1 0 a 91 bGQ 1 

1 a 89 
b vQJ 
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samt BLUE og BLUP på de ulike effektene: 

Lesning Diagonal (D)* 

Generasjon 

1 0,0 0,0 

2 -21,9453 0,5477 
) 16,9205 0,6715 
4 -9,0448 1,2234 

Tidsperiode 
1 97,0000 0,4444 
2 99,8060 0,3591 
) 95,1141 0,4080 
4 99,0448 0,5568 

Individ Genetisk (D)* 
Permanent S 
miljoeffekt (D) 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 

r 

10 
11 

-5,6645 
3,6053 
2,0592 

-2,3224 
0,7247 
1,5977 

-1,4400 
-0,3200 
1,7600 
0,1000 

-0,1000 

0,1186 
0,1159 
0,1155 
0,1187 
0,1175 
0jll87 
0,1191 
0,1191 
0,1191 
0,1267 
0,1267 

-8,4967 
5,4080 
3,0887 

-3,4835 
1,0871 
2,3964 

-2,1600 
-0,4800 
2,6400 
0,1500 

-0,1500 

0,1668 
0,1608 
0,1598 
0,1671 
0;11644 
0,1671 
0~1630 
0)11680 
0,1680 
0,1850 
0,1850 

*Diagonalene i den inverse matrisen 

Legg merke til at: 

0 

A A A 

agjk p a~/a; apjk p 2/3 apjk 

• 0 Sum av agjk p Sum av apjk p 0 for hver j 
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0•
0 The "estimated transmitting ability" (ETA) for hvert 

A A 

individ er lik: (a .k+g.) gJ J 

000• The "real producing ability" (RPA) for hvert individ 
A A A A -- 

er lik: aj k p gj Q agj k Q apj k 

0000
• Miljotrend og genetisk trend kan estimeres. Således: 

Individ f , B e bB 

1 -5,6645 -14,1612 
2 3;16053 9,0133 
3 2,0592 5,1479 
4 -24,2677 -27,7512 
5 -2lj2206 -20,1335 
6 ~, 20,347 6 -17,9512 
7 15,4805 13,3205 
8 16,6005 16,1205 
9 18,6805 21,3205 

10 -8,9448 -8,7948 
11 -9,1448 -9,2948 

Eksempelvis for dyr nr. 4: 

ETA= -21,9453 Q (-2,3224) p -24~2677 

RPA p -21,9453 Q (-2,3224) Q (-3~4835) p -27,7512 

Om vi går ut fra t1 som basis blir: 

0 Fenotypisk trend lik trenden i middeltallene for periodene 

0 • 

Ø O 0 

A 

Temporar miljotrend blir trenden it. 
1 

Genetisk trend kan beYegnes ut fra: 
E E (~. + a . k). • k OJ gJ 1 
1 for hver periode 
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0 0 0 0 

N' 
t I: L· .k). 

P ·1··· d Li k j k PJ 
1 
f v " d ermanent mi Jotren 1 ~----- or 1ver per10 e 

n .•. 
1 

Periode Fenotypisk Temporar Genetisk Permanent 

l 0,0 0,0 <CU-< 0,0 

2 -8,1667 +2,8060 SS 0,0 ~· 10;; 9 7 2 7 
S ) -2,0000 -1,8859 -ll,)1762 +1,0621 

4 +4,5714 +2,0048 +1))9301 +0,5965 

dvs .. Fenotypisk p temporår Q genetisk Q permanent. 

For eksempel betyr dette: 

S 5,4080 Q 3,0887 Q "• • • Q (-0,4800) Q 2,6400 

n 
p 1,0621 

SS 0,0 + (-5,6645) + 0,0 Q 3,6053 Q 0,0 Q 2~0592 + (-21,9453) 

+ (-2,3224) + (-21,9453) + 0,7247 + (-21,9453) + 1,5977 

P 

p -10,9727 
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EKSEMPEL F. BEREGNING AV FAR- OG MOREFFEKT M~R EN SAMTIDIG 

TAR HENSYN TIL MATERNAL EFFEKT (SCHAEFFERf 1974) 

En kan tenke.seg felgende sett av data: 

Tidsnerioder 

Fedre Modre 1 2 

B 

l 

1 
2 
) 
4 

1 
2 
) 
4 

10 
2 

16 

) 4 
- 
... 2 

-6 

-5 
6 

-4 
-2 

-4 
4 

C 4 
\ 
P 

å 2 
) N 
5 

P 

-13 

-4 
7 

···12 

14 
U "" MAR 

P 
-6 

Modellen forutsettes å vare: 

y .. c p * " Q d" Q O" Q tk Q • "" c 
1 J 1 J J lJ 

hvor 

s . p effekt av ite far (0 1 2) 
1 ' / X' + ~ "U 

d. p effekt av jte mor (O ' "A" 02) J 4 g 
m. p maternal effekt (0 , o!) J 
tk p effekt av kte tidsperiode ("fixed") 

eijk p tilfeldig fel 

k " o c .te f .te . y ij k p o servas Jon pa av .om etter 1 ar og J mor 1 

kte "d . d t1 sper10 e 
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Matrisen (A) for det additive genetiske slektskapet mellom 
modre og fedre forutsettes å vare: 

A l i å 1 0 ) 4 \ P 'N' 

A 1 0 v 1 0 0 0 a a 0 J 2 

l a 1 a 0 0 0 0 a 1 1 
2 J 

i 1 0 1 1 1 a a a a 0 J / J 

å 1 0 1 1 a 1 0 a a a J / J 

1 0 0 1 0 1 0 a 0 0 a J 

2 0 a 0 v 0 v a 0 0 a J 

) a 0 0 0 0 0 1 a 1 0 J 
4 a 0 0 0 0 0 0 1 a 1 

J 
5 0 1 0 0 a a 1 a 1 1 

J J N/ 

P "a v a a a 0 0 l 1 1 ! J / 

Overfort i BLUP-symboler får en: 

b' = (t1 t2 t3 t4) 

u' = (SA SB SC S0 d1 d2 d3 d4 ds d6 m1 m2 m3 ID4 ms m6), 

og 

GoJ = Var (u) = : (J J • R s 
0 A--- : 02 a2 • • 

cr2 
a O 

Icr2 e "{ 
R = Var (e) = IoJ • Den inverse matrisen av G er: - e 
G-1_!_ p : cr

2 
(12 k-1~ a 

cr2 : 1 e L1 2 -·;y * ae 
0 I~ 

a2 
GR m 

hvor, 
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a2 la2 p a2 I a2 p 4 aJIaJ p 10 <Å A-v er· e * U • d ' • O U l;~ • 

B l i å 1 2 ) 4 5 P 

B J a -1 -· 1 0,5 o,s 0 a 0 a 
l 0 2 a 0 0 0 0,5 o,s -1 Rv 
i Rv 0 2 a Rv 0 0 0 0 a 
å Rv 0 0 2 a -1 a 0 0 0 
1 0,5 0 Rv 0 1,5 0 0 0 0 a 
2 0,5 a a Rv 0 1,5 0 a a 0 
3 0 0,5 0 a a 0 l~S 0 Rv a 
4 a 0,5 0 0 0 a a 1,5 0 Rv 
s a -1 0 0 0 0 Rv 0 2 a 
P a Rv 0 a 0 a 0 Rv 0 2 

En får da f~lgende BLUP-lipninger: 

R 
4 a 0 a 2 2 a a 1 1 1 1 0 a 1 1 1 1 0 0 t1 Jn 

4 0 0 2 2 0 0 1 1 1 1 a 0 1 1 1 1 a 0 t2 0 
6 0 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t3 -10 

s 2 0 1 2 0 1 1 1 I 1 a 1 v" v 1 1 t4 -15 
S 4 4 2 1 0 0 2 2 2 1 a 0 xB 21 15 0 -4 -4 
13 0 0 1 1 3 4 -4 -4 1 1 1 2 0 0 s:R -19 

vv 0 -4 a 0 1 1 1 0 a 0 1 1 1 Se R r 
12 0 -3 1 0 1 1 0 1 1 a 1 1 x å 10 

r a 0 0 a a ) 0 a 0 0 0 di p / 

10 0 0 a 0 0 4 0 0 0 0 d2 n 
10 0 -4 0 0 a 4 0 a 0 ds ) 

10 0 ---1 0 0 0 4 0 0 da. - 7 
10 0 0 0 0 i J a ds 13 

10 0 0 0 > a 2 d6 -18 
13 a 0 0 0 0 Ov I.i T 

14 a 0 0 0 m2 n 
14 a 0 a Jil3 ) 

11:- 0 0 ID4 - 7 
12 0 O* 13 

12 m6 -18 - 

S 7+ (2)(4) p 15 



V F:4. 

"Least-squaresn-estimatene er p.:itt nedenfor: 

Estimat De inverse 
dia2onalelement 

Tids-periode 
1 7,3981 0 ~,4609 
2 0,3981 0~4609 
3 -2,7338 0,3876 
4 -5,1792 0!4457 

Fedre 

1 2,1487 0?1757 
2 -3,1642 0,1685 
3 1,1261 0,1818 
4 3,3262 0,1750 

M6dre 
1 -0,1784 0;,1777 
2 1,3119 0,1572 
3 0,8064 0:,1689 
4 -0,92'1-5 0,1708 
s 0,4434 0,183'1 
6 -2,9453 0,1804 

Maternale effekter, 
modre 

1 -0,1277 >"@*· < 
2 -0:,,11.36 a~GanPn 
) -0,3263 Q:}0860 

4 -0,0094 0,0R60 
5 1,2978 0:,,0892 
P -0,7207 Oj;0891 

FHlgeliR kan den genetiske trenden beregnes på fHlgende måte: 

fra år k til k' 
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Eksempelvis: Den genetiske endringen fra tidsperiode 2 til 1 er: 

Periode 2: 2,1487+1,3119+2,1487-0,9245-3,1642-0J1784-3,1642+0,R064 

n 
p -0 ,127 

Periode 1: 2,1487-0,1784+2,1487+0,R064-381642+1,3119-1,1642-0,9245 

n 
p -0 127 __ , __ 

Endrinp.:: 0 

Denne metoden å beregne genetisk endrinR ~å inneblrer ingen 
forutsetning om linearitet. Re~resjonsmetoden (f.eks. Smith, , 
1962) forutsetter som kjent linelritet. Selvsapt kan en under 
s6ke om linelritet foreligger ved~ teste forskjellene mellom 
pifHlgende år. Om disse ikke er siqnifikant forskjelliee, kan 
en beregne en rerresjonskoeffisient basert på gjennomsnittene 
for periodene veid med de inverse verdiene av samnlinps 
variansene. 

Ellers kan en merke seg at verken fareffektene eller mor 
effektene summerer til null ettersom G ikke er en diagonal 
matrise. å • maternale effektene summerer imidlertid til 
null (G er diaRonal). 
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EKSEMPEL G. BRUK AV BLUP-METODEN Nl~ EN ARBEIDER MED FLERE 
EGENSKAPER (SCHAEFFER, 1974) 

I dette eksemplet skal vi arbeide med data fra kjottfe. Tilsammen 
er det tre fedre. På det hunnlige avkommet er vekt ved avvenning 
og vekt ved 1 års alder registrert. Alle avkom har informasjon om 
vekt ved avvenning. 

Fedre 

1 

2 

3 

Vekt ved avvenning 
Avkom Karakter 1 -- 

1 406 
2 \ a\ 
) 526 

4 417 

1 496 

2 311 

3 481 

4 / \ \ 
\ 552 
P 520 

1 385 
2 444 

) '1-69 
4 603 

\ 545 
P 470 
7 508 
n 543 

Vekt ved 1 Ars alder 
Karakter 2 

747 

911 

1008 

828 

8\ J 
749 

642 

618 

833 

748 
567 
PP\ 
759 

La modellen vare: 

hvor 

i betegner karakter 1 og 2. 
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[1jk] observasjoner på d• to egenskapene for kte avkom p 
.te f 

y z j k etter J ar 

� C } p konstanter (g;jennomsnitt) for karakter 1 og 2 
l,.12 

µ *
1

~] 
p jte fareffekt (''randoma

- for karakter 1 or. 2 

52] 

Nedenfor har en vist en del av "least-squares:;_ligningene: 

y 7 12 Z u • 

Y111 : : 1 0 '?vv'v 0 a 0 a X I Is 11 i I e 1 1 1 

Y112I :C 0 : µ 2 : 1 0 0 0 0 X : 1s21 v 1e112 

Y212110 1 a 1 0 0 0 a S12 e212 

Y113I :C 0 1 a 0 a a 0 522 e113 

y J 1 3 1= : o 1 Q 0 1 0 0 a a 5 1 3 Q e 2 1 ) 

Y111t : :C a 1 0 0 0 0 0 S23 e111+ - 
Y121 l :C a 0 0 1 0 a a e121 

Y221 : va 1 a 0 a 1 0 a e221 

Y122 : vv 0 0 a 1 0 a 0 e122 

{ C 

avkom 

egenskap 

Videre: 

E(s1.) p E(sJ"- p 0. For hver j har vi at~ 
J J 

p 
I *<< 
L320 

320] 
800 
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Er j + j', settes kovariansene lik O. 

·reljkJ p en tilfeldig effekt for egenskap 1 og 2 
• Nc 2J 

• """"" 

E [-eljk] p 0 <( 
e2jk 

Var"Kov
a

[e1jk R1 
e2jk 

p 
[

3500 

{ ) aaa 

3000] 

5200 

Er jk � j'k', settes kovariansene lik Oo Folgelig, 
R p Var.(e) ~ Ia2 og G p Var.(s) ~ Ia2o - T e . - T S 

G p : 500 ) Ja a 0 0 a 

320 800 a 0 � - 0 
0 a 500 320 a a 

0 a ) Ja 800 a 0 
0 0 0 a 500 ) Ja 

0 0 0 0 320 800 
M"" 

Dimensjonen på G avhenger nå både av antall fedre o~ antall 
egenskaper. 

Når det gjelder R-matrisen, består denne av blokker på dimensjon 
1 eller 2 avhen~ig av om avkommet har informasjon om bare den 
ene egenskapen eller begge egenskapene. For far 1 blir sub- 
matrisen: 

e p : 3500 a a 0 0 0 Far 1 
0 3500 3000 0 0 0 
') 3000 5200 0 0 0 
0 0 0 3500 3000 0 
a 0 a 3000 5200 0 
a 0 0 () a ) \ aa 
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For å sette opp BLUP-ligningene er det nodvendig å kjenne til: 

p 

p 

[ 
3500 
3000 

og 

p ø *<< 
: 320 

3000J -
1 

5200 

320 
800 

p 1 
92000 

p 
[ 

0;;0026882 
-0,0010753 

BLUP-ligningene er vist nedenfor: 

µ 
\ J 

-30 
-30] 
35 

-0, 00107 53-1 
0, 0016RO 1J 

to,ooss -0,0042• 0,0011 -0,0001 0,002s -0,0013 0,0042 -0,002:f 
: : 

I 
Bo 0.10_019! -0,0007 0,0008 -0,0013 0,00lS -010023 0,0027 

B~ ~ !0,0044 -0,0017; O,O 
I I 

I 0,0024_: Q,Q o,o 
0,0 

0,0 

0,0 

o,o 
0,0055 -0,0024 o,o 0,0 

0,0032 o?o o,o 
0:}0069 -0,0034 

0,0043 

C1 Co 
·RN .J, 
µ 1 vl~IZ-so1 

: : 

N ' I 

µ2 11 5661! - .J _ -- 

N .- -- - RU 
S11 ,o ,2772, 
N ~ t ' 

S21 
: : 10 -;294(,• 

p ""• " -- """U{ 
N 
S12 0,2888 
N 
522 0,6014 
N 
513 0$5590 
N 
S23 Osi6702 

En skal for oversiktens skyld vise hvordan en har kommet frem 
til de enkelte ledd i disse ligningene: 

B. p O " P Q m . P hva r ( j t 1) 
J lJ 1 12J 12 - 

m . p antall avkom etter jte far med bare 1 registrering 1J 

m12j p antall avkom etter jte far med 2 registreringer (dvs. 
karakter 1 <( 2) 

For j p 1 blir: 

l v p Ovvbv Q OvJvbvJ p 

(2) e35
0
00)- I ~] Q _2 

92000 µ 
\ J 

-30 
-30 ]· 
35 
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Ved å addere til G-1 får en: 

10,0044 
t-0,0011 G"""" 

-0,00117 
0,0024-' 

S p l v (se BLUP-li~ningene) 

Videre, 

Bo= t 
j 

c. p P1 J 

O 1 
t Y1·k = 

k=l J 

B. (ikker B~) , og J . J . 
J 

rk!:y;jk] Q P12 

~ ~ t 
summen av registrerin~ene for avkom etter j e far med 

informasjon bare på karakter 1 

(j ~ v- , hvor 

OvJ 
? • • 

a .tek k f k ~ yijk= summen av re_R1strer1nr:ene pa 1 a.ra ter or av om 
k-l tt .te f d · f · b k k e er J arme 1n ormasJon om_ e~pe ara~terene 

Eksempelvis når j p 1: 

1 
3500 

1031 

Q 

+ 1 
92000 

[

0,0421- 

0,2946 

1 * J 
L-3o 

-·30j- 
35 

p l- 0 ~ 2772] aF� Jr / P 

Folgelig Co p r C , dvs. 
j j 

012112 + 0,2888 + o,ssgo p 1,12sol 
0,2946 Q 0,6014 Q 0~6702 p 1,5661J 

Ved å lose BLUP-ligningene med hensyn påµ og s får vi: 

Losnin~ Diagonalelementene fra den inverse matrisen 
A 

µ1 477,4602 367,9868 
I'\ 

ll2 740,2704 639,0941 
N 
S 11 -7,0518 365,1387 
N 
521 12,5038 621,7824 
I'\ 

512 -6,7544 345,8665 
A 

S22 25,4733 574,9301 
A 

Sl 3 13,8062 336,2604 
N 
S23 -37,9771 554"1VW 
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Legg merke til at: 

Den estimerte 6konomiske avlsverdien blir da~ 
A A A 

Ev. (s .. ) , hvor v
1
. er den beregnete okonomiske 

· 1 1J 1 

vekten for ite karaktera 
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EKSEMPEL H. BRUK AV BLUP-METODEN Pft ET MER GENERELT PROBLEM 
(SCHAEFFER, 1974) 

Folgende datasett forutsettes: 

Besetning Besetninp 
Far 1 2 Total 1 2 Total 

1 3 s R 174 8n/ 958 

2 2 a 2 58 0 58 

3 1 4 \ 12 / / n 460 

P 9 15 244 1232 1476 

n .. y ij a 1J 

Model: y = XQ Q Zy Q ? 

62 = 1 a µ~~} Q 1 a a [::] Q • 
58 1 a 1 0 0 
54 1 0 1 a 0 

160 0 1 1 0 0 
156 0 1 1 0 a 
152 a 1 1 a a 
160 0 1 1 0 a 
156 0 1 1 0 a 
25 1 0 0 1 a 
33 1 0 0 1 0 
12 1 a 0 a 1 

109 a 1 a 0 1 
117 0 1 0 0 1 
113 0 1 a a 1 
109 a 1 a 0 1 

: - f ] y : 7kQ [ bk Q , k R R R 

M~ J p lp~ 
, k 

hvor, 



V H:2o 

p p [o, so 0,50] 
-0,25 0,25 
-0,10 0 -t 10 

T'= L,05 -,os -,os -,03 -,03 -,03 -,03 -,03 -·,01 -,04 -,os -,06 -,06 -,06 -,OJ 
,os ,05 ,os ,03 ;03 ,03 ,03 ,03 ,04 "04 ,os ,06 ,06 ,06 Uv-aP 

1-:1 - - Var.-Kov. 3 C1 C3 

p Ci g * : (sm.lo IV 9) <( 

• I I ei S' e 
R 
0,6 0,3 0,0 

G = : 0,3 0,6 0,0 

0,0 0,0 0,9 
'RR 

Videre: 

s p r 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 a FUX o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

0,0 0,0 0,0 OJO o,o 0,0 0,0 o,o 0,1 0,1 0,0 0,0 o,o a~~Ua 0,0 

o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 a ? L- <"1J1 0,0 0,2 0,2 0,2 0:,2 0,2 

R = 11,0 0,3 0,3 0,0 n,o o,o 0,0 0,0 Oi-0 o,o 0,0 0,0 0,0 0)0 a o- 
:) 

0,3 1,0 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

0,3 0,3 1,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0,:0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0:,:0 o,o 
0,0 0,0 0,0 l;,O 0,3 0,3 0,3 093 o>'o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

0,0 0,0 o,o 0,3 1,0 0,3 0,3 0,3 0"0 0,0 0,0 0,0 o~o 0,0 0,0 

0,0 0,0 0,0 0,3 0,3 1,0 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o aFva 

0,0 0,0 0,0 0,3 0,3 0,3 1,0 0,3 0,0 090 0,0 0,0 0,0 0,0 0;-0 

0,0 0,0 o ,o 0,3 0,3 a?) 0,3 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 

o,o 0,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 l;;,O 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 '-U a 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 '\0 0,3 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

0,0 0,0 Os-0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0 ~-0 0,0 1,0 0,0 0,0 0,0 O;;O 

0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 0,3 0~3 X1) 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o;.o n,o 0,0 0,3 1,0 a~"U) 0,3 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0:,0 o~o 0,0 o,o 0,3 0,3 1,0 a 7. 
~ ,J 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o~o o.?o 0,0 0,0 0,3 0,3 0,3 1 0 , - 



V H:3. 

C1 = [ g Q x'U C3 = [ x Q e ?" 3p [ g [ ' Q [ x Q * • ZÅ Q e 

V= Jl,8 1·,1 1,1 "',8 0,8 0,8 0,8 O,R 0,3 0,3 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 

1,1 1,8 1,1 Q,8 XøUn Oy8 0,8 0,8 0,3 0,3 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 

1,1 1,1 1,8 0,8 0,8 0,8 0,8 a~"Rn 0,3 Os3 0,0 C,O 0,0 0,0 0 () ' R 

0,8 o,e 0,8 1,8 l~l ltl 1,1 1,1 0,3 0,3 o,o 0,0 0,0 o,o OsO 

0,8 0,8 0,8 1,1 ls8 1,1 1,1 1,1 0,3 0, ~5 0,0 o,o 0,0 0,0 0:,0 

0,8 0,8 0 ~- 8 1,1 1,1 1,8 1,1 1,1 0,3 a?) 0,0 0,0 o,o o,o o~o 
0,8 0,8 0,8 1,1 1,1 1,1 1,8 1,1 0,3 0,3 , 0,0 0,0 0,0 o,o o,o 
0,8 0,8 0,8 C-CC 1,1 1,1 1,1 1,8 Oj3 0,3 <6C< 0,0 0,0 0,0 O.sO 

0,3 0 .,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 XCC) 1,8 l;l 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0:-3 1,1 1)~ o,o 0,0 0,0 o,o 0:,0 

0,0 0,0 0,0 0,':) 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 2,3 1,3 1,3 1~3 1 3 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 o,o 0,0 1,3 2,3 1,6 1,6 1,6 

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0/) 0:,0 1,3 1,6 2,3 1,6 1;6 

0,0 0,0 0,0 o,n 0,0 0,() 0,0 0,0 o~o L]Ua 1,3 1,6 1,6 2,3 1,6 

0,0 0,0 0,0 0,0 o,o 0,0 0,0 0,0 0,0 o~n 1,3 1,6 1,6 1,6 2,3 
:R 

Den _generelle sammensetningen på V er gitt i IV 9. 

r = 7Q ZP Q , 

ø' p [45 ,45 ,45 -,53 -,53 -,53 -,53 -,53 ,71 ,71 ,85 -,16 -,16 -,16 -,16] 

55 ,55 ,55 1,53 1,53 1,53 1,53 1,53 ,29 ;29 ,15 1,16 1,16 1,16 1,16 

Estimatene for~ beregnes som (r'v-1r)-r1v-1y. Således: 
A [~J p [0,82567 
b p 11,43193] [-170,9769Æ2. [ -0,294804] 

0:53430_ 326,153238_ 
p 

h2 0,43193 100,411500 R - 
N' A A 

u p bk Q Lg [ ' Q x - ÅR 1 Ls R fQ) 
A 

[E] 
[-0, 50 0,50

v 
r-0.294804] Q [ 1,938743] [52,291895] = -0,25 0,25 100,411500 0,510495 p 25,687071 

-0,10 0,10 ···2;.694161_ 7,376469 R· U{ - 
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Bruker en derimot "mi.xed-mode 1" 1 i cming-ene di tekte (smL IV 10): 
R ,.. 

2,6250 -ls,3459 a · t aJ) a 0,6608 o,65~-e h1 : : -138,46S3 
,.. 

·1,3tl59 9,6747 3,575t1 1,7462 3,3078 h J : : 973,5383 
,.. 

0,0230 3,5754 2,9502 1,5482 a ~Ua t 1 : p : 368,,1632 
,.. 

0,6608 1);7462 1~5482 1;;7588 0,0 t2 179,l!J.72 
,.. 

0,6548 3,3078 070 0,0 5,2590 t3 316,2090 

Den inverse koeffisientmatrisen er: 

0,82567 0,43193 -0,26A06 -0~50660 -0,37450 

0,43193 0,53430 -0,53404 -0,22266 -0)38985 

-0,26406 -0,5340A 1,22273 -0,A4688 0,36879 

-0,50660 -0,22266 -0,4~688 1,37332 0,20313 

-0~37450 -0,38985 0,36879 0,20313 0,48200 

og losningene: 

- -0, Jr ©vRna/ 

100,411500 
A 

p 3,741101 

-1,019726 

-2,993513 

A 

Gt= 0,6 

0,3 

0,0 

0,3 

0,6 

0,0 

0,0 

0,0 

0,9 

3,741101 

-1,019726 

-2,993513 

p 

1,938743 

0,510495 

-2,694161 

N' p L GZ 1 + S) v-· l (y ·- r~) 
A A A A 

u p Gt Q Pb , og u er vektoren for avlsverdiene på fedrene. - R - 
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EKSEMPEL I. HENSYN TAS TIL PERMANENT HILJ~EFFEKT (HENDERSONo 
1972) 

Vi går ut fra felgende datasett: 

Besetning-år (hy) 

Gruppe L� A- Far (s) 11 12 13 

1 1 14, 12 

1 2 15 1~, 12 16 

1 ) Ja 

J 4 15 

2 s 

J/ J\ 

12, 16 

1 ~, 22 

17, 15 13 

18 14 

Vi forutsetter forst at den nermanente miljoeffekten (CJ- 

influerer på dntre i samme besetning-år kombinasjon, med 
andre ord, et samspill mellom far og besetning-år. Modellen 
blir da: 

Ylijkm p L j q- j c Q � A v Q * v i Q L \ j q- i U6 c Q • v i j cO 

g og hy er N� i.xed" effekter. 

Videre settes: 

X' J 
• 

? p 15 
* 

op, 
a'J 

• 
N~~, ashy 

p ) a 

Noen av BLUP-ligningene er vist nedenfor: 

Gruppe 1: 11 g 1 Q 4 * 1 Q 4 * J Q 3 * 3 Q 3 hy 1 1 Q 3 hy 1 J Q hy 1 3 Q 

/ j sJ/ Q J *j svUvv Q J *j sv?J/ Q *j qJNvv Q J *j qJUvJQ 

* j s 2, 1 3 Q shy 3, 1 2 Q 2 * j Å 3, 2 4 p 170 

Far 1: 4 eGQ 19 x v Q J j qvv Q 2 hy24 Q 2 j qvUvv Q 2 x j qvUJ/ p 54 

j qvv~ ) evQ( JQJ *vQ*JQ*/ Q/ j svvQJ *j qvUvvQ 

shy , vv Q shy , vv p 56 
' ' 

S *j s 1 , v 1 : 2 g 1 Q 2 * v Q 2 hy v v Q .3 2 *j s v N v 1 p 2 6 

S J Q ) a p ) J 



V I: 2" 
U""" 

En 16sning på ligningene er [nconstraintn CAG p 0 fordi Lj s-R 
lignin~ene summerer opp til g-lirningene]. 

U""" 
g' p (-1,746 O] 
U""" 
s ' p [-0 210 -0,195 0,405 -0-, 0 80 0,080] , 
U""" 
hy' p µ 15,492 18,439 19,511 17}100 13,500] 

<( estimatene på shy-verdiene er vist i tabellen nedenfor: 

Bes e't n i.ng+år 

Far 11 12 l,~ 24 25 

1 -0,033 -0,071 

2 0,047 -0,094 -0,051 

3 0,094 0!1109 

4 -0,013 0,051 -0,064 -0,014 

5 0,026 0,014 

U""" 
Observer at: fk shyijk 

U""" 
f shyijk 
i 

p a 

Det kan også tenkes at den permanente miljneffekten (C1) influe 
rer på dotre etter en far i samme besetnin~ (ikke besetning-år). 
Da blir modellen: 

Yl. "k p Lj s- "k + P1 +sl.+ L* j - "" Q el. "k lJ O J . 1 1J 1J O 
uøJ · J 

og noen av BLUP-liRningene { ::i p 15 ; ~--- p 30] er som folger: 
a* a* j 

Gruppe 1: 11 g v Q 4 * 1 Q 4 s J Q 3 * 3 + 3 hy 1 1 Q 3 hy v 2 Q j s 1 3 Q 

4 hy J / Q 2 sh 1 1 Q 2 * j vJQ/ "* j JvQ* j ) vQJ *j ) J p 170 

Far 1: 4 ( vQCr *vQJ j svvQJ j sJ/ QJ *j vvQJ sh12 p \ / 

hy 1 l: ) (CQ b"J Q J * 1 Q s 2 Q s / Q 4 hy 1 1 Q 2 * j vv Q sh ; 1 Q sh , v p 56 

sh , G~ 4 ( v Q 4 * 2 Q hy 1 1 Q 2 hy 1 2 Q hy 1 3 Q 34 sh 2 1 p 61 



V I:3o 
A 

En losning nå lipningene er L( 1 p O, Hconstraint"]: 

N' 
g' = [-1,716 Ol 
A 

s ' p [-0,215 -0,189 0,404 r~0,078 
A 

hy' = [ 15,493 18,405 19,520 17 ~,086 
A 

OR tabell over sh: 

Besetning 

0,078) 

13,518] 

Far 1 

1 -0,035 

2 -0,094 

) 0,094 

4 0,035 

5 

2 

-0,072 

0,108 

-0,074 

0,039 

• • A 15 A Legg merke til at. f sh .. p 30 s. .. . lJ 1 
1 ? 

N' r. sh . . p 0 
i 1J 
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EKSEMPEL J. ESTIMERING AV AVLSVERDIEN TIL OKSER MED KORRIGERING 
FOR EVENTUELL SELEKSJON BLANT MODRENE TIL TESTD~TRENE (HENDERSONu 
1973) 

Foreligger det seleksjon blant modrene til testdotrene, kan dette 
fore til feilaktig rangerinR mellom oksene. En måte å redusere 
denne "b Las " på er å inkludere mor-fedre i modellen. Det vil si: 

q · · cv p µ Qj "QAL( "Q*"c-Q( vQ\ v Q• "" cC lJ mn 1 2 · J J O 1J mn 

• • o te d te f . 1te f Yijklrnn p registrering pa n atter etter m ar 1 ar- 
cte f .. te f .te k t . gruppe, mor ar 1 J mor argruppe og 1 ese n1ng- 

Det er altså forutsatt bare en registrering år-sesong. 
pr. datter 

h- p effekten av 1 

gj p effekten av 

sjk p effekten av 
osv. 

i te bes e tnf.nn -år+ses onz ("fixed") 

j te morf ar- gruppe Cvfixed ") 

kte morfar innen _jte morfarRruppe ("random") 

Skriver vi denne modellen ved bruk av matrisealgebra, får vi: 

y p 7Aw Q K ( Q [ ? Q ? U hvor 

h p 

, osv. (se forovrig side V J:3) 

Folgelig blir "mixed-model"-liQ;ningene: 
A- 

X'X X'M X'Z : Cj 6 x•r 
A 

M'X M'M M'Z I I g p M'r 
A 

Z 'X [ 'K z 'z Q gR l : I * I I Z'r 

M'M og Z'Z er ikke diagonalmatriser. 

p 
a~ 

a; . Som vanlir er a: 

Derimot er a2 p LvR""A""" h2 - "Aj 2)a2 p Lv -~h2)a2• • 16 4 y 16 y 



V J:2. 

Arbeider en f.eks. med flere laktasjone~ pr. datter, må en dele 
opp cr~ på folgende måte: 

cr2 p (r - _i__h2)cr2 + (1 - r)o2 hvor 
• 16 y Y ' 

r p reproduserbarheten. 

Vi skal illustrere metoden med et numerisk eksempel: 

Besetning 1 Besetning 2 

Mor- Far Far 
far 1 5 P 7 1 5 P 7 

1 R 12 21;15; R R 13;18 11 
9 

2 R 12 - 18 R 15;14; R 22;12 
17 

3 13;20; R - 15 19 R 13;12 14 
15;17 

4 16;19 10; 12 . R - - 13 15;14 

I dette materialet har hver datter bare en registrering 
(laktasjon) XO h2 p ? blir· <2 p Lv R ~h2-<2 p ) P · 2 • 41 ' · • 16 y 41 y· 

a 2 p ± h 2 a 2 p _i_ o 2 o o fl:H g e 1 i g G- 1 p 9 som da ska 1 * 4 s 41 s ' r, ' 

adderes til diagonalelementene i far- og morfarligningene. 

Vi forutsetter at: 

P2 [::] 
. s 5 8 

p ' _g ) p I * P 

I S7 
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Nedenfor har en for dette eksemplet satt opp de ulike leddene 
i modellen for en del av observasjonene: 

r p 7 b K ( Z s+e 

Y1113sJr1 ol[µ+hJ ~ 0 1 ~f1 v a a a 1 0 a G v51 2 

Y111361I 11 o : ? + h2 ~ a 1 1 0 0 0 0 1 < : ( S2 g2 J 

1 01 1 0 1 v 0 0 0 0 1 a l I s ) J ~3 2 - 
1 01 : "A 0 1 1 a 0 a 0 v a : I s t+ 2 J 
0 1 I : "A a 1 1 > 0 0 v 0 0 I ISs 2 J 
0 1 : : "A 0 1 . 1 0 a 0 1 0 a : Is 6 2 J 

0 1 : v"A" 0 1 1 a 0 0 0 1 a : I s1 2 J 

1 < I ,1 0 v a 1 a 0 v 0 a 2 J 

v av : ! 0 1 0 1 a a a a 1 2 J 

0 CG Qv l 0 1 Q 0 1 0 0 1 0 0 J J 

0 v I :"A 0 v a v 0 0 v 0 0 J 2 

0 1 I : "A 0 v 0 1 0 a v 0 0 2 J 
0 CG :"A 0 v 0 v 0 a 0 0 v J J 

a 1 : 1l a 1 0 1 a a 0 a 1 2 J 

1 av :C 1 0 v a v a 0 a 0 J 2 
1 av Il I 0 1 0 1 0 0 0 0 J J 

1 01 :C 1 a 1 a v a 0 a a J J 
1 av I 1 1 0 1 a 1 0 a a 0 J J 

1 av va 1 1 a a 1 a 0 0 1 J J 

Y223111ftO 1 : 11 1 0 v 0 1 0 0 0 0 J J 
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Noen av nmixed modeln-ligningene er vist nedenfor: 

S / Q 3 , 5 S s Q 2 S 6 Q l , 5 S7 Q 9 h 1 Q 5 h 2 p 2 2 3 , 5 0 

1, 5 s s Q 2 s 6 Q 8 h 1 Q 2, 5 h2 p 168 '50 

6 S s Q 5 x P Q 3 x 8 Q 1 5 h J p 2 2 2 

Om en setter h1 p 0 (dvs. 1 "constrainta- blir: 
A. 

g' p [13,391 9,420 8 , 851] 

A. 

5' = [-0,155 0,155 -0,068 0,068 -0,492 -0,168 0, 660] 
L y-· • ,r ' \ V J 

A. 0 0 0 
h' = [ -1,087 O] 

A. 

En kan merke seg her at Es= 0 innen hver gruppe. Videre gir 
A. A. 

g Q s avlsverdien til den enkel te okse. 
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EKSEMPEL K. RANGERING B3 INDIVIDER = � ©e f = BRUKER FLERE 
REGISTRERINGER Pft DET ENKELTE INDIVID (HENDERSON, 1973) 

Et datasett kan ha folgende struktur: 

Periode {.Pl 
2@ Lu- 1 2 3 

1 

2 

) 

4 

5 

15 

10 

13 

20 

14 

17 

19 

16 

12 

En kan da reise folgende spi:Srsmål: Hva er RPA ('~real producing 
abili ty") og ETA ('1estimated transmi tting abili ty") for disse 
kyrne? 

Modellen kan skrives som: 

y p 7?Q [ ? Q ? 

b p I p 1 <( ?p I C 1 

P2 : C2 
p3 C3 

c" 

C5 

7 p : v a a 

a v a 

a a 1 
1 a a 

a 1 a 

a v a 

a a 1 
a v a 
0 a 1 



V 2~ 2 • 
., 

Z p : 1 a a a a 
1 a a a 0 

1 a a a 0 

a 1 a 0 a 
a 1 a a 0 

a 0 1 a a 
a a 1 a a 
a a a 1 0 
a a 0 0 1 

X'X p µ ~ 0 :] 4 

0 

X'Z = µ~ 1 a a ~ } 1 1 1 
0 v a 

Z'Z = I ) X'y p 

[::] 
Z'y = 47 

2 ) a 2 a 
a 1 ) a 

1 17 
12 'R 

Vi antar at de S kyrne er beslektet på felgende måte: 
-, 

B p I 1 1 v 1 1 
/ / 16 16 

1 1 v 1 1 
/ 4 16 16 
1 1 1 1 v 
4 / 16 16 
v v 1 1 v 
T6 16 16 4 
1 1 1 v v - 16 16 16 4 
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Dette inneb~rer at: g inneholder 
Lv R ø- 

hJ · "• 
som diagonalelement og 1J som "off-diagonal"-element. 

Lv R r) 

aij er elementene i A. 

Med hJ p 0,25 og reproduserbarheten p r p 0,5 blir: 

G p : 1 1 1 1 1 
n T TI ) J 

1 1 1 1 v 
n n ) J ) J 
v 1 1 v 1 
n 8 ) J 32 

1 1 v 1 1 
TI TI TI n 
1 1 1 1 v n 32 TI n 

Som en lett kan se, forutsetter en her at registreringene har 
samme varians, og at det additive genetiske slektskapet er 
den eneste årsak til kovarians mellom beslektede individer. 

"Mixed-model"-ligningene blir: 

LX'X X' Z ] >G Z'X Z' Z Q G-1 

~·x X'ZG ] Ul GZ'X GZ 'ZG Q G 

p 

p 

[ 
X'y ] 
Z'y 

- } X'r 

[ GZ'y 

, eller skrevet om: 

, hvor 

U""U U""U 
3p G-lf 
,.. ,.. 
c p RPA og ETA hJ A,.. � " " d. "d d . . p RR y or v> vÅv er me - rc ( d s t re r tnge r , 

vR r 

En kan selvsagt også beregne ETA for individer som selv ikke 
har registreringer, men som er beslektet med individer som 
har registreringer. Da blir: 



V K:4. 

" h2 " 
ETA p RR A12V 

vR r - 

A12 p additive genetiske slektskapet mellom individer som selv 
har registreringer (2) o~ individer som ikke har registre 
ringer Lv-" 

En skal ikke gå noe n~rmere inn på selve bere~ningene her. 

Oppgave: 

Beregn RPA og ETA for den enkelte ku i eksemplet foran. 

Svar: 

NN 

V' p µ a r \ r R , 1,009 -0,685 0,882 -2,164] 

" 1 " ETA= - Av 2 



VI 1. 

VI, SLU~ OG BLUP I EN SELEKSJONSMODELL 

1" Teori 

"Mi xed linear O<d• l s " har relativt lenge vart akseptert som et 
nyttig hjelpemiddel ved analysering av data i husdyravlen. Med 
andre ord en har hatt mulighet til å beregne BLUE av estimerbare 
lineare funksjoner av "fixed" elementene i modellen, videre BLUP 
av "random" elementene i modellen. Et stort problem ved data i 
husdyravlen er at de kan vitre påvirket av seleksjon, noe som kan 
medfore "bias" i estimatet av "fixed" effekt og i prediksjonen 
av "randomu effekt. En skal i det felgende se hvordan en slik 
situasjon best kan loses. Det er forst og fremst Henderson (1968, 

1975 a) som har bidratt til å lose dette problemet. Problemet er 
imidlertid diskutert også av andre (f.eks" Renningen, 1971; 
Fimland, 1975b ~ 1976 b). 

La oss ta utgangspunkt i den vanlip-e Hmixed-rnodeln: 

y p XQ Q Z~ Q ? 

Vi tenker oss en ny vektor w, som vi definerer som: _ p µ Q k - . w 
hvor k er angitt som avvik fraµ. k er altså "selection bias" _ 
og~ kan våre korrelert med y, ~ eller e. 

Varians- <( kovariansmatrisen for y, ~,~og w setter vi lik: 

3· ø "" -Kov. 
I : : 3 ZG e 

GZ' g a 
p 

• I e a e 

_ I l D'Z'+K' D' T' 
G{ 

ZD Q K 

å 

, 

h 

a2 

En går ut fra at G og Rer symmetriskeo 

Videre er Va2 som tidlip,ere vist lik: 

(ZGZ' Q R) · J 



VI 2. 

Det kan bevises (Henderson, 1968, 1975 a; Rdnn.i ngen , 1971; 
N N' N' Fimland, 1975 b) at k p H ~, hvor ! finnes ut fra felgende 

BLUE-ligninger: 

N' X1R-1X X'R-1T X'R-12 -lJ b X'R-1y 
N' T'R-1X T'R-1T+D'G-1D T'R-1Z-D'G-1: :© p T'R-1y 
N' [ 'e R 1 7 Z'R-1T-G-1D Z'R-1Z+G-1 vv u : : Z 1r._-1y 

Disse kan utledes ved bruk av tiLaGrange multipliers" (Henderson~l968, 
1975 a) eller ved bruk av "max i mum likelihood" (Fimland, 1975 b) 1 
og er da de modifiserte 72mixed model" ligningene" 

2o Spesialtilfeller 

I det f61gende vil en benytte 2 matriser (evt. vektorer), 

henholdsvis L' og M'. Som en vil komme inn på i noen av eksemplene 
senere, definerer en disse matrisene eller vektorene alt etter 
problemstillingen. 

ao Seleksjon på y 

Definer w p L'y. Derfor: 

D = _!_ kov(uw') p .l.. kov(uy'L) = GZ'L 
02 -- 02 - 

T =..!...kov(~!')=_!__ kov(~y'L) p RL 
X' J a2 

Ved å benytte dette blir BLUE-ligningene: 

N' b X'R~1X' 
N t p L'RR~1y 
N' u zrR-1r 

mø· tidligere vet vi · © 3 p e Q [ g [ '" å • r Fo r , 

X'R-1X X'L X'R-1Z : : k X'R-1y 
N L'X L'VL 0 : : t p L'y 

Z'R-1X 0 [ t R = l Z +G- l : :? : I Z'R-1y 
1 



VI 3. 

En kan her legge merke til at med L'X p 0 vil i ikke ha noen 
A A 

innflytelse på Q og u. H p L'VL~ 

bo Seleksjon på • 

Defin6r ~ p M'~- Derfor, 

å p ! kov(ue'M) p 0 
J RR a 

T = "A" kov(ee'M) p RM5 og BLUE-ligningene: 
2 -- a 

FRU - r GC ? X'R-1X X'M X'R-1Z X'R-1y 
A 

K '7 M'RM M' Z : : i p K Ås 
A 

[ 'e R 1 7 Z 'M Z Å R- l Z +G- l : : U Z'R-1y 

A 

I dette tilfellet må både M'X p 0 og M'Z p 0 forat tikke skal 
A A 

ha noen innflytelse på Q og~- H p M'RM 

Co Seleksjon på u 

Definer~= L'~· Derfor, 

å p ! kov(uu'L) p GL 
2 -- a 

T p "A kov(eu'L) p 0, og BLUE-ligningene: 
a2 -- . 

A 

X'R-1X a X'R-12 : : ? : : ! ÅeRvs 

0 L'GL -L' : : t p 0 
A 

[ 'e R 1 7 -L Z 9 R- l Z+G- l t : U : : z1R-1y 

H p L'GL 

do Seleksjon på~ og~ hver for seg 

µM'@} µ~~} w p t p , 
K'? 
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Derfor, 

D p ! kov[u(u'L e9M)] = [GL 0) 
2 - - - a 

T p ! kov[e(u'L e'M)] p La e K } 
2 - - Sit a 

Videre, 

X'R-1T p 7'eR1 µX RM] p µ a X 'M] 

T'R-1T = [ 0 JR- 1 [ (0 ID1)] = 
[: M'~] M'R 

D'G-1D = [ M ? g} g R 1 [ g M O] = µ~'g M :] 
T'R-1Z = ø O J R-1 Z CK]} M'R 

t.... 

D'G-1 

= µ]g} g R1 

=[ :· ] 

T'R-1y = µG X } e R 
1y =~~y] M'R 

og BLUE-ligningene: 

X'R-1X 0 X'M X'R-1Z 7 lb X'R-1r 
N 0 L'GL a -L' : : A@ = a 
A 

M'X 0 M'RM M' Z : ~!~J l M'y 
Z 'R- 1 X -L [ 'K [ 'e R 1 [ Qg R 1 1 Z'R-1y .._ 

og 

h = µ ~'g M M'~] 
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Kjennskap til~ er viktig for beregning av k: 
A A A A 

t p H-1~ eller ! p H2 
A 

Hva er så variansen påk? I folge Henderson (1968) finner vi 
denne som vist nedenfor: 

A AA A 

Var (!5) p f L?©'- R (EJs)J p 
AA A 

E(Btt'H') p H Var (t) H' p 

h L Y R hR 1 ) h ' o 2 p L h Yh ' R h ' - a 2 s ( h p h ' - 

hvor Y kommer fra: 

p 

W' 

Q' 

_ 
@ 
V' 

a 

3 

s 

N' Det kan tilfoyes her at ifolge Firnland (1976 a) er Var. (!) p 
HUH' · J

U altså et resultat som avviker fra Henderson (1968). 

Firnland (1976 a) forutsetter i sitt resonnement at variansen på 
~ er den samme i selektert "sample" og i uselektert populasjon 
(dvs. H p H

\
-" 

3o Betingete gjennomsnittstall i seleksjonstilfeller 

Om vi kan forutsette normalfordeling, blir det betingete gjennom 
snittstall for henholdsvis~, s og~ når det er selektert på s 
lik: 

angir avvik fra forventningen i 
uselektert tilfelle 

f u y I v ' ø- p g Z ' v u M U Åv- R 1 c v U ø ~? v U ! ?- 

f c ø : v • ø- p 7A0 Q Åv c v ' Åv- R 1 c v • ø R v U 7+ - p 

XQ+VLt, ettersom t p (L'VL)-1(L'y-L'XQ) 

f c ~ : v 'ø- p e M c vU Åv J - 1 c v U ø R v ! 2) 

Se bl.a. eksempel 4 c for illustrasjon. 
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4~ Eksempler 

a" La oss tenke oss 2 "treatmentsn~ videre 3 fedre som har det 
nedenfor p,itte antall avkom (n1j) [Renningen (1971)1: 

Fedre (sj) 

Treatments (t.) 1 2 ) Sum . 1 

1 5 5 \ 15 
2 10 n a 18 

Sum : 15 13 5 33 

Sum ytelse er: 

1 2 

' 
3 

1 40 4S 30 
2 119 97 • """"" 

Denne modellen som ligger bak dette materialet er: 

y p XQ Q Z~ Q ? , hvor 

b' p µ µ t1 t21 

u' p µ S 1 52 S 3] 

En forutsetter ikke noe samspill 

s: NID(O, '§ RaJ- ; e: NID(O, a2) ; ti: fixed 
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ø 8 
X p 1 1 0 <( Z p 1 0 0 

1 1 0 1 0 0 
1 1 0 1 0 a 

1 1 0 1 a 0 

1 1 a 1 a 0 
1 1 0 0 1 0 
v 1 0 0 1 0 
1 1 a 0 v 0 
v v 0 0 v a 

1 v 0 0 1 a 

1 1 0 0 0 1 
1 1 0 a 0 1 
v 1 0 a 0 1 
v 1 0 a 0 v 
v 1 0 0 a 1 
1 a 1 1 a a 

1 a 1 1 0 0 
1 a 1 1 a 0 
v a 1 1 0 0 
1 a 1 1 0 0 
1 a 1 1 a 0 
1 a 1 1 0 0 
1 a 1 1 a a 
1 0 1 1 a a 
1 0 1 v 0 0 
1 a 1 0 1 a 
1 a 1 a 1 0 
v 0 1 0 1 0 
v a 1 0 v 0 
1 a v 0 1 0 
1 a 1 0 1 0 
1 0 1 a 1 a 
1 0 1 a v 0 



VI 8. 

E(~~') p Rcr2 p !3302 

f Cm~ ' ) p Ga J p ø z 0 a 

0 1 < : · a \ 

0 0 1 
* 

Seleksjon på y: Dette kan f.eks. innebare en mistanke om at 
ferl~ene log 2 har avkom i trt. 2 fordi deres avkom gjorde 
det bedre i trt. 1 ~qmmenlign~t med avkom~et til fa~ 3o 

Det forste en bor undersoke er d· L'Xo I dette tilfellet blir L' 

L' p [_!_ 1 v v 1 1 1 1 1 v 
10 , < 10 ro 10 ro Io 10 10 10 

1 1 1 1 1 0 o •••• o OJ *{ * { * { * { * " 
V 

ialt 18 

A 

og L'X p Oo Dette betyr at~ ikke har noen innvirkning på 
A A - 

~ og y (dvs. intra-fixed effekt seleksjon)o Både sjog t2 - t1 
er estimerbare. 

Seleksjon på u: Her antar en f.eks. at far n~. J P-T b~~~n enn 
de 2 andTP fedrene. Denne antagelsen er basert på informasjon 
om slektningene til de 3 fedrene. 

Her får en da (opprinnelig eksempel): 

L'u p 

Videre, 

L'GL p 

[ 1 

µ v R v J 

µ~~} 
1 
\ 
a 

0 
L 

a 

1 
5 

0 

0 

0 

1 
* 

1 

1 
2 
1 
2 

p P 
20 
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og BLUE-ligningene: 

33 15 18 i < • 15 13 * 1 ø ? v U 331 
,.. 

15 5 0 v 0 v 5 5 5 t1 : : 115 
l I 

18 0 18 v 0 : 10 8 0 t2 : : 216 
-------------·---------------------- ~--- ----- v I ,.. 
0 0 0 I O, 30 v -1 0, 5 0, S . vt : p : 0 -------~--------------~~~~-~~~~----- -~~~ ----- ,.. 

15 5 10 © -1 v 20 0 0 S1 : : 159 
,.. 

13 5 8 v 0,5 v 0 lR O x J : : 142 
t ,.. 

5 * < ! O, * A < < 10 * ) : : 30 

N 
,.. 

Losningen for~ blir; ~ = 1,71, når en bruker "cons t ra i.rrt" µ p 0 .. 

"' "' 1 1 I ~ 0 0 1 c = I-I<f> p µ v R R R R } 2 2 

a 1 0 1 : 1,71 p .Q..i171 * 2 

0 a 1 1 - - - s 2 

Det er med andre ord en indikasjon på at det her har foregått 
en inter-f~dre (inter-genotyper) seleksjono Signifikansen må 
avgjores med en test. 

,.. ,.. 
Både t1 - t2 og sj er estimerbare. 

Seleksjon nåe: Her antar en at e'ene tilhOrende "treatment 2" 
har middeltall storre enn O. Sålenes: 

{ K ' µ v v v v v v } w - e - Is - Is - Is Is Is øoo•••• Is 

M' kunne kanskje også ha hatt felgende struktur: 

K ' p µ a O][l ••••••• 11 
V 

15 
V 
18 
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En vil imidlertid foretrekke den forstnevnte. 

M'X p (0 -1 1 ] 

M'Z p µ 0,2222 0,1111 -0,3333] 

M'RM p 0,1222, og 

BLUE-ligningene blir: 

33 

15 

18 

0 

15 

13 

5 

15 

15 

0 

Rv 

5 

5 

5 

18 

a 

18 

0 I 15 

-1 

1 

5 

10 

13 

5 

n 

5 

s 
0 

I I 
1 1 0,12 10,22 0,11 -0,33 

I 
10 i 0,22 I 20 

I 

n © 0,11: 0 

: ' 0 v -0, 33 1 0 

0 

18 

a 

a 

0 

10 

A 

µ 
A 

A 

A • 
A 

A 

p 

331 

115 

216 

4,33 

159 

142 

30 

A A 

Når restriksjonenµ= 0 blir brukt, er~= -0,282. 

c p H~ p M'RM; p (.!.!.) (-0 282) p -0 035 
~ Y 90 ' -1~- 

Resultatene kan tyde på en "inter-treatment" seleksjon. I 
A A 

så fall er t1 - t2 ikke estimerbar, s. er imidlertid esti 
J 

merbar. 

bo Et annet eksempel er gitt av Fimland (1975 b). Han forut 
setter folgende datasett: 

Besetning-år 

Far 1,1 1,2 2,1 2,2 

1 2 3 1 3 
2 3 0 2 a 

Som en ser, har far 2 ikke avkom i år 2$ fordi avkom etter 
denne faren kan ha gjort det dårlig i år lo Her blir: 
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[ ~ 1 1 v 1 0 0 0 a 0 a" a a J -- R) 2 ) ) 
L' p 

0 a a 0 a 0 a 1 1 1 0 a" 2 RJ 

og 

1- 

v 1 0 a a 

1 1 0 0 0 
1 1 0 0 0 

1 1 0 0 0 

1 1 0 0 0 
1 0 1 0 0 
1 0 v 0 a 

X p : 1 0 1 0 a 
1 0 0 v 0 
v a 0 v a 
v 0 0 1 0 

v a 0 0 1 
v a 0 a v 
v 0 0 0 v U{ 

dvs. L'X p 0 

Med andre ord prediksjon av avlsverdiene er forventningsrette 
da besetning-år betraktes som nfixed"o 

Co Seleksjon på y: 

Vi forutsetter folgende datasett (Henderson, 1973): 
Gjennomsnitt for 

Far nr. Antall avkom hver .avkomsRruppe 

1 (si) 5 og 100 Y1 1 ' Y12 

2 (s2) 4 Y21 

3 (s 3) 2 Y31 

4 (S4) 5 Y41 
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Videre forutsetter vi at far nr. 1 og 2 tilhorer gruppe 1 
(dvs. gi), og far nr. 3 og 4 tilhorer gruppe 2 (dvs. &2)- 

02 
G p I a ! , dvs . G- 1 p ? (når R p I) ~· som settes 1 ik 5 i 

a2 
* 

dette eksemplet. 

En kan da sette opp BLUP-ligningene for det uselekterte 

tilfellet: 

- A 7 109 0 105 4 a a gl : Y1 l Q Y12 Q Y21 
A 

0 7 0 0 2 5 g2 : IY31+Y1t1 
A 

105 0 110 a a 0 51 : qvv Q Y12 
A p 

4 0 0 r 0 0 S2 : Y21 
A 

a 2 0 0 7 0 S3 : :q> 

10 { C A 

0 5 a 0 0 L S4 : : Y,.. v 

som gir felgende lesninger: 

;1+;11 : r a/ Pr ,9386 ,0145 0 0 : : Y11 

A A : U 01a1 &1 Q S 2 ,3610 ,6209 0 0 : : Y12 
A A p 
g2 Q S 3 : a a 0 ,5455 ,4545 l : Y21 

i2 Q F ? : : 0 0 0 ,1818 , 8182 J : Yu 

M Y1t 1 

Det kan imidlertid tenkes at far nr. 1 ble selektert til å ha 
en andre omgang med avkom 4· grunn av prestasjonene til de 
forste 5 avkom (y11)o Dette kan uttrykkes som: 

f 

Q 
a 

M' p ] v 

1 

1 

0 

0 

0 

Rv 

a 

a 

0 

Rv 

a 

0 

a 

Rv 

og 
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Dette betyr at: 

- 1 0 

1 0 [: -~] L'X p L' : 1 0 p + null, og derfor gir 

0 1 -1 
0 1 

vanlig BLUP "bia5edn resultater. 

Videre: 

L'VL = L' r ,4 ,2 0 0 07 M<J 
e 

'2 ,21 a a 0 
a a ,45 a a 

a a a ' 7 a 

0 a 0 0 '4 - 
= I ,4 '2 -,45 () 07 M<J p • 

,4 ,2 a -,7 > 
,4 ,2 0 0 -9Ll- 

L 

p [ ,85 ,4 ,4] 02 
• 

,4 1,1 ,4 
,4 ,4 '8 

Nå er: 
A [ !1] A A ,.. A 

b = " u = \ v <( i p <I> 1 ' 
A A 

g2 \ J / t J 
A N' 
S3 <l>s 
A 

x / 
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En kan da sette opp de modifiserte BLUP-li~nin~ene: 

109 0 105 4 0 0 0 1 1 : ,- gl ø : q> Q qv J Q qJ v 
A 

0 7 0 0 2 5 < -1 -1 : : g2 : : q) v Q qGQ v 
A 

105 0 110 0 0 0 0 0 < : : s v qvv Q Y12 
A 

4 0 0 9 0 a a 0 < : : x J qJv 
A 

a 2 a 0 7 0 0 a < I : s * p Y31 
A 

a 5 0 a 0 10 0 a < : : s" q©Q v 
A 

a 0 0 0 0 < ,s * U 4 , 4 : : / Rv qvvRqJv 
N' 1 -1 0 a 0 0 ,41,1 ,41 : t2 Y11 - Y3 v 
A 

1 -1 a 0 0 0 , 4 , 4 8J M / t * qvvRqvQv 

og losninRene blir: 
-,._ A 

e v Q * 1 0 1 a 0 a : v qvv 
A A 

gl Q S2 -,ssss 1,1111 ,4444 a 0 : : q v J 
A N' p 
g2 Q 5 3 1,3131 -1,7172 ,4041 ,5455 ,4545 : : Y21 
A A 

g2 Q S4 ,9192 -1,2020 ,2828 ,1818 ,~182 : I q) v 

y" 1 
I 

Tar en så forventningen; får vi (smlo VI 5): 

Y 1 l \ ' I ( 1 : : ,4 U UG , 4 (L'VL)-vL' q vv R g1 

qvJ I : : : gl , 2 ' 2 , 2 q© 2 - g1 

E : : Y2 l : : L 'y p R°l Q R U / \ 0 0 q J 1 - g1 

q>L I lg2J : 0 -,7 0 Y 31 - g2 

Y 4 1/ I I g2 : : " 0 0 - '4 I q©Q 1 - g2 
V 

3M 

som er nyttig informasjon når en skal finne: 
, 
A A 

gl Q S 1 g1 , 2 , 2 '2 : : Yt v R ( v 
A N g 1 Q S2 :M's gl -,2 0 a I Y 1 2 - 1,! 1 

El : A "' 
p Q LM '3M-R vM' 

g2 Q S3 g2 0 -,2 0 : Y2 1 - g 1 
N' A 

g2 Q S4 g2 0 0 - '2 > : I Y:n - g2 
V 

GZ'L I q 4 1 - g 2 
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Det er lett å bevise at: 

f 
g2 Q 5 3 

har samme forventnin~. 

d. Seleksjon på u: 

La oss forutsette felgende modell og datasett: 

y. . p l.l Q s . Q e. . , hvor 
lJ 1 lJ 

Varo-Kov. 

(:] p 
[

_!_ I 
10 

0 ~} (J2 • 
• 

Far Antall avkom L>"- 
1 

1 10 

2 n 

) 25 

4 \ 

I det uselekterte tilfellet er BLUP av µ+si lik: 

A A 

lJ Q s / - 
A A 

hvorµ, s. er losningene til: 
1 

A 

48 10 8 25 s : : @ y .. 

20* < : : 
A 

10 0 0 51 y 1. 
A 

n 0 18 a < : v S2 p Y2. 
A 

25 a a 35 < : : * ) I I Y3. 
A 

5 a a 0 15 J L 54 I I Y1t. 
L 
*10 + G-1 
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F61gelig: 
,... A R µ + s 1 ,6255 ,1115 ,1793 ., 0 8 3 7 Yi. 
A N R @ + 52 p ,1394 ,5684 ,1992 ,0930 YL 
A A - @ + S 3 ,0717 ,0638 ,8167 ,0478 YL 
N A R lJ + 54 ,1673 ,1488 ,2390 ,4449 Y4. 
- - 

Nå kan det tenkes at E[s1+s2- (s3+54)] Q O nå grunn av 
seleksjon. Da blir: 

L' p [ 1 1 -1 Rv v 
L' u p µ s 1 + s 2 - s 3 - S4] 

BLUP-ligningene nå: 

48 10 n 25 5 

10 20 0 a a 

n a 18 0 0 

25 0 a 35 a 

5 a a 0 15 

a Rv Rv 1 v 

og losningene blir: 

<( 

N < : : µ y O • 

A 

Rv l : s 1 y 1. 
A 

Rv I I 52 Y2. 
N p 

1 I I s 3 Y3. 
A 

1 : : * 'Q Y4. 
A 

, 4 : : cp a 

N A 

: : R lJ + S 1 ,7647 ,2353 0 a Y1. 
A A 

l-1 Q S2 ,2941 ,7059 0 0 Y2. 
N A p R u Q S 3 0 0 ,9091 ,0909 Ys. 
A A R µ Q S4 0 a ,4545 ,5455 qGQ" 

A A 

En bor merke seg her at µ Q s. z i r ulike verdier i det 1 . 

uselekterte og i det selekterte tilfelleto 
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Et annet sett å oppnå "unb M· * ed" re sul tater nå er å g ruppe r e 

far 1 o~ 2 i en ~ruppe (~1) og far 3 og / i en annen gruppe 
(g2). Da blir BLUP-liRningene: 

A 

18 0 10 n 0 0 : : gl : q 1. Q Y2. 
A 

0 30 0 a 25 5 : I g2 Y3. Q Ya.. 
A 

10 0 20 0 a 0 : I ~ 1 : p : y 1 • 

n 0 0 18 0 0 I f S2 Y2. 
A 

0 25 0 0 35 0 : © s s I I y 3. 
A 

0 5 0 0 0 15 { : M s~ 1 M Ya.. 
CR 

A A A A 

g Q s blir da lik p Q s i seleksjonsmodellen. 

e. Seleksjon på y: 

Folgende datasett forutsettes (Henderson, 1975 e): 

År- Ku 
seson1! 
(s) 1 2 4 5 6 Sum 

1 1068 1959 730 D O 0 """ 3757 

2 1355 1578 " . . 0 0 0 """ Jr ) ) 

3 •• 0 1204 """ 1603 1810 4617 

Sum 2423 4741 730 1603 1810 11307 

Modellen som ligger til grunn for den enkelte registrering 
kan sies å vare: 

s p"7?Q [ • Q [ f Q ? , hvor 

y p vektor av registreringer (observasjoner) 

b p vektor av år-sesong effekter 

a p vektor av additive genetiske verdier 

f p vektor av ikke additive genetiske verdier samt 
effekt av permanent miljo 

e p vektor av tilfeldige miljoeffekter1 osv. 
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Videre er: cr2 p Ah2cr2 hvor A er matrisen for det additive · Y . 
genetiske slektskapet mellom individeneo 

' 02 p I(l - r)oJ
o y 

Dette betyr at: cr2 p µ ZAh2Z' Q ZI(r- h2)Z' Q I(l - r)]cr2 , y y 
og!, r og~ forutsettes å v§re ukorrelerte. 

Vi kan da sette onp det generelle uttrykket for "mixed modeln ... 
ligningene: 

• • """ 
X'X X'Z X'Z b 

Z 'Z + (1 - ø- A- i Z' Z 
• • """ 

Z 'X · 
h2 

Z'Z+ (l- r)_ I 
• • """ 

Z'X Z'Z r 
L Lø R h J- M 

p 

X'y 

z 'y 
z 'y 

1 
For vårt eksempel er: 

y' p lY11 Y12 • • a Y3&1, 

1 0 0 
v 0 0 
v 0 a 
a v 0 

X p : v a 0 

0 0 1 
0 0 v 
0 0 v 

51 

b p : 52 

53 

v 0 0 0 0 0 
0 v a a a 0 
0 0 a 1 0 0 
v 0 a 0 a a 

Z p : < 1 0 0 0 0 
0 1 0 a 0 0 
0 a 0 0 v 0 
0 0 0 a 0 1 
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Legg merke til at tredje kolumnen i Z er O fordi individ 
3 ikke har noen observasjon. 

Når det gjelder relasjoner mellom individene forutsettes 
folgende (pil går fra foreldre til avkom): 

1 

J ? P 3 ___, 

4 , som gir 

8 

0 

0 

a 

-4 

0 

a 

r 

3 

a 

0 

-6 

0 

) 

g 

a 

a 

-6 

0 

a 

a 

P 

0 

0 

-4 

0 

0 

a 

n 

a 

a 

-6 

-6 

0 

0 

12 

N' 
En får da folgende BLUP-ligninger (NB p3 ligningen er tatt 

o J vRø vRø bort) nar h = 0,25, r = 0,4, -- p 2,A og -- p 4: 
j 2 r - j 2 

3,o ,o ,o• 1,0 
I 
I ,o 2,0 ,011,0 
I 

,o ,o 3,o: ,o 
1,0 1,0 

I ,o,s,2 

1,0 

1,0 

1,0 

,o ' ,o -1,6 ,o, 2,0 ,o 
I 

,o ,o -Z4' ,o 3,0 
t 
I , 0 , 0 -2, 4 I , 0 , 0 

1,0 1,0 ,0:2,0 ,o 
I 

1,0 1,0 1,0, ,o 3,0 
I 

1,0 ,0 ,o: ,o ,o 
! ,o ,o 1,01 ,o ~o 
I 

,o ,o 1,0: ,o ,o 

,o 1,0 ,o 
,o ,o ,o 
,o ,o 1,0 
,o 

,0 ,0 ,o 
,o ,0 ,0 

,o 1,0 ,o 
,o ,0 1,0 

,0v1,0 
I 
I 

,0,1,0 
I 

' 1,0, ,o 

1,0 1,0 ,o ,o 
1,0 ,o ,o ,o 
1,0 ,o 1,0 1,0 

,o 
,o 

,o 

,o ,o 
I 

1,0 1,0 1,01 ,o 6,6 1,2 
I 

,o ,o ,o: ,o 1,2 3,6 
: : 

1, 0 , 0 , 0 © ,.0 , 0 , 0 3, 4 , 0 , av U 0 , 0 1, 0 , 0 , 0 
: : 

, 0 , 0 1, 0 : -1, 6 , 0 ~ 0 , 0 4, 2 , 0 : 10 , 0 , 0 1, 0 , 0 
I I 
© 

JO JO 1, Q I JO -2, 4 -2, 4 J Q JO 5 J 8: J Q , 0 , 0 , 0 1, 0 ~~~~-~-~--~·-~-~-~--~-~------~~---~~--~--~-----~---~-~~ 

,o 
,o 

I ,o, 6,0 ,0 ,0 ,o 
I 

,01 ,0 7 ,o ,o ,o 
I 

,o: ,o ,0 5,0 ,o 
' ,01 ,o 50 ,0 5,0 

,o 
,0 

,o 
,o 

,0 

,o 
' ,0 ,o ,o 1,0: ,o ,0 ,o ,0 5,0 

UR N' 

N' 

a" 

N' 

bv 

N' 

Ps 
N' 
P6 

p 

r31s1 

2933 

4617 

J/ J) 

4741 

0 

730 

1603 

1810 

J/ J) 

4741 

730 

1603 

1810 
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og lesningene: 

A 

s p µ 1306]5 1432,4 1412,0]; 
A 

a = (-38~4 108,7 45,8 -144,1 
22,8 123 ,1); 

N p = (-39,9 37,7 -86,5 33,6 
55,0]. 

Nå kan det tenkes at ku nr. 4 ble utrangert fordi hennes 
forste registrering (produksjon) var lågere enn gjennom 
snittet for ku nr. 1 og 2. Videre kan det tenkes at ku nr. 
2 ble holdt for et tredje produksjonsår fordi de to forste 
var storre enn for ku nr. 1. Dette betyr at: 

µ q 11 Q q 12 - Js 1 4 d 1 a 

f -y11+Yu-Y21+Y22] p l~J p M's flo] 
og 

L' =~ 1 
1 -2 0 0 a a :] Rv 1 a Rv 1 0 0 

A A A 

Sporsmålet blir da: Er~, e og f "unbiased"? 

Det enkleste settet å besvare dette sporsmålet på er å 
A A A 

uttrykke lesningene for henholdsvis~,~ og~ i form av 

y og så se om E(~IL'y) p E(~IL'y); E(~fL'y) p E(~fL'y) 
og E(pfL'y) p E(plL'y). For en gjor dette er det av stor 
hjelp å ha E(ylL'y) tilgjengelig (smlø VI 5), 

Ved å folge opplegget her vil en for dette eksemplet finne 
A A A 

at seleksjonen ikke forer til "bias" i~, ~ og >U med andre 
ord har en ved bruk av A-1 og BLUP klart å eliminere "bias" 
på grunn av seleksjon av bl.a. modreo En annen fremgangsmåte 
ville det ha v~rt å gruppere kyrne i generasjoner og så 
anvende BLUP. 

Flere eksempler er gitt av Henderson (1975 a) hvor det blant 
annet er illustrert betydningen av å kjenne til om effektene 
er "fixed" eller "random" når en tar forventnin12:en. 
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VII. BEREGNING AV VARIANSKOMPONENTER FRA nMIXED-MODEL"-LIGNIN~FNE 

- EN ITERATIV METODE 

Som tidligere påpekt forutsetter BLUP-metoden egentlig at 
varianser og kovarianser er kjente. Om varianser og kovarianser 
er ukjente, kan en fremdeles bruke "mixed.,..model"-ligningene og 
samtidig beregne varianskomponentene ved bruk av iterasjono 
Dette er beskrevet mer utforlig av bl.ao Schaeffer (1974) og 
Fimland (1975a). La modellen vare: 

y p X'Q Q Z~ Q ? 

hvor 

X er en kj errt , nxp matrise med rank=r~min (n, p); 

Z er en kjent j n x q matrise 

Videre, 

f ø r : : Xb Var-Kovaro y : :3 ZG e 

u I p I Q Of! u : p : GZ' g a 

~J : a : • : IR a e 
w, : 'RR ·- - 

For å presisere narmere er: 

u' p µ u~ 0 • 0 u'] og s 
Z p µ Z l • 0 • Zs] 

IaJ Q R p og G= :~ Icr;. 
0 1 

R R 
Videre la o~ og of (i= I ... s) vare de forste verdiene på de 
ukjente varianskomponentene. 

Vi kan nå sette opp "mixed-model"-liP.;ningene: 

N' X'X X'Z1 a • • • X' [ 12 : : X'y s 
Z'Z +Icr2/o2 N' z;x """ Z'Z U1 : p : ZtY 1 1 O 1 1 s 

X'Z s Z'Z s 1 

"""U R 
Z'Z +Icr2/cr2 
S S O S z 'y s 
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La den inverse matrisen vare: 

, 
00 

T' 
01 

, 
01 

, 
l 1 

T' os T' 
15 

0 e 0 

, 
15 

, 
55 

Dette innebarer at: 

A A 

- ' (- 2 ,- 2) 2 f . - 1 t. - @" @" a a. , or 1. - , ••• ~ s 
l. 1 1 0 1 

Videre at <J p p-1t hvor elementene av Per: 

s s 
- 2 ..• 2 

P p n - r - q Q I: I: tr T .. T ! . 
ao ao 

00 i=l j=l lJ 1J "'2 - 2 a. a. 
1 J 

å2 S 
-2 
ao . 

P . p L"~""J-J[tr T .. - 1: tr T .• T!. -- ] , for 1 p 1 , ... ' s 
Ol. a? l.l. j pv l.J l.J -2 (1 • 

1 J 

a'J 
b • " p (_Q_)Jz° " R J tr , "" 
11 -2 1 11 

(1. 
1 

-2 -2 a a 
? Q t r (T .. ) 2 ( ~) 2} , for i p 1, o o o :; s 
-2 11 -2 a. a. 
1 1 

p .. 
l.J 

02 02 
p L"""""J"-2 tr T .. T!. LRJ"-2 

-2 l.J l.J -2 (1. (1. 
l J 

for i, j p 1, < • • U * op i Q j 

Ved å sette de nye estimatene for <J inn på diagonalene i 
"mi xed-mcde l "-ligningene kan en f?. et bedre estimat på cr~ 
og cri. Vanligvis vil 10 iterasjoner v~re tilstrekkeliR. å~ 
og cri har d· nesten de samme "p rope r t M• s " som K:= XYf C'Minimum 
Norm Quadratic Unbiased Estimators") av varianskomponentene, 
og losningen for~ er tilnarmet BI.UP-. Et problem med iterasjon 
er at en kan få negative varianskornponenter (Fimland, 1975a). 

Om iviINQUE skal bli BQUE ("Best Quadr-a t l c Unbiased Estimator"), 
må en--forutsette normalitet. I så fall er BLUP lik BP ("best 

prediction"). 
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p ~ 
VI I I. REGRESSED LE!\ST-SOUARES MEANS'· 

Denne metoden ble foreslått av Cunningham (1965) for rangering 
av potensielle avlsdyro Etter som ~etoden blir relativt mye 
brukt i dag, skal vi rå noe narmere inn på denne. 

La oss gå ut fra folgende modell: 

q" Nc p µ Q s. Qj " Q e. Nc 
l.J . 1 J l.J ' 

hvor 

µ 

s. 
1 

h. 
J 

= konstant 

p effekt av ite hanndyr ("fixed" effekt) 

p effekt av jte besetning (el. besetning-år-sesong kombina 

sjon) (0, ah]. Altså er besetningseffekten betraktet som 

"random". 

=tilfeldigeffekt på nrccord11 til kte datter etter ite far 
. . te b . 
1. 1 esetning 

Denne modellen kan skrives om på f61gende sett (Fimland, 1976 b): 

S y p 2 § Q XIh Q ? 

hvor 

De tradisjonelle normalligningene blir da; 

t'K K'X1 J [ ;•] [K'y1 
XvX+Io j p og 

X'K x;y l 

cr2 • (forutsettes kjent) å p R 
a2 
h 
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Videre la den inverse koeffisientmatrisen vare: 

[

C11 

C21 
p 

µ

2'2 

X'K 1 

Med de definisjonene som er brukt, er koeffisientmatrisen av 
full rank. 

Som vist av Cunningham (1965) kan en beregne avlsverdien for 
I 

det enkelte hanndyr på folgende måte: 
N' "'* "' "'* "' 
? p µ Q d (~ - µ) 

hvor 

2 a'J 
d p s 

2 Q cii J 0s 0e 

Gir denne metoden et forventningsrett estimat avs*? Den 
enkleste måten å undersHke dette på er å uttrykke estimatene 
som en linear funksjon av elementene i modellen. SAledes: 

""* 
* p C11 K'y+ C12 x;y p (C11 2' Q C12 7z-s p 

L i 1 1 2 ' Q i 12 7 å L K§ S Q 7 1 j Q ?- p 

( C 1 1 K 1 K Q C 1 2 X; K) ~ S Q L C 1 1 K 'X 1 Q C 12 X; X i) 11 Q 

p ?· R C12 Io!} Q (C11 K' Q C12 xn~ 
fordi, 

C11 2'2 Q C12 ! F2 p : 

C11 K'X1 Q C12 cx;xl Q Io) p 0 
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La oss videre forutsette at E(~) p O. Dette betyr at et 
forventningsrett estimat av~* vil en oppnå med denne 

metoden i felgende to tilfeller: 

a balansert "design'? 

0 0 helt tilfeldig fordeling av fedre på besetning.er 

dvs. da blir C12 16h lik 0. 

I storfeavlen i Sverige hvor eliteparingene har en tendens 
til å forekomme oftere i de hogstytende besetningene kan 
ikke denne metoden sies å vlire noe videre hovelig. 

En utforligere diskusjon om denne metoden og andre metoder 
for rangering av potensielle avlsdyr er gitt av bl.a. Fimland 
(1976 bl• Videre diskuter~r Cunnin~ham (1965) metoden når 

både s S og j betraktes som N� Lxed ". 
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IX, NOEN BETRAKTNIN'iER OMKRING OPPBY<;f;JNCi AV MODELLER 

Et sporsmål som ofte reises, er hvilke feil det innebarer å
bruke feilaktige modeller. Dette sporsmålet er selvsagt 
komplisert og omfattende, og en skal ikke her gi noen utforlig 
diskusjon. Imidlertid kan vi forsake å summere opp noen fakta 
med hensyn til dette problemet. Bl.a. har Hendersen (1975 b) 
gitt en bra oversikt her. Interesserte henvises derfor til 
denne publikasjonen for en mer utforlig redegjorelse. 

°A~ Konsekvenser av å inkludere "fixed''-effekter av ingen betydning: 

La oss anta at den riktige modellen er: y = Xd21 + Z~ + ~, mens vi 
bruker modellen: 

Bruk av den feilaktige modellen forårsaker ikke 11bias" i 
estimatorene og prediktorene. Derimot vil visse funksjoner som 
er estimerbare når en bruker forstnevnte modell, ikke vAre 
estimerbare når den feilaktige modellen anvendes, videre vil 
sampling-variansen bli storre. 

0 ° Konsekvenser av å ignorere "fixed"-effekter av betydnin?.: 

Her blir både estimatorer og prediktorer "biased", men samnling 
variansen blir mindre ved bruk av den feilaktige modellen. 

0 0 0 Konsekvenser av å ignorere "randomn,~effekter av ~~tydning: 

Her forutsetter en at den riktige modellsn er: 

men en bruker: 

y = XQ + Z 1 ~ 1 + ~

Estimatorene og prediktorene blir 0unbiasedH:; men sarnpling 
variansen blir st6rre ved bruk av den feilaktire modellen. 
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000• Konsekvensen av å bruke feilaktig forhold mellom varians~ 
komponentene (G): 

A A 

Da blir variansen på k 'Q + m ·~ st6rre enn om riktip; G anvendes. 

0 0
• • • Konsekvenser av å behandle "randorn9: ••• elementene som 

Hfixed"-effekter: 

Dette med fo re r ingen "b i.as ? , men variansen på "prediction errors" 
blir storre enn ved bruk av riktig modello 

00
••

0
• Konsekvensen av å ikke bruke alle data ~om er tilgjengelige: 

Her kan en tenke seg at det er enklere å bruke BLUP om en f.eks. 
rangerer oksene på grunnlag av mjolkeavkastningen i forste lakta 
sjonen dvs. en ignorerer rnjolkeavkastningen i senere laktasjoner. 
Ved å gjore dette så aksepteres en hagere varians på forskjellen 
mellom estimatene av okseeffektene. 
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