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Forord

Dette heftet er en noe utvidet glengivelse av forelesninger som jeg
holdt for veterinmrstudenter i virsemesteret 1969. Forelesningene bygger til
dels pd erfaringer fra et kurs 1 biostatistikk som jeg holdt for veterinsrer
ved Norges veterinamrhggskole hgsten 1968. Framstillingen er i stor grad og
pé mange méter pavirket av prof., dr. Per Otitesteds Forclesningshefter fow
studenter ved Norges landbrukshggskole da jeg selv har undervist etter disse
hefter ved Landbrukshggskolen i flere &r. Symbolene som er brukt er stort
sett de samme som 1 prof. Ottestads hefter. Et viktig unntak er at jeg har
brukt understrekede symboler for random variable og de tilsvarende symboler
uten understrekning for verdier av random variable.

Det er lagt stor vekt pd & forsgke & gjgre framstillingen enkel og
lettfattelig for lesere med smé& forkunnskaper i1 matematikk, men en har
forsgkt & unngd & gjgre den upresis og flytende. Gjennomgéelsen av teorien er
i stor utstrekning knyttet til eksempler fra veterinsrmedisin og husdyrfag.
P4 passende steder i teksten er det skutt iqﬁ gvelser som er ment & skulle
utdype og festne stoffet etter hvert som studiene gar fram.

Heftet ble skrevet etter hidndskrevet manuskript direkte pad stensil
etter hvert som forelesningene ble holdt. Det ble derfor ikke anledning til
noen endelig omredigering etter at alt var skrevet.

Da det p.g.a. forskjellige sammentreff ble ngdvendig & bruke hele
fem forskjellige personer til maskinskrivingen og da skrivingen foregikk
under et visst tidspress, sd en gjennom fingrene med en del uregelmessig-

heter ved skrivingen som ville ha blitt rettet ved en strengere korrektur.
Vollebekk, juni 1969

Ivar Kristianslund
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I. Innledning

Ordet statistikk brukes ofte om en stor samling tall

(jordbruksstatistikk, kriminalstatistikk, importstatistikk osv.).

Det vi kaller matematisk statistikk (ofte forkortet til stati-

stikk) har visse tilknytninger til statistikk i den ovenfor
nevnte betydningen av ordet, men det er egentlig noe annet. k
gi en noenlunde presis definisjon av begrepet matematisk
statistikk er antagelig umulig. Som en forste tilnzrmelse kunme
vi si ot matematisk statistikk er leren om hvorledes vi skal
innrette oss nir vi omgads tall., Denne definisjonen omfatter
imidlertid@ store deler av matematikken og fagomrdder som bok-
holderi o0.l. P8 den annen side er det viktige deler av stati-
gtikken som faller utenom en slik definisjon.

For & gi et inntrykk av hva matematisk statistikk er ma vi
nevne noe av det faget omfatter. In viktig arbeidsmbte i den
matematiske statistikken er & sette opp en statistisk modell
som viser hvorledes et tallmateriale kan tenkes framkommet. En

slik statistisk modell er en tankekonstruksjon som kan uttrykkes

eksplisitt ved hjelp av matematiske og statistiske begreper og
symboler, Den statistiske modell er et metodisk hjelpemiddel
til & oppdage og kvantifisere mer eller mindre faste regler og
lovmessigheter i den virkelighet som omgir oss. I statistikken
arbeides det med typer av modeller som er s& generelle at de
kan anvendes pa en rekke helt forskjellige omradder innen viten-—
skap og teknikk m.v. Statistisk teori og statistiske metoder
kommer til anvendelse b3de nadr vi skal skaffe oss viten om vir
verden og nar vi skal ta praktiske avgjerelser pd grunnlag av
deﬁne viten. Den matematisk. statistikk utgjer sdledes et
arsenal av nyttige begrepe: g metoder som fagmannen kan forsyne

seg av. Matematikk er et viwiig hjelpemiddel innen statistikken,



men statistikken skiller seg likevel klart fra natematikken,
Noe av det som sermerker den matematiske statistikken er at
den anvendes p& fenomener hvor det inngér et element av usikker-
het og hvor denne usikkerheten blir tett direkte hensyn til i
selve behandlingen av problemet. Noen spredte eksempler pd slike
fenomener er terningkast, forsikringsvirksomhet, kvalitets-—
kontroll ved stikkprever, politiske meningsmdlinger, represen-—
tative jordbrukstellinger, og sist, men ikke minsgt vitenskape-
lige forsgk av forskjellige slag.

La oss nad forseke & gi en brukvar definisjon av begrepet
rnatenstisk statistikk.

Matenatisk statistikk er en vitenskap som har & gjeore med

problener som oppstdr og metoder som kan brukes ndr vi skal

samle viten og effe beslutninger ce "ol T r t herske
1 t g treffe beslutb 2 under forhold hvor det hersker

ugikkerhet., Usikkerheten kommer som regel inn i bildet fordi vi

S

er nedt til & bruke vare kunnskaper om et begrenset antall til-
felle p& et storre antall tilfelle som vi velt lite om péd forhadnd.
Statistikken kan hjclpe osg til & innrette oss pd en formdls-
tienlig mAte 1 slike situasjoner.

=t eksewnpel vil hjelpe til & klarlegge var definisjon.
En gruppe veterinerer f8r i oppdrag & bekjcompe en hittil uvkjent
husdyrsykdoii. De underseker da et begrenset antall dyr for &
bli kjent med sylkdommen. Videre forctar da en rekke eksperi-
menter ned behandlingsmdter og medisiner, og endelig setter de
igang en praktisk bekjempelse av sykdommen ved hjelp av isolasjorn,
vaksinasjon, hygieniske tiltek e.l. P4 alle stadier i dette
prograisiet vil det herske usikkerhet., Etter hvilket prinsipp
bor en ta ut dyr til undersgkelse? Hvorledes ber cksperimentene

legges opp og konklusjonene utledes av tallmaterialet? I



hvilken utstrekning er konklusjonene gyldige under praktiske
forhold? Slike spersmdl blir behandlet systematisk i stati-
stikken pd et helt generelt grunnlag uten tilknytning til noe
bestemt fagomride som veterinsrmedisin, plantekultur, sosial-
gkononi osv. Derfor er statistisk teori og statistiske metoder
anvendelige i a2ll empirisk forskning, dvs. forskning hvor vi
samler erfaring om variable fenomener i den virkelighet som
omglr oss.

Matenatisk statistikk er i dag et meget stort og variert
fagonrdde ned flerc spesialdisipliner. Faget er ct uvhyre viktig
hijelpemiddel i naturvitenskapelig og sanfunnsvitenskapelig
forskning og pd en rekke andre hoyst forskjellige onrider. Den
egentlige natematiske statistikk bygger pd sannsynlighetsregningen
som har retter helt tilbake til 1500-tallet. Det er imidlertid
i v&rt Arhundre at statistikken har f&tt en s& voldsom vekst
i omfang og betydning. Utviklingen av faget har i stor ut-
strekning skjedd i tilkmytning til jordbruksforskningen. Fagets
relative betydning vil sikkert fortsette & pke betraktelig i
tiden framover, bl.a. pd grunn av de nye mulighetene for elek-

tronisk databchandling.



II. Noen statistiske begreper

Den virkelighet vi lever i er uhyre komplisert., De prob-
lemer vi f8r & lose ved hjelp av statistiske nmetoder er derfor
ofte innflgkte og sammensatte. Som regel md vi derfor spalte
opp et problemkompleks som det vi stette pd i eksenplet ovenfor
i en rekke forholdsvis enkle delproblemer som lar seg beskrive
ved hjelp av statistiske modeller. Ved behandlingen av et slikt
statistisk problem far vi bruk for en rekke begreper sonm vi
skal definere i det felgende.

Som tidligere nevnt er statistikken et hjelpemiddel til 8,
skaffc oss viten. For & skaffe oss viten md vi foreta observa-
sjoner, dvs. vi md bruke vire sanser og registrere egenskaper
ved de objekter vi er interessert i. Som regel vil et viktig
ledd i forskningsprosessen vere & ta for seg et begrenset
antall objekter av et bestemt slag og underseke disse etter tur,
Hvert av disse objekter blir kalt et gjientak eller en telleenhct.
Skal vi f.cks. skaffe oss kunnskap om en hittil ukjent sykdom
hos sau m& vi ta for oss et antall sauer og undersgke hver av
disse. Hver sau i dette eksenplet er et gjentak. Et gjentak
behover ikke & vere et objekt. I noen tilfellc ken det bedre
karakteriscres som et fenomen, en situasjon, e¢.l. Skal vi
undersgke om higstorien om sjeormen har noc for seg kan f.eks.
hver ny rapport om at sjeormen c¢r sctt vere et gjentak, Andre
cksempler p& gjentak er grisekull, skller med en bakteric-
Xultur av et bestent slag, trekkpreover med en bestemt hingst,
besetninger, land, veterinsrbesogk, o0sv. Saﬁlingen av gjentak
son vi underseker i forbindelse med et bestemt problem (f.eks.

en samling pd 30 sauer) blir kalt et sampel cller utvalg.



Det er hensiktsmessig & oppfatte samplet som et utvalg fra
en sterre samling av gjentak som vi kaller universet eller
populasjonen. Et sampel som bestdr av 30 sauer kan f.cks. opp-
fattes som et sampel fra et univers som bestér av alle norske
sauer. Alternativt kunne vi ha oppfattet universet i dette til-
felle som samlingen av alle nadlevende sauer 1 hele verden,
eller som alle sauer i sin alminnelighet. Hva vi vil oppfatte
som univers n&r vi i et konkret tilfelle starter en undersekelse
er til en viss grad gjenstand for valg, men det fidr konsekvenser
for hvorledes samplet ber tas ut. Malet for var undersekelse
er & komme fram til utsagn, regler eller lovmessigheter som vi
kan ha hdp om er gyldige for hele universet, selv om de bare
bygger pd& en undersekelse av samplet. Vi kan altsd si at
universet er samlingen av alle de gjentak som vi tar sikte pé
at vare resultater skal gjelde for., Samplet, som alltid er cn
del av universct, er samlingen av alle de gjentak som vi
faktisk undersgker., Som regel er det'praktisk eller gkonomisk
unulig 4 undersoke hele universet, og det er nettopp dette
forhold sonm gjor at vi far bruk for statistiske metoder.

Skjematisk kan relasjonen mellom gjentak, sampel og

univers illustreres som i fig. 1.
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Det er ofte meget vanskelig eller umulig & trekke opp
konkrete grenser for et univers. Ofte er universet en abstrakt
tankekonstruksjon som ikke har noe reelt motstykke. Likevel er
universet et meget nyttig begrep som letter formuleringen og
analysen av vAre problemer. Hvis f.eks. gjentaket er en trekk~
preve med en bestemt hingst, kan univserset bestéd av alle
trekkprever som kunne tenkes utfort med denne hingsten under
nermere spesifiserte forsegksbetingelser (seletoy, sko, veidekke,
osv, av en bestemt type).

Universet kan bestd av et begrenset eller et ubegrenset
antall gjentak. Av og til blir ordet univers brukt om ubegren—
sede universer, mens ordet populasjon reserveres for begrensede
universer, men sprékbruken er noe varierende. Vi vil her holde
oss til ordet univers for begge tilfelle. Nar ikke noe ammet
gdr fram av sammenhengen vil de universene vi fir &4 gjere med
i det felgende alltid vere ubegrensede. |

Undersekelsen av hvert gjentak i samplet gér ut pd &

observere og registrere et eller flere kjennetegn. Et kjennetegn

er en kvantitativ eller kvalitativ egenskap som knytter seg til
gjentaket. Kjennetegnet kan enten observeres direkte ved hjelp
av syn, hersel, lukt, smak eller felelse; eller indireckte ved
bruk av mer eller mindre konpliserte instrumenter, apparater
og metoder. Som eksempler pd kjennetegn kan vi ncvne "hann" nir
gjentaket er en forsekskanin, "bolleformet jur® ndr gjentaket
er en ku, “"utemmet" ndr gjentaket er en hest, "spekktykkelse
25 mm" ndr gjentaket er en gris, "9 grisunger“ nar gjentaket
er et grisekull, "all import av levende storfe forbudt" nér
gjentaket er et land, OsV. |

Et kjennetegn som naturlig kan uttrykkes ved hjelp av et
enkelt tall blir kalt et kvantitativt kjennetegn. Et kjennetegn




som ikke kan uttrykkes pd denne mdte blir kalt et kvalitativt

kjennetegn eller konstant kjennetegn. Kjennetegnet "rede eoyne"

hos gjentaket "kanin nr. 33" er et kvalitativt kjennetegn.

K jennetegnet M evendevekt 419 kg" hos gjentaket "328 Litago"
er et kvantitativt kjennetegn. Kvalitative kjennetegn kan
alltid uttrykkes som om de var kvantitative ved at vi velger
et tall for hvert av dem. @yenfarge kan f.eks. defineres ved
at vi setter bld = 1, brun = 2, red = 3, osv.

Son regel knytter det seg en uendelighet av kjennetegn
+til hvert gjentak, men alle kjennetegn er ikke av samme inter-
esse. Opplegget for en undersgkelse forer naturlig til en
gruppering av kjennetegnene. Noen kjennetegn er felles for
alle gjentak av den type som er gjenstand for vir undersekelsc
i et gitt tilfelle. De er med andre ord felles for alle gjentak
i universet, og universet kan defineres ved & regne opp alle
disse kjennetegn. Hvis f.cks., vdrt univers bestdr av alle
kuer, kan universet i prinsippet defineres ved at vi regner opp
alle kjennetegn son er felles for alle kuer.

Visse andre kjennetegn brukes undertiden til en vide&e ,
klassifisering av gjentakenc for analytiske formél. Sammengmed
de kjennetcgn som definerer universet definerer disse kjen%e~'
tegn et subunivers eller delunivers. I prinsippet kan vi ﬁieks.

}

definere et subunivers av universet som omfatter alle kuer:

ved & regne opp alle de kjennetegn som er felles for alle kuer
av rasen NRF,

Det finnes ogséd kjennetegn som er av interesse fordi%
de identifiserer det enkelte gjentak, eksenpler er nummeref

péd den enkelte ku, eierens navn og adresse, 0SV.



Endelig har vi de kjennetegn som vAr undersekelse egentlig
dreier seg om. For & klarlegge statistisk tankegang er det
hensiktsmessig & oppfatte ethvert slikt kjennetegn som et ele-

ment eller medlem av et sett av alternative kjennetegn. Kjenne-

tegnet "blé syne" er f.eks. et element eller medlem av et sett

av alternative kjennetegn som omfatter alle forskjellige oyen-
farger som forekommer i vedkommende univers, KJennetegnet
"hankjenn" er et element i et sett som ogsd omfatter kjennetegnet
"hunkjenn®, Kjennetegnet "8 grisunger" nér gjentaket er et grise-
kull er et element i ¢t sett som omfatter alle naturlige tall
fra O og opp til, la oss si 20. Kjennetegnet "arlig melkeytelse
4120 kg" er et element i et sett som kanskje omfatter hele
tall-linjen fra O og opp til de ytelser vi finner hos verdens
rekordkuer. Vi ser altséd at hvert sett av alternative kjennetegn
inneholder de mulige alternativer av en egenskap som f.eks.
gyenfarge, kjonn, kullsterrelse, melkeytelse, osv,

Kjennetegnene md vere definert pd en slik mite at hvert
gjentak har ettt og bare ett kjennetegn fra hvert sett av
alternative kjennetegn son vi betrakter, Vi sier at de forskjel-
lige kjennetegn fra samme sett av alternative kjennetegn utelukker‘
hverandre, icd~t de ikke kan opptre hos ett og samme gjentak.

Vi sier ogsd at et gjentak mé ha enten det cne cller det andre

(eller det tredje, osv.)av dem. N&r det finnes bare to alternative

kjennetegn i ett sett, kalles disse notsatte kjennetegn., Nar

gientaket er en voksen hest, er kjennetegnene "hingst™", "hoppe"
og "vallakk" alternative kjennetegn. Kjennetegnene "ded og
levende" er ekgenpler pd motsatte kjennetegn.

Nar et sett av kjennetegn innecholder mcr enn to elementer,

er det alltid mulig 8 innrette seg slik at vi kan operere med



bare to motsatte kjennetegn ved & gruppere flere kjennetegn
under en felles betegnelse, Dette er ofte praktisk og kan
lette visse definisjonsproblemer. I stedet for & operere med
forskjellige grader av sykdom, kaxdet f.eks. vere hensikts-
nessig & bare definere de to motsatte kjennetegnene "syk" og
nikke syk". Man stdr selvsagt fritt ndr det gjelder & velge
hva man vil nene med "syk",

Kjennetegn fra forskjellige sett kan opptre samtidig
hos ett og samme gjentak, men de behever ikke nedvendigvis &

gjere det., Vi sier at slike kjennetegn ikke utelukker hverandre,

eller at et gjentak kan ha b&de det ene og det andre (og

eventuelt det tredje, osv. hvis det dreler seg om mer enn £0) .
Hvis gjentaket er en ku, kan kjennctegnet "NRF" og

kjennetegnet 'melkemengde 4120 kg siste regnskapsér" opptre

santidig, men de behever ikke 4 gjere det. Det er ingen ting

i veien for at det kan finnes en NRF-ku som hadde en annen

produks jon siste dr, og det kan ogsd tenkes at det finnes

kuer med produksjonen 4120 kg som ikke tilherer NRF-rasen.

De to kjennetegnene som er nevunt tilherer forskjellige sett.

Det enc settet omfatter alle raser, og det andre omfatter alle

tenkelige melkemengder.



I1TI. Matematisk sannsynlighet

Et helt grunnleggende begrep i statistikken er matematisk
sannsynlighet. En sannsynlighet kan defineres p& flere miter.
Ofte brukes en aksiomatisk framstilling hvor en bl.a. tar i
bruk sdkalt set-teori. I dette kurset skal vi definere matematisk
sammsynlighet pd en meget enkel og lettfattelig mAte. Dette
oppndr vi ved & tenke oss at vi kan ta for oss alle gjentakene
i hele universet (selv om dette er ubegrenset) og undersske
hvert enkelt av dem. N&r universet er ubegrenset er det selv-
sagt umulig & underseke alle gjentak. VAr definisjon er derfor
noe kunsfig og heller ikke matematisk stringent. Dette spiller
imidlertid ingen rolle for var anvendelse av sannsynlighets-—

begrepet. Sannsynligheten for kjennetegnet El i et univers som

vi betegner med U skrives som P(El]U) og er lik den brgkdelen

av alle gientakene i universet som har kjennetegnet El'

Vi har altsé

)zAntall gljentak med B 1 U
Antall gjentak 1 alt 1 U

(1) P(E,IU

Sannsynligheten for kjernnetegnet "oksekalv!" hos en
nyfedt kalv kan vi altsé, teoretisk sett, finne ved é notere
kjgnnet for alle kalver og dividere antall oksekalvér med
antall kalver i alt. Siden en samnsynlighet er en bregkdel av
gjentakene i universet innser vi lett at den md vare et tall
mellom O og 1.

Eksenplet ovenfor viser vel umiddelbart at summen av

sannsynlighetene for to motsatte kjemmetegn er 1ik 1. Har vi

et tilfelle med mer enn to alternative kjennetegn, innser vi

pd tilsvarende mdte at summen av sannsynlighetenc for et sett




av alternative kjennetegn, ndr vi tar med alle alternativene, .

er 1lik 1. Summen av den breokdelen av gjentakene som har kjenne-
tegnet "hoppe" og den brekdelen som har kjennetegnet "hingst"
og den brekdelen som har kjennetegnet "vallakk" i et univers av
voksne hester er selvsagt 1lik 1.

Tar vi for oss mer enn ett, men ikke alle, kjennetegn fra

et sett av alternative kjennetegn, ser vi at sannsynligheten

for enten det ene eller det andre eller det tredje, osv. av

disse kjennetegn er lik summen av sannsynlighetene for de

enkelte kjennetegn. S&ledes er sannsynligheten for enten

"hingst" eller "vallakk" i et univers av voksne hester 1lik
summen av sannsynligheten for "hingst" og sammsynligheten for
"vallakk". Nér vi tenker p& sannsynlighetene.som brekdeler av
gjentakene 1 universet er dette innlysende. Den setningen vi

nettopp har referert, blir kalt enten-eller setningen. Legg

merke til at enten-eller setningen har 4 gjore med kjennetegn
som alle tilhegrer samme sett av alternative kjennetegn.

Det er ikke noe i veien for at vi kan sporre etter sann~
synligheten for en eller annen kombinasjon av kjennetegn hvor
kjenneteznene . tilherer forskjellige sett av alterna-
tive kjennetegn. Vi kan f.cks., vere interessert i sannsynlig-=
heten for "hingst" av "vestlandsrase"., Kjennetegnet "hingst"
tilherer et sett av alternative kjennetegn som ogsd omfatter
"hoppe' og "vallakk", mens kjennctegnet vestlandsrase tilherer
et annet sett, nemlig et sett som omfatter hver enkelt av de
aktuelle raser. Definisjonen av sannsynlighet er den samme som
for, og vi tenker oss at vi teller opp alle hingster av vest-
landsrase 1 hele universet og dividerer med antall gjentak i

hele universet.



Eksemplet viser at vi m8 vere omhyggeligemed 4 presisere
hvilket univers vi tenker pd nér vi snakker om en sannsynlighedt.
I eksemplet kan jo universet bestd av alle hester, alle
hingster, alle norske hester, osv. Hvis U er universet av
alle hester, El = "hingst", E2 = "norsk' og E3 = "vallakk",

bruker vi folgende skrivemdtie.

P(EIJU) ~ Sanmsynligheten for "hingst" i hele universet
av voksne hester.

P(EllUEQ) = Sannsynligheten for "hingst" 1 universet av
norske hester,

P(ElEZlU) = Sarmsynligheten for b&de "hingst" og "norsk" 1

hele universet. (Dvs. den brekdel som norske
hingster utgjer av alle hester).

P(enten E, eller EBIU) = Samnnsynligheten for enten "hingst"
eller "vallakk" i hele universet. (Dvs. den brok-
del som hester av hankjenn utgjer av alle hester).

P(EllUiEz) = Sannsynligheten for "hingst" i universet av ikke-
norske (dvs. utenlandske) hester.

Sannsynligheten P(ElLUEZ) er en betinget sannsynlighet.

Det er sannsynligheten for El betinget av EZ' Dette er det
samme son sannsynligheten for El i det subunivers av U hvor
alle gjentak har kjennetegnet E2.

Den s&kalte bade-og setningen gjelder for kjennetegn som

tilhgrer forskjellige sett av alternative kjennctegn. Tar vi
for oss to slike kjennetegn og gir dem betegnelsene El 0g E2

kan ba&de-og setningen skrives pad felgende mites

(2) P(EIEEIU) = P(EllU)-P(EleEl)
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Denne setningen brukes bl.a. ndr vi kjenner to av de
sannsynlighetene som inngdr i likningen (2) og onsker & finne
den tredje direkte uten & g& veien om opptelling 1 universet.

Vi skal ikke gi noe formelt bevis for setningen, men over-

later til leseren & illustrerec den ved eksemplet i svelse 1.

gvelse 1.

La E
1
ikke reker", La universet U bestd av alle som for tiden er

vere kjennetegnet "esstlending” og E2 kjennetegnet

registrert som studenter ved NIH, Bruk brekregningens regler og
forviss deg om at bdde-og setningen gjelder for dette eksemplet.
Lag om ngdvendig et konkret talleksempel,

PJvelsgse 2.

Kan b&de-og setningen skrives pd felgende nite?
(3) P(B E,1U) = P(EZTU)-P(EIIUEZ)

Hint: Studer symbolene pd begge sider av likhetstegnet.

Hvis P(EQIUE P(Eztu) fAr vi ved innsetting i (2):

1)

1l

(4) P(B,E,10) = P(E1U)*R(E,10)

Vi sier da at El 0g E2 er uavhengige kijennetegn. Begrepet

uavhengighet i statistikken er uhyre viktig. Legg merke til at

uavhengighet i dagligtalen kan bety noe annet.

gvelse 3%.

Lag et talleksempel hvor P(EZJUEl) = P(EQFU). Vis at
P(EZtUEl) = P(E21UiE1). Formuler i ord hva som ligger i at to
kjennetegn El og E2 er uavhengige.

gvelse 4.,

Forsek & generalisere bAde-og setningen (2) og uavhengig-
hetskriterict (4) il & gjelde tre kjemnetegn E|,E, og Ez.
(Generaliseringen kan fores videre til et vilklrlig antall
kjennetegn).
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Enten-eller setningen og bdde~og setningen md ikke blandes
sarmmen. Enten-eller setningen har & gjore med kjennetegn som
tilhgrer et oz samme sett av alternative kjennetegn. Bade-~og
setningen gjelder kjennetegn som kommer fra hvert sitt sett av

alternative kjennetegn.

gvelse b,

La oss tenke oss at vi har ct begrenset univers som
bestdr av 100 studenter og at vi betrakter to sett av motsatte
kjennetegn hvorav det ene har & gjere med alder og det andre
gjelder ekteskapelig status. Studentene er fordelt pd folgende

méte:

E, ="fylt 23 &r" iB,="ikke fylt 23 Ar°
Elzﬂgiff" 15 5 20
1E1="ugift"' 40 40 80

55 45 100

Skriv ned (som breker) folgende sannsynligheter: P(E,1U),
P(E,'U), P(E,'UE,) B(B,UE,),P(EE,U) og P(E,E,'U). Illustrer
riktigheten av bAdde-og setningen skrevet pad formen (2) og ph
formen (3). Ir B, og E, uavhengige kjennetegn? Forsek & lage en
utvidet enten-eller setning som kan brukes til & finne fglgende
sannsynlighet: P(enten E, eller E, eller ElEZIU).

gvelse 6,
Byttt ut tallene i egvelse 5 med folgende tall:
Ezs"fylt 23 Ar" iEgt"ikke fylt 23 &r"

.

B, ="gift" 15 5 20
iElz"ugift" 60 20 80
75 25 100

Undersek om folgende kjennetegn er uavhengige: (1) E, og E,.
(2) B, og iE,. (3) iE, og E,. 1iE; og iEZ' Kormenter resultaget
og tallene i tabellen. A



IV, Litt om anvendelsen av sanngynlighetsbegrepet.

La oss se p& noen av de spersmidlene som nmelder seg i
forbindelse med sannsynlighetsbegrepet. Vi har allerede forklart
hva som menes med en sannsynlighet. Et n:rliggende speorsmil er
da: Hvordan finner vi tall for sannsynligheter? I denne sammen-—
hengen er det viktig & skjelne mellom to forskjellige oppgaver.
P& den ene siden har vi den oppgaven & finne tall som vi, 1
hvert fall forelepig, oppfatter som eksakt riktige. Denne opp-
gaven lar seg ikke alltid lese, men sannsynlighetspegrepet
cr likevel nyttig fordi det gir et konkret uttrykk for hva vi
egentlig er ute etter. I noen tilfelle lgser vi oppgaven ved &
postulere sannsynligheter. Vi bygger da péd vir forhé&ndsviten om

universet.

gvelse 7.

Hvordan ville du postulerc sannsynligheten for & fé
(2) "krone" ved kast med et gitt pengestykke (b) "seks" ved.
kast med en gitt terning (c) "galte" ved en tilfeldigtrekming
fra cn grisebinge hvor det er 18 galter og 6 purker? Gjor rede
for hvorledes du kom fram til postulatene. Prov & formulere en
regel for postulering av sannsynligheter,

Den andre oppgaven vi kan bli stilt ovenfor er 4 finne
tall som vi ikke i noe tilfelle oppfatter som annet enn til-—
nerpingsverdier for de tilsvarende sannsynligheter. Det & finne
slike tall kaller vi & estinere samnsynligheter. De tiln&rmings-
verdiene vi kommer fram til kaller vi estimater. Estimeringen
bygger normalt pd en undersgkelse av et sampel fra det universet

vi er interessert i.



@velse 8.
Hvordan ville du estinmere de sannsynlighetene som er nevnt

i evelse 7? Prov & formulerecen regel for hvorledes samplet baor
tas ut nAr vi skal estimere en sannsynlighet.

I nange tilfelle hvor vi kjenner visse sannsynligheter
eksakt, blir vi stilt overfor den oppgaven & finne nye beslekt-—
ede sannsynligheter. Enten-eller setningen og bade-og setningen
er da ofte til stor hjelp.

Det er viktig & merke seg at en sannsynlighet er et utsagn

onl universet. Den sier hvor stor brekdel av gjentakene i uni-

verset det er som har et bestemt kjennetegn eller en bestent
kjennetegnkombinas jon. Hvis det er universet som interesserer
oss bg det er det som fegel i forskningen), er kjennskapet til
sammsynligheter eller estinater av sannsynligheter av umiddelbar
nytte. Vi skal imidlertid merke oss at en sannsynlighet ogsé
har visse implikasjoner for et sampel, ja endog for et enkelt
gjentak (son er et spesialtilfelle av et sampel). Vi kan altsid
trekke slutninger bdde fra et sampel til universet (estimering)
og den andre veien fra universet til et nytt samﬁel (prediksjon).
La oss ta et eksempel. Sett at sannsynligheten for at en
veteringrstudent er oppvokst pd landet er 2/3. Denne sannsynlig-—
heten er da et utsagn om universet av veterinsrstudenter. Hvis
jeg stir overfor et sampel av veterinmrstudenter (f.eks. en
klasse pd 30 studenter) og jeg fir i oppdrag & forutsi (lage en

prediksjon om) hvor mange av disse det er som er oppvokst pé

landet, vil jeg under visse forutsetninger gjette p& 20. Til-
svarcnde, hvis jeg st&r overfor en enkelt student vil Jeg kanskje
uten videre gjijette p& at han er oppvokst pd landet. Under visse
forutsetninger vil jeg da i det lange lep kunne regne med &

gjette riktig 1 2 av 3 tilfelle.



gvelse 9.

Ville det vere en bedre strategl onm jeg i det siste
eksemplet, hvor jeg sto overfor en enkelt student, gjettet pd
ot hen var fra landet i 2 av 3 tilfelle? (Vi forutsetter altsd
at jeg blir stilt overfor en enkelt student gjentatte ganger.)

Bt viktig spersmdl er hvilke betingelser et sanmpel mé
oppfyllie forat en sannsynlighet skal ha visse klare implika-
sjoner for dette samplet slik som vist i eksemplet ovenfor,

Svaret er at samplet m& vere et random sampel eller tilfeldig

utvalg (random = tilfeldig). I prinsippet er det lett & definere
et random sampel. Derinot er det ikke alltid s& lett i praksis

8 skaffe seg et slikt sampel. Et random sampel er et sampel

som tas ut pd en slik mdte at alle gjentakene i hele universet

har like stor sannsynlighet for & komme med i samplet. Vi skal

se” pd et eksempel. Hvis vi skal ta ut et random sampel pd n
gjentak (studenter) fra et univers som bestdr av N gjentak,
kunne vi i prinsippet g8 fram pd folgende mite: Gjentakene
numnereres fra 1 til N. Dessuten nummererer vi N papirlapper
fra 1 til N. Lappene legges i en beholder og blandés godt.
Deretter trekker vi ut tilfeldig n lapper. Gjentakene med de
tilsvarende nummer utgjor samplet.

I det hele tatt skaffer vi oss ofte et random sampel ved
en eller amnen form for loddtrekning (randomisering). Populsrt
uttrykt kan vi si at randomiseringen er et middel vi bruker til
4 kunne stille oss helt "upartiske" ved uttakingen av samplet.
Alle gjicntak i hele universet fdr samme "sjanse" til 8 bli med
i vart sampel. Derved kan vi ha best mulig hdp om at samplet i
en viss forstand "representerer" eller "likmer" universet. Dette

gir oss igjen et grumnlag for &4 vige & anvende det vi vet om



universet pd samplet eller omvendt, alt etter hva oppgaven er i
det enkelte tilfelle.

La oss illustrere betydningen av & arbeide med random
sampler ved igjen & ta for oss eksemplet med veterinsrstudenter.
Hvis jeg stdr overfor en klasse veterinmrstudenter, er det mulig
at disse kan oppfattes, i hvert fall tilnzrmet, som et random
sanpel fra hele universet av veterinsrstudenter. Det kan imidler-
tid ogsd hende at dette samplet ikke er et random sampel fra
dette universet. Hvis f.eks., faget som det undervises i er
valgfritt, kan det tenkes at dette faget ikke over samme til-
trekning pd alle kategorier av studenter. Samplet mé& da kanskje
oppfattes som et sampel fra et subunivers av veterinsrstudenter,
f.eks. et subunivers som bestdr av studenter som kan tenke seg
4 velge dette faget. Hvis faget over helt ulik tiltrekning pa
landsungdom og byungdom, vil samplet ikke kunne brukes til &
estimere sannsynligheten for kjennetegnet "oppvokst pd landet" 1
hele universet av veterinerstudenter. Heller ikke ville en kunne
lose den motsatte oppgaven, nemlig & forutsi hvor mange av
studentene 1 klagssen som hadde kjennetegnet "obpvokst pad landet®
i en situasjon hvor sannsynligheten for dette kjennetegnet i
hele universet av veterinsrstudenter var kjent. Vanskeligheter
av denne art md en alltid sgke & ta hensyn til i forsknings-
arbeidet og i den praktiske anvendelsen av statistikken.

Hvis et random sanpel bestar av bare et eneste gjentak,

snakker vi om et tilfeldig glentak. Som nevat har en samnsynlig-—

het visse inplikasjoner ogsd for det enkelte gjentak. Riktignok
kan vi si om et enkelt gjentak at enten har det et bestemt kjenne-
tegn, eller sé har det ikke dette kjennetegn., Hvorfor skal vi

da trekke inn en sannsynlighet? Svaret er at vi kan vere interes-

sert 1 & lage en prediksjon. Det kan hende at vi ikke har
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undersokt gjentaket enda eller at kjennetegnet hittil ikke har
gitt seg observerbare utslag. Porat en sannsynlighet skal gi
grunnlag for en slik prediksjon, ber gjentaket vere et tilfeldig
gjentak.

Ta oss se pa et eksempel. Sett at det var kjent at 1/3% av
alle norske menn der av hjertesykdommer, Sannsynligheten pd 1/3
er et utsagn om hele universet av norske menn 0g den sier ingen
ting om hva jeg, som er et gjentak i dette universet, konmmer
til & do av. Hvis jeg kan oppfatte meg selv om et tilfeldig
gjentak fra dette universet, har imidlertid sannsynligheten
visse implikasjoner ogs& for meg, selv om den ikke sier noe som
helst sikkert om hvorledes det vil gé meg.

Sett at jeg hele mitt liv har serget for riktig kosthold
og passende mosjon. Da kan jeg neppe oppfatte meg selv som et
tilfeldig gjentak. I stedet mé jeg trolig oppfatte meg selv som
et gjentak fra et subunivers av norske nenn. I dette subuni-
verset kan den nevnte sannsynligheten vare mindre emn 1/3.

Vi har tidligere vert inne pd vanskelighetene ved & av-
grense et univers. La oss til slutt nevne at det i mange til-
felle kan vere hensiktsmessig uten videre 8 gpfatte det samplet
en har som et random sampel og & definere universet ved hjelp

av samplet. En sier da at universet er det universet som

sanplet representerer i egenskap av et raondom sampel. En slik

definisjon har vert brukt av professor Ottestad. (P.Ottestad,
Matenatisk Statistikk. Forelesninger ved Norges Landbruksheg-
skole. Oslo-Vollebekk 1962, s. 32.) Da universet bare er et
tankemessig hjelpemiddel er det ofte blde vanskelig og 1itef

pdkrevet & konkretisere universet ytterligere.



Svert ofte har vi i statistikken & gjore med eksperimenter,
Fra ovennevnte forelesningshefte tar vi ogsid med noen formu-
leringer om slike tilfelle."Er gjentaket et eksperiment, bestér
universet av et ubegrenset antall eksperimenter utfort etier
en n®rnere spesifisert oppskrift." I et slikt tilfelle "vil
alltid en rekke eksperimenter utfert uavhengig av hverandre og
neyoktig etter oppskriften, vere et random sampel. (Ottestad,

s. 30 og 32).

Den egentlige sannsynlighetsregningen har mange praktiske
anvendelser direkte. Det viktigste for oss er imidlertid at
sannsynlighetsregningen danner grunnlaget for alt som kalles
natematisk statistikk. Sannsynlighetsbegrepet er bl.a. nedvendig
for & definere en random variabel og fordelingsfunksjonen for en
random variabel. Disse begreper herer med til de mest sentralc

begreper i statistikken.



V. Binomialloven

Vi skal ta for oss en viktig formel i sannsynlighets—
regningen som kan utledes ved hjelp av bade-og setningen og
enten-eller setningen.

Sett at sannsynligheten for kjennetegnet E i universet U
er 1lik P(EIU)=p., Sannsynligheten for det motsatte kjennetegnet,
iE vil vi betegne med q. Altsd er P(iE1U)=g=1-p.

Ta oss tenke oss at vi tar ut et random sampel pd n gjentak
fra universet U. Hva er da sannsynligheten for at Z av disse
gjentakene har kjennetegnet E og at altsd de eovrige n-Z gjentak
har kjennetegnet iE? Binomialloven gir oss svaret pd dette
spersmidlet direkte uten at vi behsver & gd veien om bAde-og
setningen og enten-eller setningen. Formelen som uttrykker
binomialloven er viktig fordi vi ofte steter pd problemer av
denne type. Den kan ogsd brukes som en fordelingsfunksjon, noe
vi kommer tilbake til senere.

Vi skal gjennomgd et eksempel for & antyde hvorledes form-
elen kan bevises.

La oss betrakte et univers, U som bestlr av alle storfe-
fedsler., ILa E std for kjennetegnet "oksekalv" og iE for
"kvigekalv", La sannsynligheten for oksekalv vere p=C,52.
Sannsynligheten for kvigekalv blir da g=0,48. Anta at vi kan
skaffe oss et random sampel som bestdr av n=4 storfefedsler.
Hva er da sannsynligheten for at Z2=3 av de 4 kalvene (fedslene)
skal ha kjennetegnet "oksekalv"?

Den sgkte sannsynligheten kunne vi skrive som P(Z=31Un=4).
Vi ekal ferst forklare hva denne sannsynligheten betyr. Fra

universet U kan det tas ut en uendelighet av forskjellige



sampler p& n=4 gjentak (fedsler). La oss néd definere et
nytt univers Un=4 hvor hvert gjentak er et sampel p& 4 fedsler
fra universet U, Universet Un=4 bestdr altsd av alle mulige
forskjellige sampler pd 4 gjentak som kan tas ut fra universet
U. Sannsynligheten P(Z=%)Un=4) refererer seg til universet
Un=4. Den kan tolkes som den brekdel av alle sampler pd n=4
gjentak fra universet U som har kjennetegnet "Z=40,

Det vil lette framstillingen om vi tenker oss at et random
sampel pd 4 fedsler fra U tas ut pd felgende méte: Forst tar vi
for oss fedsel nr. 1 og undersgker om resultatet er oksekalv
eller kvigekalv., Deretter tar vi for oss fedsel nr. 2, o0sV.

Vi vil gjerc to forutsetninger., For det forste vil vi forutsette
at sannsynligheten for at fedsel nr. 2 har kjennetegnet "okse-—
kalv" (tolk denne sannsynligheten selv) er den samme uansett

om fedsel nr. 1 hadde kjennctegnhet "oksekalw" eller ikke. Av

det vi har lsrt i gvelse 3 gir det da fram at kjennetegnene
"oksekalv ved fedsel nr. 1" og "oksekalv ved fedsel nr. 2" er
uavhengige kjennetegn. Av dette folger det ogsd at f.eks.
kjennetegnet "kvigekalv Ve odsel nr. 2" og noksekalv ' S Frodscl
nr. 1" er uavhengige. (Se eovelse 6), Vi summerer de forskjellige
unavhengigheter ved & si kort at fedsel nr. 1 og fedsel nr, 2 er
uavhengige. Tilsvarende forutsetninger om uavhengighet gjor vi
for alle par av fedsler blandt de fire., VAr ferste forutsetning
kan derfor kort uttrykkes ved & si at de enkelte fedslene er
uavhengige,

Den andre forutsetningen vi gjer er at sannsynligheten for
"oksckalv?® er den samme, nemlig p=0, 52 ved hver eneste fodsel.

At de to forutsetningene kan ventes & vere oppfylt folger
av det faktum at vi opererer med et uendelig univers og et

endelig random sampel.




gvelse 10,

Tenk deg et endelig univers, f.eks. en kalvebinge son
inneholder 13 oksekalver og 12 kvigekalver og vis at de 12
forutsetningene ovenfor ikke er oppfylt ndr vi trekker ut et
random sampel av kalver fra denne bingen. (De er oppfylt hvis
vi slipper hver kalv tilbake 1 bingen igjen for vi foretar

neste trekning).

Vi kan si at binomialloven gjélder for uttaek av et random
sampel fra et uendelig univers. For et endelig univers (pvelse
8, forste del) har vi en tilsvarende lov, den hypergeometriske
lov som vi ikke skal komme inn pd. Hvis vi hele tiden tenker
p8 et endelig univers (pvelse 8) kan vi si ot den hypergeo-
metriske lov gjelder for trckning uten tilbakelegging og
binomialloven gjelder for trekning med tilbakelegging.

T.a oss nd vende tilbake til vart eksempel. Det resultatet
vi var interessert i, nemlig 3 oksekalver og 1 kvigekalv kan
vi f& pd 4 forskjellige méter, alt etter som om det er den
l.eller 2, eller 3. eller 4. kalven vi trekker ut som er
kvigekalv. Tar vi "o" std for oksekalv og "k" st& for kvigekalv,
kan de nmulige resultatene skrives sonm ko000 okoo ©oko 0g 000K.
Bruker vi na vire to forutsetninger samt en utvidet form av
bide-og setningen (gvelse 4) ser vi at sannsynlighetene for
hvert av resultatene kan skrives som henholdsvis QpPPP PGPP PPUpOZ
pppg. Her er f.eks. qppp sannsynligheten for & f£4 bade
Wigekaly ved den forste fodselen og oksekalv ved den andre 0f
oksekalv ved den tredje og oksekalv ved den fjerde fedselen.,
Vi ser at sannsynligheten er den samme, nemlig qu for alle de
fire typer av sampler som inneholder 3 oksekalver og en kvige-—

kalv. Vi er interessert i & f& 3 okser og 1 kvige p& enten den
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forste miten eller den andre mdten gller den tredje ndten
eller den fjerde midten. I folge enten-eller setningen blir
dette p3q+p3q+p3q+p3q=4p3q og dette er svaret pd var oppgave.
Vi ser at resultatet, 4p3q ogsd kan skrives son 4p%qnT2,

Vi merker oss ogsd at tallet 4 stlr for antall miter et sampel

pd 3 okser og 1 kvige kan bli trukket ut pa.

Hvis vi n& tar for oss det generelle tilfelle hvor n og z
er hvilke som helst tall sm er forenlige med problemstillingen,
kan det vises at sannsynligheten, PZ for & f4 Z gjentak med E
og n-Z gjentak med iE i et random sampel P& n gjentak kan

skrives p& felgende méte:

Z n- H 7 n-7
(5) P, =(?)p q” 2 = %TTE:ETT p“q"

Z n-7
&

Vi ser at leddet p er det samme som i vért spesielle

tilfelle, Leddet(g) smm leses "n over Z" er et matematisk

symbol som ogsd kan skrives som nl! . Her er igjen n! et
Zi(n-%) ¢

matenmatisk symbol som stdr for produktet av alle naturlige tall
fra 1 til n. (Dvs., n! = 1l.2.3....n)

(15) er det generelle uttrykk for antall miter vi kan f& Z
gjentak med E og n-Z gjentak med iE pd 1 et random sampel pé
n gjentak.

Pvelse 11,

(a) Bruk tallene i vart eksempel (p=0,52, 9=0,48, n=4 og
7=3) og regn ut P, etter formelen (5).
(b) Gjenta utregningen for hver av de gvrige verdier av Z som
kan forekomme ndr n=4 (2Z=0, Z=1, Z=2 og Z=4).
(¢) Summer verdiene av P, for alle de 5 verdienec av 2 og
kommenter resultatet.
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@velse 12, '

En meieristudent pdstAr at han kan skille melk fra meieri A
fra melk fra meieri B pd smaken. Vi gir ham i tre dager pd rad
et melkeglass som han ikke vet hvor er fra., Hver dag avgjer
vi p& tilfeldig mAte om melken skal anskaffes fra meieri A
eller fra meieri B. Sett at studenten 1 alle tre tilfelle
greier & bestemme hvilket av de to meieriene melken er fra
etter & ha smakt pd den. Hva er sannsynligheten for at han
klarte dette ved ren gjetning? ibﬁs

gvelse 17%.

En pelsefabrikant har grunn til & anta at 90% av de
middagspelger fabrikken produserer inneholder mindre enn 6%
stivelse. For & underseke om denne antakelse holder stikk ble
det tatt ut tilfeldig 5 pelser til analyse, og av disse var
det 2 gom inneholdt minst 6% stivelse.

Hva er samnsynligheten for & f4 et slikt observasjons-
resultat hvis pelsefabrikantens antake lse er riktig?
Forutsetninger: Vi ser bort fra alle praktiske problemer som

er forbundet med samplingen og den kjemiske analysen.

Jvelse 14.

Sannsynligheten for at en hund som ikke vaksineres mot
hvalpesyke skal f& denne sykdormen (fer eller sencre) er 1/4
nmens sannsynligheten for at en hund som er vaksinert skal i}
sykdommen er 1/9. Sannsynligheten for at en hund som far
hvalpesyke skal do er 1/3 (uansett om den er veksinert eller
ikke).

Tn mann eier to hunder som er stasjonert pd to forskjel-
lige steder slik at faren for smitte mellom dem ikke er
annerledes enn mellom hunder i sin alminnelighet. Den ene er
vaksinert, den andre ikke.

a. Hva er sannsynligheten for at begge hunder skal do
av hvalpesyke?

b, Hva er sannsynligheten for at bdde den hunden somer
vaksinert skal de av hvalpesyke og at den som ikke er vaksinert
ikXke skal f& hvalpesyke?

c. Hva er sannsynligheten for at :uin i un av hundehe skal do a

hvalpesyke?
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VI. Random wvariable,

Vi skal nd forklare hva som menes med en random variabel,
Videre skal vi gjennomgd flere beslektede begreper og se pad noen

eksempler,

En random variabel er i mange lzrebgker definert pa en noe
abstrakt mdte ved hjelp av set-teori, Vi skal her forseke & gi
en enklere definisjon,

o oss forst underseke hva som er forskjellen pd en variabel

i matematikken og en random variabel i statistikken,

En variabel i matematikken kunne vi f.,eks, definere som en

sterrelse som kan anta visse verdier innenfor et sett av verdier.
En variabel kan f.,eks. anta alle verdier fra O til + oo . I
matematikken sier vi imidlertid ikke noe om hver sannsynlige de
forskjellige verdiene av den variable er.

En randem variabel i statistikken skiller seg fra en wvariabel

1 matematikken ved at vi ikke bare spesifiserer hvilke verdier
den variable kan anta (et sett av alternative verdier), men vi
har ogsd spesielt i tankene at de ulike verdiene opptrer med
forskjellig sannsynlighet, Tisse sannsynlighetene behover ikke
alltid & vere kjente og spesifiserte, men de inngér i alle tilfelle
som en viktig del av begrepet en random variabel,

Vi skjelner mellom to slags randem variable. En diskret

random variabel kan bare bare anta visse atskilte verdier pé

tall-linjen. Et eksempel pad en diskret random variabel er resul-
tatet (utkommet) ved et terningkast. Denne random variable kan
anta verdiene 1, 2, 3, 4, 5, 08 6, altsd seks atskilte verdier

p& tall-linjen, (Til hver verdi knytter det seg en sannsynlighe?,)

Antall oksekalver i et random sampel pd fire storfefgdsler er et
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annet eksempel péven diskret random variabel., Denne kan anta
verdiene 0, 1, 2, 3 og 4. (Til hver verdi knytter det seg en
sannsynlighet som under visse forutsetninger kan regnes ut etter
binomialloven sem antydet i evelse 11).

En kontinuerlig random variabel kan (i prinsippet om ikke

i praksis) anta alle verdier pé tall-linjen eller p& et intervall
av tall-linjen, Vekten av en gris som er et tilfeldig gjentak
fra et uendelig univers av griser kan oppfattes (tilnzrmet) som
en kontinuerlig random variabel. Denne random variable kan 1
prinsippet anta alle verdier pad tall-linjen fra O og opp til
vekten av de sterste griser i universet. Bt annet eksempel pa en
kontinuerlig random variabel er melkeytelsen til en tilfeldig ku
fra et uendelig univers av kuer,

BEn random variabel er ferbundet med et bestemt uanivers av
gientak (f.eks., universet av alle terningkast med en bestemt

terning). Hvert gjentak har et bestemt kvantitativt kijennetegn

(f.eks. kjennetegnet "6") fra et bestemt sett av alternative

kvantitative kjennetegn (f.eks. settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 ).

Hvert gjentak har altsd ett eg bare ett kjennetegn fra dette
settet., (Vi er i denne sammenheng ikke interessert i kjennetegn
fra andre sett.,) Forelepig vil vi tenke oss at vdrt sett bestar
av et begrenset (endelig) antall kjennetegn. Dette svarer til
at vi bare betrakter diskrete random variable, Senere skal vi
utvide var definisjon til egsd & gjelde kontinuerlige random
variable. Til hvert kjennetegn i vart sett av alternative kjenne-
tegn knytter det seg en bestemt sannsynlighet i det universet vi
betrakter slik at summen av sannsynlighetene for alle kjenne-
tegnene i settet er lik 1. (Vi kunne f.eks. tenke oss at det
ti1 settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 svarer sannsynlighetene 1/6, 1/6,
1/6, 1/6, 1/6, og 1/6).
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Med en diskret random variabel mener vi et slikt sett av

alternative kvantitative kijennetegn som det knytter seg bestemte

sannsynligheter til, Hvert enkelt kvantitativt kjennetegn 1

settet av alternative kvantitative kjennetegn blir kalt en verdil

av den randsem variable,

Pet er uhyre viktig & f& helt klart for seg hva en random
variabel er og & kunne skjelne den fra en variabel i matematikken,
N&r vi snakker om en random variabel tenker vi p& alle dens verdie:
under ett idet vi samtidig erkjenner at hver verdi har sin bestemi«
(men ofte ukjente) sannsynlighet.

Rent praktisk kan vi si at verdien av en random variabel
gjerne er et resultat av en telling, veiing eller miling av et
eller annet slag. Hvert fenemen som tellingen, velingen eller
malingen knytter seg til oppfattes sem et (tilfeldig) gjentak i
et univers.,

Vi skal se p& noen eksempler pd random variable.

Eks. 1. Som nevnt er resultatet av et terningkast en
randem variabel. Hvis terningen er riktig avbalansert, kan vi

lage felgende oppstilling:

Verdier av den random variable
(d.v.s. sett av alternative kvantitative

kjennetegn) : 1 2 3 4 5 6

Tilherende sannsynligheter: 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Universet kan her vaere et univers av alle mulige kast med
denne terningen., (Det kunne ogséd vere universet av alle mulige
kast med alle riktig avbalanserte terninger,) Gjentaket er det
enkelte terningkast med denne terningen (eller med en riktig

avbalansert terning).
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Den randem variable er antall oyne som kommer Opp idet vi

underforstidr at det til hvert antall syne knytter seg en sani-
synlighet, Vi kan kanskje tillate oss & si at ordet variabel

har forbindelse med tallene 1, 2, 3, 4, 5 og 6 mens ordet randon
er en feolge av at vi opererer med de seks sannsynlighetene pd& 1/6,

Begrepet en random variabel er noe helt nytt i forhold til

det vi er vant til fra matematikken. Det er ikke lett & fé en
klar forestilling om hva det er uten & se for seg en hel tabell
(eller figur) som i eksemplet evenfor.

I 1itteraturen brukes ofte samme symbel for en random

variabel som for verdien av en random variabel. Det blir overlati

til leseren & avgjere av sammenhengen hva forfatteren har 1 tanke:
For den som skal lere faget er det absolutt nedvendig & fore+®
forskjellen pd de to begreper, I nyere 1grebokslitteratur er det
nd noksd vanlig & bruke fete typer for random variable og de til-
svarende vanlige bokstaver for verdier av random variable (hvis
verdiene ikke er spesifisert som tall)., Det er 1itt omstendelig
4 bruke denne skrivemften, men den er klargjerende for tanken,

Vi skal bruke den i alle sammenhenger hvor vi ensker & oppné& stor

presisjon i fremstillingen. I _stedet for fete bokstaver skal vi

da streke under symbolene.

Vi skal illustrere denne skrivemdten ved hjelp av eksemplet
ovenfor. X stér for den random variable, altsd for tallsettet
1, 2, 3, 4, 5 og 6 idet vi underforstdr at det til hvert tall
knytter seg en sannsynlighet, X sta4r for ett av tallene 1, 2, 3,
4, 5 og 6, men vi har enda ikke spesifisert hvilket,

N&r vi tar for ess et enkelt gjentak fra universet, finner

vi at den random variable har en bestemt verdi, X.
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Yi brukeg_dg skrivemdten P = X, men merk at strengt tatt er det

ikks noen likhet her idet X st&r for et sett av kjennetegn,
mens X stér for et enkelt kjennetegn,
Den random variable i eksemplet ovenfor kunne defineres

pé feolgende méte:

P(X = 1{U) =1 P(X = 2{U) = 1 P(X = 3[U) =1
P(X = 4|U) = 1 P(x =150 =1 P(z=6{w)=1
Vi kunne ogsé feye til:

P(X = X[U) =0 for alle andre X enn X=1, X=2,

X=3, X=4, X=5 og X=6.

I mer sammentrengt form kunne vi skrive:

P(X=X) =1 X=1, 2, 3, 4, 5 eg 6
6
P(X=X) =0 for alle andre X,

En annen skrivem&te er folgende:

Il
-—

£(X) X=1, 2, 3, 4, 5 og 6

£(X)

H
O

for alle andre X,



I dette sgiste tilfelle har vi skrevet sannsynligheten for

de forskjellige verdier av X som en funksjon av X (ikke av X for

det er ikke mulig)., I dette spesielle eksemplet er imidlertid

funksjonen uhyre enkel, nemlig en konstant funksjon, altsi egent-

lig ikke en funksjon av X,

Funksjenen f(X) blir kalt fardelingsfunksjonen for X.

Den kan selvsagt ogsd framstilles grafisk, f.eks. som i fig, 2.
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Fig, 2

ks, 2., Antall oksekalver i et random sampel pa 4 storfe-

fodsler kan oppfattes som en random variabel. Vi kan f.eks., tenke

oss et univers som bestdr av alle tenkelige sampler pd 4 gjentak

fra et univers av storfefedsler (se s, 21-22), Hvert slikt sampel

er et gjentak, Hvis sannsynligheten fer "oksekalv" ved en enkelt-

fodsel er konstant 1lik 0,52 og kjennet hos de forskjellige kalver

er vavhengige kjennetegn, er det lett & regne ut sannsynligheten

for alle mulige antall oksekalver i fglge binomialloven,

da lage folgende oppstilling:

Vi kan
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Verdier av den random
variable (dvs, sett av
alternative kvantita- Suin

tive kjennetegn): 0 1 2 3 4

Tilherende sann-

synligheter: 0,0531 0,2300 0,3738 0,2700 0,0731 1,0000

Denne oppstillingen kan vi si representerer den random
variable X som er antall oksekalver i et random sampel pd 4 storfe~
fedsler. Den random variable kunne ogsd ha blitt representert pa

felgende méte:

P(X = 0lU) = 0,0531 P(X = 1U) = 0,2300 P(X = 2|U) = 0,3738
P(X = SIU) = 0,2700 B(X = 4}U) = 0,073
P(X = XlU) =0 for alle andre X enn X=0, X=1,

X=2, X=3 og X=4.

Vi har tidligere lert & regne ut sannsynligheten for 2
Yksekalver i et random sampel pd n storfefsdsler ved hjelp av

formelen P, = (P) anru

3 z'P .

Da vi brukte fermelen i sannsynlighetsregningen, oppfattet
vi Z som et kvantitativi kjennetegn, 08 Vi var bare interessert
i en eller neen f4 forskjellige Z. Som vi nettopp har sett, er
det imidlertid ikke noe i veien for at vi kan ta for oss alle

mulige Z og oppfatte disse som verdier av en random variabel X,
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Por & markere forandringen i wetraktningsm&ten er det da
hensiktsmessig & bruke symbolet X i stedet for Z og k i stedet
for n., Vi kan da skrive:

(%)quK—X for X =0, 1, 2, 3, ..., Kk

(6) PX = X)

li
i

PX=X)=0 for alle andre X,

]

Siden sannsynligheten p& venstre side er en funksjon av X,

kan vi ogs8 skrive:
(7) f(X) ={ i)leka fer X =0, 1, 2, 3, ..., k

f{(X) =0 for alle andre X,

Punksjenen f(X) kalles ferdelingsfunksjonen for P (ikke

for X). Den er en funksjon av X. k,p (og 1=1-p) er parametre

i fordelingsfunksjonen, En parameter or en sterrelse som er
konstant i et bestemt problem, men som kan ha forskjelliige verdier
i farskjellige oppgaver, I eksempel 2 ovenfor har parameteren X
verdien 4 og p har verdien 0,52, Pordelingsfunksjonen for antall

oksekalver i et random sampel pd 4 sterfefodsler er derfor

_x
(8) £(x) =(})0,52° 0,48%™" for x =0, 1, 2, 3 og 4

f(X) = 0 for alle andre X,

Hvis vi setter inn verdiene 0, 1, 2, 3 og 4 etter tur i denne
formelen, fir vi de sannsynlighetene sem er gjengitt i oppstil-

lingen evenfer,
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Begrepet ferdelingsfunksjen er like viktig som begrepet
randsm variabel og er knyttat sammen med det., Vi tenker ess
gjerne at hver random variabel har sin ferdelingsfunksjon, selv
om denne funksjonen kan vzre kjent eller ukjent, matematisk
handterbar eller uhandterbar.

Vi har hittil bare definert en diskret random variabel 08
fordelingsfunks jonen for denne, N&r vi f&r & gjere med en

kontinuerlig random variabel er det vanskelig & bruke neoyaktiz

samme definisjen fordi en slik random variabel kan anta en uende~
lighet av verdier, Siden settet av alternative kvantitative kienne-
tegn innehelder en uendelighet av alternativer, blir den brokdelen
av gjentakene i universet som har et bestemt alternativ forsvinn-
ende liten. Sannsynligheten fer et bestemt kvantitativt kjennetegn
(dvs. for en bestemt verdi av den random variable) m& derfor seites
lik O,

Vi skal belyse disse problemene nmrmere ved et par eksempler

0g vise hvorledes vanskelighetene kan loses.

Eks., 3. Den &rlige melkeytelse hos kuer i et bestemt tendelig
univers kan oppfattes sem en random variabel. De farskjellige yi-
elser fra O kg og opp til ytelsene hos rekordkuene i universet
utgjer et sett av alternative kvantitative kjennetegn, Settes
inneholder imidlertid en uendelighet av kjennetegn slik at sann-
synligheten for et bestemt kjennetegn (melkeytelse med alle
tenkelige desimalers neoyaktighet) m8 settes lik O.

En mulig méte & lose problemet p& kunne vere & se péd inter-
valler av melkeytelser eg tilsvarende sannsynligheter slik som

nedenfor:
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Intervaller feor
verdier av den
random variable
(dvs. sett av

alternative kvan-

titative kjennetegn): 0O 1000 2000 3000 4000 5000 6000 >6000

Tilherende sann-—

synligheter: 0,04 0,07 0,20 0,41 0,18 0,06 0,04

Dette er imidlertid ikke noen god méte & presentere en kon-
tinuerlig random variabel p&, Den méten statistikerne har valgt
er mye bedre, Den gidr ut p& 4 la sannsynlighetene som knytter seg
til hvert intervall vare representert ved et areal, Dette er illu--

strert i fig. 3.

£f(X) M~

N
/ N SN
¥ t $ + t j Fa

] ¥ !

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 X

Fig, 3

Kurven er tenkt trukket pd en slik mlte at sannsynligheten
for en melkeytelse i et visst intervall, likegyldig hvilket, ew
lik det arealet som begrenses av X-aksen, kurven og ordinatene i

intervallets endepunkter,
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Hele arealet under kurven, men over X-aksen er lik 1,

Vi kan dele opp X-aksen i vilkérlige intervaller, De tilherende
sannsynlighetene finnes alltid som arealer over intervallet, men
under kurven, Hvordan vi kan komme fram til slike kurver er e%
spersmdl for seg som vi skal la ligge forelepig.

Vi ser at med 1itt tilpassing kan var definisjon av en
diskret random variabel ogsd anvendes pa kontinueflige random
variable, Imidlertid md vi da opersre med intervaller og aresler
som vist ovenfer., Intervallene kan gjeres s& smd vi ensker, nen
de m& ha en lengde som er sterre enn 0, Har et intervall lengden
0, settes den tilsvarende sannsynligheten lik O,

N&r vi har &4 gjere med en kentinuerlig random variabel (som
i fig. 3) framstiller funksjonen f(X) ordinatene til kurven som vi
har trukket opp. Ogséd i slike tilfelle vil vi kalle funksjonen

£(X) fordelingsfunksjonen for X,

Det er en meget viktig ferskjell pad fordelingsfunksjonen
for en diskret og en kentinuerlig random variabel., Til Liver verdi
X av en diskret random variabel X herer det en bestemt sannsyn-

lighet f(X). ZIn fordelingsfunksion f(X) for en diskret randon

variabel er altsd en funksjon som har de forskjellige verdieng

X av den random variable som argumenter og de tilsvarende sann-

synlighetene f{X) som funksjonsverdier.

Nér vi har & gjere med en kentinuerlig random variabel er

argumentene i fordelingsfunksjenen fremdeles verdier av den raadon

variable, Funksjonsverdiene er imidlertid ikke lenger sasnnsyvaligz-

heter. De er simpelthen ordinater i diagrammet forr fordelings-
funks jonen, Sannsynligheter kan i det kontinuerlige tilfelle hare
knytte seg til intervaller, og sannsynligheter kan ogséi bare fianes
ved arealberegninger, Matematisk kan slike arealberegninger utfores

ved 4 integrere ferdelingsfunksjonen over et visst intervall.

3
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Svert mange av de random variable vi fédr & gjore med 1
praksis er (tilnermet) kontinuerlige random variable. Som
eksempler kan nevnes kroppstemperaturen hos dyr av et bestemt
slag, spekktykkelsen hos griser, tilveksten hos slaktedyr,

omsatt mengde kjett pr. ar i Norge, esv,



VII. Karakteristikker av fordelingsfunksjonen

for en randon variabel

Hvis vi kjenner fordelingsfunksjonen for en random
variabel, vet vi implisitt alt av statistisk interesse om denne
random variable. Likevel gnsker vi vanligvis &4 fd4 greie pa
fornelen for og gjerne ogsd verdien av visse spesielle
konstanter (momenter) som karakteriserer fordelingsfunksjonen.

De konstantene vi er mest interessert i kalles forventningen

og variansen (den teoretiske variansen). Kvadratroten av

variansen kalles standardavviket.

Ogsd hvis fordelingsfunksjonen er ukjent vil det vere

svert nyttig & vite noe om fouventningen og variansen.

A, Forventningem

Populaert uttrykt er forventningen gjennonsnittet av

verdiene av den random variable for alle gientak i hele

universet. Hvis den random variable er antall griseunger i et
univers av grisekull, kan coltsd forventningen betraktes son
det gjennomsnittlige antall griseunger pr. kull i hele uni-
verset. Legg nerke til at det i universet selvsagt kan vere
nange grisekull som bestadr av f.cks. 8 griseunger. Hvis for-
ventningen skulle beregnes etter den vanlige formelen for ¢t
aritmetisk giennomsnitt (summen av verdiene dividert ned
antallet) mitte derfor visse verdier, som f.eks. tallet 8 i virt
eksempel, komrme med ner enn én gang under summeringen.

Siden universet i nange tilfelle er ubegrenset eller

abstrakt, er det naturligvis ofte umulié 4 regne ut



forventningen etter formelen for det aritmetiske gjennomsnittet.
Den egentlige definisjonen av forventningen framstiller da
heller ikke denne som et aritmetisk gjennomsnitt, slik som
vi har gjort cvenfor, men bygger pd fordelingsfunks jonen for
den random variable. Det er nemlig en direkte korresponcense
mellom universet og fordelingsfunksjonen. Fordelingsfunksjonen
har & gjore med en bestemt random variabel og viser hvorledes
verdiene av denne random variable er fordelt, relativt sett,
blandt gjentakene i universet. (I ett og samme univers kan
vi tenke oss flere random variable og séledes flere for-
delingsfunksjoner, men dette skal vi ikke komme inn pd nd.)
Hvis fordelingsfunksjonen er kjent, eller kan forutsettes
kjent, er forsdvidt ogsd universet kjent. Det er jo da
tilstrekkelig godt beskrevet med hensyn til den random

ariable., Vi er nenlig vanligvis ikke interessert i det
absolutte, men i det relative antall gjentak som har en gitt
verdi av en random variabel eller som har en verdi som faller
i et gitt intervall. Dette gir fordelingsfunksjonen opplysning
oI,

Lo oss her skyte inn noen betraktninger son ligger 1itt

P4 siden av det vi nd behandler. Det faktum at fordelings-
funksjonen s& & si avspeiler universet gjer vi ofte bruk av i
den praktiske anvendelsen av statistikken. P& grunnlag av
a priori viten og teoretiske overveielser kan vi ofte drigte
oss til & postulere at en randow varicbel som vi er interessert
i (f.eks. vekten av marsvin) har en bestent kjent fordelings-
funksjon (f.eks. den sékalte normale fordelingsfunksjon),ﬂvs.
en fordelingsfunksion som vi kjenner formelen for selv om vi

ikke kjenner verdiene av dens paranetre i det konkrete tilfellc.
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P38 denne mAten kvitter vi oss til en viss grad med de
vanskelighetene som er forbundet med univers-begrepet. Opp-
gaven i neste omgang blir da ofte & underseke ved hjelp av et
sompel om postuleringen ken sies & varc brukbar, samb &
estimere parameterne i fordelingsfunksjonen.

Siden fordelingsfunksjonen roumer alle opplysninger
av interesse om universet, er det klart at forventningen kan
beregnes med utgangspunkt i fordelingsfunksjonen hvis denne
er kjent. Forventningen kan fektisk betraktes son en karakteri-
stikk bade av universet og av den fordelingsfunksjonen vi
betrakter.

Da vi ovenfor forklarte hva forventningen er tok vi
utgangspunkt i universet. I vAr egentlige definisjon vil vi
ta utgangspunkt i fordelingsfunksjonen. Igjen kan vi definerc
forventningen som et gjennomsnitt, men denne gangen son et
veid gjennonsnitt. Fer vi gdr videre vil vi derfor ved et
eksenpel ninne om hva et veid gjennomsnitt er. Eksemplet kem
samtidig tjene til & repetere bruken av indekser og sunmetegn.

Sett at det til en &rscksamecn gis karakterer i 3 fag,
Fy (i=1,2,3). Karakterene, som er tallkarskterer, betegnes
ned Xj (i=1,2,3). Karakterene i de enkelte fag har vekttallene
(vekiene) V, (i=1,2,3). Gjennomsnittskarakteren nir vi bruker
vekttall or egentlig det vi kaller et veid gjennomsnitt,.

Pornelen for det veide gjennomsnittet i dette tilfelle cr:

3

2 Vi¥y Vo XtV X4V, X
i=1 i Rt R~ it M St
(9) Veid gjennomsnitt=X_= % =
v
] V1+V2+V3
IV

i=1
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I ord kan vi si at et veid gjennomsnitt av en rekke
tall er summen av produktene (dvs. produktsumuen) av tallene
og vektene, dividert med summen av vektene. Hvis summen av
vektene er lik 1 kan vi selvsagt se bort fra divideringen.

Nedenfor er det gjengitt et talleksempel.

i 1 2 3
| 2N
X4 1,5 3,0 1,2 X, = 5,7 % = &= =1,9
- R : 7z
i=]. ! 4 ‘
vy 3 1 e 37, = 6
i=1
viXi 455 3}0 2’4 -ZBViXi = 9,9
izl
3v.X.
- Z j_ i
x = i=L =22 - 165
v 6 ====
V.
i=1 1

La oss vende tilbake til forventningen. Forventingen,
u eller E(X) for en diskret randon variabel X kan defineres
pd folgende nmite:

(10) p=EZX =z £(X)X
S

p er gresk m og minner onm middeltall., Symbolet E stér for
"expectation” sonm betyr forventning. Nar vi skriver é rnener

vi at summeringen skal skje over alle ulike verdier den

randon variable kan anta. Legg merke til at antall ledd i
sumnrien vanligvis er nmindre ern antall gjentak i universet. Hvis,

som i vArt tidligere eksenmpel, hvert gjentak er et grisekull,
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vil det i universet vanligvis vere nmer enn ett kull som
bestédr av f.eks. 8 griseunger. Likevel skal altsd tallet
X=8 tas ned bare ef gang under sunneringen i (10),siden vi
bare skal ta med ulike verdier. Téllet 8 blir nemlig multi-
plisert med tallet £(8) spm er det relative antall kull i
hele universet som bestldr av 8 grisunger.

£f{x) er sannsymligheten for at den randonm variable X
skal ha verdien X. f(X) for de forskjellige X kan
oppfattes som vekter, og summen av vektene, nédr vi sunnerer

over alle ulike X som kan forekomme,er lik 1.

(11) s£(x)=1 f . St fockon s Sama
S

Vi ser derfor at forventningen er et veid giennomsnitt

av alle verdiene den randon variable kan ha., De tilherende

sannsynlighetene er vekter,

Forventningen kan altsi oppfattes som et aritmetisk
gjennonsnitt ndr utgangspunktet er alle gjentakene i universet
og som et veid gjennomsnitt ndr utgangspunktet er fordelings-
funks jonen, VAr dobbelte omtale av eksemplet hvor universet
bestdr av grisekull og hvor den random variable er antall
griseunger skulle gjore det klart hvorfor det md vere slik.

Forventningen er et uttrykk for "tyngdepunktet" i
X-verdiene i universet. I uttrykket for forventningen blir det
b&de tatt hensyn til hvilke X-verdier som forekommer i
universet, og til hvor ofte hver X-verdi forekommer, relativit ;

sett. La oss f.eks. se pd& den random variable, antall eyne

ved terningkast. Situasjonen er denne:

Verdier av den randon variables: 1 2 3 4 5 6
Tilherende sannsynligheter: i 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

[
|



Forventningen for antall gyne blir:

eV Eorryoxdiandl 0L o1 1 o1 21

6 —

@velse 15,

FPinn forventningen for antall oksekalver i et random
sampel p& 4 storfefgdsler (eksenplet ovenfor). Bruk formelen
(10).

Legg merke til at forventningen ikke ?F,?¥M§?ﬂﬂsynlig~f

het., Den er heller &4 sammenlikne med en X-verdi og har samme .~
benevning. Forventningen er ikke det samme som den sammsynlig- =

ste verdien av den random variable. Forventningen kan tvert
imot vere en verdi av X som ikke forekommer i universet
(se eksemplet med terningkast).

Forventningen for en kontinuerlig random variabel X

defineres og tolkes pd en tilsvarende mdte, men vi bruker

integral i stedet for summetegn i (10):

| (13) = B(X) = Sff(X)XdX

B. Variansen

Vi s& ovenfor at forventningen er et uttrykk for
"tyngdepunkiet' i verdiene av den random variable. Hvis alle
verdier av X var 1lik , , ville vi vite alt om den random
variable, idet den faktisk ville vere en konstant. I
alminnelighet finnes verdiene av X spredt omkring p i sterre

eller mindre avstand fra p , og vi er interessert i &4 f&



et slags gjennomsnittesmdl for avstanden fra idet vi bade
tar hensyn til hvilke ulike verdier av X som forekommer 1
universet og hos hvor mange gjentak hver verdi forekommer,
relativt sett. En kunne i og for seg tenke seg & bruke flere
slags madl av denne typen. Det en vanligvis bruker, fordi det
matenatisk sett er gunstig, er variansen (den teoretiske
variansen) son for en diskret random variabel X er definert

pd folgende méte:

(14) 02 = var(X) = ££(X)(X4)?

s
Kvadratroten av variansen betegnes med ¢ og kalles standard-
avviket. Symbolet 0 er en gresk s og bringer tanken hen til

et spredningsmdl. Ordet "varians" gir liknende assosiasjoner.

Var er & oppfatte som et operasjonssymbol.

La oss se hvorledes vi rent praktisk kan tolke vari-
ansen. Det er naturlig & basere et spredningsmdl pd differen-
sene X- u for alle gjentakene i universet., Vi kunne f.eks.
tenke oss .84 ta gjennomsnittet av alle X-p i hele universet.
Dette gjennomsnittet ville imidlertid bli O. Forventningen
er nemlig &4 oppfatte som et gjennomsnitt av alle X i uni-
verset. Folgelig blir summen av X- p sumnmen av en rekke talls
avvik fra deres gjennomsnitt. Denne summen blir O fordi de
positive og negative avvik opphever hverandre (ovelse 16).
Ved & bruke (X~ )2 i stedet for (X-p) blir vi kvitt denne
vanskeligheten,

Hvis vi studerer variansen ngrmere, ser vi at den

populert kan betraktes som gjennomsnittet av(X- y)g for alle

gientak i universet. Hvis vi tar utgangspunkt i fordelings-—

funksjonen, far vi med bare de X som er ulike, dvs. at gjentak



son har samme X kommer med bare én gang. Vi ser da at [

variansen er et veid gjennomsnitt av (X-E_)2 for alle ulike f

i

verdier X den random variable X kan anta. Vektene er de

tilhorende sannsynlighetene.

Ved & bruke standardavviket o i stedet for wvariansen

52 opphever vi pd en méte virkningen av at vi har kvadrert
hver (X~p ). Standardavviket ¢ har samme benevning som X.

Badde o og 02 er i grunnen mdl for det samme, men i hver sin

skala.

Variansen for en kontinucrlig random variabel X

defineres og tolkes pd en liknende méte som i det diskrete

tilfelle, men vi bruker integraler i stedet for summetegn 1

(14).

(15) 6% = var(x) = j £(X) (X-p )2 dX
d |

@velse 16,

Det aritmetiske gjennomsnitt X (leses Xbar) av en rekke
tall Xl’ X2, XB”"""Xn defineres som

(16) X =17

Vis at surmen av avvikene fra gjennomsnittet,
n
b (Xi-X) er 1lik 0 og kommenter dette.

i=1
Gvelse 17.

Vis at standardavviket for antall eyne ved terningskast
red en ideell terning er lik 1,71 (variansen er 1lik 2,92).
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Jvelse 18.

I et bestemt univers er sammsynlighetene, (f(Xﬂ for at
en drektig seye skal f& X levende fodte lam folgende (tallene
er valgt noe urealistiske for & gjere regningen enkel):

£(X)

0,1
0,3%
0,5
0,1

o O

a) Beregn forventningen,  og variansen, s 2 for antall
levende fedte lan (X).

o

b) Vi har et random sampel pad 3 drektige seyer fra det !
nevnte universet. Hva er sannsynligheten for at 2 av de f
tre spyene far bare dedfodte lam ? -

Zgvelse 19.

Beregn variansen for antall oksekalver i et random
sampel p& 4 storfefedsler etter fornelen (14). Bruk samme
forutsetninger som i gvelsec 15.
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¢, Tchebyecheffs ulikhet.

La X vere en random variabel (diskret eller kontinuerlig)
med forventning p og varians 02 . La oss merke av g pé

tall-linjen slik som i fig, 4.

2
Sannsynlighet minst 1-—=

2
a
b= a = Mot oa
(L
N, N J ﬂ{v
N, N T
Sannsynlighet heyst gi
2
a
Fig. 4

Vi merker ogsd av te punkter pd hver sin side avp 1 en avstand a
fra p . Tallet a md vere storre enn enheten, men kan for gvrig
velges helt fritt., Tchebycheffs ulikhet er en setning som gjelder
for en hvilken som helst random variabel uansett hvorledes dens

fordelingsfunksjon ser ut. Ulikheten kan skrives pé folgende mate

(17) P( u-2a) £ X £ wta) 2 1- g °
‘ a

eller

(18) P(X 5¢L—a eller X 2 L+ a) f; 2

N
2
a
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Av (18) ser vi at den brekdelen av alle gjentakene i universet
som har verdier av X utenfer intervallet frap- a tilp+ a 1 hoyden
2

er 1lik g .

2
a

Selv om fordelingsfunksjenen for X er ukjent kan vi altséa,
~ved hjelp av Tchebycheffs ulikhet, komme med nyttige sannsynlighets-
utsagn hvis p og o er kjent. Hvis ogsd fordelingsfunksjonen er

kjent, kan vi imidlertid lage skarpere (mer innholdsrike) utsagn.

gvelse 20,

T et bestemt univers av voksne menn er legemshgyden X en randor
variabel med forventning u = 176 cm og Varianscf'2 = 64 m@.
(Konstruert eksempel.) Hva kan sies em sannsynligheten for legems-—

heyder mindre enn 160 cm eller sterre enn 192 cm i dette universet?
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VIII. Noen begreper som brukes i forbindelse med et sampel.

o Hittil har vi for det meste hatt & gjore med hele universet.

Vi skal nd gjennomgd noen f& av de viktigste begreper som anvendes
for 28 karakterisere et sampel. Slike begreper er nyttige for rent
beskrivende form&l, men viktigere er det at de inngdr som sentrale

hjelpemidler i mange praktisk-statistiske metoder.

A, Gjennomsnitt, empirisk varians og frekvensfordelingl

For & gjore framstillingen s& lettfattelig som mulig skal vi
knytte den til eksempler.

En bonde har et &r 12 drektige seyer. I sine notater har
han nummerert sgyene vilkérlig fra 1 til 12. Resultatet av lam-

‘mingen ble feglgende:

Tabell 1
Soye nr.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Antall levende
fodte lam s 2 0 21 20112 2 2 3 1

Disse 12 lammingene kan betraktes som et sampel pd 12 gjem-
tak fra et univers av lamminger. Antall levende fgdte lam er em
random variabel X og vi har altsd 12 observasjoner av x, VI
skal bruke eksemplet til &4 illustrere noen viktige begreper og
formler som anvendes i forbindelse med sampler.

Det aritmetiske gjennomsnitt har vi stiftet bekjentskap med
tidligere. Verdiene av en random variabel i et sampel pf m gjen-
tak betegnes gjerne med X1y Xpy Xys ceeny Xy, e Nummereringen kan

| velges helt vilkirlig, Nér vi vil referere til en av verdiene
uten & spesifisere hvilken av- de n verdiene vi har i tankene,
bruker vi symbolet X o Her kan i oppfattes som en indeks som
"lgper" fra 1 til n. Vi indikerer dette ved & foye il

(i = 1’2’3,000’1’1)-

1I dette avnsitt er det p.ge.a. skrivefeil brukt sm& x-er

1
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Det aritmetiske gjennomsnitt (eller bare gjennomsnittet) X

av de n verdiene defineres pd felgende méte:

X1+X2+X3+...+X

- hsg
(19) X = .
eller
T X,
- di=1 T )
(20) . X = T (1 :1,2’3,030’11)

I vidrt cksempel far vi:

= _ 242+142+1+242+2+3+1 _ 18 _
(21) X = o =17 = 15

(Hvorfor m& ogsd seye nr. 2 og 6 telles med ved utregning av
gjenmomsnittet?)

Det aritmetiske gjennomsnittet (i samplet) svarer pd en méte
+il forventningen (i universet) og‘oppfattes ofte som et estimat
(tilnsrmingsverdi) av denne (se s. 38).

Den empiriske variansen V (i samplet) svarer pd tilsvarende
mite til den teoretiske variansen g 2 (i universet). Ordene
empirisk og teoretisk sleyfes.ofte, men er nyttige & ta med nér
det er fare for forvekslinger.

Den empiriske variansen defineres pd felgende mite:

5 (= - %)°

(22) .V. - j_:ln-l (i = 1,2,3,..0,11)

Hvis vi sleyfer et-tallet i nevneren, blir vi stdende tilbake med
gjennomsnittet av (x - E)z for alle gjentak i samplet. Denne
sterrelsen kan seces & gvare til den teoretiske variansen (se s. 44
nederst). Grunnen til den vesle "uoverensstemmelsen" mellom o 2
og V som introduseres ved at vi trekker fra 1 i nevneren for V

skal vi komme tilbake til siden.

Variansen i vért eksempel blir:

(2-1,5)%4(0-1,5)%4(2-1,5) .. .+ (1-1,5)2 _
(23) V = 5T - 0,82
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(Merk at vi her m& ta med seye nr. 2 og 6 ogsd i nevneren.)

2

V kan oppfattes som et estimat av © eller ogsd som et mél

for hvor mye verdiene av X varierer i samplet. Kvadratroten av

V betegnes med s og kalles middelavviket. Middelavviket s (i

semplet) svarer altsd til standardavviket: ¢ (i universet).

Vi kunne sporre om det i samplet finnes noe som tilsvarer
fordelingsfunksjonen, som jo gjelder universet. Svaret er be-
kreftende. ILa oss belyse dette ved virt eksempel.

Lammeresultatet for de 12 seyene kunne stilles opp p& en mer
oversiktlig méte enn i tabell 1. Dette er gjort i tabell 2. Vi
ger av tabell 1 a} det finnes bare 4 ulike verdier av X i samplet.
Vi vil gi disse verdiene nummer fra 1 +il 4 i rekkefplge etter"
steorrelsen og betegne en vilkdrlig av dem med‘xj (3 =1,2,3,4).
Ved denne nummereringen fér vi altsé at' x;, =0, x, =1, Xy = 2
og X, = 3. MNerk at f.eks. X nd ikke betyr lammeresultatet for
sgye nr. 1 slik som tidligere. TFor & markere forandringen bruker
vi néd fotindeksen J til erstatning for i. I sin alminnelighet
vil vi la j lepe fra 1 til m (m = 4 i vArt eksempel), Tallet m
er alltid mindre enn (eller i heyden 1ik) m.

Vi vil la ZT std for antall ganger verdien Xj forekommer I
samplet. I tabell 2 har en stilt opp de ulike verdier Xj av X
som forekommer I samplet iidet en samtidig har angitt hvor mange

ganger hver verdi forekommer, absolutt og relativt.,

Tabell 2
25
) 7.

*5 &) —
0 2 2/12
1 3 3/12
2 6 6/12
3 1 1/12

7 T -
£ 7= m= 12 b =1
j-":l J j: n
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De to ferste kolonner i tabell 2 utgjer tilsammen et eksempel

P& en frekvensfordeling. Enlifgkvensfordeling for en diskret

random variabel er en tabell over de ulike verdier av den random

variable som forekommer i et sampel og antall gjentak som har

hver verdi. Tallene % kalles absolutte frekvenser, mens tallene

%/n blir kalt relative frekvenser. Summen av de absolutte

frekvensene er'alltid 1lik sampelsterrelsen,

(24) 523 ¢
j=1

Summen av de relative frekvensene er 2lltid 1ik 1.
m m
(25) 5 = z

j=1 j=1

Z, =1

|,

= 2%
Vi har tidligere vist at fordelingsfunksjonen for en &iskret:

random variabel kan skrives i form av en tabelloppstilling

(se f.eks. s. 32-33). Kolonne 1 og 3 i tabell 2 er et eksempel

P& en tilsvarende oppstilling for et sampel. Motstykket i samplet

/til fordelingsfunksjonen som jo gjelder universet er altsd en

"oppstilling av alle e med tilherende relative frekvenser Zj/n.

Hvis vi vil underseke ved hjelp av et sampel om en diskret:
random variabel x felger en gitt fordelingsfunksjom f(x), m& vi
altsd sammenlilkme f(x) med Zj/nafor alle x som kan forekomme i
universet. NA& hender det rett som det er ats det finnes verdier
av den random variable i universet som ikke forekommer i et gitt
sampel. T v&rt eksempel kunne det f.eks. tenkes at det fore-
kommer sgyer med firlinger i universet, selv om det sterste antall
lam i v8rt sampel er 3. Vi setter da selvsagt frekvensen for 4
lam 1ik O i vArt sampel. Derimot blir f(4) forskjellig fra O.

Nédr vi summerer over alle verdier den random variable kan ha blir

sdvel summen av f(x) som summen av Z%/n 1lik I. S4 langt er altsi
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de to rekker sammenlikmbare. ILa oss til slutt tilfeye at en
sammenlikning av de relative frekvenser i samplet med de til-
svarcnde sannsynligheter som antas & gjelde for universet selv-
sagt har liten interesse hvis samplet ikke er et random sampel.
Gjennomsnittet og variansen kan naturligvis beregnes med
utgangspunkt i en frekvensfordeling. I vart eksempel kan vi _
altsd bruke tallene i tabell 2 til & beregne de nevnte sterrelser.

Formlene er fglgende:

m
5 ijj m:Ei %
n j=1
Ty =2 7
z ™) . _2

Riktigheten av formlene skulle vere innlysende (og kan demonstreres
ved vart eksempel).

Vi ser at det aritmetiske gjennomsnittet av Xi (i = 1,2,3,..,n)
kan betraktes som et veid gjennomsnitt av x5 (3i=1,2,3y04.,m) med
de relative frekvensene Zj/n som vekter. Hvis vi ser bort fra
et-tallet i nevneren for variansen kan variansen pd tilsvarende
mite betraktes som et veid gjiennomsnitt av (Xj - E)g med de samme
vekter. Siden vektene Zj/n i samplet svarer til verdiene f(x)
av fordelingsfunksjomen, ser vi ogsd her at det aritmetiske
gjennomsnittet svarer til forventningen (se formel 10, s, 41) og
at den empiriske'variansen svarer til den teoretiske variansen
(se formel 14, s. 44).

Den random variable vi har brukt som eksempel 1 hele dette
avsnittet er en diskret random variabel. Nar vi har & gjere med
en kontinuerlig random variabel kommer det visse forandringer inn

i bildet. Definisjomene (20) og (22) av gjennomsnittet og dem
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empiriske variansen blir de samme som fer. Det er imidlertid
lite hensiktsmessig & stille opp observasjonene av en kontinuerlig
random variabel x i en frekvensfordeling hvor alle ulike verdier
av x i samplet er tatt med. Som regel finnes det nemlig relativt
f4 like verdier av en random variabel i et sampel. Derimot
finnes det ofte mange ulike verdier spredt med ujamn avstand
utover tall-linjen.

Mar vi skal ordne observasjonene av en kontinuerlig random
variabel i en frekvensfordeling, deler vi opp variasjonsomriddet
for den random variable i intervaller. Gjentak som har verdier
i et gitt intervall sies & tilhgre den tilsvarende klasse. En

frekvensfordeling for observasjoner av en kontinuerlig random

variabel er altsd en tabell over de forskjellige intervaller eller
klasser (gjerne ogsd klassenes midtverdier) og antall gjentak som
tilhegrer hver klasse.

Vi skal se p& et konstruert eksempel, I tabell 3 har vi
gjengitt vekten av hver gris i et random sampel pd 60 T7-ukers
grisunger. |

Tebell 3

17,1 22,5 17,7 18,0 19,4 15,7 21,1 12,8 12,8 12,6
00,2 25,6 20,8 19,9 19,6 22,2 16,2 15,0 16,0 16,5
26,6 25,9 19,3 16,2 16,7 16,5 12,5 12,7 15,0 16,5
23,3 23,2 19,3 15,4 16,9 15,1 13,5 15,4 17,6 15,6
19,4 20,5 17,4 20,6 15,7 13,9 13,9 13,0 16,6 14,0
19,6 19,0 17,6 19,4 18,7 15,9 17,6 16,9 14,4 16,1

I tabell 4 har vi ordnet disse observasjonene i en frekvens-—

fordeling,
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Tabell 4
Klasser xj Zj Klasser xj, %j
12,0-12,9 12,45 5 20,0-20,9 20,45 3
13,0-13,9 13,45 4 21,0-21,9 21,45 1
14,0-14,9 14,45 2 22,0-22,9 22,45 3
15,0-15,9 15,45 S 23,0-23,9 23,45 2
16,0-16,9 16,45 1l 24,0-24,9 24,45 0
17,0-17,9 17,45 6 25,0-25,9 25,45 2
18,0-18,9 18,45 2 26 ,0-26,9 26,45 1
19,0-19,9 19,45 9 =60

Den midterste verdi i intervall nr. j har Vi betegnet;x%
og antall gjentak i klasse nr. J har vi kalt ?i. Med slike
betegnelser er formlene (26) og (27) for gjennomsnittet og
variansen tilnsrmet riktige ogsd for observasjoner av en kontinuer-
lig random variabel. De er eksakt riktige hvig midtverdien i hvert
intervall ogsd er lik gjennomsnittet av de observasjonene som
faller i vedkommende intervall. Denne betingelsen er imidlertid
neppe noen gang oppfylt i praksis. Nar vi skal regne ut gjennom-
snittet og den empiriske variansemr for observasjonene av en
kontinuerlig random wvariabel ber vi derfor ta utgangspunkt i de
opprinrelige observasjonene (tabell 3 i vart eksempel) og ikke i
frekvensfordelingen (tabell 4) hvis vi vil ha neyaktige resultater.
En klasseinndeling ber alltid foretas pd en slik méte at
hver observasjon kan henferes til en og bare en klasse. For ovrig
er det mye av et praktisk spgrsmdl hvorledes en vil innrette seg.
Klassevidden er gjerne den samme for alle klasser bortsett kanskje
fra den ene eller begge ytterklassene.‘ Da hver klasse ved be-
regninger, grafiske framstillinger o.l. gjerne blir representert
ved sin midtverdi, er det en fordel at midtverdien har f4 desi-
maler, men at den likevel virkelig er i midten av intervallet.

(Bvis emr skal vere helt neyaktig vil spersmilet om hva som blir
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&’oppfatte_sgm de‘eksakte Klassegrensene og den egentlige midt-
verdien bl.a. avhenge av hvor mange desimalers neysktighet
observasjonene er notert med.)

Hvis vi har et random sampel av observasjoner av en konti-
merlig random variabel X og vi vil undersegke om fordelings-
funksjonen for x er en gitt funksjon f(x), m& vi som i det dis-
krete tilfelle sammenlikne Zj/n med sannsynligheter i universet.
Disse sannsynlighetene regnes imidlertid nd ut pd en annen mate
enn fer. Hvis vi ikke har anliedning tiﬁ 4 integrere funksjonen
kan sannsynligheten som svarer til klasse j regnes ut tilnesrmet;
som produktet av f(xj) og klassevidden v. Framgangsmiéten er

illustrert i fig. 6.

::,f:
ﬁa

Fig., 6.
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B. Praktiske regneformler til beregning av gjennomsnittet

og den empiriske varlangen.

NAr vi skal regne ut gjennomsnittet er det av og til hensikts-
messig & gjore dette pid felgende méte: Forst trekker vi et
passende konstant tall c¢ fra alle observasjonene. Hvis f.eks.
alle tall har ferste siffer felles, kan vi altsd ganske enkelt
slpyfe dette sifferet. Deretter regner vi ut gjennomsnittet av
det som blir stéendé igjen etter fratrekningen. Til det gjennom-—
snittet vi da far adderer vi tallet c. Svaret er da det sgkte
gjennomsnittet, Skal vi regne ut gjennomsnittsheyden for en rekke
personer kan vi f.eks. la ¢ vere lik 1 meter. Riktigheten av
framgangsmiéten skulle vere innlysende.

Den empiriske variansen for en rekke observasjoner blir
uforandret om vi trekker et konstant tall ¢ fra alle observa-
sjonene. Variansen er nemlig et spredningsmil, og spredningen
blir den samme om observasjonsmassen som helhet blir forskjevet
f.eks. til venstre (hvis c¢ er positiv) pd tall-linjen. Ved &
velge en passende ¢ kan vi av og til lette regnearbeidet
betraktelig.

Definisjonsformlene (22) og (27) for den empiriske varian-
sen er som regel tungvindte & arbeide med. Regningen gdr 1 de
aller fleste tilfelle raskere og mer feilfritt om vi omskriver

formlene pd felgende mite: n

z 2
n n o X5)
Z(%5 - )2 I, x.° = B

(28) 7= sf = _ izl "3 n
n-1 n-1
m
. n T,
3 f Z; Xsy2
o2 ay -0 P g, xg i)

n-1 n—1
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Den forste omskrivingen kan bevises pd folgende mite:

(30) 1 (2-0)2 = 5 (¥°- 2XxeTxY)= 1 x2-2X3 Xrni?

- v\ 2
% X2-o%u¥ + n%2 =z x2-n¥2 =3 x° - LX)
T

i

C. Gjennomsnittet og den empiriske variansen oppfattet som

random variable.

La oss tenke oss et univers U som bestdr av alle voksne
menn. Hver mann er altsd et gjentak og vi vil forestille oss at
universet er ubegrenset. Vi er interessert i en random variabel,
nemlig legemshoyden, X. Fordelingsfunksjonen for X er f(X) med
forventning (E(E)ZF‘X og varians var(X) =(5§. Fordelings—
funksjonen, forventn;ngen og variansen kan vere kjente eller
ukjente.

Vi tar et random sampel p& n gjentak (menn) fra dette
universet og observerer verdien av den random variabel (heyden)
for hvert gjentak. I slike tilfelle sier vi ofte kort at vi har
et random sampel pd n observasjoner av X.

La oss nummerere de n menn i en vilkérlig rekkefelge fra 1
til n. De tilherende legemshgydene vil vi betegne med Xll’ X21
veey X9 eller ogsd X, (i=1,2 ¢e+, n}. Disse X-ene er da
n verdier av den random variable X. Gjennomsnittshm&den for de

n menn vil vi betegne med il' Vi har da
a
2, ¥l

1 T, = =
(31) 1 =
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Vi vil nd tenke oss at vi tar et nytt random sampel pa n menn
fra det samme universet. Ogsé denne gangen nummererer Vi
gjentakene vilkdrlig fra 1 til n. Legemshgydene til disse n
nummererte menmn betegner vi med henholdsvis X12’ X22, X32, ceey
Lo
X-cne er n nye verdier av den random variable X. Vi far et nytt

Dette kan ogsd skrives som X,, (i=1,2,3,+4.,n). Disse n
gjenmomsnitt som vi betegner med iz.

(32) XZ =

Vi kunne fortsette p8 samme m&te og ta nye random sampler
pd n gjentak og beregne nye gjennomsnitter XB’ §4, iS’ OSV.
Hvert gjennomsnitt er tenkt beregnet pd grunnlag av et sett av
n verdier av den random variable X. Disse n verdiene vil vanlig-
vig variere fra sampel til sampel. Derfor vil ogsd gjennom-
snittet varicre fra sampel til sampel. Vi skal nd imnnfere en
meget viktig og nyttig betraktningsmite. Hvert gjennomsnitt,

Xl’ X2, XB’ osv. kan betraktes som en verdi av en random

variabel som vi betegner med X. Mens vi tidligere opererte med
ct univers U hvor hvert gjentak var en mann, har vi né 8 gjiore
med et nytt univers hvor hvert gjentak er en samling av n
menn. Det nye universet som er avledet av det gamle universet U
er altsd ct univers av sampler. Hvert sampel er et gjentak.
Tidligere har vi betraktet gjennomsnittet X som en sterrelse
som karakteriserer et enkelt sampel. N& har vi vist at vi ogsi
kan se p& gjennomsnittet som en random variabelAi. Det gjennom-
snittet vi finner for et enkelt sampel blir & betrakte som en

verdi av derme random variable,
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Det er ofte nyttig é'vite noe om fordelingsfunksjonen for E.
Vi skal ikke g& i detalj her, men bare presentere to uhyre viktige
resultater,

La den random variable X, som nevnt, ha forventning Ly 08

Varians<f2X . Det kan da vises at forventningen E(g):ixi og
5 A

—

variansen Var(g):ﬁfi , for X er gitt ved folgende formler:

(33) by _ Ky

(34) }E = A eller GX =

:ﬁ L%?

Disse to formlene er helt generelle. De gjelder uansett
hvilken fordelingsfunksjon X har, og de gjelder for alle
endelige sampelsteorrelser (verdier av n). I ord kan (33) og
(34) kort uttrykkes slik:

Forventningen for giennomsnittet er lik forventningen for den

opprimmelige random variable, Variansen for gjennomsnittet er

1ik variansen for den opprinnelige random variable.dividert med n.

fvelse 21,

Forklar p& en praktisk méte hvorfor formelen (33) synes
& vere riktig, Forklar ogs& hvorfor en n i nevreren i formelen
(34) ikke synes & vere urimelig.

P& samme mdte som vi nd har vist at X er en verdi av en
random variabel X kunne vi ogsé vise at 82 for et gitt sampel er
en verdi av en random variabel §2. Det skulle vere ungdvendig &
gjenta hele resonnementet. Ogsd fordelingsfunksjonen for §2 er
av atskillig interesse. Her wvil vi imidlertid neye oss med &

legge fram felgende resultat: Uansett hvilken fordelingsfunksjon



X har og uansett hvilken verdi n har s& kan det vises at for-

ventningen for 52 er gitt ved folgende formel:

(35) B(g%) = o°

I ord kan dette uttrykkes slik: Forventningen for den empiriske

variansen er lik den teoretiske variansen.Hvis vi hadde brukt

n i stedet Hr n-1 i nevneren da vi definerte den empiriske
variansen ville vi ikke ha f&tt resultatet (35). Her har vi

altsd begrunnelsen for den tilsynelatende noe merkelige nevneren.



A, G@enerell orientering

Matematisk sett er en fordelingsfunksjon en vanlig funksjon

eller formel, De sterrelsene som kan inngd i en slik formel kan

deles i tre grupper. TFor det forste kan det inngd visse konstanter
som f.eks., tallet 2; tallet © (= 3,14) eller tallet e (= 2,72).
Disse konstantene er selvsagt alltid de samme i en og samme for-
delingsfunksjon,

For det andre kan det inngd en eller flere parametre. ZEn

parameter i en bestemt fordelingsfunksjen er ofte pilagt visse
begrensninger som f.eks. at den bare kan anta verdier som ligger
mellom O ng 1 eller at den bare kan anta verdier som er hele positive
tall. For evrig kan verdien av en parameter velges fritt slik at
den passer til det kenkrete fenemen fordelingsfunksjonen skal
beskrive i et gitt tilfelle., En parameter i en ferdelingsfunksjon
kan pd mange méter sammenliknes med giret i en bil (fullfer
analogien selv)., Det er parametrene i en fordelingsfunksjon soin
gijer at en 9g samme fordelingsfunksjon (f.eks, den normale fordel-
ingsfunksjon) ofte kan brukes til tilnsrmet & beskrive vidt for-
skjellige feriemener som f.eks., melkeytelsen hos kuer, "intelligensen"
hes mennesker, feilen ved astronomiske m&linger, esv.

N&r vi har fer oss en ganske bestemt fordelingsfunksjon og
storrelsen av ferdelingsfunksjonens parametre er fastlagt, er det
bare en sterrelse som kan variere, nemlig verdien X av den randon
variable, Vi er da i den situasjen at vi, em vi vil, kan sette inn
tall fer X og finne verdien av f(X) som alts& er en sannsynlighet

(i det diskrete tilfelle) eller bare en ordinat i diagrammet (i det
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kontinuerlige tilfelle). NA&r en far & gjere med en bestemt for-
delingsfunksjon ber en alltid merke seg hvilke verdier den random
variable kan ha. Videre ber en aldri glemme at summen eller inte-
gralet av fordelingsfunksjenen over alle disse verdiene mé& vare
ik 1. |

Statistisk seft kan en fardelingsfunksjon oppfattes som en
modell (eller en del av en modell) som beskriver et fenomen vi er
interessert i. Det finnes et utvalg av-slike fordelingsfunks joner
som har vist seg & kunne /beskrive, med god tilnsermelse, en hel
rekke vidt forskjellige fenomener., Forsdvidt kan vi plukke ut en
fordelingsfunksjon som passer til vart problem pd samme mdte som
vi i konfeksjonsmagasinet plukker ut en dress som passer til var
figur, Dressen har, grovt sett, to "parametre", nemlig arnm-
lengden og benlengden. Selv om vi tilpasser disse “parametre",
er det imidlertid ikke sikkert at resultatet blir tilfredsstill-
ende. Slik er det ogsd i statistikken, En "skreddersydd" for-
delingsfunksjon er oftest & foretrekke, men det er langt vanske-
ligere & "skreddersy" en fordelingsfunksjon enn det er & f&
skreddersydd en dress,

Pormélet med & ta i bruk en fordelingsfunksjen kan vare rent
beskrivende. Tet kunne nevnes utallige eksempler pd dette.
Sterrelsen av et bestemt organ hos et dyr av et bestemt slag
varierer fra individ til individ. Denne variasjonen kunne vi
tenke oss & beskrive for hele universet under ett ved hjelp av en
fordelingsfunksjon,

Det rent beskrivende er imidlertid ikke hovedsaken,
Viktigere er det at fordelingsfunksjoner inngdr pd forskjellige
méter i alle de metoder vi bruker i den praktiske anvendelsen av
statistikken.

Vi har allerede nevnt at en bestemt fordelingsfunksjon som
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f.eks. den nermale fordelingsfunksjon egentlig ikke bare er en
enkelt fordelingsfunksjon, men utgjer en hel "familie" av for-
delingsfunksjoner, Hvert "medlem" av "familien" framkommer ved

at parametrene gis et bestemt sett av verdier. Vi snakker sé8ledes
om en 2-parameter familie av normale fordelingsfunksjoner.

La oss nevne at de fleste familiene vi opererer med ogsé er
"i slekt" med hverandre. Ved at visse parametre i en fordelings-!
funksjon gjeres tilstrekkelig sm8, tilstrekkelig stere, e.l. vil i
denne fordelingsfunksjonen ofte bli identisk med en gnnen kjent
fordelingsfunksjon.

Med utgangspunkt i en random variabel som har en bestemt
kjent fordelingsfunksjon kan vi ogs& forme en ny random variabel
etter en bestemt regel og vite at denne nye randem variable da
har»en annen kjent ferdelingsfunksjon. Denslags manipulasjoner
er svert viktige ved den praktiske anvendelsen av statistiske
metodér.

Vi har her bare anledning til & nevne 1litt om noen aﬁ de

viktigeste fordelingsfunksjonene,

B, PFordelingsfunksijoner fer diskrete random variable

En slik fordelingsfunksjon kan framstilles grafisk ved et

stolpediagram, Se f.eks, fig. 2, s. 31.

1. Den binomiale fordelingsfunksjon.

Denne har vi stiftet bekjentskap med tidligere (s. 33).

Den kan skrives pd felgende mite:

(36) £(X) = (§)pTq *F  for X =0, 1, 2,..., k
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Parameteren p m8 vere et tall mellom O og 1. Hvis p =% er

stolpediagrammet symmetrisk (hvorfor?). Hvis p+ O er funk-
sjonen skjev den ene eller andre veien (forklar hvordan),

Parameteren k kan i mange anvendelser eppfattes sAm en sampel-

steorrelse, men den behegver ikke vzre det. k md alltid vare et

helt positivt tall.

Porventningen for en diskret random variabel kan alltid
finnes etter formelen (10), s. 41. Setter vi inn (36) for f(X)
i (10), er det mulig & vise at forventningen p for en binomialt
fordelt random variabel X blir:

k (k) X k=X

(37) p=EX) =X f£(X) " X=212 X paq X = kp
s X=0

Riktigheten av det siste likhetstegnet er slett ikke innlysende
matematisk og m& bare aksepteres i dette kurset.

N&r vi vil regne ut ferventningen for en binemialt fordelt
random variabel kan vi altsé& bruke den enkle formeleny = kp
som gjelder for denne spesielle fordelingsfunksjonen i stedet

for & g4 den tunge omveien em den generelle farmelen (10).

Jvelse 22,

Los oppgaven i evelse 15 ved hjelp av fermelen M= kp,
*Svaret skal bli det samme som fer, Forklar ved hjelp av et
praktisk resonnement hvorfor fermelen p = kp m& vere riktig,

Variansen for en diskret random variabel kan generelt finnes

med utgangspunkt i fermelen (14), s. 44, Setter vi inn (36) for

f(X) i (14) kan det vises at resultatet blir folgende:



2 2 k (k; X k=X p)
(38) o =var(X) =2 £(X)(X-u) =XZO X'p q (X~p ) =kpq.
8 =

Det siste likhetstegnet er heller ikke her innlysende, matematisk
sett,

2

Formelen O kpg Dbrukes alltid ndr vi skal regne ut

variansen for en binemialt fordelt random variabel, Det er

unedvendig & bruke den generelle definisjonsformelen (14).

Jgvelse 23,

2 _
Los eppgaven i, ovelse 19 etter formelen o kpq.

—_—

k.,
Verdiene av koeffisienten x) fer en gitt k og for de

d

¢

forskjellige verdier av X fra X = 0 til X = k kan beregnes pa
vanlig mé&te men kan ofte finnes raskere ved hjelp av Pascals

trekant.

1 5 10 10 5 1
/b S5 Ao 15 6
/1ty 7!

Trekanten formes ved at hvert tall gjeres lik summen av de to
som det stdr midt under., Dessuten fyller vi ut med tallet 1

ytterst,



- 67 -

For en gitt k bruker vi bare en linje 1 trekanten, nemlig
den linjen som har k ved siden av 1-tallet. I vart tidligere
eksempel var k lik 4, Vi bruker da linjen 1 4 6 4 1, Disse
5 tallene er da lik (gc) fer henholdsvis X=0, X=1, X=2, X=3 og

X=4 (kontreller!).

2. Poissons fordelingsfunksion,

Et annet eksempel pd en fordelingsfunksjon for en diskret

random variabel X er Poissons fordelingsfunksjon, Den kan skrives

pa felgende méte:

: -m X
(39) £((X) = ¢ m for X =0, 1, 2, ...

X!

Verdiene som den random variable kan ha er alle naturlige tall
0, 1, 2, 3 osv., e star for grunntallet i det naturlige
logaritmesystemet (e = 2,72). Fordelingsfunksjenen har én
parameter, m., Hvis vi setter inn (39) fer f(X) i de generelle
formlene (10) og (14), finner vi foar denne spesielle fordelings-—
funksjonen at p = E(X) = m og <32 = var (X) = m, For denne
fordelingsfunksjenene er altsd ferventningen og den teoretiske

variansen alltid like.store eg lik m,
' 2
(40) b=EZX) =0 =var (X) =m

Poissons fordelingsfunksjon er "i slekt " med den binomiale.
fordelingsfunksjon. ILa oss tenke mass at vi fra den binomiale
familien av fdrdelingsfunksjoner tar fer ess en rekke av medlemmer
som er slik at hvert nytt medlem i rekken har mindre P men storre

k enn det foreglende medlem., Samtidig skal kp vzre samme tall,
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nemlig m, for alle medlemmer, Hvis vi p& denne mlten gjer p
liten nok og k stor nok kan det vises matematisk at den binomiale
fordelingsfunksjonen vi ender opp med er lik Poissons fordelings-
funksjon (39). I matematisk mer presise ordelag kan vi si at
Poissons fordelingsfunksjon framkommer av den binomiale ved en
grenseovergang hvor vi lar p—=0 o0g k- e samtidig som kp=m
(eller kp-m), A

Mange biologiske fenomener kan antas i felge tilnsrmet
Poissons fordelingsfunksjen. Til en viss grad kan vi resonnere
oss til dette ut fra vart kjennskap til hﬁorledes ferdelings-
funks jonen framkommer. Antall tilfelle pr. &r i Norge av en
relativt sjelden ikke smittsom sykdom hos et bestemt husdyrslag
kan tenkes & folge Poissons fordelingsfunksjon. Resonnementet
er folgende: Alle dyr i Norge av vedkommende slag i et enkelt
&r kan oppfattes sem et stort (k— o« ) random sampel av dyr fra
universet av alle dyr av vedkommende slag, Sykdommen er relativt
sjelden (p = 0) og ikke smittsem (uavhengighet; se s, 22),
I det lange lep vil gjennomsnittlig k+p dyr pr. dr f& sykdommen,

Slike resonnementer er gjerne noe omtrentlige og mé ikke
tillegges for ster vekt. Fordelingsfunksjonen har for evrig
cgséd mange anvendelser hvor et tilsvarende resonnement ikke kan
gjennomferes, og hvor den binemiale fordelingsfunksjenen ikke
kommer inn i bildet. Antall celler av et bestemt slag i en liten
preve av en viss steorrelse av en bestemt vevsvaske er en annen type

fenomener som efte kan antas & folge Poissons ferdelingsfunksjon.
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') sf,g sjoner for‘kontinuerlige random variable,

Disse fordelingsfunksjonene kan framstilles grafisk som

kurver, Se f,eks. fig. 3, s. 35.

1. Den normale fordelingsfunksijon.

Den\ﬁbgsiiifiller Gauss—LaplaceSke fordelingsfunksjonen er
en uhyre viktig fordelingsfunksjon. Den kan skrives p&d felgende

méte: "

_gx-v22 o

(41) £(X) =_1 2 “52 for -po ¢ X L o°

TVEE
Fordelingsfunksjonen har to parametre sem vi har betegnet
ned V (gresk n, leses ny) og 1y (gresk t, leses tau).
Forventningen og den teoretiske variansen fer en random
variabel som felger den nor;ale fordelingsfunksjonen kan i prin-
sippet finnes pd vanlig mite ved & sette inn (41) i (13) og (15).

Utledningen er ikke s& helt enkel, s& vi setter her bare opp

resultatene,

00 ~(X=V) 2
(42)  p= E(X) = J[f(XDXdX = 4[~__J,___ e 207 xax= v
° - TV2T

2 0 _g _ }2
(43) 0~ = var(X) = ff(x)(x-/u)zdx =j 1 2 ) 2
S

— t\j'g_ﬁ‘
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Resultatene er meget enkle. Vi ser at forventningen.ﬁL er
lik parameteren YV mens standardavviket (¢~ er lik parameteﬂ% T .
Vi kan derfor like gjerne bruke symbolene/ﬂ.og G- i1 stedet for Vv
og T og skrive fordelingsfunksjonen pd felgende mate:

2
-(X= )
(44) £(X) = 1 . o G for ~o0 { X< o

Dette er den vanlige skrivem&ten, eg vi vil bruke denne heretter,
Nar en random variabel X er normalt fordelt er altsd forventningen
Moo= E(X) en parameter i selve fordelingsfunksjonen. Videre er
da ogsd standardavviket (v en parameter i ferdelingsfunksjonen.
Nar vi vil angi kort at en random variabel X har fordelings-
funksjonen (44) gjer vi ofte dette ved & skrive X: N(/A, .

Parameteren }L kan ha en hvilken som helst verdi i inter-
vallet -C£%</&<.C@ . Parameteren ¢~ kan ha en hvilken som helst
verdl i intervallet <0< oo ,

Kurven som framstiller denne fordelingsfunksjonen har én
topp, nemlig der hver X =/u_, og den er symmetrisk om dette
punktet. Kurven synker stadig nar vi beveger oss bert fra/u,.

Den n@rmer seg asymptotisk til X-aksen nér X —2-ce eller X o0, .
Verdien aviﬂ.bestemmer plasseringen av toppen (og dermed av

hele kurven) p& tall-linjen. Verdien av parameteren ¢~ bestemmer
formen p& kurven. N&r ¢ er liten blir arealet under kurven
konsentrert omkring /L (kurven blir hey og relativt spiss).

N&r G~ er stor blir arealet under kurven spredt mer utover tall-
linjen (kurven blir lavere og flatere). U kan finnes igjen pé

kurven som avstanden fra /L til vendepunktet for kurven pé &én

——

ene eller andre siden av M- Kurver med samme (7 har ngyaktig
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samme form selv om /M er ferskjellig, De er bare flyttet langs
X-aksen i forhold til hverandre.

Svert mange av de statistiske metodene vi skal gjennomgé
bygger strengt tatt pd den forutsetningen at den random variable
vi har & gjere med er normalt fordelt. Dette kan synes & veare
en meget dristig forutsetning, men det er to forhold som gjer at
forutsetningen tross alt ikke er s& hasardies. TFor det forste
kan det vises pd teoretisk grunnlag at den normale fordelings-
funksjon er en forholdsvis genherell modell. For det andre har
empiriske underseokelser vist at de metodene det her er snakk om
ofte leder til tilnermet riktig konklusjon selv om fordelings-
funksjonen avviker noksd sterkt fra den normale., Vi sier om
slike metoder at de er robuste overfor avvik fra den normale
fordelingsfunksjonen,

Det finnes mange tabeller av forskjellig slag over den
normale fordelingsfunksjonen, men vi skal ikke g8 s& mye inn pé-
dette her. Vi skal bare nevne noen tall i forbindelse med en
ganske spesiell normal ferdelingsfunksjon, nemlig den funksjonen
som har forventning 0 »g standardavvik 1. Denne funksjonen

kalles den standardiserte (eller normaliserte) normale fordelings-

funks jonen, Den er gjengitt i fig. 7. Denne fordelingsfunksjonen
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fa&r en bruk for i visse praktiske anvendelser av statistikken.
Problemstillingen, som vi skal begrunne ngrmere senere, er da
felgende: Vi onsker & finne et tall a som er slik at sannsyn-—
ligheten for at den random variable X skal ha en verdi som
faller i intervallet fra -a til a skal vere 1lik et oppgitt
tall Q. Mer sammentrengt kan vi skrive den betingelsen a skal

oppfylle pd folgende méte:

(45) P(~a < X & &) =Q

Q er gjenstand for valg. ©Sem regel velges Q enten lik
0,95 eller lik 0,99, Q er en sannsynlighet og derfor et areal
i diagrammet for fordelingsfunksjenen, Ofte opererer en ogsé
med en storrelse P som er lik 1-Q. I s%edet for & velge Q kan
en like gjerne velge P, og denne velges da gjerne lik 0,05 eller
0,01,

Hele problemstillingen er illustrert i fig. 7 hvor en har
valgt Q = 0,95 og dermed P = 0,05, Det skraverte arealet i

hver "hale" av ferdelingen er lik P = 0,025 mens det uskraverte

N

omrédet i midten er lik Q = 0,95. Hele arcalet under kurven,
men over X-aksen er selvsagt lik 1, I dette tilfellet kan det
vises at a = 1,96, Dette tallet er funnet en gang for alle

og gjengitt i tabeller. Hvis vi hadde valgt Q lik 0,939 wville

a selvsagt blitt sterre, nemlig 2,576.

1)

o 5
oo

20,08 =0,02%

s i'l /
~w=-13b =0 a=/36
}“gj 7.
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2. -Students t-fordeling.

Vi viste i avsnitt VIII,C at gjennomsnittet og den empir-
iske variansen ogsd kan oppfattes som random variable. Det
samme gjelder middelavviket som er kvadratroten av variansen og

altsd en funksjon av denne. En storrelse som er en funksjon av

en randon variabel er 1 alminnelighet selv en random variabel,

Det samme gjelder hvis den er en funksjon av flere random variable,
Vi vil nd betrakte en random variabel X som er normalt for-

delt med forventning /L og standardavvik §°. Vi tenker oss at

vi skaffer oss et random sampel pd& n observasjoner av X. P&

grunnlag av dette samplet kan vi regne ut X og s, La oss definere

en sterrelse t som er en funksjon av X og s.

X

s/ o

(46) t

it

Hvis vi p& grunnlag av vArt sampel regner ut X og s, kan vi, hvis
fier kjent, ogsd regne ut t.

Hvis vi tenker oss en uendelighet av random sampler, hvert
péd n gjentak, kan vi, som vist i avsnitt VIII, C,gd over til &
betrakte gjennomsnittet og middelavviket som random variable,

Til hvert sampel svarer det en verdi av t. Det er derfor klart
at vi ogséd kan betrakte denne storrelsen som en random variabel.
Denne random variable vil vi betegne med t. Den er en funksjon

av de random variable X og s.

(47) t= XM
s/ \n
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Under vare forutsetninger kan det vises at 1 har en ganske
spesiell fordelingsfunksjon som kalles t-fordelingen eller
Students t-fordeling. (Navnet kommer av at W, S, Gosset, som
forst utledet fordelingen skrev under pseudonymet "Student".)
Fordelingsfunksjonen f (t) har en komplisert matematisk form, s&
det er liten grumn til & gjengi formelen her. I formelen inngir
det en parameter f som kalles antall frihetsgrader., f md vare
et helt positivt tall. I de sammenhenger hvor vi skal bruke
fordelingen er antall frihetsgrader fastlagt av problemets natur,
og vi finner f etter ganske spesielle regler eller formler, ©Nar
f.eks. den random variable t fremkommer som vist i (47), finner

vi £ av (48)
(48) faun -1

Kurven som framstiller t-fordelingen er noe flatere enn

s e i 7 ) S

kurven for den standardiserte normale fordelingsfunksjon (s. 71),

men likner for ovrig denne. Den er sdledes symmetrigk om E (%)

som er 1lik O (né&r f >1). Variasjonsomrddet for i gir fra - ¢ceo

il oo,
Hy%ngi tenker oss en rekke t~fordelinger med voksende \
verdier av f vil fordelingene nzrme seg den standardiserte normale X

fordelingsfunksjon. t-fordelingen faller helt sammen med denne £l
t-iordellng (.

T
nédr f - oec.

I vére praktiske anvendelser av t-fordelingen er vi pa
samme mdte som beskrevet pd s. 71 interessert i & finne en a som
svarer til en valgt P eller Q og som tilfredsstiller ulikheten
(45) hvor vi setter inn 1t i stedet for g.-”Siden t-fordelingen er

flatere enn normalfordelingen vil disse a-verdiene vere storre
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enn fbr normalfordelingen sé& lenge f‘{cxaf Til hver f svarer det
en bestenmt t-kurve og derfor et bestemt sett av a-verdier., I
hovedtabell T bak i heftet har en gjengitt inne i tabellen de
a-verdier sﬁm svarer til ulike f-verdier for P = 0,05 (Q = O,&f)
og for P = 0,01 (Q = 0,99). I nedre linje av tabellen (som altsd
ogsd kan oppfattes som en tabell for den standardiserte normal-
fordelingen) finner en de tallene som er gjengitt p& s. 71.

Vi skal ta med et annet viktig eksempel p& en sterrelse
som er fordelt etter Students t-fordeling. Ia oss betrakte to
forskjellige universer U1 og UZ; Til gjentakene i U1 knytter det
seg en random variabel 31: N (/113£T‘) og til gjentakene i U2
knytter det seg en random variabel X,: ¥ (U,,07). De to random
variable har altsd begge normal fordelingsfunksjon med standard-
avvik 07, men forventningene er forskjellige.

Vi tenker oss at vi tar et random sampel pa n, observasjoner
fra U1 og et random sampel pa n, observasjoner fra U2. Gjennom-
snittet og middelavviket for de n, observasjonene gir vi betegn-
elsene §1 0g 84, mens vi for de tilsvarende sterrelsene i det
-andre samplet bruker betegnelsene Yz 08 Sy (Legg merke til at
fotindeksene 1 og 2 forst og fremst refererer seg til universene
U1 0g U2, selv om de ogsd refererer seg til samplene fra de to
universene, ET og X, er altsd gjennomsnitter for sampler fra to

forskjellige universer, mens vi i avsnitt VIII, C brukte symbolene

fj og fz for gjennomsnitter for sampler fra et enkelt univers. )
Hvis vi nd for hvert av de to universene gjennomfgrer samme

resonnement som i avsnitt VIII, C, dvs. at vi ser for oss en

uendelighet av tenkte sampler, er det klart at gjennomsnittene

og middelavvikene kan betraktes som random variable.
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I overensstemmelse med v&r vanlige skrivemdte gir vi disse
random variable betegnelsene X, zz, 8, 08 8,. Nt vi pd en
ganske spesiell mdte former en ny random variabel som en funksjon
av disse fire random variable, kan det vises at den nye random

variable under vAre forutsetninger er fordelt etter t-fordelingen.

Vi betegner den derfor med t og skriver denapd folgende mite:

(49) t =2 X - (- up) \/"an
S n1+n2

P

Her er den random variable gp et veid gjennomdnitt av de to
random variable s, 0g ,:

2 2 ! — W
(50) §D_ = (Il.]—’]) §1 + (n2 - \&) §2 { X=X, o LN, X

(n1 - 1) + (n2 - 1)

Nar den random variable 1 framkommer slik som vist i (49) og (59)

er parameteren f gitt ved felgende regel:

(51) £=(a; -1)+ (0, ~1) =n, +n, = 2

Hvis vi har bare et eneste random sampel fra hvert av de to

universene U1 og U2 finner vi ved utregning en verdi av hver av
)

de random variable 21,‘§2’ 815 8 0g 8,, nenlig verdiene X1, X2,
Sy Sy 08 sp. Disse verdiene er i et konkret tilfelle tall som
vi regner ut. 8y finnes av (50) idet vi sloyfer wnderstrekningen
under s-ene. Formlene (60) og (49) gjelder nemlig like fullt om
vi slegyfer understrekningene under de random variable., Vi f&r da

formler til & finne verdiene sg og t av §2 og t 1 konkrete til-

p
felle. For & finne t méd vi imidlertid ogsd kjenne differensen

mellom /U.1 08 M 5.
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Ved praktiske beregninger (som vi kommer til senere) legnner
det seg ofte & skrive om telleren pd heyre side i formelen (50).
En eventuell omskrivning kan foretas ved hjelp av formelen (28)

eller formelen (29) p& s. 57.
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X. ILitt om forsgksplaner i biologien,

I biologisk forskning gjores det utstrakt bruk av forsek
(eksperimenter). I veterinermedisinen er det f.eks. ofte aktuelt
8 gjere forsgk med forskjellige behandlingsmiter mot en bestemt
sykdom hos et bestemt dyreslag. For at forsgkene skal gi oss den
informasjonen vi gnsker méd de planlegges omhyggelig, Forsgks-
planlegging og analyse av forsgksdata er et stort og viktig felt
innen statistikken. Vi skal her bare kort ombtale grunntrekkene
i to av de viktigste forsgksplanene. Framstillingen vil bli

knyttet til eksempler.

A, PFri randomisering.

Anta at vi onsker & sammenlikne 4 forskjellige mater &
behandle voksne hester p& etter en bestemt operasjon (f.eks, etter
kastrering). Vi vil tenke oss at tiden som gir fra operasjonen
fram til full helbredelse (definert pd en bestemt midte) er et
brukbart mdl for hvor vellykket en bestemt behandlingsmite har
vert. De 4 behandlingsmétene vil vi betegne med Tq, T2, T3 og

T, eller generelt med Tj (3 = 1,2, ce.,k). (T stdr for treat-

4
ment = behandlingsmdte eller forseksledd. Symbolene j og k har
vi brukt tidligere, men her stlr de for noe nytt.)

Vi tenker oss at vi har et random sampel pd f.eks, N = 36
hester til ra&dighet for vare forsgk, Vi kan kanskje tillate oss
84 oppfatte de 36 forste hester som kommer inn til behandling som

et random sampel fra universet U av alle hester som det kan bli

aktuelt & operere.
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La oss tenke o0ss at vi bestemmer oss for & preve hver

behandlingsmidte pd 9 hester. Spersmélet blir da hvilket prinsipp

vi skal folge ndr vi skal fordele de 36 hestene pa de 4 behand-

lingsmitene. Hvis vi velger prinsippet som kalles fri random-
isering, md vi fordele de 36 hestene helt tilfeldig p& de 4
behandlingsmitene. Vi kan f.eks. ha en beholder med 36 lapper:
9 som det stdr skrevet T, pd, 9 som det stir T, pé, osv. Hver
gang vi far en hest til behandling trekker vi tilfeldig en lapp
for & bestemme hvilken behandlingsméte vi skal bruke,

Ved denne forsgksplanen oppndr vi at alle_de 4 samplene pa

9 hester for operasjonen kan oppfattes som random sampler fra

et og samme univers, U, Hvis vi i stedet hadde fordelt hestene

etter et eller annet kjernetegn, f.eks., slik at vi fortrinnsvis
lot de yngste hestene f4 behandlingsmiten T1 og de eldste
behandlingsméten T4; ville samplet som ble brukt til T1 vere et

sampel fra et subunivers av U, nemlig et subunivers av unge

hester, I et slikt tilfelle ville det nzfmest vare umulig & av-
gjore om eventuelle forskjeller i helbredelsestiden skulle til-
skrives behandlingsmidten eller alderen. NAr vi bruker fri

randomisering kan de 4 samplene etter operasjonen oppfattes som

random sampler fra 4 subuniverser av U. Disse 4 subuniversene
atskiller seg fra hverandre kun pd en méte, nemlig ved at be-
handlingsmitene er forskjellige.

N&r forseket er gjennomfegrt, oppfatter vi observasjonene av
helbredelsestiden som observasjoner av 4 random variable, Ly X5,
XB 0g 24, en for hvert subunivers. Forventningene for X-ene
betegner vi med }41, /uz, /u3 og /14 og standardavvikene med
03+ 0% G5 o8 0%

Observasjon nr. i av random variabel nr. j betegher vi med Xi{
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(1 =1,27000, my § =1,2,....,k). I vart eksempel er n = 9 og
k = 4,

Hvis vi har den spesielle situasjonen at alle X-ene har
identisk samme fordelingsfunksjon, vil dette si at alle behand-
lingsmitene har identisk samme virkning. Alle X-ene har da
samme forventning som vi vil betegne med,u.og samme gtandardavvik
som vi vil betegne med G-. I en slik situasjon kan vi like
gierne si at vi har et random sampel pd nk = 36 observasjoner
av en enkelt random variabel X som 4 si at vi har 4 random sampler
P& n = 9 gjentak, et sampel for hver random variabel Xj‘

I va&rt eksempel brukte vi like mange hester til hver
behandlingsmdte. Det kan vises at dette er den beste miten &
utnytte et gitt antall hester pd. Det kan imidlertid hende at
en hest eller to md slaktes eller faller ut av forsgket P& annen
méte. I slike tilfelle vil vi betegne antall hester som FT&r
behandlingsmite nr, j med nj (J = 1,2, eeuyk).

Vi skal i senere hovedavsnitt se eksempler pd hvorledes

observasjonene fra forsegk etter forskjellige forseksplaner kan

analyseres statistisk.

B, Blokkplanen,

vett at vi ensker & sammenlikne vekten av kyllinger som er
oppvokst pd k = 3 forskjellige mdter, nemlig T1 ="inne pd bur",
T2 = "inne i binge" og T3 = "ute". Det er ingen ting i veien for
at vi kunne bruke den samme forseksplanen her som i foregdende

avenitt, men vi skal nd illustrere en annen forsgksplan som i

dette tilfelle antagelig er bedre.
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Fprst skaffer vi oss et random sampel av "kyllingkull"
(kyllinger som er helsgsken). Hvert "kull" m3 vere pid minst 3
kyllinger., Kullene ber vere et random sampel av kull fra det
universet U av kull som vi ensker & uttale oss om. Fra hvert
kull plukker vi ut ved loddtrekning 3 kyllinger som fordeles

tilfeldig pd de tre oppalsmétene.
Denne forsegksplanen kalles blokkplanen. Hvert kull eller

foreldrepar kalles en blokk. BSom nevnt kan vi tenke oss et
univers U av blokker. Siden kyllingene som tildeles de for-
skjellige oppalsstedene tilherer de samme blokkene og er blitt
fordelt pd oppalsstedene ved loddtrekning, kan de 3 gruppene av
kyllinger oppfattes som sampler fra et og samme univers for
forseket settes i gang, nemlig et univers av enkeltkyllinger,
De 3 gamplene av kyllinger er imidlertid ikke uavhengige av
hverandre da kyllingene i de forskjellige samplene jo er sosken,
Ved analysen av et slikt forsek md en derfor bruke ern annen
teknikk enn ved analysen av forsgk etter prinsippet fri
randomisering.

De tre samplene kan ved forsekets slutt oppfattes som
sampler fra tre subuniverser av kyllinger. Disse subuniversene
atskiller seg fra hverandre kun ved at oppalsmdten har vert
forskjellig.

Ogsad ved bruk av denne forsgksplanen kan observasjonene,

nadr forseket er gjennomfert, oppfattes som observasjoner av k

random variable og betegnes med XE, (i =1,2,0000,n5 j=1,2..,k)
4
FPorventningen for den random variable X betegnes som fer med/uj,

J
og standardavviket med qu.

Hvis de k random variable X, har identisk samme fordelings-
J



funksjon slik at alts8 oppalsmdtene er helt likeverdige kan vi
igjen si at vi har nk observasjoner av en enkelt random variabel

X med forventning fL og standardavvik .

C. Sammenlikning av planeng

Vi skal her bare kort pdpeke at en forutsetning for at

det skal vare noen fordel bruke blokkplanen er at variasjoneni}{

i observaSJonene fra blokk tll blokk er stor sammenliknet med

varlasgonen 1nnenfor en og samme blokk. I vart eksempel mi

altsd vektforskjellen mellom kyllingene etter forskjellige
foreldrepar vere betydelig sammenliknet med vektforskjellen
mellom kyllinger som er sesken.

I de fleste situasjoner lar det seg gjennomfere & bruke
en hvilken som helst av de to planene., I vart eksempel med
hester kunne vi f.eks, latt forskjellige raser eller alternativt
forskjellige aldersgrupper ubtgjore blokkene, T eksemplet med
kyllinger kunne vi ogsd lett ha brukt planen fri randomisering.
Som regel er imidlertid eh av planene & foretrekke for et gitt
problem.

Hvilken plan en vil bruke i et gitt tilfelle er et sposrs-—
m&]1 som en kan avgjere fritt etter & ha vurdert situasjonen pa
beste m8&te. NAr en har valgt en bestemt plan og har gjennomfort
forsgket, m8 en imidlertid bruke de statistiske analysemetoder
som er forenlige med vedkommende plan. De observasjonene en far
vil jo selvsagt vere forskjellige alt etter hvilken plan en har
brukt. A& analysere et blokkforsek som om det skulle vzre et |

{
forsgk etter planen fri randomisering, eller omvendt, er helt
utillatelig. i



XI. Estimering

Vi har tidligere (s. 15) nevnt litt om estimering av
sannsynligheter. Vi skal né ta med mer om estimering i sin alminne-
lighet. Estimeringsteorien er et av de sentrale felter innen

statistikken.

A. Punktestimering

Vi skal forst gjennomgd et eksempel for & belyse en av de
mange typer av problemstillinger vi meter i estimeringsteorien.

Sett at vi onsker & bestemme innholdet i gram pr. liter av
et kjemikalium A i en opplzsningosom vi har fatt tilsendt en viss
mengde av i en beholder. I forbindelse med den kjemiske analysen
foretar vi flere veiinger, mdlinger, avlesninger, osv. 0g hver
gang er det muligheter for & gjore sterre eller mindre feil. Vi
foretar derfor flere gjentatte analyser. I slike tilfelle vil
analyseresultatene gjerne varierxe fra analyse til analyse selv
orm de egentlig skulle bli identiske. (Vi glr her ut fra at ut-
takingen av prever til analyse ikke er forbundet med feil og at
det ikke foregdr fordampning e.l. fra beholderen. Vi kan da si
at innholdet av A i beholderen i gram pr. liter er konstant og
at variasjonene i analyseresultatene bare skyldes feil,)

Vi vil forutsette at den personen som foretar analysene
ikke har noen systematisk tendens til & arbeide pd en slik méte
at feilene gdr i en bestemt retning. En tilsvarende forutsetning
vil vi gjere om de metoder og apparater, m.v. som brukes. Vi

sier da at analysene er fri for systematiske feil. De feilene‘som

forekommer er da tilfeldige feil som ved gjentatte analyser i det




lange lep opphever hverandre. Vi vil ogs& forutsette at fellene
ved gjentatte analyser er uavhengige av hverandre.

La oss skyte inn her at systematiske feil som det ikke er
mulig & elimineré ved justering av instrumenter o.l. ofte kan
noytraliseres p& den méten at de gjeres om til 4 bli tilfeldige
feil ved hjelp av randomisering. Hvis en person har en tendens
til &"avlese p& skrd'den ene veien, vil det gjerne finnes per-
soner som vanligvis "avleser pd skréd" den andre veien. Hvis vi
bruker et random sampel av personer i stedet for en enkelt person
til & utfere analysene, vil slike feil kunne g8 over til & bli
tilfeldige feil som snart glr i en reitning, snart 1 en annen.

P& tilsvarende méte kunne vi ogsd tenke oss & bruke et random
sampel av instrumenter e.l. for et bestemt formdl i stedet for et
enkelt instrument. Vanskeligheten i praksis er selvsagt at det
gjerne er et meget begrenset antall personer og metoder osv. som
stdr til var disposisjon.

I vart eksempel vil vi tenke oss et univers hvor hver ana-
lyse er et gjentak. Dette universet vil vi forestille oss er
uendelig.,

Resultatet av en analyse kan betraktes som en random
variabel X mens det sanne innholdet av A 1 gram pr. liter er en

konstant, u . Under vAre forutsetninger er

(52) E(X)= p = det sanne innholdet av stoff A,

La oss nd innfere en del viktige begreper som vi s& vidt
har vert borte i tidligere. Definisjonene vil bli gitt 1 til-
knytning til vArt cksempel, men brukes generelt i en rekke andre

sammenhenger.



Oppgaven med & finne et tilnzrmet riktig tall for det

sanne innholdet av stoffet A er et estimeringsproblem. Siden

oppgaven er & finne et enkelt tall, dvs. et punkt pd tall-linjen,

gnakker vi om punktestimering i motsetning til intervallesti-

mering. Ved intervallestimering finner vi et intervall p& tall-

linjen hvor vi péstér at den ukjente sterrelsen (i vArt tilfelle

L ) befinner seg. Den ukjente sterrelsen, p som vi dypest sett
egentlig er interessert i kan vi kalle en estimand. T mange
estimeringsproblemer er estimanden en ukjent paranmeter i en for-
delingsfunksjon. I vart tilfelle vil sdledes }L vere en parameter
i den normale fordelingsfunksjon hvis X er nérmalt fordelt. Der—
for brukes ofte betegnelsen parameter i stedet for estimand som
er lite brukt. Estimanden behover selvsagt ikke & vere en for-
ventning. I den generelle estimeringsteorien bruker en derfor
ofte 8 i stedet forJ}L som betegnelse pd estimanden.

Utgangspunktet for estimeringen (det & finne en tilnermings-—

verdi for estimanden) er et random sampel pd n gjentak (n analyser
i vArt eksempel). Vi skaffer oss altsi n verdier, X;, X,y ««-,
X, av en randon variabel X.

For & komme fram til en tilnsrmingsverdi for estimanden
tar vi vanligvis utgangspunkt i en funksjon av disse n ocbserva-
sjonene (f.eks. gjennomsnittet av dem). Siden vi kan tenke oss
en uendelighet av sampler pd n gjentak, kan vi ogsd tenke oss
en uendelighet av verdier for denne funksjonen (se avsnitt
VIII C). Funksjonen kan derfor oppfattes som en random variabel.
Punks jonen blir kalt en estimator. Nér vi ser bort fra

degenererte tilfelle er en estimator alltid en random variabel.
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Enhver verdi av denne random variable er en funksjon av observa-
sjonene i et sampel. I den generelle estimeringsteorien blir en
estimator ofte betegnet med QK. 1 v3rt eksempel kunne vi tenke
oss & bruke en rekke forskjellige estimatorer (gi eksempler).

Av grunner som vi skal komme tilbeke til vil vi imidlertid bruke
gjennomsnittet z.

I et gitt estimeringsproblem tar vi som regel ut bare et
eneste sampel. Vi f8r da n verdier X;, X,, XB’ ..Q, X, av den
random variable X og disse kan vi bruke til 8 regne ut tallet X
som er en verdi av den random variable g. Tallet X kaller vi
et éstimat.

For & summere opp i tilknytning til eksemplet ovenfor, kan
vi altsd si at det sanne innholdet av kjemikaliet A, f.eks.

g = 16 gram pr. liter er en estimand (en ukjent konstant),
gjennomsnittet X =:§ er en estimator (en random variabel) og
tallet X = B = 18,83 gram pr. liter er et estimat (en verdi av
den random variable § = g)

Vi kan som regel velge mellom flere estimatorer, og det
gjelder da & velge en god estimator, De egenskapene sam avgjer
om en estimator er god eller ikke er knyttet til estimatorensl
fordelingsfunksjon.

I vArt eksempel valgte vi & bruke estimatoren z. Selv om
vi ikke kjemner fordelingsfunksjonen for X, vet vi (se (33),

s. 60 og (52), 8. 83) at forventningen for g er 1ik p . Forvent~
ningen for estimatoren g er altsd 1lik estimanden 'y . Denne

3

viktige egenskapen ved estimatoren har vi et bestemt navn pa.
P

Vi sier generelt at en estimator 9 er forventningsrett

(unbiased) hvis forventningen for estimatoren er lik estimanden

8 , altsl hvis

.\



(53) E(§) =9

HvisiE(é)-e #+ 0 sier vi at § er forventningsskjev (biased) og
B( @ )- 8 blir kalt forventningsskjevheten (the bias).

Populert uttrykt kan betydningen av & bruke forventnings-
rette estimatorer illustreres pd folgende mdte: Hvis vi alltid
bruker forventningsrette estimatorer, vil vi i det lange lep fa
riktige resultater i gjennomsnitt.

Vi har tidligere ((34), s. 60) vist at var(g)zda/n. Det er
naturligvis en fordel at en estimator har liten varians. Variansen
for E er, som vi kunne vente, mindre ndr n er stor enn nir n er
liten. (Gjennomsnittsheyden for 100 mann varierer mindre fra
sampel til sampel enn gjennomsnittsheyden for 2 mann). Hvor stor
vi skal gjore n i et gitt tilfelle vil bl.a. avhenge av hvilke
gkonomiske ressurser som stér til vAr disposisjon.

Hvis vi har valget mellom en rekke estimatorer som alle er

!

forventningsrette, velger vi gjerne den som har minst varians

for den sampelstorrelsen vi vil bruke,

Det finnes ogs8 en rekke andre snskelige egenskaper ved
estimatorer, men vi har ikke tid til & komme inn pd disse her.

Vi har tidligere (s. 52-5% og s. 56) vert inne pd at det
av og til er aktuelt 8 sammenlikne de relative frekvensene i et
sampel med sannsynligheter i universet for &4 undersske om en
random variabel kan antas & felge en gitt fordelingsfunksjon. For
4 kunne regne ut sannsynlighetene md vi kjenne fordelingsfunk-
sjonens parametre. Hvis disse er ukjente mid de estimeres. Dette
kan bl.a. gjgres ved at vi setter forventningen 1lik gjennom-
snittet og den teoretiske variansen lik den empiriske. N&r vi
f.eks. har & gjore med den normale fordelingsfunksjonen, fér vi

da de estimatene vi trenger direkte. Har vi derimot & gjere med



- 87 =~

den binomiéle fordelingsfunksjonen, far vi to likninger til
bestemmelse av estimatene, nemlig kp=X og kp(l-—p):s2 (se (37)
S. 65 og (38) s. 66). Hvis vi kjenner den sterste verdien X kan
anta kan k settes lik denne. Vi slipper da & estimere k og
cstimerer da bare p ved hjelp av likningen kpzﬁ. Parameteren m

1 Poissons fordelingsfunksjon kan estimeres ved X,

B. Intervallestimering

Intervallestimeringen bygger pd de samme grunnleggende
prinsipper som punktestimeringen og blir gjerne foretatt i +til-
knytning til og som en videreforing av denne. Problemstillingen
er folgende: Vi gnsker & konstruere et intervall pd tall-linjen
gom har en slik bredde og plassering at det er en bestemt, pa
forh&nd valgt sannsynlighet Q for at intervallet skal falle slik
at det inneholder estimanden & ., Et slikt intervall blir kalt

et konfidensintervall, og grensene for intervallet betegnes som

konfidensgrensene. Sannsynligheten Q blir kalt konfidenssanngynlig-
Det faktum at det er mulig & lage konfidensintervaller for
helt ukjente storrelser er et sléende eksempei p&d hva en kan

oppnd ved bruk av statistiske metoder.

1. Konfidengintervall for forventningen for en normalt fordelt

randon variabel.

Sett at vi er interessert i 8 beregne konfidensgrenser for
forventningen y for en normalt fordelt random variabel X. Vi

skaffer oss da et random sampel p& n observasjoner av X. Hvis



ogsd standardavviket o er ukjent, tar vi utgangspunkt i den
random variable t som er definert ved (47)33. 72, Denne er for-
delt etter Students fordelingsfunksjon med n-1 frihetsgrader. 1
hovedtabell I bak i heftef er det gjengitt sammenhsrende verdier
av a (inne i tabellen) og P som er 1lik 1-Q. Den definisjons-
messige sammenhengen mellom Q og a er gitt ved felgende sann—

synlighetsutsagn om %:

(54) P(-a ¢t ¢ a)=0

Dette er ogsd illustrert i fig. 8 hvor det skraverte arealet er

1lik Q.

rd
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"(1) O | ty T
3;3,8.

Ved & sette (47) inn i (54) fir vi da

(55) P(-a¢=——¢ a)=0

Dotte er fremdeles et sannsynlighetsutsagn om t, men det kan 1

denne form ogsd oppfattes som ct sannsynlighetsutsagn onm z 08 S
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Det som stdr imne i parentesen i (55) er ulikheter eller
likheter som selvsagt kan omformes etter matematikkens regler
uten at dette forstyrrer riktigheten av éannsynlighetsutsagnet.
Hvis vi inne i parentesen forst multipliserer alle tre ledd med
%/@E:, deretter trekker Z fra alle ledd og til sist multipliserer
alle ledd med -1 sanmtidig som vi snur ulikhetstegnene og skriver

ulikhetene i motsatte rekkefolge, far vi:
(56) P(E—ag/v—r; S/LL‘_ X+ ag/\m‘):Q

Sannsynligheten for at et intervall som strekker seg fra
g—a§45? il E+35Aﬁ{ skal falle slik at det inneholder g er
altsd 1lik Q. De to grensene for intervallet er random variable
siden de er funksjoner av de to random variable X og g. For hvert
sampel p&d n observasjoner av X kan vi regne ut en bestemnt verdl
X av E og en bestemt verdi s av s. Dermed kan vi ogsd finne et
bestent intervall siden a kan finnes av hovedtabell I for
f=n:%§§% et kjent tall.

Til hvert sampel svarcr det altsd et ganske bestemt inter-
vall. Intervallene vil variere fra sampel til sampel bdde 1
bredde og beliggenhet, men i felge (56) vil en brekdel Q av allc
tenkelige intervaller konstruert pd denne mdten falle slik at de
dekker p som altsé hele tideh ligger fast pd tall-linjen.

Nar vi i et konkret tilfelle skal finne et konfidensinter-
vall tar vi ut et random sampel av en valgt sterrelse n. Idet
vi bruker den a som svarer til den Q vi har valgt og til f=n-1,

finner vi konfidensgrensene ved hjelp av observasjonene Xl, Xg,

vy Xn av X pd folgende mites



- 90 -

Nedre konfidensgrense: X% - as/i-
(57) in
gvre konfidensgremse : X + as/

Vi

T folge (56) vet vi at en brekdel Q av alle slike inter-—

valler dekker p . Sannsynligheten for at det intervallet vi

finner ved hjelp at et enkelt vilkdrlig sompel skal dekke ji
¥

kan derfor sics 4 vere 1lik Q.

Vi legger merke til at punktestimatet X danner midtpunktct
i konfidensintervallet. Bredden B av konfidensintervallet er 1ik

gvre konfidensgrense minus nedre grense:
8 B = 2as
(58) 4&;

Vi skal illustrere metodikken ved et par eksempler:

Eks. 1. Sett at vi foretar 6 uavhengige analyser for &
bestemme innholdet av et kjemikalium A i en opplesning O. (Vart
tidligere eksempcl,} Vi ensker & finne et konfidensintervall
for det samne innholdet av A mAlt i gram pr. liter idet vi
bruker konfidenssammsynligheten @ = 0,95, Vi forutsetter at
analyseresultatenc er fri for systematiske feil og at de tili
feldige feil er normalt fordelt. Analyseresultatcene og ut-
regningen av konfidensintervallet er vist nedenfor:

Innhold av A,

gram pr. liter
Analyse nr.

! 23 £X° = 2447
3 32 (2X)< =113°=12769
2
4 14 LZX)7 508,166
5 16 n
6 9 | B (£%)°
Y = 113 e S2 X =1

n-1

i
It

18,8333 =2447-2128,166 _ ¢35, 7665



s = |63,7658

63;7668 = 7,9854 f = n-1=5
Nedre grense: X - a345; = 18,8333—2,571-7,98544@ = 10,45

gvre grense : X + asAﬁf = 27421

Hvis vi péstdr at det sanne innholdet av kjemikaliet A
ligger mellom ca. 10 og ca. 27 gram pr. liter er altsd sannsynlig-
heten for at vart utsagn er riktig lik 0,95. Hvis vi skal oppgi
et enkelt tall for innholdet av A er ca. 19 gram pr. liter det
beste tallet vi kan bruke i dette tilfelle siden det er funnet

ved 4 bruke en forventningsrett cstimator.

Vi steter ofte pd den oppgaven & estimere den sanne verdien
av en storrelse pd grunnlag av et random sampel av milinger,
veiinger, e.l. Hvis variasjonen i observasjonene bare skyldes
tilfeldige feil som kan antas & vere tilnermet normalt fordelt
kan cn g& fram som i eksempel 1 ovenfor, Bade teoretiske over-
veielser og praktisk erfaring viser at slike mAlefell ofte kan
antas 4 vere tilnermet normalt fordelt,

I eksempel 1 var det kun feil av forskjellige slag son
forte til at observasjonene varierte fra gjentak til gjentak. 1
andre tilfelle kan variasjonen verc en del av selve det fenomene?d
som observeres. Ogsd i slike tilfelle kan en ofte bruke den
teknikken som er gjennomgdtt ovenfor. Et aktuelt cksempel er

zitt 1 ovelse 24 nedenfor.
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Pvelse 24,
For & beregne den normale sterrelsen av et bestemt organ
hos et bestemt dyreslag, ble det tatt ut et random sampel
pd 10 voksne dyr. Sterrelsen av vedkommende organ hos disse
dyrene er gjengitt nedenfor i gram.

48 40 52 32 37 26 24 46 41 37

Vi vil forutsette at vekten av organet er en random variabel
med normal fordelingsfunksjom. Finn konfidensgrensene for
forventningen for vekten av organet. Bruk Q = 0,95.

@velge 25.
Studer formelen (58), s. 90 for bredden av konfidensinter-
vallet og kontroller at valget av Q og n padvirker bredden i
den retning en skulle vente. Forklar ogséd hvorfor det synes
rimelig at s inngdr i formelen pd den méten den gjer.

Vi skal til slutt se hvorledes vi kan anvende de samme
- formlene p& oppgaver av en litt annen type. Anta at vi har et
forsek etter blokkplanem med bare 2 forsegksledd. I vért cksempel

Pd s. 79 kan vi f.eks. tenke oss at vi bare har med forscksleddene
T2 = "inne i binge" og T3 = "ute",

Det vi forst og fremst eonsker & finme ut ved vart forsgk er
hvor mye forv*en‘l:‘.ningem::/;u,2 for vekten 52 av kyllinger som vokser
cpp inme i binge avviker fra forvenﬁningeg/l3 for vekten §3 av
Ryllinger som vokser opp ute. Vi tenker oss altsd to universer
og to random variable. (I stedet for universer kunne vi her i
stedet snakke om subuniverser (se s. 80), men et subunivers er Jjo
ogsd et univers, sd vi sloyfer forstavelsen sub.)

La oss ogsd formulere problemet pd en annen mdte. Vi husker
at to og to kyllinger hadde samme foreldre. Det kunne derfor vare
naturlig & se pd differensen mellom vekten for den kyllingen som
har vokst opp inne og den som har vokst opp ute. N8r vi betrakter

et univers av foreldrepar (blokker) kan denne differenscn oppfattes
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som en random variaBel som vi vil betegne med X. TForventningem
for X vil vii Yetegne de/L. Formulert pd denne méte kan vi si a¥
problemet egentlig er & estimere}ﬂé. Det kan for gvrig lett vises
B Mo g

Hris vi nd kan tillate oss 4 forutsette at X er tilnmrmet
normalt: fordelt, ser vi at protlemets formelt sett svarer helt ut
til det problemet vi leste i eksempel 1 ovenfor. Forskjellem er

Bare at: deth nd er de observerte differensene som oppfattes som

verdier av en random variabel X. Vektene for de to sett av kyl-
linger kan vi & & si glemme helt etter at vi har regnet ut rekken
av differenser. Vi skal belyse metodem nzrmere ved et tall-

eksempel med 10 blokker. Vektenheten er 10 gram.

Eis. 2.

Foreig?epar Xﬁz Xi3 Xi:Xiz_Xi3
I 27 24 3
2 51 45 6
3 42 33 9
4 39 33 6
5 45 27 18
6 30 32 -2
7 33 33 0
8 39 ‘30 9
9 39 42 -3

10 45 42 3

2 X=49
X=4-,9
2 2 ’
2 _(2X) 49
g2 XS5 589 - 15— _ 38,7667  s=6,226
-1 9
f=r-1=9 Q velges 1lik 0,95 a=2,262

Ved & sette inm ¥ (57), s. 90 far vi:

Nedre grense = 0,45 @vre grense = 9,35
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Legg merke til ath v 1 det siste eksemplet var 1ik amtall
differenser eller foreldrepar eller blokker og alttsd 1ik Ralv—

parten av antall kyllinger som inngdr i forscket.
De 20 individuelle kyllingvektene i eksempel 2 ovenfor
varierer av flere grunner, Vi skal nevne 1litt mer om den

statistiske modellen for et blokkforsgk i tilknytning til dette

eksemplet, selv om dette egentlig herer hjemme i et anmet avsnitt.
De random varialbie §2 og 33 kan skrives som en sum av Iedd p&
folgende mdte (symbolene betyr det samme som tidligere i dette

avsnittet):

(59) %5 f/bg +2+ W, +E

(60) _}_% =/(l.3 + ..2': + E + g.

Uttrykkene (55) og (56) kan ogsid skrives under ett:
6 . = Y. ' .. Yi= :
(61) Xy =g+ L+ Wy + £ (3=2,3)

Her er Z en random variable som har en verdi Z for hver blokk i
universet av blokker. (Symbolet Z ble brukt for noe helt anmet
i hovedavsnitt# VIII.) Z gir uttrykk for det vi Ealler blokk-—
effekten eller i vArt tilfelle foreldreeffekten. Ej stdr i vart
tilfelle for to random variable som knytter seg til blokkene pé&
samme mdte som Z. Den random variable Ez kan nermest sies & "tre
i kraft" for kyllinger som vokser opp inme i binge mens ﬂ3 "trer
i Eraft" for kyllinger som vokser opp ute. De random variable

Wj (3=2,3) gir uttrykk for det vi kaller samspillet mellom forssks-

ledd og blokk, i vért tilfelle mellom oppalsmdte og foreldrepar.

§ er en random variabel som har en verdi for hver kylling i hele
universet av kyllinger. Forventumingen for hver av de random

variable Z, El’
P& hver sin méte gir uttrykk for avvik‘fra/iz og/&3 i (55) og (56).

W, eg £ kan settes Iik O da disse random variable
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Hvis vi tar for oss em enkelt av de 20 kyllingene foreligger
det en bestemt verdi av Eﬁ’ og dermed ogsd av 7, Ej og £ 1 (57).
Hvis vi bruker verdiene av de random variable i stedet for de
random variable selv kan modellen (57) for blokkforsek skrives pa

folgende méte:

(62) Xy _—./u,j v 2+ Wyt o (i=1,2,..,n3 j=2,3)

ij
For & belyse symbolecme nmrmere, la oss tenke oss at vi Pe-

trakter det tilfelle da i = 4 og j = 3. Vi har da & giore med

den kyllingen etter foreldrepar 4 (i = 4) som vokste opp ute

(j = 3). Vekten av denne kyllingen er X43. I folge (58) kan1X43

skrives pd felgende mite:

-

(63) Xyy =fhy + By + Wyg + Eyq

Av tabellen ovenfor ser vi at:X43 = 33 vektenheter. Ia oss tenke

oss at vi kjente leddene p& heyre side i (59) og at disse hadde
folgende verdier: /&3 = 36, 24 ==, W43 = =5 og 543 = 3, Da ville

vi kunne sette inn disse tallene i (59):
(64) 33 =36 -1-5+ 3

Vi skal forklare hva disse tallene Ram tenkes & gi uttrykk
for. Tallet -1 for Z4 viser ath kyllinger etter foreldrecpar nr. 4
under ellers like vilkdr er 1 vektenhet lettere enn‘gjennomsnitte#
for kyllinger etter alle foreldrepar i universet. Dette kan bl.a.
skyldes visse genetiske forhold som er felles for kyllinger etter
dette foreldrepar og som gir seg samme utslag enten kyllingene
vokser opp ute eller inme. Tallet for W43 viser at kyllinger etter

foreldrepar nr. 4, ndr de vokser opp ute, under ellers like vilkar

cr 5 vektenheter lettere enn gjennomsnittet for kyllinger etter

alle foreldrepar i universeti. Dette kan f.cks. komme av at kyl-
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linger etter dette foreldrepar har en dirlig fjerdrakt som ferer
til at: de fryser og blir Iette nidr de vokser opp ute. WNar de
vokser opp inme behever ikke denng fjerdrakten & ha noem spesiell
virkning. Tallet 543\ = 3 Kan bl.a. ha sammenheng med at: den
spesielle kyllingen deth her gjelder er noe mer "grddig I matfatet®
enn kyllinger flest slik at' den under ellers like vilkir er 3
emhcter tyngre enn gjennomsnititet for alle kyllinger i det uni-
verset: det er snakk omu.

De eksempler pd &rsaksforhold vi har gitt for leddene p&
hoyre side i (60) er selvsagt sterkt forenklede, men illustrerer
prinsippene. Uttrykket (58) viser at alle 20 observasjoner kanm
skrives pd liknende mdte. (57) og (58) kan ogsé& uten videre
generaligseres til 4 gjelde mer enn to forssgksledd. Leddene p&
heoyre side av (58) er aldri kjent i praksis. Vi er imidlertid
interessert 1 & estimere visse funksjoner av /kj (som f.eks.

ﬁ&w—}ig i vdrt eksempel). Disse funksjonene kalles kontraster.

Videre er vi ofte interessert i & vite om.leddeﬂiwiﬁ virkelig
eksisterer eller om det kan settes 1lik 0, da dette ofte avgjer
twvilkerr analyseteknikk vi ber bruke.

Grunnen til at vi tok med disse betrakiningene om blokk-
modellen i dette avsnittets er at vi ville vise hva som skjer nir
vi former differensene Xi = Xiz - Xi3 slilk som I eksempel 2
ovenfor. Bruker vi (58), ser vi at: differensene kan skrives péd

felgende métes
(65 ) Xﬁz—Xi3=/M2+Zi+Wiz+-512—9M3+Zi +Wf34513)
= o+ Wy oWy 3+ €5 56 5
= MWy oW 3) + (€5,-5) (i=1,2,...,n)
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Vi ger att leddet Zi som gir uttrykk for foreldreeffektem har
falt borti. T siste kolonne i tabBellermr i eksempel 2 ovenfor har
vi altsd fjernet en kilde til variasjom, nemlig leddeﬁﬁzi. Det:
er dette vi generelt sett oppndr ved et blokkforsek, Vi elimi-

merer en kilde til variasjom, nemlig blokkeffekiern slik ats denne

Tikire forgtyrrer vdr gsammenlilkning av- forseksleddene.

Observasjonene i eksempel 2 er et tilfelle av det- vi ofte

kaller parobservasjoner. Data fra et blokkforsek med to forseks-

Tedd er et viktig eksempel pd parobservasjomer, men det finmes
ogsd andre eksempler (se gvelse 26). Hvis vi kan tillate oss &
forutsette at differensene mellom parobservasjonene kan oppfattes
som observasjoner av en random variabel X som er tilnermet normalt
fordelt, kan vi bruke den teknikken som er beskrevet i eksempel 2
til & beregne konfidensgrenser for E(X).

Hvis vi 1 eksempel 2 hadde brukt differensene Xi3 - Xi2

i stedett for Xi2 - Xi3 ville konfidensgrensene blitt -9,35 og
-0,45 i stedet for 0,45 og 9,39%. En kan derfor komme fram til
samme konklusjom uanset® hvilkenm vei en tar difflerensene i slike

tilfelle,

gvelse 26.
Hos 7 dyr av- et bestemt slag ble sterrelsen av et organ A
og av et annet organ B registrert. Vekbtene i gram er gjen-
gitt nedenfor.

Dyr nr, L 2 3 4 5 3 T
Orgam A 11,2 13,7 10,3 11,0 15,2 7,2 8,1
Organ B 12,5 13,5 11,3 12,1 16,1 9,1 11,4

Estimer forskjellemmellom storrelsen av de to organer hos
vedkommende dyreslag. Presiser problemstillingen og gjor
rede for de forutsetninger som md gjeres.
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@velse 27,
Torklar hvorfor en praktisk bonde kunme vere inrteressert i

& vite om standardavviket for gg er forskjellig fra standard-

avviket: for §3 1 vart ekgempel med kyllinger ovenfor.

2, Konfidensgrenser for differensen mellom forventningene for

to random variable som begge har normal fordelingsfunksjon

Sett at vi er interessert i & beregne konfidensgrenser for
differensen Bg = Hp—Ho mellom forventningene kq 08 Ko, for to
random variable Xl 0og Xg som begge har normal fordelingsfunksjon og
som knytter seg til hvert sitt univers (eller subunivers). La oss
anta at vi har et random sampel pa ny observasjoner av Xl og et
uvavhengig random sampel pé n, observasjoner av EZ‘ Hvis standard-
avvikene 05 080, €r ukjente, men kan forutsettes & vere tilnzrmet
like (c51=<32=c3) kan vi ta vart utgangspunkt i en random variabel
t som er definert ved (49) og (50) s. 75, Denne fglger Students
t-fordeling med nl+n2—2 frihetsgrader.

Vi vet da (sammenlikn s. 88) at felgende sannsynlighets-

utsagn m& vere riktig for alle samherende verdier av Q, n,t+n, og a:

T ~Zo~(pq -1 n
(73)  B(-a¢ 21 72) \ L2 <a)=q

§p /n1+n2
Etter 1itt matematisk omforming av det som stér inne i parentesen

faér vi da:

(74) P(X,-%,-as,]

Vi kan altsd regne ut konfidensgrenser for Hq= Mo pd felgende méte:



Nedre konfidensgrense:

(75)

@vre konfidensgrense :

I dette tilfelle er det punktestimatet Xl—Xz som danner

midtpunktet i intervallet og intervallets bredde er

Ill-l' le

(76) 2asp
n, *n,

La oss se pd et eksempel.

Fks., 3. Vi vil ta for oss det eksemplet vi beskrev da vi
g jennomgikk forseksplanen etter prinsippet fri randomisering
(s.77-78). Vi vil anta at vi har med bare to behandlingsméter

7. og T, i forseket. Videre vil vi tenke oss at 9 hester fikk

1 2

behandlingsméten Tl og at 9 fikk T2, men at en av de 9 sistnevnte
hestene m&tte slaktes. Hvis vi nd kan forutsette at X; og X,
(definert s.78) begge har normal fordelingsfunksjon og at(fiz(?é,

ser vi at vilkérene er til stede for & beregne konfidensgrensene

/ . .
for/jl—/i2 ved hjelp av (75). Dette er gjort nedenfor,

T T

1 I,

= v, 2% SX, =290  ZX, = 242
27 26 ny = 9 n., = 8
52 21 T = 32,22 X = 30,25
28 %5 1= 32 o = 30,
30 35
26 %5
34 26
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' 2 _ 2 _
ZXl = 0604 ZX2 = 7458
(zx,)% = 84100 (£X,)°= 58564
©x)° (3X,)%
R 9344, mo— =7520,5
%,-%, = 32,22-30,25 = 1,97 Q=0,95 . f=n +ny-2=15
(0 -1) 8. 2+(n~1) 5.2 X, -%. )% 5 (x,-%.)%
R e Wit N e Mt R e 2742
P (n7-1) (n,-1) ny+n,-2
(£%.)° (=x%,)°
ox. 2 DA | 9604-9344,4+7458-7320,5
1 nl 2 n2 - O+8=2
Je— __/I
nl+n2—2 -
_397,1 _ 35T -
= '—j_'?'z—‘ = 26,4733 SP 26,4733 5,14‘5

Ill+1’l2

= 2,131.5,145-\J§ﬁ§ = 5,33

b . )
n,°n, 9«8
o 'nl+n2
Nedre konfidensgrense: Xl"X2_aSp HITEE = 1,97—5,33=§;ZE
7+,

gvre konfidensgrense: Xl~i2+asp =1,97+5,33=7,30

nl.n2

a=2,131
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Den metoden vi har gjennomgdtt i eksempel 3 er vanlig brukt til &
analysere data fra forsgk etter planen fri randomisering, mens altsd fram-
gangsmdten i eksempel 2, s5.93 brukes for blekkplanen. Eksempel 3 er et
tilfelle av data som ikke er parobservasjoner, men vi kan ogsd stgte pd slike

ikke-parobservasjoner som er framkommet pi annen mdte enn ved farsgk (se

gvelse 28 nedenfor). Hvis de forutsetninger metoden bygger pé kan antas &
vare tilnsrmet oppfylt, kan en da bruke samme analysemetode som 1 eksempel 3.
At tallene i eksempel 3 ikke er parcbservasjaner er for det fgrste

klart av det faktum at nl:# Ny e Men selv om n, eg n, hadde vart like,ville

1 2

vi fremdeles ikke hatt parobservasjoner. Den vertikale arrangeringen av

observasjonene i eksempel 3 er nemlig helt vilkarlig. Vi kan foreta en verti-
kal omplassering av tallene 1 en av kolennene uten at dette forandrer noe som
helst pd& realitetene. Det er altsd svsrt mange mater & gruppere sammen en

pd. I eksempel 2, derimot, kan

observasjon fra T. og en observasjon fra T

1 2
vi ikke bytte om to tall i den ene kolonnen uten av vi foretar en tilsvarende
ombytting av tallene i den andre kolonnen. Tallene pd en og samme linje hgrer g
sammen, og de knytter seg ogsd til et felles gjentak, i dette tilfelle til et |
felles foreldrepar.

De. metodene til & beregne konfidensintervall som vi hittil har
gjennomgdtt er basert\pé t-fordelingen. D%gge_metodene har heldigvis vist
seg & vare robuste bdde overfor avvik fra forutsetningen om normalitet og
overfor avvik fra den tilleggsforutsetningen vi matte gjigre i avsnitt IX B 2
om at(Fi:=C?é. Den stgrrelsen vi i hvert tilfelle har forutsatt er t-fordelt
er altsd tilnsrmet t-fordelt selv om de nevnte forutsetningene ikke er oppfylt.
Fglgelig er altsd den konfidenssannsynligheten vi opererer med tilnmrmet

riktig selv om de nevnte forutsetningene svikter en del. Vi ser da bert fra

helt ekstreme tilfelle.



- 102 -

Pvelse 28.

Det prosentiske innholdet av et stoff S i et organ O ble bestemt
hos et random sampel pd 5 dyr av dyreslag A og hos 4 dyr av dyreslag B.
Cbservasjonene ble fglgende:
Dyreslag A 24,3 20,8 23,7 17,% 21,3 Sum: 107,5 . . % =
Dyreslag B 18,2 16,9 20,2 16,7 Sum: 72,0 o

Finn konfidensgrensene for differensen mellom. forventningene for
innholdet av stoff S hos de to dyreslagene. Bruk Q=0,95.

Qvelse 29.

Analyser formelen (76), £.99 for bredden av konfidensintervallet

pa liknende mite som nevnt for formelen (58) i gvelse 25, s.92.

3. Konfldensgrenser for en sarmmsynlighet

La sannsynligheten for et kjennetegn E (f.eks. "kommer seg ikke")
i et univers U (f.eks. universet av de dyr som fir em bestemt sykdom) vere
P(E/U) = p. La videre Z vare antall gjentak med E i et random sampel pad
n gjentak fra U. Z kan da oppfattes som en random variabel som vil ha

forskjellige verdier fra sampel til sampel. Pet samme kan sies om den rela-
Z

tive frekvensen o

Det er tidligere vist at Z er binomialt fordelt med ferventningen

Z
np og standardavviket Vnpq. Det kan ogsé vises at n har forventningen p
Z Z

il

og standardavviket \JE%{. Siden forventningen for P, er‘g en for-

e}

ventningsrett estimator for p.

i

BN

Spgrsmédlet er nd hva vi kan si om fordelingsfunksjonen for

tillegg til det som allerede er sagt om forventningen og standardavviket.
Z

Ndr n ikke er for liten, kan det visegﬂZ' = - er tilnsrmet normalt

fordelt. Forutsetter vi nid at g' er normalt fordelt med forventning p og

standardavvik Bﬁ, kan vi ved 8 trekke fra forventningen og dividere med

standardavviket, dvs. ved & standardisere, forme en ny random variabel X
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som fglger den spesielle fordelingsfunksjonen som er beskrevet nederst pa

s. 70 og pd s. T1l.

(77) X =—F=
V2

Av fig. 7, s.71 ser vi da at fglgende sannsynlighetsutsagn er oppfylt

for alle samhgrende verdier av a og Q:

Z'-p

- < a):Q
5 -

n

(78) P(-a<

P4 grunnlag av(78)kan en lett ved litt regning komme fram til fglgende

formel for konfidensgrensene for p:

n

! _ert 2
(79) Konfidensgrenser: LE [z'.%n : a\/Z (xll z') , a S
n+a 4n”.

Nar vi bruker - foran fortegnet, fir vi nedre grense, nir vi bruker
+ fir vi gvre grense. Til Q=0,95 svarer a=1,96. Til Q=0,99 svarer a=2,576.

Nir n er stor kan en bruke fglgende ferenklede formel!

- z'(1-2')

(80) Konfidensgrenser: Z' , a =

En undersgkelse ga som resultat at 57 av 300 dyr ikke kom sef etter en
bestemt sykdom. Konfidensgrensene for dgdelighetsraten for denne sykdommen

finnes da pd fglgende mate ndr vi bruker Q=0,95:

300 [é 9 1,96° T g6\ [ 0u19:0,81 | 1,96° ]
3004+1,96° 600 300 4+300°

Ved utregning finner en at nedre grense blir 0,15 og ¢gvre grense blir 0,24,
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gvelse 20.

Av et stort antall personer vaksinert mot kopper, ble {etter 25 ar
eller mer siden vaksinasjonen) 932 angrepne av sykdommen og av disse 483
hardt angrepet. La E, = "angrepet" og E, = "hardt angrepet". Beregn konfi-
densgrensene for P(E2 lUEl). Bruk Q = 0,95.

Qvelse 51.

Studer bredden av konfidensintervallet (80) pd linende mite som i
gvelse 25, s. 92.
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XII. Hypotesétesting

A Generelt

Vi skal nd gd& over til et .annet viktig felt innen statistikken, nemlig
testing av statistiske hypoteser. Oppgavene vi fir & lgse er nwmr beslektet med
de problemene vi arbeidet med i estimeringsteorien, men vi skal betrakte dem
fra en 1itt amnen synsvinkel.

En hypotese «r et utsagn om virkeligheten, og det er et utsagn av

forelgpigs karakter, et utsagn som vi gnsker & undersgke nzrmere riktigheten av.

Statistiske hypoteser er hypoteser om sannsynligheter eller fordelingsfunksjoner.

De fleste statistiske hypoteser vi fér & gjgre med er hypoteser om parametre i
fordelingsfunksjoner. Slike parametre har vi ogsd arbeidet med tidligere. I
eksempel 1, 5.90 var vi f.eks. interessert i det sanne innholdet av kjemi-

kalium A, dvs. i forventningen for en random variabel. I eksempel 2, s. 92-93

var vi interessert i differensen mellom to forventninger,nemlig forventningene

for vekten av kyllinger som var oppvokst (1) inne i binge og (2) ute.

En hypotese representerer et metodisk hjelpemiddel som vi bruker til &
skaffe oss kjennskap til virkeligheten. Forskning bestdr i stor utstrekning i
en prg%e- og-felle -prosess. En hypotese er en slags gjetning om virkeligheten,
0g vi er intercssert i 4 undersgke om det er en god gjetning. Vi foretar derfor
observasjoner og undersgker om disse er i overensstemmelse med det vi skulle
vente hvis hypotesen var riktig. Er de ikke det, forkaster vi hypotesen og
prgver oss kanskje med en ny hypotese som vi da bgr undersgke holdbarheten av
ved hjelp av nye data. (Hvorfor kan vi ikke like gjerne bruke de observasjonene
vi har ?).

Prgvingen e@ler testingen av en hypotese bestér i 3 avlede visse
konsekvenser av den og undersgke om disse harmonerer med de observerte data.
En hypotese som vi har testet mange ganger ved hjelp av forskjellige sett av
data og som vi aldri har kunnet forkaste vil vi etter hvert fatte stor tiltro

til, og kanskje oppfatte den som en lovmessighet.
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Ofte stgter vi pd uttrykket null-hypotese. En null-hypotese er en
hypotese som gdr ut pd at to eller flere parametre er like, dvs. at forskjellen
mellom dem er lik null.

En null-hypotese er sarmerket ved at det ikke behgver & ligge noen
observasjoner eller tidligere erfaringer til grunn for den. Alle og enhver som
vet hva hypctesctesting er kan uten vanskelighet sette fram en nullhypotese.
Andre statistiske hypoteser, derimot, blir vanligvis satt fram pd grunnlag
av kjemnskap til det fenomen hypotesen gjelder: Nar vi framsetter en null-
hypotese, er hensikten ganske enkelt & undersgke om den kan forkastes. I sdfall |
ma vi jo godta dens alternativ, nemlig at det er en forskjell pi parametrene,
og det var kanskje det vi gnsket & pavise da vi framsatte null-hypotesen.

En null-hypotese kommer ogsd i en sarstilling fordi vi vanligvis ikke
godtar denne. Det skal jo mye til at f.eks. to behandlingsmiter skal vsre
ngyaktig like med hensyn til forvemtet helbredelsestid. TFor null-hypotesen er
situasjonen fglgende: Enten forkaster vi den, eller sd umnnlater vi & forkaste
den, og vi sier da at det ikke er neen Eéviselig forskjell.

For & f& en felles terminologi for hypoteser i sin alminnelighet
(som det kan bli snakk om & godta) og null-hypoteser, skal vi i det fglgende
ikke bruke uttrykket godta om en hypotese. I stedet skal vi snakke om & unnlate
& forkaste. Hypotesetestingen kan etter dette lede til to tenkelige resultater:
(1) Vi forkaster hypotesen, eller (2) Vi unnlater & forkaste hypotesen.

| Det er to menn ved navn Neyman og Pearson som spesielt har sren for
den moderne hypotesetestingsteorien. Vi kan ikke ta med stort av denne
teorien her, men vi skal nevne noen trekk av teorien.

For & konstruere et kriterium for & teste en statistisk hypotese

er det alltid ngdvendig & formulere en alternativ hypotese. Vi skal heretter

bruke - symbolet Ho for den hypotesen vi tester og HA for dens alternativ eller

alternativer. Det er nemlig som regel flere alternative hypoteser.
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Ndr vi tester statistiske hypoteser kan wvi kemme i skade for & gjgre
to slags feil: (1) Vi kan forkaste HO selv om H0 er riktig. Pette blir kalt

feil av_l.slag (forkastningsfeil). (2) Vi kan unnlate & forkaste H, selv em

HA er riktig. Dette blir kalt feil av 2.slag (forkastningsunnlatélsesfeil).

Situasjonen kan skisseres i en enkel tabell. Nir det gjelder virkelig-
heten, er vart problem spesifisert slik at enten er HO riktig eller s& er HA
riktig. Noen tredje mulighet finnes ikke. Nar det gjelder vir handling si
gdr den ut pd enten & forkaste HO eller & unnlate & forkaste Ho' Resultatet

av hypotesetestingen i et gitt tilfelle kan derfor settes opp i felgende

tabell:
Virkeligheten
HO er riktig HA er riktig
Var Forkaster Ho Forkastningsfeil | Riktig handling
handling Unnl. & fork. Ho Riktig handling Porkastningsunnlatelsesfeil

Var oppgave er & innrette oss slik at vi best mulig unngdr begge
typer av feil. Pette er imidlertid et meget kinkig problem. Nir vi minsker
sannsynligheten for & gjgre en type av feil er det i alminnelighet nemlig
ikke til & unngd at vi samtidig gker sannsynligheten for & gjgre den andre
typen av feil. Vi md derfor foreta en viss avveining mellom ulempene ved &
gjgre de to typer av feil.

Vi skal belyse situasjonen ved et eksempel. N&r vi skal teste en
hypotese, skaffer vi oss alltid et sett av data som oppfattes som observa-
sjoner av en eller flere random variable. Disse data stammer efte fra forsgk,
men kan ogsd vare skaffet til vele p& annen mite. Som eksempel pé et sett av
data kan vi ta tallene som er oppstilt i begynnelsen av eksempel 4 s.114.
De to fgrste kolonnene er de samme som i eksempel 3, s. 99. Imidlertid har

vi fgyd til 2 nye kolomner, idet vi nd tenker oss at hele 4 behandlingsmiter
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ble sammenliknet ved forsgket, slik som opprinnelig beskrevet pa s. 77-79.
Disse data eller observasjoner er et produkt av "virkeligheten" og er et
resultat av en mangfoldighet av ukjente og kjente &rsaksforhold. Blandt
disse Arsaksforhold md vi ogsd innbefatte selve forsgksplanen nar det som
her er snakk om data fra et forsgk.

Av vare data former vi et tall F etter en bestemt formel som vi skal
komme tilbake til i detalj i neste avsnitt. Under den egentlige hypotese-
testingen er dette ene tallet det eneste vi er interessert i ndr det gjelder
observasjonene.

Dette var litt om observasjonene. La oss s se pad den andre siden
av hypotesetestingsproblemet, nemlig selve hypotesen. Foruten hypotesen har

vi gjerne et sett av a priori forutsetninger eller opplysninger om den

"mekanismen" som har frambrakt vdre data. I eksemplet ovenfor er vare forut-

setninger f@lgende: (1) At hvert av de 4 samplene er et random sampel.

(Denne forutsetningen kunne vi la vare & nevne da den nsrmest er automatisk

oppfylt ndr forsgket er riktig utfgrt etter planen som beskrevet pa s.78;

(2) At hver av de 4 random variable El’ ¥2’ 33 og 34 har normal fordelings-

funksjon. (3) At G =07 =G, =0, =, Selve hypotesem eller om vi vil
1 2 3 4 hypotesen

—————

den hypotetiske forutsetningen, gdr i vart tilfelle ut pd at
My "/Le = 7’“‘4 =/“'L

Hvis vi hadde gjentatt virt fersgk under tilsvarende forhold (dvs.

etter samme forsgksplan, med de samme fersgksledd, det samme antall gjentak,
osv.) er det klart at vi mdtte regne med & f& nye data, og dermed et nytt
tall F. Tenker vi oss en uendelighet av gjentatte forsgk, fér vi altsd ogsa
en uvendelighet av tall, F. Noen av disse er store, andre er smid, og noen
intervall pd tall-linjen inneholder flere slike ﬁ-er enn andre. Vi kan altsa

snakke om en random variabel T.
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De tre a priori forutsetningene og den ene hypetetiske forutsetningen
som er nevnt ovenfor gir tilsammen ut pd at alle observasjonene fra et og
samme forsgk er observasjoner av en enkelt random variabel X: NgﬁL,cr)

(se s.79). PA grunnlag av disse fire forutsetningene er det mulig & bevise

at F fglger en bestemt fordelingsfunksjen som gjerne kalles F-fordelingen til
are for statistikeren R.A. Fischer. Vi skal ikke gjengi formelen for for-
delingsfunksjonen for F her, da den er forholdsvis komplisert og har liten
interesse for oss. F er en kontinuerlig random variabel som kan anta alle
positive verdier. Fordelingsfunksjonen f£(F) har to parametre fl 0g f2 som er
hele positive tall og som vi i vare anvendelser vil kalle henholdsvis antall

frihetsgrader for telleren og antall frihetsgrader for nevneren. N&r f2 > 2

(som den vanligvis er i vdre anvendelser) er forventningen for F lik

o

f2-2

(81) E(F) =

Porventningen er altsd lik 3 for f2=3 og avtar mot 1 hvis vi betrakter nye
meWlemmer av "F-familien" med voksende f,. Funksjonen har i grove trekk et

forlgp sun skissert i fig. 9.

N

(F)

~

Fig. 9

Selv om formen p& F-kurven er forskjellig for hvert sett av parametre, har
alle ¥-kurver det til felles at de har en lang "hale" til hgyre.
I vére anvendelser av funksjonen er vi interessert i & finne et tall a

som er slik at sannsynligheten for at F skal vare stgrre enn eller 1lik a

er lik et oppgiti Lwll v



(82) P(F > a)="P

(Symbolet P er brukt i to forskjellige betydninger i (82)). Sammenhengen
mellom P og a er ogsd illustrert i fig. 9. Som regel velges P = 0,05 eller

P = 0,01. Sammenhgrende verdier av P, fl’ f2 og a er gjengitt 1 hovedtabellene
IT og III bak i heftet.

Hvert enkelt forsgk gir oss en enkelt verdi F av F, og denne F kan
selvsagt vere et hvilket som helst tall i variasjonsomrddet for F, dvs. et
hvilket som helst positivt tall. Alle F er derfor forenlige med den antagelse
at hypotesen er riktig. (Fordelingsfunksjonen er utledet under den forutsetning
at hypotesen er riktig). Det vi gjerne burde ha er en serie av uavhengige
forsgk etter samme plan. Hvis da de F vi fikk fordelte seg langs tall-linjen
pé en méte som samsvarte med den tilsvarende F-kurve, kunne vi ta dette som
et indisium pd at hypotesen var riktig. Hvis de derimot fordelte seg pa en
mate som tilsvarte en helt annen kurve, ville vi f& meget stérk mistanke om
at hypotesen var feilaktig.

N& er det imidlertid noksd vanlig & trekke konklusjoner (i hvert fall
forelgpige konklusjoner) pd grunnlag av et eneste forsﬁk)og det er teknikken
for & gjgre dette pd beste mdte vi skal lmre her. (Vi forstér likevel at
verdien av et enkelt forsgk er noksid begrenset hvis resultatene ikke blir
etterprgvet ved nye forsgk.)

Det eneste spor "virkeligheten" har etterlatt seg ef tabellen over
vare data, og den informasjonen tabellen inneholder kan Hr vart formdl best
summeres i form av et enkelt tall F. Hvis demne F ligger i "halen" til hgyre,
vil dette forhold svekke vadr tiltro til hypotesen, sélv om en stor F som nevnt
aldri er direkte uforenlig med hypetesen. Skal vi i det hele tatt komme til
neen konklusjon, er vi imidlertid ngdt til & ta en viss risiko for 3 gjgre

feil. Det vi da gj¢r ndr vi tester en hypotese er fglgende: Vi bestemmer oss
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pd forhénd for et tall P scm er lik sannsynliéheten for & forkaste hypotesen
selv om den er riktig. Hvis den F vi finner pad grunnlag av tallene fra vart
forsgk er stgrre enn den a som svarer til P (se fig. 9.) forkaster vi

hypotesen. P blir kalt sannsynlighetsnivdet eller signifikansnivaet. Hvis vi

pruker P = 0,05 og resultatet blir at vi ma forkaste hypotesen, sier vi gjerne
P

at vi forkaster den pd 5 % niviet. Vi sier ogsd da at®er signifikant pd

5 % nivdet. Det omradet av F-aksen som fgrer til forkastning av Ho’ altsa

omradet til hgyre for a, blir kalt et forkastningsemrade for H0 eller et

kritisk omride for F. Til hver P svarer det et forkastningsomréde.

Nir F er stgrre enn a, tar vi altsd det faktum at vi har funnet et
tall F som er"uvanlig stort" under vdr hypotetiske forutsetning som et
tilstrekkelig "bevis" pd at det md vare noe i veien med hypotesen.

Hypotesetestingen gdr altsd ut pd at vi pa den ene siden regner ut
et tall F ved hjelp av vadre data og at vi pd den andre siden finner fram
til et tall a. Hvis P er stdrre emn eller 1lik a, forkaster vi hypotesen. Pet
hele kan summeres i fglgende skjema hvor en pil kan leses "resulterer i"

eller "leder til":

Virkeligheten ——> BPata ——> Tallet F

Sammen- Konklu-
likning sjon
A priori forutsetningef)
F fglger > -
{ —>F-fordelingen —>PE2 a) =P

Hypotetisk forutsetningj

Det er bare ndr hypotesen (den hypotetiske forutsetningen) er riktig
at F fglger F-fordelingen. Hvis var hypotese: HO er feilaktig, fglger F en
annen fordelingsfunksjon. Sett at det er et bestemt alternativ HA til HO som

_er den riktige hypotesen. HA gar ut pa at forventnlngene/LL1 ...jbb4

avviker fra hverandre med visse nergaere angitte tall. I dette tilfelle fglger
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F en fordelingsfunksjon som vi vil betegne med £(F iHA) i motsetning til
F-fordelingen som vi néd vil betegne med f(F ‘Ho) Situasjonen er illustrert i

fig. 10 hvor vi har tenkt oss at vi kjenner f£(F ‘HA),

M R
£(F) / \é——*-—'
/ i

Fig. 10

Vi ser at det er en noksd stor sannsynlighet for & fa en F stgrre emn a
hvis HA er riktig. I figuren er denne sannsynligheten representert ved det
horisontalt skraverte arealet. Stgrrelsen av dette arealet er 1 - ﬁ som blir
kalt teststyrken for alternativet HA'

Uansett hvilken hypotese som er den riktige s& unnlater vi & forgaste
HO nér vdre data resulterer i en F sem er mindre enn a og forkaster H0 né&f vi

fér en F stgrre enn a. Vi ser derfor at sannsynligheten for forkastningsunniatelses-

feil er lik B (det vertikalt skraverte arealet i figuvren). Slike feil gjgr vi
f , ===

jo bare nar H, er riktig, og fglgelig md sannsynligheten for & gjgre slike feil

A
regnes ut pd grunnlag av den kurven som gjelder nar HA er riktig. P4 tilsvarende

madte ser vi at sannsynligheten for forkastningsfeil er lik P. Pet er de to

arealene ﬁ og P vi gjerne skulle gjvre sa smd& som mulig. Vi ser imidlertid at

hvis vi minsker P s& gker vi.fiog omvendt. PBet er derfor vanlig i praksis &

bestemme seg for en P og la }3 bli det den blir. Svart ofte velges P = 0,05
eller P = 0,01. Valget beror nzmrmest pa en konvensjon, og pa det ﬁéktum at vi
har tabeller for nettopp disse P-verdiene.

Egentlig er vért eksempel enda mer komplisert fordi det ikke bare finnes

ett alternativ til Ho’ men en hel serie av alternativer, HA' Hvert alternativ
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resulterer i en fordelingsfunksjon for F og altsd i en kurve £ (F {HA) i var
figur. For & finne ut noe om hvilket forkastningsomrade en bgr bruke, kan en

i slike tilfelle studere teststyrken for de aktuelle alternativer. Ben ideelle
situasjon ville vi ha om teststyrken 1 -;3 var lik 1 for alle alternativer
og at samtidig sannsynlighetsnivdet P var lik O. A finne et forkastningsomrade
som tilfredsstiller disse krav er umulig i vArt eksempel og forgvrig ogsd 1
alle andre praktiske tilfelle.

Vi skal senere begrunne ytterligere hvorfor vi lar omradet til hgyre
for a vare forkastningsomrade for Ho' I andre hypotesetestingssituasjoner kan
vi ha bdde et forkastningsomrdde til hgyre og et til venstre.

Vi har nd gjemmomgdtt noen grunntrekk av hypotesetestingsteorien 1
tilknytning til et konkret eksempel. Teorien er imidlertid helt generell. I
stedet for den random variable F opererer en i andre tilfelle med andre
random variable som f.eks. t som vi har gjennomgatt tidligere eller”Z? som

vi har tabell over bakerst i heftet.

B. Variansanalyse og F-test

1. En-veis gruppering.

Vi skal nd gjennomgd i detalj det eksemplet vi brukte i foregldende
avsnitt da vi illustrerte hypotesetestingsteorien. Da vi allerede har forklart
problemstillingen og hovedtrekkene i analysen; skal vi her bare vise hvorledes
vi regner ut tallet F. ®essuten skal vi si litt generelt om anvendbarheten
av denne testen og om tolkingen av resultate

Hele analysen av dette eksemplet (eks. 4) finner vi pd s. 114-117,



BEks. 4.

T T T T

1 2 5 4
. 7 ; J J
L0534 32 30

57 26 29 29
271 26 35 25
52 27 31 26
33 32 31 32
50 35 32 22
26 36 33 32
34 26 38 26
41 36 35
S; 200 242 297 257

sj2 84100 58564 88209 66049

. 8
ny 9 9 9
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=17
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Varia- |[Frihets~ : Varians |p_ T
sjons~ |grader Kvadratsum (§§) Vg
drsak | (DF) (88) _DF
2

Total W-1=34 [8(X;,-X)?=Z XX, %~ §=34402-33697=705

, S 2 g2
Mellom=—, - _ = =\2_S_J _ _ _
cruppers =3 {&ny(X5-1) ~an §~=33805-33697=108 | V=360

1,8

grupper’

J

P=0,05 20,05 (3,31)=ca, 2,92

F er ikke signifikant, Null-hypotesen kan ikke forkastes. Det er ingen

paviselig forskjell pd forventningen for helbredelsestiden for de fire
behandlingsmétene.

]
i
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Yi vil nd forklare symbolene vi vil bruke generelt og
oppgi i parantes noe om hva symbolene stdr for i eksempel 4. Antall forsgksledd
(behandlingsmiter av hester etter en operasjon) betegner vi med k (k=4). Et
vilkirlig av disse k forsgksledd betegnes med Tj Observasjon nr. i av den
random variable gj(helbredelsestiden etter behandlingsmite nr. j) betegner
vi med Xij' I tabelloppstillingen i begynnelsen av eksempel 4 er Xij det

tallet som star i linje nr. i og kolonne nr. j. Altsad star Xij for et vilkérlig

S (S
tall i tabellen. (X42 = 27). Antall observasjoner av den random variable Xj )

betegner vi med‘nj. (n2 = 8). Antall observasjoner i alt betegner vi med

T
L

< n.
N = ;i- J ., Summen av alle observas jonene for Tj betegner vi med

J=1
n. 9
S 2
Sj = %éi Xij' (S3 = Xi} = 297). Summen av kvadratene av alle observasjonene
n, 9
. . J >, 2
i gruppe j skrives > X... ( & X,y = T475) DPen empiriske variansen
21 ij i=1 "1 )
V‘j for observasjonene i gruppe J er gitt ved fglgende formel:
n; 3 2
Dm ol
=ty 7y
(83) vy

Merk at dette er ngyaktig samme formel som formelen (28), s. 57. Vi har nd
bare brukt andre symboler. Gjennomsnittet av alle observasjonene i gruppe Jj
betegner vi med ijf Gjennoégnittet av alle N observasssﬁene, altsa %
betegner vi med X.

P4 s.114 har en under selve observasjonsmaterialet satt opp pa
linjer en del av de stgrrelsene som hittil er nevnt. Deretter er noen av
disse linjene summert horisontalt. Dette blir da en summering fra j=1 til
j=k. Noen av de stgrrelsene som er tatt med pd s.114 er ikke ngdvendig for
utregningen av F, men vi kommer tilbake til dette senere.

P4 5. 115 har en satt opp i tabellform selve utregningen av F som

vi nd skal forklare. F er lik forholdet mellom to empiriske varianser. (At
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disse virkelig er varianser av den typen vi er vant til skal vi forklare

senere da det ikke uten videre er klart av formelen). Den fgrste variansen
betegnes med VT og kalles mellom-gruppe variansen. Vi skal senere vise at
denne har sammenheng med variasjonen i gjennonﬁsnittene ij fra gruppe til

gruppe.
2

v
zqca

-
.
s

o}

ko, X S
ZnJ(XJ-X) z-

(84) v, = 4= - =t
k-1 k-1

Den andre variansen kalles innen-gruppe variansen og betegnes VR. Vi skal

vise senere at denne er et veld gjennomsnitt av gruppevariansene Vj’

(85) v, -

For & spare regnearbeid er det vanlig & trekke inn i analysen telleren i den
empiriske variansen vi far hvis vi oppfatter alle N observasjonene som
observasjoner av en enkelt random variabel X (se s.79). La oss betegne denne

variansen VTot' Formelen er gitt ved (28), s.57, men i vare ndvarende symboler

blir formelen fglgende:
1] - ij N

(86) Vot =

N-1 N-1

Telleren 1 hver av disse tre variansene er en kvadratsum. Vi snakker
sdledes om kvadratsummen for V., kvadratsummen for VR og den totale kvadrat-
summen. Det er lett & vise at den totale kvedratsummen er lik gsumnen

av: de to andre. Xvacratsummen for VR kan derfor beregnes av

folgende likning:

]
2

> 2 2 _ 8 - 8
(87) 2 2(%; ;- )°-Z ¥x{ - §- G-

Nevneren i hver av de tre variasnseme (84)-(86) blir kalt



entall frihetagrader for kvadratsummen i telleren. 3Stgrrelgen

F finnes som nevnt pd fglgende mite:
Q£ e M——
(83) F o=z
N&ir vi skal sl8 opp i hovedtabell II eller III for & finne

o m& vi kjenne perameterne i fordelingsfunksjonen for F. TDisse

finnes pd& folgende mite: Antall frihetsgrader for teller er

1ilt nevmeren i Vy (som jo er telleren i F). Antell frihets-

greder for nevner er lik nevneren i Vr (som jo er nevmeren 1 F).

Hele framgangsmiten ved analysen er illustrert 1 e’sempel 4,
Det er vanlig & sette opp resultatene i tabellform slik som pé
s. 115, men cenne onpstillingen er gjerne mer sammentrengtg
uten formler.

£tV er et veid gjennomanitt.anVj med nj-lAsom vekter

R

Izan vises pd folgende mite:

J
£ 1=1(le_3i)2 Ik
n.-1
E EJ _" 2 Z\J _ z(n —-l)V
1 X.) j=1 (n.-1) -
(89) Vg= = % —- 3 : —==
> n.-k 2 (n.-1)
j=1 J =1

Vi gkal nd forsske & begrunne praktisk hvorfor det synes
rimelig & forkaste EQ ndr F er stor. Vi skal da tenke oss et
tilfelle hver alle nj er like og lik n. Formlene blir da noe

enklere. dJetter vi nj=n blir formelen for VT fplgences

E_ _
> a(X;-%)° j{ -X)
(90) V= i=1 - n 421
k-1 k-1

Nar vi ser bort fra faktoren n er VT en empirisk varians for de
k gruppegjennomsnittene. Dette ser vi lett ved & sammenlikne

(9€) med (28), =. 57. ¥V, blir stor ndr cdet. er stor variasjon



i gruppegiennomsnittene. Xj' Siden grupvegjennomsnitiene Ej
er estimeter amvuﬁjer en stor VT et tegn pd at det Lenskje er
noe i veienm med hypotezen on atnaile}Aj er like. Faktoren n

kan vi praktisk oppfette pé folgende nmite: Vi har tidligere

b
e £4
—

2 . .
(34), s. 60 presentert,formelentyk =n(;x . Hwvis en tilsverende
formel hadde gyldighel ogsd for empiriske variansger {(cette er
ikkxe tilfelle eksalkt), mBtie vi multiplisere variansen heregnet:

for k¥ gjennomsnitter med n {entall observasjoner bak hvert

gjennomsnitt) for &4 bringe cen opp pd samme nivd som vaeriensen

Mo

for en rekke enkeltobservagjoner. Uten & gjiere Lrav pd ct dette
er noe ekpakt regonnement, kan vi derfor =si at faktoremn n i

{(90) bringer V, opp pi samme nivi som en venlig empirisk
varians.

Ia oge vise at ogsd V., er 4 serpmenlikne med en vanli
1 g

n i {89) og fAr de folgende:

i

enpirigk varians. Vi setter nj

zi(n—l)Vj' ) (n-1)5 v, zivj

N-k k{n-1) Ik

{91) Vo=

Nér nj=n er altef innen-gruppe variangen lik gjennomsnittet awv
gruppevariansene. Gruppevaeriansene gir i vart ekgsempel uttrykk
for variasjonen 1 helbredelsestiden for hester som har f3td
sanne behendlingsm®te. Den variesjonen som skyldes et hestene
her f£ott forskjellig behandling kommer forsividt ikke til
uttrykk i VR’ men derimot i.VT. N&r VTer gator, tyder dette

pd at behandlingsmfitene gir forskjellig resultat. HNi&r vi
regner ut F ken vi gi et vi méler VT med VR som milestokk,

Det kan for gvrig viges at VT(ugVR har semme forventning hvis

Hyer riktig. Tidligere har vi nevat at forventningen for VT/VR

w

er noe gtorre enn 1 under semme forutsetning, Hvis F er stor
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synes det etter cdette rimelig & forkeste HO' Tabzllene bhalk i
heftet giv oss et .middel til & ensld® hvor stor F mi vere.

Eittil har vi bere sett pd selve veriansanalysen (dvs.
beregninen av kvadratsummer og verianser) og F-testen., Det er
imidlertid visse problemer som kan komme til i forbincelse med
tolkningen ev: resultatet. og den evenituelle videre analyse. Vi
ken ikke ta med mer emn hovedlkonklusjonene her, memn viser for
pvrig til referater fra professor Ottestads forelesninger ved
lorgea lancdbrukshggskole.

Sett. at vi finner en signifikent F., DBet kan da tenkes at:
dette ikke skyldes a2t det er neoce i veien med HO’ men at. det: er

noe i veien med vire a priori forutsetninger om normalitet og
e

like gstendardavvik. Ved & regne ut gruppeveriansene Vj slik

N

som vi her gjort i eksempel 4 kan vi f2 en vigs indikesjon pd

om de teoretiske variensene erulike for de forskjellige forspks-
ledd. Det finmnes ogs?d testmetoder som kan brukes til & under-
sgke dette. Forutsetningen o¢n normalitet skaper gsjelden vesent-
lige problemer, da det har vist seg at, F-testen er robust
overfor avvik frea denne forutseiningen.

Hvig vi har kommet til den Ionklusjon at forventnipgenelﬁ%
er forskjellige, kan det ha atskillig interegse & estimere
forskjellen mellom to og to forventninger. Sett  at> vi gnsker &
finne et konfidensintervall for/ulf‘ﬁ% i eksgempel 4. Vi kan da
g? fram slik som vist i eksempel 3; s. 99 hver vi har de sanme
data. Bksempel 3 ken altsd oppfattes enten som et gelvstendig
forsek med bare to forsgksledd eller som en videre analyse aw
ekgempel 4. P& tilsvarende mdte Lunne vi ogsd finpne et konfidens-

intervall for/us—/M4¢ Hvis vi 1 tillegg ogsd wville beregne et
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konfidensintervall for /uz-/ug, Xan det, reises vigse teoretiﬂke
innvendinger mot dette fordi vi da bruker gruppegjennomsnittene
Xa og.. 34 og gruppevarienseme Vg og V /mer emn en gang. Empiriske
undersglkelger ved professor Ottestad tyder imidlertid péd at
dette likevel ikke er sé& farlig. OStort sett kar vi derfeor
estimere de kontrastene vi er interessert i etter metoden i
elkosempnel 3 og likevel vere noks? trygge pd at konfidenssennsyn-
lighetedﬁkke er en annen enn den Vi opererer med i fglge vére
tabeller..

Oboservasjonene i eksempel 4 er et tilfelle av det vi kaller

en~-vels grupperte data. Observagjonene fra et forsgk etter

planen fri randomisering er et viktig eksempel pd en-veis
grupperte data, men vi har ogsd ecksempler pd at glike dete fram-~
kommer pd& ennen mdte enn ved forssk (se gvelse 32). Cgsd i

siike tilfelle kan vi bruke demn analysemetoden vi nd her gjennom-
gdtt hvis forutsetningene er til stede. Nar vi har en-veis
grupperte data med bare to forsgksledd e.l. har vi det. vi péd

s. 101 kalte ikKke-parobservasjoner,

pvelse 32.

En tyve ormer blir klessifisert i tre grupper etter en
strukturell Ekarakter. '

Det ble tatt et random sampel p& 11 ormer fre hver gruppe
og lengden av hver orm ble mélt. Lengdene er giengitt nedenfor.
Undersok om det er signifikent forskjell p& lengden avr
ormer i de tre gruppene. Forklar ogsi kort hvilken hypotease

det er som testes og forutsetningene for testmetoden.



Ormegrupype

Hr. 1 Nr. 2 ¥r. 3

8,90 12,2 9,5

9,7 12,0 3,0

11,5 11,5 8,3

3,2 8,7 10,0

10,5 10,5 945

10,8 9,0 10,0

11,0 10,5 11,3

8,0 13,0 10,5

9,9 13,0 8,0

11,0 11,0 8,0

11,0 11,1 9,2

Sum 110,56 122,5 102,3

Sum ev kvedrater 1124,68 1384549 963,97

2, To-veis grunpering.

To-veig grupperte data frankommer hbl.a. som resultet av

forspk etter blekkplanen {s. 79). Bt eksempel pd to-veis
grupperte datae som ikke stammer fra forsgk er gitt i gvelse 33,
g. 126, H&r vi har bare to behendlingsmlter e.l. svarer to-veis
grupperte data til det vi kalte parobservasjoner pd s. 97.

Vi vil ta for oss det eksemplet vi brukte da vi gjiennomgikk:
blokkplanen (8. 79). Dette forsgket gikk ut pf & sammenlikne
=3 forskjellige oppalsmbter Tj for kyllinger. Vi brukte n=10
blokker (fereldrepar), Bi’ idet tre og tre kyllinger hadde
panme foreldre. Detaljer med hensyn til symbolbruk, m. v.
finnes for pvrig pnd s. 79-81.

Som i tilfellet med en-veis gruppering er vi ogsd nd forst,
og fremst intercssert i & teste hypotesen Hﬂngjzfi (j=1,2,..K).
Llternativet er som fgr et minst en /Lﬁ er forskjellig fra/ﬂ,.
0ga® testingen kan foretas pd liknende mite som da vi hadde en-
veis grupperte date (eksempel 4, s. 114). Symbolene er de
samme, bortgett fra at alle nj nd er like og lik n som altsd
her stir for antall blokXker. Hele enalysen er vist »2% neste side

for virt ecksemwel {elkgempel 5).



Eks., 5.
T, T, T, 8;
30 27 24 81
35 51 45 131
27 4o 33 102
29 39 33 101 M=nk=10-3=30
30 b5 27 102
31 30 32 93
25 33 33 91
28 39 29 97
23 39 42 114
36 45 42 123
S. 304 390 341 1035= S.
J
n 2 n k 5
i%l xij 9350 15696 12049 giglxij = 37095
n n
by sie= 109195 > s2
= = - 36398
k.2 5 2 2 _ 2035° 2—35708
58, = 360797 2 8, N 30
1Y ~=L T 36080
= -
Fri- v
hets Vari- F——I
Varia-|gra- Kvadratsum ans _Vh
sjons-|der (ss) (§§)
arsak | (DF) i 13
-2 2 g° ]
Total |N-1=29 zz(xij—x) =§in i =37095-35708 = 1387
Blokk 2
(For- _ 5 Si 82
eldre) |n-1=9 | k3 (X,-X)"= —= - 5= = 36398-35708 = 690
For-
sgks-
faktor zzs 2 5
O Tere |3 6 0% Sk - & ze0s0-ss7e832” 1062|186
mite) 2 10,28
Rest {(n-1)- EE(xiJa}’{ré’
ui:él)z -X +XJ = 325 18,1
(2, 18) = 3: 55

P=0,05 a0,0S

F er signifikant. Null-hypotesen md forkastes. Forventningen for vekten er "

forskjellig for de tre oppalsmitene.
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Of fipper et tall + som er mindére ean -a eller gtgrre enn &
g. 88) kan cdette tas som et tegn =% ot det er moe

{se fig. 8,

ed hypotecen.
et konfidenpintervell for /b er det
' £1%

foreta denne beregningen ov Y
&

i veiemn
N%r vi her funnet
iridlertid ikke ngdvendig &

vi hgr 5 gjsre er & ge etter om dem hypotetislze vercdien ligger
innenfor eller utemnior onficengintervallet. [Hvig don hypo- |
tebiske verdien grer utenfor wonfidengintervellet, vil dette

i ot hypotecen md foritasltes Do 190{1 2)% ni . Denne miten
% toste hypotesen pd gir alliid sanme recalitat gom nir vi
Wn tilsvarende frengangsmite Xen ruzes for alle
har heatt med 2 gisre.
i alldvid

reguner ut .
enpinterveller vi

zonf
wer funnet et konfidenpintervall, bagr ¥1
g el

[ 8

e typexr &V zoR
ar vi he
nderagle om imtervellet innerolder null, [Lvig lonf
vollet inneholder null, ken den tilsvarende null-hypotesern illte
i
S rensenei
ene

*
4
e

i+
side 99-100 fent vi konficdenag
for

a

<y

forkoctes. L ekcempel
£ "iierensen‘/AI-/Lg mellom forvenutn
ctiden ved bruk av to behoand lingsnlter etter en
R . a

3,38 g 7,30 for «
den Ionfidengintervallet iltke inncholcer nulls
e gode

helbredelse
o behendlingeoufitene er 1li

emerasjorn 51
1% en null-hypotese o1 at de
[ R N W 3
forkactes 3o 5% niviet. {(dver lik 3,95).
i Vi hor ber for tet meste vart opptadl av forvenininger og
differenger mellom forvenitminger. Har en gnoxer & teste hypo- \
il 24
teser om gsopnoynligheter, zon en ofte giere brulk &v en fordelingo=-
e s et e e 2
funfzojor som Lkolles P*l Lvaarzt f:raei ingen (}i -;oruellnreg)
til & teste om det er uavhgng?gjet zmellonm 5
shece en at

4 bruleg
tehue cn ﬁy3

Det finneg i cet hele tatit ot atort
ti1 hver pine tyver ov problemer, mon
r on cette her.




Ty

Tabell T

Students *©
P
f
0,05 0,01

1 12.706 63.657
2 4,303 9.925
3 - 3,182 5,841
4 2.776 4,604
5 2,571 4,032
6 2,447 3,707
7 2.365 3.499
8 2.306 3.355
9 2.262 3,250
10 2.228 3,169
11 2.201 3,106
12 2.179 3,055
13 2.160 3,012
14 2.145 2.977
15 2.131 2.947
16 2.120 2.921
17 2.110 2.898
18 2.101 2.878
19 2,093 2.861
20 2.086 2.845
21 2.080 2.831
22 2.074 2.819
23 2.069 2.807
24 2,064 2,797
25 2.060 2.787
26 2.056 2.779
27 2.052 2.771
28 2.048 2.763
29 2.045 2.756
30 2,042 2.750
40 2.021 2.704
60 2,000 2.660
120 1.980 2.617
Q 1.960 2.576



/ For nevme s

Tabell II., Varianskvotienten F.

P = 0,05

f for teller.

2

8

1
2
5
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
40
60

120

18,51 19,00

10,13
7,71
6,61
5,99
5,59
5,32
5,12
4,96
4,84
4,75
4,67
4,60
4,54
4,49
4,45
4,41
4,38
4,35
4,32
4,30
4,28
4,26
4,24
4,22
4,21
4,20
4,18
4,17
4,08
4,00
3,92

9,55
6,94
5,79
5,14
4,74
4,46
4,26
4,10
3,98
3,88
3,80
3,74
3,68
3,63
3,59
3,55
3,52
3,49
3,47
3,44
3,42

3,40

3,38
3437
3,35
3,34
3435
3,32
3525
3,15
3,07

19,37

8,85
6,04
4,82
4,15
3,73
3,44
3,23
3,07
2,95
2,85
2,71
2,70
2,64
2,59
2,55
2,51
2,48
2,45
2,42
2,40
2,37
2,36
2,34
2,32
2,31
2,29
2,28
2,27
2,18
2,10
2,02

3 4 5 6 7
161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9
19,16 19,25 19,30 19,33 19,35
9,28 9,12 9,01 8,94 8,89
6,59 6,39 6,26 6,16 6,09
5,41 5,19 5,05 4,95 4,88
4,76 4,53 4,39 4,28 4,21
4,35 4,12 3,97 3,87 3,79
4,07 3,84 3,69 3,58 3,50
3,86 3,63 3,48 3,37 3,29
3,71 3,48 3,33 3,22 3,14
3,59 3,36 3,20 3,09 3,01
3,49 3,26 3,11 3,00 2,91
3,41 3,18 3,02 2,92 2,83
3,34 3,11 2,96 2,85 2,76
3,29 3,06 2,90 2,79 2,71
3,24 3,00 2,85 2,74 2,66
3,20 2,96 2,81 2,70 2,61
5,16 2,93 2,77 2,66 2,58
3,13 2,90 2,74 2,63 2,54
3,10 2,87 2,71 2,60 2,51
3,07 2,84 2,68 2,57 2,49
3,05 2,82 2,66 2,55 2,46
3,05 2,80 2,64 2,53 2,44
3,01 2,78 2,62 2,51 2,42
2,99 2,76 2,60 2,49 2,40
2,98 2,74 2,59 2,47 2,39
2,96 2,73 2,57 2,46 2,37
2,95 2,71 2,56 2,44 2,36
2,93 2,70 2,54 2,43 2,35
2,92 2,69 2,53 2,42 2,33
2,84 2,61 2,45 2,34 2,25
2,76 2,52 2,37 2,25 2,17
2,68 2,45 2,29 2,17 2,09
2,60 2,37 2,21 2,09 2,01

3,84

2,99

1,94

9 10
240,5 241,9

19,%8 19,40
8,81 8,79
6,00 5,96
A,TT 4,74
4,10 4,06
3,68 3,64
3,39 3,35
3,18 3,14
3,02 2,98
2,90 2,85
2,80 2,75
2,71 2,67
2,65 2,60
2,59 2,54
2,54 2,49
2,49 2,45
2,46 2,41
2,42 2,38
2,39 2,35
2,37 2,32
2,%4 2,30
2,32 2,27
2,30 2,25
2,28 2,24
2,27 2,22
2,25 2,20
2,24 2,19
2,22 2,18
2,21 2,16
2,12 2,08
2,04 1,99
1,96 1,91
1,88 1,83



%

Tabell II. Varianskvotienten F,

P = 0,05

=

§

f for teller,

"2 12 15 20 24 30 40 60 120 o

1 24%,9 245,9 248,0 249,0 250,1 251,1 252,2 253,35 254,3

2 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50

3 8774 8,70 8,66 8,64 8,62 8,50 8,57 8,55 8,53

4 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63

5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,%6

6 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67

7 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23

8 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,91 2,93

9 3,07 3,00 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,71

10 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2,54
11 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,55 2,49 2,45 2,40
12 2,69 0,62 2,54 2,50 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
13 2,60 0,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21
14 2,53 2,46 2,39 2,357 2,31 2,21 2,22 2,18 2,13
15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01

< 17 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96
o 18 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
S 19 2,31 2,23 2,16 2,11 2,01 2,03 1,98 1,93 1,88
2 20 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
= 21 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87 1,81
L 22 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,78
= 23 2,20 2,43 2,05 2,00 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76
@ 24 2,18 2,11 2,03 1,98 1,9 1,89 1,84 1,79 1,73
25 2,16 2,09 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71
26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,13 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 2,12 2,04 1,96 1,91 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65
29 2,10 2,03 1,94 1,90 1,8 1,81 1,75 1,70 1,64
30 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
4.0 2,00 1,92 1,8 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
60 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39
120 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
o0 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1.00
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A Lor mevmen

Tabell IV.. Varianskvotient?n F, P=0,00

T for telle{,

2 3 4 5 6 7 8 9

]
1 4052  4999,5 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022
2 98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 = 99,36 99,37 99,39
5 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 21,35
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16
6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 17,98
T 12,25 9,55 8,45 7,85 7546 7,19 6,99 6,84 . 6,72
8% 11,26 8,65 1,59 7,01 6,65 6,37 6,18 6,03 5,01
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
10 10,04 7456 6,55 5599 564 5,39 5,20 5,06 4,94
11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39
- 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19
14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46  4,28° 4,14 4,03
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89
16 8,53. 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 . 3,78
17~ 8,40- 6,11 5,18 . 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68
18 8,28 6,01 5,00 - 4,58 4,25 4,01 3,84 . 3,71 3,60
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 - 3,56 3,46
21 8,02.  5,78. 4,877 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40
22 7,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 - 3,59 3,45 3,35
23 7,88 5,66  4,76. 4,26 3,04 3,71 3,54 3,41 3,30
24 7:;82-. 5,61 - 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,436 3,26
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,63 3,46 3,32 3,22
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18
27 7,68 5,43 4,60 4,11 3,78 " 3,56 3,39 3,26 3,15
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 . 3,33 3,20 3,09
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72
120 6,85 4,79  3,95. 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56
o0 6,64 4,60 3,78 3432 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41



Tabell IV, Varianskvotienten F. P = 0,01
g f for teller.

?;\\ 10 12 15 20 24 30 40 60 120 o

T 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366
> 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49 99,50
"3 27,23 27,05 26,87 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13
4 14,55 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 13,46
5 10,05 9,89 9,72 9,55 9,47 9,38 9,29 9,20 9,11 9,02
6 7,87 1,72 7,56 7,40 7,31 7,23 1,14 1,06 6,97 6,88
7 6,62 6,47 6,31 6,16 6,01 5,99 5,91 5,82 5,74 5,65
8 5,81 5,67 5,52 5,3 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
9 5,26 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,57 4,48 4,40 4,31
10 4,85 4,71 4,56 4,41 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 %,91
11 4,54 4,40 4,25 4,10 4,02 3,94 3,86 3,78 3,69 3,60
12 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,45 3,36
13 4,10 3,96 3,82 3,66 3,59 3,51 3,43 3,34 3,25 3,17
V14 3,94 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
15 3,80 3,67 3,52 3,37 3,29 3,21 3,13 3,05 2,96 2,87
~ 16 3,69 3,55 3,41 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,75
2 3,59 3,46 3,31 3,16 3,08 3,00 2,92 2,83 2,75 2,65
=18 3,51 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,57
;;19 3,43 3,30 3,15 3,00 2,92 2,84 2,76 2,67 2,58 2,49
g 20 3,37 3,23 3,09 .2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,52 2,42
e 3,31 3,17 3,03 2,88 2,80 2,72 2,64 2,55 2,46 2,36
;22 3,06 3,12 2,98 2,85 2,75 2,67 2,58 2,50 2,40 2,31
03 3,21 5,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,54 2,45 2,35 2,26
- 24 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,31 2,21
25 3,13 2,09 2,85 2,70 2,62 2,54 2,45 2,36 2,27 2,17
26 5,09 2,96 2,81 2,66 2,58 2,50 2,42 2,33 2,23 2,13
27 3,06 2,93 2,78 2,63 2,55 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
o8 5,03 2,90 2,75 2,60 2,52 2,44 2,35 2,26 2,17 2,06
29 3,00 2,87 2,73 2,57 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,03
30 2,08 2,84 2,70 2,55 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 2,80 2,66 2,52 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1,92 1,80
60 2,63 2,50 2,35 2,20 2,12 2,03 1,9 1,84 1,73 1,60
120 2,47 2,3 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,53 1,38
00 2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,00
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Tabell V, KJji-kvadrat
P
0,99 0,95 0,05 0,01
1 0,000 0,004 3,841 6,635
2 0,020 0,103 54991 9.210
3 0,115 0,352 7,815 11,341
4 0,297 0,711 9,488 13,277
5 0,554 1,145 11,070 15,086
6 0,872 1,635 12,592 16,812
7 1,239 2,167 14,067 18,475
8 1,646 2,73% 15,507 20,090
9 2,088 3,325 16,919 21,666
10 2,558 3,940 18,307 23,209
11 3,053 4,575 19,675 24,725
12 3,571 5,226 21,026 26,217
1% 4,107 5,892 22,362 27,688
14 4,660 6,571 23,685 29,141
15 5,229 7,261 24,996 30,578
16 5,812 7,962 26,296 32,000
17 6,408 8,672 27,587 33,409
18 7,015 9,390 28,869 34,805
19 7,63% 10,117 30,144 36,191
20 8,260 10,851 31,410 37,566
21 8,897 11,591 32,671 38,032
22 9,542 12,338 3%,924 40,289
2% 10,196 1%,091 35,172 41,638
24 10,856 13,848 36,415 42,980
o5 11,524 14,611 37,652 44,314
26 12,198 15,379 38,885 45,642
o7 12,879 16,151 40,113 46,963
28 13.565 16,928 41,337 48,278
29 14,256 17,708 42,557 49,588
30 14,95% 18,493 43,773 50,892




