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Dette heftet er en noe utvidet gjengivelse av forelesninger som jeg 

holdt for veterinærstudenter i vårsemesteret 1969. Forelesningene bygger til 

dels på erfaringer fra et kurs i biostatistikk som jeg holdt for veterinærer 

ved Norges veterinærhøgskole høsten 1968. Framstillingen er i stor grad og 

på mange måter påvirke~ av pr of . dr. P0r 0t't,8EJtc.D~-: for::L~dr..:.ingshefter for 

studenter ved Norges landbrukshøgskole da jeg selv har undervist etter disse 

hefter ved Landbrukshøgskolen i flere år. Symbolene som er brukt er stort 

sett de samme som 1 prof. Ottestads hefter. Et viktig unntak er at jeg har 

brukt understrekede symboler for random variable og de tilsvarende symboler 

uten understrekning for verdier av rand.om variable. 

Det er lagt stor vekt på å forsøke å gjøre framstillingen enkel og 

lettfattelig for lesere med små forkunnskaper i matematikk, men en har 

forsøkt å unngå å gjØre den upresis og flytende. Gjennomgåelsen av teorien er 

i stor utstrekning knyttet til eksempler fra veterinaarmedisin og husdyrfag. 

På passende steder i teksten er det skutt inn øvelser som er ment å skulle -· 
utdype og festne stoffet etter hvert som studiene går fram. 

Heftet ble skrevet etter håndskrevet manuskript direkte på stensil 

etter hvert som forelesningene ble holdt. Det ble derfor ikke anledning til 

noen endelig omredigering etter at alt var skrevet. 

Da det p.g.a. forskjellige sammentreff ble nødvendig å bruke hele 

fem forskj_ellige personer. til maskinskrivingen og da skrivingen foregikk 

under et visst tidspress" så en gjennom fingrene med en del uregelmessig 

heter ved skrivingen som ville ha blitt rettet ved en strengere korrektur. 

Vollebekk, juni 1969 

Ivar Kristianslund 
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For··ord ti1 1'973- .. utg .. aven 

I denne utgaven er det føyd til et nytt hovedavsnitt om 

regresjon og et om kji-kvadrat test. Disse avsnittene er delvis 

en gjengivelse av øt tillegg som jeg skrev i 1971 da timetallet 

ble noe utvidet. 

Den nye utgaven bygger på de gamle stensilene, men noen 

s.ider er skrevet helt om, og det er foretatt atskillige forandring'!'" 

er på de gamle stensilene. Siktemålet har spesielt vært å gjøre 

stoffet så lettfattelig som mulig. For å hjelpe studentene til 

også å kunne lese andre lærebøker er det bl.a. føyd til en kort 

forklaring av visse symboler og begreper som brukes i mengdelæren. 

Det er :føyd til f'lere nye oppgaver der hvor det har vært 

ledig plass på slutten av et avsnitt. Disse oppgavene er gitt 

nummerne b, c osv, eller de er bare gitt betegnelsen 11oppgave". 

Bakerst i heftet er det nå tatt med en f'acit til oppgavene. 

I en ikke alt for f'jern framtid håper jeg å få anledning 

til en mer fullstendig omskrivning av heftet enn det som har vært 

mulig innen rammen av de gamle sten.silene. Jeg vil derf'or være 

meget takknemlig f'or ethvert forslag til forbedringer. 

Ås, april 1973 

Ivar Kristianslund 
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I. Innledning 

a 

Ordet statistikk brukes ofte om en stor sarn.ling tall 

(jordbruksstatistikk, kriminalstatistikk, importstatistikk osv.). 

Det vi kaller maternatj_sk statisti:ti..k ( ofte forkortet til stati 

stikk) har visse tilknytninger til statistikk i den ovenfor 

nevnte betydningen av ordet, men det er egentlig noe annet. Å 

gi en noenlunde presis definisjon av begrepet matematisk 

statistildt er ;·::.·...,~·- i; ·v:~·J1;"·,k, •. <1:~-'"'-• Som en første tilnærmelse kunne 

vi si at matematisk statistikk er læren om hvorledes vi skal 

innrette oss når vi omgås tall. Denne definisjonen 011f atter 

imidlertid store deler av matematikken og fagområder som boL 

holderi o.l. På den annen side er det viktige deler av stati 

stikken som faller utenom en slik definisjon. 

For å gi et inntrykk av hva matematisk statist:Lkk er må vi 

nevne noe av det faget omfatter. :811 viktig arbeidsmåte i den 

matematiske statistikken er·å s-ette--opp-en statistisk modell 

som viser hvorledes et tallmateriale kan tenkes framkommet. En 

slik statistisk modell er en tankekonstruksjon som kan uttrykkes 

eksplisitt ved hjelp av matematiske og statistiske begreper og 

symboler. Den statistiske modell er et metodisk hjelpemiddel 

til å oppdage og kvantifisere mer eller mindre faste regler oe 

lovmessigheter i den virkelighet som omgir oss. I statistUtken 

arbeides det med typer av modeller som er så generelle at de 

kan anvendes på en rekke helt forskjellige områder innen viten 

skap og teknikk m.v. Statistisk teori og statistiske metoder 

kommer til anvendelse både når vi skal skaffe oss viten om vår 

verden og når vi skal ta praktiske avgjørelser på grunnlag av 

denne vi ten. Den na+ema+Lek.. statistikk utgjør således et 

arsenal av nyttige begrepe~.~ -:::g metoder som fagmannen kan forsyne 

seg av. N[atematikk er et vL:~t;ig hjelpemiddel innen statistikken, 
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• 

men statistikken skiller seg likevel klart fra matematiklrnn. 

Noe av det som særmerker den matematiske statistikken er at 

den anvendes på fenomener hvor det inngår et element av usikker 

het og hvor denne usikkerheten blir tatt direkte hensyn til i 

selve behand LLngen av problemet. Noen spredte eksempler på slike 

fenomener er terningkast, forsikringsvirksomhet, kvalitets 

kontroll ved stikkprøver, politiske meningsmålinger, represen 

tative j.ordbrulcstellinger, og sist, men Lkke minst vi tenskape 

lige forsøk av forskjellige slag. 

La oss nå forsøke å gi en brukbar definisj,on av begrepet 

matematisk statistikk. 

:Matematisk statistik.'lr er en vitenskap. som har å e;jøre med 

problemer som oppstår og metoder som kan brukes når vi skal 

samle viten og treffe beslutninger under forhold hvor det hersker 

usikkerhet. U silrJcerheten komme r som regel inn i bildet fordi vi 

er nødt til å bruke våre kunnskaper om et begrenset antall til 

felle på et større entall tilfelle som vi vet lite om på forhånd. 

Statistikken kan hjelpe oss til å innrette oss på en formåls 

tjenlig måte i slike situasjoner. 

Et ekaempe L vil hjelpe til å klarlegge vår definisjon. 

En gruppe veterinærer får i oppdrag å bekjempe en hittil ukjent 

husdyrs.ykdon. De undersøker do. et begrenset antall dyr for å 

bli kjent med sykdommen. Videre foretar de on rekke eksperi 

menter med behandlingsmåter og medisiner, og endelig setter de i 

gang en praktisk bekjempelse av sykdommen ved hjelp av isolasjon, 

vaksinasjon, hygieniske tiltak e"l. På alle stadier i dette 

progrru~met vil det herske usikkerhet. Ett or hvilket prinsipp 

bør en ta ut dyr til undersøkelse? Hvorledes bør eksperimentene 

legges opp og konk'Iue j onene utledes av tallmaterialet? I 
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hvilken utstrekning er konklusjonene gyldige under pralctiske 

forhold? Slike spørsmål blir behandlet systematisk i stati 

stikken på et helt generelt grunnlag uten tilknytning til noe 

bestemt fagområde son veterinærmedisin, plantekultur, sosial 

økonomi osv. Derfor er statistisk teori og statistiske metoder 

anvendelige i all empirisk forskning, dvs. forskning hvor vi 

samler erfaring om variable fenomener i den virkelighet som 

omgir oss. 

Matematisk statistikk er i dag et meget stort og variert 

fagområde med flere spesialdisipliner. Faget er et uhyre viktig 

hjelpemiddel i naturvitenskapelig og samfunnsvitenskapelig 

forskning og på en rekke andre høyst forskjellige områder. Den 

egentliec matematiske statistikk bygger på sannsynlighetsregningen 

som har røt-ter helt tilbake til 1500-tallet. Det er iraidl0rtid 

i vårt århundre at statistikken har fått en så voldsom vekst 

i omfang og betydning. Utviklingen av faget har i stor ut 

strelming skjedd i tilknytning til jordbruksforskningen. Fagets 

relative betydning vil sildcert fortsette å øke betraktelig i 

tiden framover, bl.a. på grunn av r.r-:·o ,au.li·::.-~-·-. __ .,... .r,r . ·~ ~ v h. u··-'--' ..-..!.... _,_() l:..L.(:hC'- 

tronisk databehandling. 
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II. Noen.statistiske begreper 

Den virkelighet vi lever i er uhyre komplisert. De prob 

lemer vi får å løse ved hjelp· av statistiske ne tod e r er derfor 

ofte im1fløkte og sammensatte. Som. regel må vi derfor spalte 

opp et problemkompleks som det vi støtte på i eksenplet ovenfor 

i en rekke forholdsvis enkl,e delproblemer som lar seg beskrive 

ved hjelp av statistislrn modeller. Ved behandlingen av et slikt 

statistisk problen får vi bruk for en rekke begreper som vi 

skal definere i det følgende. 

Som tidligere nevnt er statistikken et hjelpemiddel til å 

skaffe oss viten. For å skaffe oss viten må vi foreta observa 

sjoner, dvs. vi IJå bruke våre sanser og registrere 0genslcaper 

ved de objekter vi er interessert i. Som regel vil et viktig 

ledd i forskningsprosessen være åta for seg et begrenset 

antall objekter av et bestemt slag og undersøke disse etter tur. 

Hvert av disse objekter blir lcal t et g;i entalc eller en telleenhet. 

Skal vi f.eks. skaffe oss kunnskap om en hittil u.kjent sykdom 

hos sau må vi ta for oss et antall sauer og undersøke hver av 

disse. Hver sau i dette eksemplet.er et gjentak. Et gjentak 

behøver ikke å være et ob jelct , · Ofto k.:·n C.et b edz-e 1~crol:tcriseres 

S ,"'-= o•l- ·::'oi101~10n 011 ni" ;-l, ;7' S ~ 0.,..., _. v.i.i..\ ,., V ·'· ~ .1 t · . : _, U · '- _, 1 tJ .•...•.. ,, :~kc.l vi 

undersøke om historien om sjøormen har noe for seg kan f.eks. 

hver ny rapport on at sjøormen er sott være et gjentalt • .AI1dre 

eksempler på gjentak er grisekull, skåler med en bakterio 

lrultur av et bestent slag, trekkprøver med en bestemt hingst, 

besetninger, land, veterinærbesøk, osv. Samlingen av gjentak 

son vi undersøker i forbindelse me d et bestemt :problem (f.eks. 

en sar.1ling på 30 sauer) blir kal, t et sampel eller utvalg. 
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Det er hensiktsmessig å oppfatte samplet som et utvalg fra 

en større samling av gjentak som vi kaller universet eller 

populas janen. Et sampel som består av 30 sauer kan f. eles. opp 

fattes som et sampel fra ot univers som består av alle norske 

sauer. Alternativt kunne vi ha oppfattet universet i dette til 

felle som samlingen av alle nålevende sauer i hele verden, 

eller som alle sauer i sin alminnelighet. Hva vi vil oppfatte 

som univers når vi i et konkret tilfelle starter en undersøkelse 

er til en viss grad gjenstand for valg, men det får konsekvenser 

for hvorledes sanplet bør tas ut. Målet for vår undersøkelse 

er å komme fram. til utsagn, regler eller lov:r:mssighetcr som vi 

kan ha håp om er gyldige for hela universet, selv om de bare 

bygger på en undersøkelse av samplet. Vi kan altså si at 

universet er samlingen av alle de gjentak som vi tar sikte på 

at våre re sul tater skal gjelde for. Sar.a.plet, s on all tid er on 

del av universet, er samlingen av alle de gjentak som vi 

faktisk u._11.dersøker. Som regel er elet praktisk eller økonomisk 

umulig å undcrs0ke hele universet, og det er nettopp dette 

forhold som gjør at vi får bruk for statistiske n etode.r , 

Skj0rnatisk kan relasjonen mellom gjentak, aampe l, og' 

univers illustreres sorJ. i fig. 1. 

Gjenta_lt 

Sampel 

Fig. 1 



6 

Det kan stundom være meget vanskelig eller umulig å trekke 

opp konkrete grenser :for et univers. Ofte er universet en ab 

strakt tankekonstruksjon som ikke har noe reelt motstykke" Like 

vel er universet et meget nyttig begrep som letter formuleringen 

og analysen av våre problemer. Hvis f.eks. gjentaket er en trekk 

prøve med en bestemt hingst, kan universet bestå av alle trekk 

prøver som kunne tenkes utført med denne hingsten under nærmere 

spesi:fiserte f'orsøksbetingelser (seletøy, sko, veidekke, osv. 

av en bestemt type). 

Universet kan bestå av et begrenset eller et ubegrenset 

antall gjentak.. Av og til blir ordet univers brukt om ubegren 

sede universer, mens ordet populasjon reserveres for begrensede 

universer, men språkbruken er noe varierende" Vi vil her holde 

oss til ordet univers f'or begge tilfelle. Når ikke noe annet 

går :fram av sammenhengen vil de universene vi får å gjøre med 

i det f'ølgende alltid være ubegrensede. 

Undersøkelsen av hvert gjentak i samplet går ut på å ob 

servere og registrere et eller flere kjennetegn" Et k.jennetegn 

er en karakteristikk av en kvantir~t;~r eller kvalitativ egen~~~p 

so~ kp_yt~er SC:~ til gJentaket. Kjennetegnet kan enten o~s~_;ye_:I"es 

direkte ved hjelp av syn, hørsel, lukt, smak eller følelse; ·,ll_er.: 

i.ndirekte ved bruk av mer ell.er mindre kompliserte instrumenter, 

apparater og metoder. Som eksempler på kjennetegn 'ka n vi nevne 

"hann" når gjentaket er en forsøkskanin, nbollef'ormet jur11 når 

gjentaket er en ku, "utemmet11 når gjentaket er en hest, "spekk 

tykkelse 25 mm" når gjentaket er en gris, 119 grisunger" når gjen 

taket er et grisekull, "all import av levende storfe forbudt" når 

gjentaket er et land, osv. Av og til bruker en betegnelsen be 

givenhet eller hendelse i stedet :for kjennetegn når dette faller 

naturlig, språklig sett. 

Et kjennetegn som naturlig kan uttrykkes ved hjelp av et 
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enkelt tall blir kalt et kvantitativt kjennetegn. Et kjennetegn 

som ikke kan uttrykkes på denne måte blir kalt et kvalitativt 
/ 

k,jennetegg eller konstant kjeIID.etegn" Kjennetegnet "z-ød e øyne1
' 

hos gjentak.et "kanin nr. 3311 er et kvalitativt kjennetegn. Kjen 

netegnet II levendevelct 519 kg" hos gjentaket 11 J28 Li tago11 er et 

kvantitativt kjennetegn. Kvalitative kjennetegn kan alltid ut 

trykkes som om de var kvantitative ved at vi velger et tall for 

hvert av dem. Øyenf'arge kan f.eks. defineres ved at vi setter 

blå =1, brun= 2, rød= J, osv. Vi skal senere se at et kvanti 

tativt kjennetegn også kan oppfattes som en verdi av en såkalt 

random variabel. 

Som regel knytter det seg en uendelighet av kjennetegn til 

hvert gjentak, men alle kjennetegn er ikke av samme interesse. 

Opplegget f'or en undersøkelse f'ører naturlig til en gruppE_'ri11;_g 

av k.ienn_etegnene. 

(1) N'oen kjennetegn. er felles for alle gjentak av den type 

som er gjenstand for vår undersøkelse i et gitt til:felle. De 

er med andre ord felles f'or alle gjentak i universet, og univer 

set kan defineres ved å regne opp alle disse kjennetegn.. Hvis 

f.eks. vårt univers består av alle kuer, kan universet i prinsip 

pit defineres ved at vi regner opp alle kjennetegn som er felles 

f'or alle kuer. 

(2) Visse andre kjennetegn brukes undertiden til en videre 

klassifisering av gjentakene for analytiske :formål. Sammen med 

de kjennetegn som de:finerer universet definerer disse kjennetegn 

et subunivers eller delunivers. I prinsippet kan vi f,eks. de 

finere et subunivers av universet som omfatter alle kuer ved å 

regne opp alle de kjennetegn som er felles for alle kuer av 

rasen NRF. 

(J) Det finnes også kjennetegn som er av interesse :fordi 

de identifiserer det enkelte gjentak, eksempler er nummeret på 
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den enkelte ku, eierens navn og adresse, osv. 

(4) Endelig har vi de kjennetegn som vår undersøkelse 

egentlig dreier seg om. Hvert slikt kjennetegn oppfatter vi 

som et alternativ eller en verdi (hvis det er et kvantitativt 

kjennetegn) av et sett av alternative k.jennetegnQ Kjennetegnet 

"blå øyne" er f.eks. et alternativ blant et sett av alternative 

kjennetegn som omfatter alle forskjellige øyenfarger som fore 

kommer i vedkommende univers. Kjennetegnet 11hankjønn11 er et 

alternativ i et sett som også omfatter kjennetegnet 11hu.nkjønn11
• 

Kjennetegnet "8 grisunger" når gjentaket er et grisekull er et 

alternativ eller en verdi i et sett som omfatter alle naturlige 

tall fra O og opp til, la oss si 20. Kjennetegnet "årlig melke 

ytelse 4120 kg'' er en verdi i et sett som kanskje omf'atter hele 

tall-linjen fra O og opp til de ytelser vi finner hos verdens 

rekordkuer. Vi ser altså at hvert sett av alternative kjenne 

tegn inneholder de mulige alternativer av en egenslrnp som f.eks. 

øyenfarge, kjønn, kullstørrelse, melkeytelse, osv. 

Kjennetegnene må være definert på en slik måte at hvert 

gjentak har ett og bare ett kjennetegn f'ra hvert sett av alterna 

tive k.jennetegn som vi betrakter. Vi sier at de forskjellige 

kjennetegn fra samme sett av alternative kjennetegn utelukker 

hverandre, idet de ikke kan opptre hos ett og samme gjentak. 

Vi sier også at et gjentak må ha enten det ene eller det andre 

(eller det tredje, osv.) av dem. Når det :finnes bare to alterna- 

tive kjennetegn i ett sett, kalles disse motsatte kjennetegn. 

Når gjentaket er en voksen hest, er kjennetegnene "hingst", 

11hoppe11 og "vallakk11 alternative kjennetegno Kjennetegnene 

"død og levende" er eksempler på motsatte kjennetegn. 

Når et sett av alternative kjennetegn inneholder mer enn 

to alternativer er det alltid mulig å innrette seg slik at vi 
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kan o-qerere med bare to motsatte k,iennet~~ ved å gruppere 

:flere kjennetegn under en :felles betegnelse. Dette er ofte 

praktisk og kan lette visse de:finisjonsproblemer. I stedet 

:for å operere med :forskjellige grader av sykdomt kan det f'o 

eks. være hensiktsmessig å bare definere de to motsatte kjen- 

netegnene II ayk" og· "ikke syk" • Man står selvsagt fritt 0 nar 

det gjelder å velge hva man vil mene med "syk". 

Når to kjennetegn :fra to :forskjellige sett av alternative 

kjennetegn kan opptre samtidig hos ett og samme gjentak, sier 

vi at de to kjennetegnene ikke utelukker hverandre. Et gjentak 

kan altså da ha både det ene og det andre kjennetegnet. 

Terminologien blir tilsvarende når vi har å gjøre med mer enn 

to kjennetegn fra mer enn to sett av alternative kjennetegn. 

Hvis vi f. eks. betrakt er et univers av ku e.r-, kan kjenne - 

tegnet 11NRF11 og kjennetegnet "melkemengde 5120 kg siste regn 

skapsår" tenkes å opptre samtidig hos et gjentak. De uteluk 

ker hverandre altså ikke. Som vi ser, tilhører de to kjenneteg 

nene forskjellige sett. Det ene settet omfatter alle raser, 

og det andre omfatter alle tenkelige melkemengder. 
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III. Matematisk sannsynlighet 

Et helt grunnleggende begrep i statistikken er matematisk 

sannsynlighet. En sannsynlighet kan defineres på flere måter. 

Ofte brukes en aksiomatisk framstilling hvor en gjerne også 

tar i bruk mengdelære. I dette kurset skal vi definere matema 

tisk sannsynlighet på en meget enkel og lettfattelig måte. Det 

te oppnår vi ved å tenke os~ at vi kan ta f~~ oss alle ~.ientakenA 

i hele.universet (selv om det.t~ er ube~renset) o~ unrlersøke hvert 

enkelt av dem. Når universet er ubegrenset er det selvsagt 

umulig å undersøke alle gjentak. Vår definisjon er derfor noe 

kunstig og heller ikke matematisk stringent. Dette spiller imid 

lertid ingen rolle for vår anvendelse av sannsynlighetsbegrepet. 

Sannsynligheten for kjennetegnet E1 i et univers som vi beteg 

ner med U skrives som P(E11u) og er lik ~brøkdelen av alle 

gjentakene i universet som har kjennetegnet E1o 

Vi har altså 

( 1) = Antall gjentak med E1 i U 
Antall gjentak i alt i U 

Sannsynligheten for kjennetegnet "oksekalv" hos en nyf'ødt 

kalv kan vi altså, teoretisk sett, finne ved å notere kjønnet 

for alle kalver og dividere antall oksekalver med antall kalver 

i alt. Siden en sannsynlighet er en brøkdel av gjentakene i 

universet innser vi lett at den må være et tall mellom O og 1. 

Eksemplet ovenfor viser vel umiddelbart at summen av sann- 

synlighetene f'or to motsatte kjennetegn er lik 1. Har vi et 

tilfelle med mer enn to alternative kjennetegn, innser vi på 

tilsvarende måte at summen av sannsynlighetene for et sett 

av alternative kjennetegn, når vi tar med alle alternativene, 

er lik 1. Summen av den brøkdelen av gjentakene som har kjenne 

tegnet "hoppe11 og den brøkdelen SQ!Il hstr kjennetegnet "hingstu og 
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den brøkdelen som har kjennetegnet "vallakk" i et univers av 

voksne hester er selvsagt lik 1. 

Tar vi for oss mer enn ett, men ikke alle, kjennetegn fra et 

sett av alternative kjennetegn, ser vi at sannsynligheten for enten 

det ene eller det andre eller det tredje, osv. av disse kjennetegn 

er lik summen av sannsynlighetene for de enkelte kjennetegn. Så 

ledes er sannsynligheten for enten "hingst" eller "vallakk" i et 

univers av voksne hester lik summen av sannsynligheten for "hingst" 

og sannsynligheten for "va'LLakk'", Når vi tenker på sannsynlighetene 

som brøkdeler av gjentakene i universet er dette innlysende. Den 

setningen vi nettopp har referert blir kalt enten-eller setningenø 

Legg meæke til at denne enten eller-setningen har å gjøre med kjen 

netegn som alle tilhører samme sett av alternative kjennetegn, 

altså for kjennetegn som utelukker hverandre. (Det finnes en mer 

generell form av enten-eller setningen som gjelder også for kjenne 

tegn som kan opptre samtidig.) 

Vi kan også være interessert i sannsynligheten for en kombina 

sjon av kjennetegn hvor kjennetegnene tilhører forskjellige sett av 

alternative kjennetegn, f.eks. i sannsynligheten for "hingst" av 

"vestlandsrase". Kjennetegnet uhingst" tilhører et sett av alter 

native kjennetegn som også omfatter 11hoppe" og 11vallakk11
, mens 

kjennetegnet 11vestlandsrase11 tilhører et annet sett, nemlig et sett 

som omfatter hver enkelt av de aktuelle raser. Definisjonen av 

sannsynlighet er den samme som før. Følgelig tenker vi oss at vi 

teller opp alle hingster av vestlandsrase i hele universet og divi 

derer med antall gjentak i hele universet. 

Av eksemplet ser vi også at det kan dannes nye sett av alter 

native kjennetegn med. utigang spunkti i gitte sett. Vårt nye sett om 

fatter foruten "hingst a.v vestlandsrase" også "hoppe av vestlands 

rase11, "hingst av østlandsrase", osv. idet vi kombinerer alle alter 

nativene av de to opprinnelige settene. Summen av sannsynlighetene 

for alle alternativene i det nye settet vil også være lik 1. Hvis 

vi skal kombinere mer enn to sett, gjøres dette på tilsvarende måte. 
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Eksemplet viser at vi må være omhygge:tiee med å presisere 

hvilket,univers vi tenker på når vi snakker om en sannsynlighet. 

I eksemplet kan jo universet bestå av alle hester, alle 

hingster, alle norske hester, osv. Hvis Uer universet av 

alle hester, E1 = "hingst", E2 = "norsk" og E3 = "vallakk11
, 

bruker vi følgende skrivemåte. 

= Sa...'Ylllsynligheten for "hingst" i hele universet 

av voksne hester. 

P(E
1
1UE

2
) =Sannsynlighetenfor 11hingst" i universet av 

norske hester. 

P(E
1 
E
2 
in) = Sannsynligheten for både "hingst" og "nor sk" i 

hele universet. (Dvs. den brøkdel som norske 

hingster utgjør av alle hester). 

P(enten E
1 

eller E
3
1u) =Sannsynlighetenfor enten "hingst" 

eller "vallakk11 i hele universet. (Dvs. den brøk 

del sora hester av hankjønn utgjør av alle hoster). 

P(E
1
1UiE

2
) =Sannsynlighetenfor "hingst" i universet av ikke 

norske (dvs. utenlandske) hester. 

Sa.vmsynligheten P(E1lnE2) er en betinget sannsynlighet. 

Det er sa.'Ylllsynligheten for E1 betinget av E2• Dette er det 

samme son sannsynligheten for E1 i det subunivors av U hvor 

alle gjentak har kjennetegnet E2• 

Den såkalte både-og setningen gjelder for kjonnetegn· 

(oller kombinas;joncr 0v kjormet0gn) som tilhører forskjellige 

sst;t ::.v sltor:.1.zd;ive kjennetegn. Dob er jo b ar-e kjennetegn 

fra f ors1r._j ellige cot·G r:om kan sGmtidig slik at det kan 

bli snakk om et både-og. Tar vi for oss to slike kjennetegn 

og gir dem betegnelsene E1 og E2 kan både-og setningen skrives 
på følgende måte: 

(2) 
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Denne setningen brukes bl.a. når vi kjenner to av do 

sannsynlighetene som inngår i lilmingen (2) og ønsker å finne 

den tredje direkte uten å gå veien on opptelling i universet. 

Vi skal ikke gi noe formelt bevis for setningen, mon over 

later til leseren å illustrere den ved eksenplet i øvelse 1. 

Øvelse 1. 

La E
1 

være kjennetegnet "østlending11 og E2 kjennetegnet 
"ikke røker". La universet U bestå av alle som for tiden er 
registrert son studenter ved NLH, Bruk brøkregningens regler og 
forviss deg om o.t både-og setningen gjelder for dette eksempJ.ot. 
Lag on nødvendig et konkret talleksempel. 

Øvelse 2. 

Kan både-og setningen slcrivos på følgende oåtc? 

(3) P(E1E2lU) = P(E21U)•P(E11UE2) 

Hint: Studer synbolone på begge sider av li~~etstegnet. 

(4) 

Hvis P(E21UE1) = P(E2lU) får vi ved innsetting i (2): 

P(E1E2JU) = P(E11U)•P(E21U) J 

Vi sier da at E1 og E2 er uavhengige kjenn.otegn. Begrepet 

uavhengighet i statistikken er uhyre viktig. Logg merke til at 

uavhengighet i dagligtalen knn bety noe ru1net. 

Øvelse 3. 

Lag et talleksem.pel hvor P(E2.JUE1) = P(E21TJ). Vis at 
P(E

2 
1UE1) = P(E21UiE1). Fornulcr i ord hva som ligger i at io 

kjennetegn E1 og E2 er uavhengige. 

Øvelse 4. 

Forsøk å generalisere både-og s0tningcn (2) og unvhcngig 
hetskriterict (4) til å gjelde tre kjennetegn E1,E2 og E3• 
(Generaliseringen kan føres videre til et vilkårlig ~1ntall 
kjennetegn). 
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Enten-eller setningen og både-og setningen må ikke blro1dos 

sammen •. Den enkle 0:nten-cllor set:ningen vi har gjennomgått har 

å gjøre med kjennet.egn (eller l{jennetegnkombinasjoper) som til 

hører et og samme sett av alternative kjennetegn (eller kjennetegn 

kombinasjoner). Både-og setningen gjelder kjennetegn (kjennetegn 

kombinasjoner) som kommer fra hvert sitt sett av alterna.tive 

kjennetegn (kjennetegnkombina.sjoner). 
Øvelse 5. 

La oss tenke oss at vi har ot begrenset univers s01:1 

består av 100 studenter og at vi betrakter to sett av motsatte 
kjennetegn hvorav det ene har å gjøre med alder og det andre 
gjelder ekteskapelig status. St1.2dentene er forc1ol t på følgende 
nåte: 

E2 ="fylt 23 år" iE2= 
11 ikke fylt 23 år" 

~1="gift11 15 5 20 

iE1=
11ugift" 40 40 80 

55 45 100 

Skriv ned (son brøker) følgende sannsynligheter: P(E,1U), 
P(E

2
1U), P(E1

1UE
2
) P(E2tUE1) P(E1E2tU) og P(E2E1,u). Illustrer 

riktigheten av både-og setningon skrevet på fornen (2) og på 
formen (3). Er E

1 
og E

2 
uavhengige kjennetegn? Forsøk å lage en 

utvidet enten-eller setning sou kan bru.kos til å finne følgende 
sannsynlighet: P(enten E1 eller E2 eller E1E21u). 

Øvelse 6. 

Bytt ut tallene i øvelse 5 Lied følgende tall: 

E2=
0fylt 23 år11 iE2=

11ikkc fylt 23 år" 

E1=ngift" 15 5 20 

iE1=
11ugift" 60 20 80, 

75 25 100 

Undersøk OIJ følgende kjennetegn er uavhengige: ( 1) E1 og E2 .• 
( 2) E1 og iE

2
• ( 3) iE1 og ~~2• iE1 og iE 

2
• Konncntor re sul ta;tct 

og tallene i tabellen. 
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IV. Litt om anvendelsen av sannsynlighetsbegrepet. 

La oss se på noen av de spørsnålene som nelder seg i 

forbindelse med sannsynlighetsbegrepet. Vi har allerede forklart 

hva som menes med en sannsynlighet. Bt nærliggende spørsmål er 

da: Hvordan firu~er vi tall for sennsyri.lighcter? I denne sannen 

hengen er det viktig å skjelne mellen to forskjellige opp6aver. 

På den ene siden har vi den oppgaven å finne tall som vi, i 

hvert fall foroløpig, oppfatter som eksakt riktige. Denno opp 

gaven lar seg ikke all tid løse, uen srumsynlighetsbegrepet 

or likevel nyttig fordi det gir et konkret uttrykk for hva vi 

egentlig or ute etter. I noen tilfelle løser vi oppgaven ved å 

postulere sannsynligheter. Vi bygger da på vår forhåndsviten om 

universet. 

Øvelse 7. 

Hvordan ville du postulere sannsynligheten for å få 
(a) "krone" ved kast ned et gitt pengestykke (b) "seks" ved. 
kast ned cm gitt terning ( c) "gal te" ved en tilfoldigtreJ.r..ning 
fro. on grisebinge hvor det er 18 galter og 6 purker? Gjør rede 
for hvorledes du kon from til postulatene. Prøv å formulere en 
regel for postulering av sannsynligheter. 

Den andro oppgaven vi kon bli stilt ovenfor er å finne 

tall som vi Lkke i noe tilfelle oppfatter aom annet enn til~ 

næruingsverdier for de tilsvarende sannsynligheter. Det å f::Lnnc 

slike tnll kaller vi å estincrc srumsynligheter. De tilnærutngs 

verdienc vi korunar fran. til ka.llor vi estinator. Estir.1ering~n 

bygger normalt på en undersøkelse nv et sar:.1pel fra det univ~rsot 

vi er interessert i. 
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Øvelse 8 

Hvordan ville du estimere de sannsynlighetene som er nevnt 

i øvelse?? Prøv å formulere en regel for hvorle4es samplet bør 
tas ut når vi skal estimere en sannsynligheto 

I mange tilfelle hvor vi kjenner visse sannsynligheter 

eksakt, blir vi stilt overfor den oppgaven å finne nye beslek 

tede sannsynligheter. Enten-eller setningen og både-og setningen 

er da ofte til stor hjelp. En tredje meget nyttig formel er den 

såkalte binomialloven som vi skal gjennomgå senere. 

Det er viktig å merke seg at en sannsynlighet er et ut 

sagn om universet. Den sier hvor stor brøkdel av gjentakene i 

universet det er som har et bestemt kjennetegn eller en bestemt 

kjennetegn.kombinasjon. Hvis det er universet som interesserer 

oss (og det er det som regel i forskningen), er kjennskapet til 

sannsynligheter eller estimater av sannsynligheter av umiddelbar 

nytte. Vi skal imidlertid merke oss at en sannsynlighet også 

har visse implikasjoner for et sampel, ja endog for et enkelt 

gjentak (som er et spesialtilfelle av et sampel). Vi kan altså 

trekke slutninger både fra et sampel til universet (estimering) 

og den andre veien fra universet til et nytt sampel {prediksjon). 

La oss ta et eksempel. Sett at sannsynligheten for at en 

veterinærstudent er oppvokst på landet er 2/3. Denne sannsyn 

ligheten er et utsagn om universet av veterinærstudenter. Jeg 

står overfor et sampel av veterinærstudenter (f.eks. en klasse 

på 30 studenter) og får i oppdrag å forutsi (lage en prediks~OD 

om) hvor mange av disse det er som er oppvokst på landet. Under 

visse forutsetninger,(nemlig at studentene utgjør et random sam 

pel som er definert på neste side), vil jeg da gjotto på 20. 

Tilsvarende, hvis jeg står overfor en enkelt student vil jeg kan 

skje uten videre gjette på at han er oppvokst på landet. Under 

samme forutsetning vil jeg da i det lange løp kunne regne med å 

gjette riktig i 2 av 3 tilfelle. 
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øvelse 9. 
Ville det være en bedre strategi on jeg i det siste 

ekseoplet, hvor jeg sto overfor en enicelt student, gjettet på 
at han var fra landet i 2 av 3 tilfelle? (Vi forutsetter altså 
at jeg blir stilt overfor en enlcel t student gjentatte ganger.) 

Et viktig spørsnål er hvilke betingelser et sar.1pel må 

oppfylle forat en sannsynlighet skal ha visse klare implika 

sjoner for dette samplet slik som vist i eksemplet ovenfor. 

Svaret er at samplet må være et randoo sampel eller tilfeldig 

utvalg (random = tilfeldig). I prinsippet er det lett å definere 

et randora sampel. Derinot er det ikke alltid så lett i praksis 

å skaffe seg et slikt sampel. Et random saIJ.pel er et sampel 

som tas ut på en slik nåte at alle gjentakene i hele universet 
i 

har like stor sannsynlighet for å konne oed i samplet. Vi skal 

se· på et eksempel. Hvis vi skal ta ut et randoo SB.t~pel på n 

gjentak ( studenter) fra et univers som består av N gjentak, 

kunne vi i prinsippet gå frarl på følgende måte: Gjentakene 

numnereres fra 1 til N. Dessuten numnererer vi N papirlapper 

fra 1 til N. Lappene legges i en beholder og blandes godt. 

Deretter trekker vi ut tilfeldig n lapper. Gjentakene med de 

tilsvarende nummer utgjør samplet. 

I det hele tatt skaffer vi oss ofte et random srunpel ved 

en eller annen form for loddtrelming (randonisering). Populært 

uttrykt kan vi si at randooiseringen er et niddol vi bruker til 

å kunne stille oss helt "upartiske" ved uttakingen av samplet. 

Alle gjentak i hele universet får samne "sjanse" til å bli IJ.ed 

i vårt sampel. Derved kan vi ha best raulig håp om at samplet i 

en viss forstoncl "representerer" eller "likner" universet. Dette 

gir oss igjen et grunnlag for å våge å anvende det vi vet om 
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universet på srunplet eller o~vendt, alt etter hva oppgaven er i 

det enkelte tilfelle. 

La oss illustrere betydningen av å arbeide ned randoB 

sampler ved igjen åta for oss eksenplet ued veterinærstudenter. 

Hvis jeg står overfor en klasse veterinærstudenter, er det nulig 

at disse kan oppfattes, i hvert fall tilnærDet, son et r-andom 

saopel fra hele universet av veterinærstudenter. Det ko..n imidler 

tid også hende at dette samplet ikke er et rnndora sm:1.pel fra 

dette universet. Hvis f.eks. faget som det undervises i er 

valgfritt, kan det tenkes at detta fnget ikke øver sarune til 

trclming på alle kategorier av studenter. Snraplet må da kanskje 

oppfattes som et sampel fra et subunivers av veterinærstudenter, 

f.eks. et subunivers som består av studenter som kan tenke seg 

å velge dotte faget. Hvis faget øver helt ulik tiltrelming på 

Landeungdom og byungdom, vil sru:iplet ikke kunne brukes til å 

estit1ere sannsynligheten for kjennetegnet "oppvokst på landet11 i 

hele universet av veterinærstudenter. Heller ikke ville en kunne 

løse den.motsatte oppgaven, ncDlig å forutsi hvor mange av 

studentene i kln;ssen som hadde kjem1ot0gnet "oppvokst på Lando t " 

i on situasjon hvor sannsynligheten for dette kjennetegnet i 

hele universet av veterinærstudenter var kjent. Vanskeligheter 

av denne art oå en alltid søke å tn hensyn til i forsknings 

arbeidet og i den praktiske anvendelsen av statistikken. 

Hvis et r-andon aarape l, består av bare et eneste gjentak, 

snekker vi on et tilfeldig gjentak. Sot1 nevnt kan on sannsynlig het 

ha visse inplikasjoner også for det enkelte gjentak. Riktig·nok 

kan vi si 01:.1 et onkelt gjentak e.t enten har det et bestemt kjenne 

tegn, eller så har det ikke dette kjennetegn. Hvorfor skal vi 

dn trekke inn en sannsynlighet? Svaret er nt vi knn være interes 

sert i å lage en prediksjon. Det ka.11 hende ~tvi ikke har 
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undersøkt gjentaket enda eller at kjennetegnet hittil ildre har 

gitt seg observerbare utslag. Fornt en sannsynlighet skal gi 

grunnlag for en slik prediksjon, bør gjentclcet være et tilfeldig 

gjentak. 

La oss se på et eksempel. Sett ~t det var kjent at 1/3 uv 

alle norske menn dør av hjertesykdorru~er, Sa...vmsynligheten på 1/3 

er et utsagn ou hele universet av norske menn og den sier ingen 

ting oo hva jeg, so~ er et gjentak i dette universet, ko~Jner 

til å dø av. Hvis jeg kan oppfatte neg selv on et tilfeldig 

gjentak frn dette universet, har imidlertid sannsynligheten 

visse implikasjoner også for meg, selv on den ikke sier noe som 

helst sikltert on hvorledes det vil gå meg. 

Sett ut jeg hele raitt liv har sørget for riktig kosthold 

og passende mosjon. Da knn jeg neppe oppfatte neg selv son et 

tilfeldig gjentak. I stedet må jeg trolig oppfatte 1:10g selv son 

et gjentok fra et subunivers av norske nenn , I dette subu."Yl.i 

vcrset knn den nevnte sannsynligheten værenindre Gnn 1/3. 

Vi har tidligere vært inne på vnnskolighetene ved å av 

grense et univers. La oss til slutt nevne at det i mange ti.1- 

felle kan være hensiktsmessig uten videre åcppfntte det srun~let 

en har som et randen aampe'L og å definere universet ved hjel,.p 

av saz:1plot. En sier da at universet er det universet som 

sarJplet representerer i egenskap n.v et rn..."YldOn sat'1pel. En sl:;i..k 

definisjon har vært brukt av professor Ottestad. (P.Ottesta:d, 

I'tfatenatisk Statistikk. Forelesninger ved Norges Landbr-ukahø g+ 

skole. Oslo-Vollebekk 1962, s. 32.) Da universet bnro er et 

tankcmessig hjelperaiddel er det ofte både vanskolig og lite 

påkrevet å konkretisere universe~ ytterligere. 
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Hvis gjentaket er et eksperiment, består universet ~vet 

ubegrenset antall eksperimenter utført etter samme oppskrift. 

En rekke eksperimenter utført etter oppskriften vil da være et 

random sampel. 

Vi vil nå vise sammenhengen mellom vår framstilling og 

visse symboler og begreper i mengdelæren. (Resten av dette 

hovedavsnittet kan overspringes uten at det går ut over sammen 

hengen.) Selv om vi ikke har definert en sannsynlighet som en 

mengdefunksjon, er det ikke noe i veien for at vi kan bruke 

mengdelærens symboler. Sannsynlighetsregningens regler blir de 

samme i alle tilfelle. 

Til universet, U svarer mengdelærens begrep, den universale 

mengden som vi vil gi samme betegnelse, u. Til hvert kjennetegn 

som forekommer i universet svarer det en delmengde av den uni 

versale mengden, nemlig mengden av alle gjentakene i universet 

som har kjennetegnet. Vi vil her bruke samme symbol for et 

kjennetegn og den delmengden som svarer til kjennetegnet. 

Sannsynligheten P(E1E21U) kan med mengdelærens symboler 

skrives som P(E1nE2). Her står E1nE2 for snittet av mengdene E
1 

og E2• Et annet nyttig begrep fra mengdelæren er unionen av to 

mengder E1 og E2• Sannsynligheten for denne skrives P(E1uE2) 
som betyr P(enten E1iE2 eller iE1E2 eller E1E2\U). 

Nedenfor er vist et såkalt Venn diagram hvor den universale 

mengden er representert ved et rektangel og mengdene E1 og E2 ved 

sirkler. Slike diagrammer er spesielt nyttige når vi betrakter 

kjennetegn som framkommer ved å kombinere mer enn to sett av mot 

satte kjennetegn. 

Opp5ave: Prøv å illustrere den 
utvidede enten-eller setningen, 
P(E1U~?)=P(E1)+P(E2~-P(E1nE?) 
ved hJelp av Venn niagramme~ 
(Euler diagrammet) på denne 
siden. / 

( . 

<E4UE2 i._ E1 ·~E
2 
':.'-·U 
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V. Binomialloven 

Vi skal ta for oss en viktig f ozme L i aanneynf i.gne t a 

regningen som kan utledes ved hjelp av både-og setningen og 

enten-eller setningen. 

Sett at sannsynligheten for kjennetegnet Ei universet U 

er lik P(EJU)=p. Smm.synligheten for det llOtsatte kjennetegnet, 

iE vil vi betegne med q. Altså er P(iElU)=q=l-p. 

La oss tonlrn oss at vi tar ut et random sampel på n gjentak 

fra universet U. Hva er da sannsynligheten for at X av disse 

gjentakene har kjennetegnet E og at altså do øvrige n-X gjentok 

har kjennetegnet iE? Binomialloven gir oss svaret på dette 

spørsmålet direkte uten at vi behøver å gå veien on både-og 

setningen og enten-eller setningen. Formelen son uttrykker 

binouialloven er viktig fordi vi ofte støter på problemer av 

denne type. Den kan også brukes som en fordelingsfunksjon, noe 

vi korm~er tilbake til senere. 

Vi skal gjennomgå et eksempel for å antyde hvorledes forn 

elen kan bevises. 

La oss betrakte et univers, U som består av alle storfe 

fødsler. La E stå for kjennetegnet "oksekalv" og iE for 

"kvigekalv". Lo. sannsynligheten for oksekaåv være p=O, 52. 

Sannsynligheten for kvigekalv blir da q=0,48. Anta at vi ka.~ 

skaffe oss et random sampel soo består- av n=4 storfefødsler. 

Hva er da sannsynligheten for at X=3 av de 4 kalvene (fødslcno) 

skal ha kjennetegnet 11oksekalv"'? 

Den søkte sannsynligheten kunne vi skrive som P(~=31U~=4), 

Vi skal først forklare hva denne sannsynligheten betyr. Fra 

universet U kan det tas ut en uendelighet av forskjellige 
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sampler på n=4 gjentak (fødsler). La oss nå definere et 

nytt univers Un=4 hvor hvert gjentak er et sampel på 4 

fødsler fra universet u. Universet Un=4 består altså av alle 

mulige forskjellige sampler på 4 gjentak som kan tas ut fra 

universet u. Sannsynligheten P(X=3\Un=4) refererer seg til 

universet Un=4o Den kan tolkes som den brøkdel av alle sampler 

på n=4 gjentak fra universet U som har kjennetegnet "X=3". 

Det vil lette framstillingen om vi tenker oss at et random 

sampel på 4 fødsler fra U tas ut på følgende måte: Først tar vi 

for oss fødsel nr 1 (som altså er en tilfeldig fødsel) og under 

søker om resultatet er oksekalv eller kvigekalv. Deretter tar vi 

for oss fødsel nr. 2 (som også er en helt tilfeldig fødsel fra U), 

osv. Vi vil forutsette at ·sannsynligheten for at fødsel nr. 2 

har kjennetegnet "oksekalv" (hva slags brøkdel uttrykker denne 

sannsynligheten?) er den samme, nemlig p=0,52, uansett om fødsel 

nr. 1 hadde kjennetegnet ''oksekalv" eller ikke. Av det vi har 

lært i øvelse;, s. 13 går det da fram at kjennetegnene "okse 

kalv ved fødsel nr. 1" og "oksekalv ved fødsel nr. 211 er uav 

hengige kjennetegn. Av dette følger det også at f.eks. kjenne 

tegnet 11kvigekalv vod fødsel nr. 211 og "oksekalv ved fødsel nr.111 

er uavhengige. (Se øvelse 6, s. 14.) Vi summerer de forskjellige 

uavhengigheter ved å si kort at fødsel nr. 1 og fødsel nr. 2 er 

uavhengige. Tilsvarende uavhengighet kan vises å gjelde for 

alle par av fødsler blant de fire. Vi kan uttrykke dette kort ved 

å si at de enkelte fødslene or uavhengige. (Uavhengigheten er 

altså en følge av forutsetningen om Rt sannsynligheten per den 

samme ved alle fødsler. Hvis vi hadde startet med å forutsette 

uavhengighet, måtte vi derimot i tillegg også ha forutsatt konstant 

p, da uavhengighet Lklce implis·ore·r aammo p ved hver ny fødsel.) 

At vår forutsetning kan ventes å være oppfylt følger av det 

falctum · åt·- .. vi opererer med et ubegrens·et· univers og et begrenset 

i-andom sampel. · "Beholdningen" c~v f. eka , oksekalver minker 1klce 

.sei.~:.om vi skulle slumpe til å få mange, oksekalver etter hverandre. 
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Øvels_?._.JQ. 
Ten...~ deg et endelig univers, f.eks. en kalvebinge so~ 

inneholder 13 oksekalver og 12 kvigekalver og vis at 
forutsetningen ovenfor ikke er oppfylt når vi trek..~er ut et 

ran.dom sampel av kalver fra denne bingen. (Den er oppfylt hvis 
vi slipper hver knlv tilbal{c i binge~ igjen før vi foretar 

neste trekning). 

Vi kru1 si at binomialloven gjelder for uttak av et random 

sampel fra et uendelig univers. For et endeli_g univers (øvelse 

lQ,første del) har vi en tilsvarende lov, don hypergeometrisko 

lov som vi ikko skal komme inn på. Hvis vi hele tiden tenker 

på et endelig univers (øvelsolC) kan vi sint den hyporgeo 

motriske lov gjelder for trolming uten tilbakelegging og 

binomialloven gj older for treknir1g med tilbake legging. 

La oss nå vende tilbake til vårt eksempel. Det resultatet 

vi var interessert i, nenlig 3 oksekalver og 1 kvigekalv kc:.n 

vi få på 4 forskjellige måter, alt etter som oo det er den 

l.eller 2. eller 3. eller 4. kalven vi trekker ut son er 

lcvigekalv. Lar vi "o" stå for okaoka'Lv og "k" stå for kvigekalv, 

kan do mulige resultatene skrives som kooo okoo ooko og oock, 

Bæuker' vi nå vfu: , forutsetning snut en utvidet form av 

både-og setningen (øvelse 4) sor vi at srumsynlighetene for 

hvert uv resultatene kan skrives son henholdsvis qppp pqpp ppqpog 

:pppq. Her er f.eks. qppp sannsynligheten for å få både 

lrlgekalvved den første fødselen .Qg, oksekalv ved den andre _Q,g 

oksekalv ved den tredje _Q.fi oksoknlv ved don fjerde fødselen. 

Vi ser at snnnsynligheten er den srnine, neolig p3q for alle de 

fire typer nv smnpler som inneholder 3 oksekalver og en kvige 

kalv. Vi er interessert i å få 3 okser og 1 ltvige på enten den 
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ler 4.~~-- f,i.e:r::-de måten. I følge enten-eller setningen blir det 

te p3q_:1-p_3~q~p3q+p3q=~p~q og dette er svaret på vår oppgave, 

Vi ser at resultatet, 4p3q også kan skrives som 4px4n-X. 

Vi merker oss også at tallet 4 står for antall måter et sampel 

på 3 olrser og 1 kvige kan bli trukket ut på. 

Hvis vi nå tar :for oss det generelle tilfelle hvor n og 

X er hvilke som helst tall som er forenlige med problemstil 

lingen, kan det vises at sannsynligheten, PX for å få X gjen 

tak med E og n-X gjentak med iE i et random sampel på n 

gjentak kan skrives på :følgende måte: 

(5) (n) X n-X . n . 1 
PX = X p q = X--1..,.{n-·--x~·T")-:-! X n-X p q 

Vi ser at leddet X n-X d t . å t . 1 p q er e samme som ivr spesie - 

le tilfei1e. Leddet(~) som leses ~nover X" er et matematisk 

n! 
symbol som også kan skrives som Xl(n-X)! . uer er 1gJen n: e-c 

matematisk symbol som står for produktet av alle naturlige tall 

fra 1 til n. (Dvs. n I = 1.2.3 •••• n.) 

(~) er det generelle uttrykk for antall måter vi kan få X 
-' " ••• --• ~ • ~~-·n-,...,-,._ • ··--· - - •• 

g_i~ntak _mod . E og n ..... x µ;.i errt ak ned iE på,~ .... ~t. _ran~.o?!. aampe.L 

på n gjentak. 

Øvelse 11 

(a) Bruk tall.ene i vårt eksempel (p=0,52, q=0,48, n=4 og 

X=3) og regn ut Pv etter formelen (5). 
A 

(b) Gjenta utregningen for hver av de øvrige verdier av X 

som "k.ari f'orekomme når n=4 (X=O, X=1 , X=2 og X=4). 
(c) Summer verdiene av PX for alle de 5 verdiene av X 

og kommenter resultatet. 
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Øvelse J 2. 

En moieristudent påstår ut han kan skille me Lk fro. raeieri A 
fra melk fra meieri B på snaken, Vi gir ham i tre dager på rad 
et melkeglass eori han iklce vet hvor er fra. Hver dag avgjør 
vi på tilfeldig måte om nelken sknl anskaffes fra weieri A 
eller fra raeiori B. Sett at studenten i alle tre tilfelle 
greier å bestemme hvilket av de to neicrieno melken or fra 
etter å ha snakt på den. Hvo. or oanneynf.Lghe'ten for ot slikt 
r-esultat hvis vi forut;settor at hem driver med ren gjetning? 

Øvelse 17;. 

En pølsefabrikant ho.r grunn til å anta at 90% av de 
middagspølser fabrikken produserer inneholder mindre enn 6% 
stivelse. For å undersøke on denne antakelse holder stikk ble 
d.et tatt ut tilfeldig 5 pølser til anc.Lyae , og av disse var 
det 2 som inneholdt minst 6% stivelse • 

Hva or sa...1'111synligheten for å få et slikt obscrvasjons 
resul tat hvis pølsefabrikantens an take lse or rilrtig? 
Forutsetning;er: Vi ser bort fra e..lle praktiske pr-ob Lemcr' son 
•••••• _.__.... •••.••.••••••••••••. ....,ilriil,,...~ 

er forbundet ned samplingen og don kj em.i.ake anal.yeen, 

Øvelse 1 Li. 

Sannsynligheten for at en hund s01:.1 ikko vaksinoros mot 
hvaLpeeyke ska.L få denne aykdommen ( før e Jlor aenor c ) er 1/ 4 
mens sannsynligheten for at on huncl som er valcsincrt skal få 
aykdoraraen er 1/9. Sannsynligheten for at en hund son får 
hvalpesyke skal dø er 1/3 (uansett om den er vaksinert eller 

ikke). 
En nann eier to hu..nder son er stasjonert på to forskjel- 

lige steder slik at fe.ren for snitte mellor.1 clom ikke er 
ruu1erledes enn ~ellom hunder i sin almin..~elighot. Den ene or 

vaksinert, den ondre ikke. 
n. Hva or srumsynligheten for at begge hunder skal dø 

av hval:pesyke? 
b. Hva er so.rmsynlighotcn for at båd c den hund en soner 

vaksinert sko..l dø av hvalposyko og nt den son ikke er vaksinert 

Lkke sknl få hvalpesyke? 
c. Hva er sannsynligheten for rrt :..::.1:_~}. <; ,Jn o.,y L.1,,1.ndehe skal dø 

hvnlpesyke? 
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VI. Random variable. 
• 

Vi skal nå forklare hva som menes med en random variabel. 

Videre skal vi gjennomgå flere beslektede begreper og se på noen 

eksempler. 

En random variabel er i mange lærebøker definert på en noe 

abstrakt måte ved hjelp av mengdelære. Vi skal her forsøke & gi 

en enklere definisjon. 

Ia oss først undersøke hva som er forskjellen på en y:~~rialJe:L 

i matematikken og en random variabel i statistikken. 

En variabel i matematikken kunne vi f.eks. definere som en 

størrelse som kan anta visse verdier innenfor et sett av verdier. 

En variabel kan f.eks. anta alle verdier fra O til+ (.)0. I 

matematikken sier vi imidlertid ikke noe om hvor sannsynlige de 

forskjellige verdiene av den variaQie er. 

En random variabel i statistikken skiller seg fra en variabel 

i matematikken ved at vi ikke bare spesifiserer hvilke verdier 

den variable kan anta (et sett av alternative verdier), men vi 

har også spesielt i tankene at de ulike verdiene opptrer med 

forskjellig sannsynlighet. Disse sannsynlighetene behøve~ ikke 

alltid å være kjente og spesifiserte, men de inngår i alle tilfelle 

som en viktig del av begrepet en random variabel. 

Vi skjelner mellom to slags random variable. En diskret 

random variabel kan bare anta visse atskilte verdier på 

tall-linjen. Et eksempel på en diskret random variabel er resul 

tatet (utkommet) ved et terningkast. Denne random variable kan 

anta verdiene 1, 2, 3, 4, 5, og 6, altså seks atskilte verdier 

på tall-linjen. (Til hver verdi knytter det seg en eanneyn Lj.ghec , ) 

Antall oksekalver i et random sampel på fire storfefødsler er et 
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annet eksempel på en diskret random variabel. Denne kan an-ta 

verdiene O, 1, 2, 3 og 4. (Til hver verdi knytter det seg erc 

sannsynlighet som under visse forutsetninger kan regnes ut etter 

binomialloven som antydet i øvelse 11) 

En kontinuerlig random variabel kan (i prinsippet om ikke 

i praksis) anta alle verdier på tall-linjen eller på et intervall 

av tall-linjen. Vekten av en gris som er et tilfeldig gjentak 

fra et uendelig univers av griser kan oppfattes (tilnærmet) som 

en kontinuerlig random variabel. Denne random variable kan i 

prinsippet anta alle verdier på tall-linjen fra O og opp til 

vekten av de største griser i universet. Et annet eksempel på en 

kontinuerlig random variabel er melkeytelsen til en tilfeldig ku 

fra et uendelig univers av kuer. 

En rand om var Labe 1 er forbundet med et bestemt 3111.,i ver~ av 

gjentak (f.eks. universet av alle terningkast med en bestemt 

terning). Hvert gjentak ha.r et bestemt kvantitativt kjennet?{!.n 

(f.eks. kjennetegnet "6") fra et bestemt sett av alternative 

kvantitative kjennetegn (f.eks. settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 ). 

Hvert gjentak bar altså ett og bare ett kjennetegn fra dette 

settet. (Vi er i denne sammenheng ikke interessert i kjennetesn 

fra andre sett.) Foreløpig vil vi tenke oss at vårt sett bestir 

av et begrenset (endelig) antall kjennetegn. Dette svarer til 

at vi bare betrakter diskrete random variable. Senere sk81 vi 

utvide vår definisjon til også å gjelde kontinuerlige random 

variable. Til hvert kjennetegn i vårt sett av alternative kjenne 

tegn knytter det seg en bestemt sannsynlighet i det universet vi 

betrakter slik at summen av sannsynlighetene for alle k,jenne 

tegnene i settet er lik 1. (Vi kunne f.eks. tenke oss at det 

til settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 svarer sannsynlighetene 1/6, 1/61 

1/6, 1/6, 1/6, og 1/6). 
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Med en ~iskret rRndom variabel mener vi et slikt sett av 

al terna tJve . kvantitative kj ennete,p;n som . det k.n,ytte:r_,_se.t-:;., .. bes.t~_;:1J;_o.,. 

sanngynligheter til. Hvert enkelt kvantitativt kjennetegn i 

settet av alt3rnative kvantitative kjennetegn blir kalt en ver~; 

av den rand~m variable. 

Det er uhyre viktig å få helt klart for seg hva en randoD 

variabel er og å kunne skjelne den fra en variabel i matemattkkeno 

Når vi snakker om en random variabel tenker vi på alle dens verdier 

under ett idet vi samtidig erkjenner at hver verdi har sin bes·~0~lr1~e 

(men ofte ukjente) sannsynlighet. 

Rent praktisk kan vi si at verdien av en random variabel 

gjerne er et resultat av en telling, veiing eller måling av et 

eller annet slag. Hvert fenomen som tellingen, veiingen eller 

-målingen knytter seg til oppfattes som et (tilfeldig) gjentak 1 

et univers. 

Vi skal se på n?en eksempler på random variable. 

Eks. 1. S"")m nevnt er resultatet av et terningkast en 

random variabel. Hvis terningen er riktig avbalansert, kan vi 

lage følgende oppstilling: 

Verdier av den random variable 

(a~v.s. sett av alternative kvantitative 

kjennetegn): 

Tilhørende sannsynligheter: 

1 2 3 4 5 6 

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

Universet kan her være et univers av alle mulige kast med 

denne terningen. (Det kunne også være universet av alle mulige 

kast med alle riktig avbalanserte terningerr) Gjentaket er de~ 

enke 1 te terningkast med denne terninge.n (eller med en riktig 

avbalansert terning). 
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Den rand om variable er antall øyne- soe. . .kommer __ opp idet vi. 

underforstår at det til hvert antall øyne knytter seg en sann 

synlighet. Vi kan kanskje tillate oss å si at ordet varisbel 

har forbindelse med tallene 1, 2, 3, 4-, 5 og 6 mens ordet re.ndo;·;~ 

er en følge av at vi opererer med de seks sannsynlighetene på 1/6. 

Begrepet en random variabel er noe helt nytt i forhold til 

det vi er vant til fra matematikken. Det er ikke lett å få en 

klar forestilling om hva det er uten å se for seg en hel tabell 

(eller figur) som i eksemplet ovenfor. 

I litteraturen brukes ofte samme symbol for en randon1 

variabel som for verdien av en random variabel. Det blir overlatt 

til leseren å avgjøre av sammenhengen hva forfatteren har i tankene. 

For den som skal lære faget er det absolutt nødvendig å fore~? 

forskjellen på de to begreper. I nyere lærebokslitteratur er det 

vanlur;·.å bruke ,;f .eks-. fete typer for random variable og de til 

svarende vanlige bokstaver for verdier av random variable (hvis 

verdiene ikke er spesifisert som tall). Det er litt omstendelig 

å bruke denne skrivemåten, men den gir klra_rheft.- i- begrepene .• · , 

Vi skal bruke den i alle sammenbenger hvor vi ønsker å oppnå stor 

:presisjon i framstillingen. I stedet for fete bokstaver slrnl v:i. 

da streke under symbolene. 

Vi skal illustrere denne skrivemåten ved hjelp av eksemplet 

ovenfor. X står for den random variable, altså for tallsettet 

1, 2, 3, 4, 5 og 6 idet vi underforstår at det til hvert tall 

knytter seg en sannsynlighet. X står for ill av tallene 1, 2, 3, 

4, 5 og 6, men vi har enda ikke spesifisert hvilket. 

Når vi tar for oss et enkelt gjentak fra universet, finner 

vi at den random variable bar en bestemt verdi, X. 
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mens i står for et enkelt kjennete6n~ 

Ilen r-andcrn var i.ab Lc :L ekscrn.p1ct ovenfor kunne defi.n.1:-:,r·c:::; 

f• 1· ~ ph · ø .ge n.::-1 e 

P(X '') \ •t \ .. ·- . I I J ·-·- I '-~· .,_, ••• -.1- l - 3 I 1: I ) ";~ ;~. 
L' 

P(X ~~ 41U) :-: i 1,cx -~-= s \tr) = 1 P(X = 61U) = 1 
- b - b ~- ' .,. 

0 

Vi kunne også f'øy e ttl: 

I'(! = X \u) ~ 0 for alle andre X enn X='l , ){= ;? , 

X= 3 , X= 4 , X.:::: 5 og X=:. 6 " 

I mer sammentrengt form kunne vi skrive: 

P ( X X) 1 -.r ,. ') ··x. /'I 1::: . • 6. - ::-·: _ ::::. J. :::::: I " r~ , ~.1 , c,- , "J CH[. - - . b . ' - 

Tj ( \' ~- X) - 0 f' . "' r, 1· 1 t •:i . l t·• C) ~.;- .r; ,,;i!: - _- ·- 1-.., __._ C11. C, (. t:.!1( •. 1 ,.., l\,• 

En annen skrivemåte er følgende: 

f (X) == 1 
b 

f (X) .::: 0 

X - 1· 0 ~ 4·· ~ -)" G - 'c., ), ., .,/ \,(;, -· 

for alle andre X. 
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I dette siste tilfelle har vi skrevet sannsynligheten for 

de forskjellige verdier av X som en funksjon av X (ikke av X for ..... ••... 

det er ikke mulig). I dette spesielle eksemplet er imidlertid 

funksjonen uhyre enkel, nemlig en konstant funksjon, altså egen·t 

lig ikke en funksjon av X. 

Funksjonen f(X) blir kalt ~ordelingsfunksjonen forf. 

Den kan selvsagt også framstilles grafisk, f.eks. som i fig. 2. 

f(X) 

• ¾T T l 
1 2 3 4 5 6 X 

Fig. 2 

Eks. 2. Antall oksekalver i et random sampel på 4 storfe 

fødsler kan oppfattes som en random variabel. Vi kan f.eks. tertlce 

oss et univers som består av alle tenkelige sampler på 4 gjentak 

fra et univers av storfefødsler (ses. 21-22). Hvert slikt sampel 

er et gjentak. Hvis sannsynligheten for "oksekalv" ved en enkelt 

fødsel er konstant lik 0,52 or det lett å regne-ut sannsynligheten 

for alle mulige ·cmtall oksekalver i føice binom:i.::-1lloven.- Vi kan 

da~lage følgende opps-t;illing: 
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Verdier av den random 

variable (dvs. sett av 

alternative kvantita 

tive kjennetegn): 

Sum 

0 1 2 3 4 

Tilhørende sann 

synligheter: 0,0531 0,2300 0,3738 0,2700 0,0731 1,0000 

Denne oppstillingen kan vi si representerer den random 

variable X som er antall oksekalver i et random sampel på 4 

stor:fe:fødsler. Den random variable kunne også ha blitt repre 

sentert på :følgende måte: 

P (X = olUn=4) ·= 0 ,0531 

P(I = 2t-Un=4) = 0,3738 

P(X = 4!Un=4) = 0,0731 •. 
P(X = xlUn=4) = O 

P{~ = 1 jun=4) = 0,2300 

P(?f. = Jiun=4) = 0,2700 

:for alle andre X enn X=O, X=1, 

X=2, X=3 og X=4. 

Vi har tidligere lært å regne ut sannsynligheten for X 

oksekalver i et random sampel på n storf'e:fødsler ved hjelp 

av :formelen p = (n). X n-X X X P q • Det er denne formel.en som ble 

brukt ved utregning av sannsynlighetene øverst på denne siden. 

Da vi brukte f'ormelen i sannsynlighetfir-egningen tid-· 

li.gere, oppfattet vi X som et kvantitativt kjennetegn, og vi 

var bare :interessert i en eller noen få :forskjellige X. Som 

vi nettopp har sett, er det imidlertid ikke noe i veien for at 

vi kan ta f'or oss alle mulige X og oppfatte disse som verdier 

av en random variabel X. 
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Vi kan da skrive: 

(6) P(! = X) = (~)pxqn-X 

P(X = X) = 0 

f'or X = O, 1 ,, 2, 3, ••• ., n 

for alle andre X. 

Siden sannsynligheten på venstre side er en funksjon. av 

X, kan vi også skrive: 

(7) f(X) = (~)pxqn-X 

:f(X) = 0 

:for X = O , 1 , 2 , 3 , ••• , n 

for alle andre x. 

Funksjonen f'(X) er_her. :fordelingsfunksjonenfor! (ikke 

for x). Den er en funksjon av X. n og per parametre i for 

delingsfunksjonen. (Når p betraktes som parameter er ikke q 

parameter da q = 1-p.) En parameter er en størrelse som er kon 

stant i et bestemt problem, men som kan ha forskjellige verdier 

i forskjellige oppgaver. I eksempel 2 ovenfor har parameteren 

n verdien 4 og p har verdien 0,52. Fordelingsfunksjonen :for 

antall oksekalver i et random sampel på 4 storfefødsler er 

derfor 

(8) :r(x) = (~)o,.52x for X= o, 1, 2, J og 4 

f(X) = 0 for alle andre X. 

Hvis vi setter inn verdiene o, 1, 2, 3 og 4 etter tur 

i denne formelen, får vi de sannsynlighetene som er gjengitt 

i oppstillingen ovenfor. 

Merk at når en fordelingsfunksjon presenteres blir ofte 

tilføyelsen 11f(X) = O for alle andre X11 utelatt, da den blir 

ansett som underforstått. 
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.. 
Begrepet fordelingsfunksjon er like viktig som begrepet 

rand~m variabel og er knyttet sammen med det. Vi tenker qss 

gjerne at hver randcm variabel har sin fordelingsfunksjon, 

u.e:msett" om d.enrre fun.k--sj onen or kj ent ollor ulc,j ent,· nntemettisk 

handterbar eller uhandterbar. 

Vi har hittil bare definert en diskret random variabel og 

fordelingsfunksjonen for denne. Når vi får å gjøre med en 

kontinuerlj.g random variabel er det vanskelig å bruke nøyaktig 

samme definisjPn fJrdi en slik random variabel kan anta en uende 

lighet av verdier. Siden settet av al terna ti ve kvant i tat i ve k:j e.nne 

tegn innehold~r en uendelighet av alternativer, blir den brøkdelen 

av gjentakene i universet som har et bestemt alternativ forsvinn 

~nde liten. Sannsynligheten for et bestemt kvantitativt kjennetegn 

(dvs. for en bestemt verdi av den random variable) må derfor settes 

lik o. 
Vi skal belyse disse pr~blemene nærmere ved et par eksempler 

og vise hvqrledes vanskelighetene kan løsos. 

Eks. 3. Den årlige melkeytelse hos kuer i et bestemt uendelig 

univers kan oppfattes som en random variabel. De forskjellige yt 

elser fra O kg og opp til ytelsene ho~ rekordkuene i universet 

utgjør et sett av alternative kvantitative kjennetegn. Settet 

inneholder imidlertid en uendelighet av kjennetegn slik at sann 

synligheten for et bestemt kjennetegn (melkeytelse med alle 

tenkelige desimalers nøyaktighet) må settes lik O. 

En mulig måte å løse problemet på kunne være å se pa Ln t e r- 

valler av melkeytelser ~g tilsvarende sannsynligheter slik som 

nedenfor: 
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Intervaller for 

verdier av den 

random variable 

(dvs. sett av 

alternative kvan- 

ti ta ti ve kjennetegn): o æoo 4000 6000 3000 10000 12000 
. ··~~ .. ./ , .. _..,,.. .. _ _.; ''---r-·-' ~- ' ,........,,_. • \._,.'i-'J ···.,./"('~ . 

Tilhørende sann- 

synligheter: 

Dette er imidlertid ikke noen g~d måte å presentere en kon 

tinuerlig random variabel på. Den måten statistikerne har valgt 

er mye bedre. Den går ut på åla sannsynlighetene som knytter sec 

til hvert intervall være reprosentert ved et areal. Dette er illu 

strert i fig. 3. 

f(X) 

0,22 
0,29 0,26 

0 2000 .!J.000 6000 =ooo 10000 12000 X 

Fig. 3 

Kurven er tenkt trukket på en clik måte at sannsynligheten 

fer en melkeytelse i et visst intervall, likegyldig hvilket, er 

lik det arealet som begrenses av X-aksen, kurven og ordinatene :t. 

intervallets endepunkter. 8å1Gdos er P(2000~~~4-000fU)::0
1
22. 
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Hele arealet under kurven, me.n over X-aksen er lik 1. 

Vi kan dele opp X-aksen i vilkårlige intervallert De tilhørenda 

sannsynlighetene finnes all tid som area.ler over intervallet, uen 

under kurven. Hvordan vi kan komme fram til slike kurver er e·i~ 

s~ørsmål.for seg som vi skal la ligge foreløpig. 

Vi ser at med litt tilpassing kan vår definisjon av en 

diskret random variabel også anvendes på kontinuerlige r andom 

variable. Imidlertid må vi de. o per e , . med intervaller og P.I'en.'! e r 

som vist ovenfor. lil'tervallene kan g,jøres så små vi ønsker, 11eu 

de må ha en lengde som er større enn o. Har et intervall lengderi 

O, settes den tilsvarende sannsynligheten li.k O. 

Når vi har å gjøre med en kentinuerlig random variabel. (som 

i fig. 3) framstiller funksjonen f(X) ordinatene til kurven som vj 

har trukket opp. Også i slike tilfelle vil tti kalle funksjonen 

f(X) fordelingsfunksjonen for!. 

Det er en meget viktig forskjell på fordelingsfunksjonen 

for en diskret og en kontinuerlig random variabel. Til }jver verdi 

X av en diskret random variabel X hører det en bestemt sannsvn- . - ,. 

ligbet f(X). En fordelingsfti[lks.jon f~X}. for ,en d!,s]{ret .r..?J.l.S~.Ql:'~ 

varia be 1 er altså en fun.ks ,j or,i "f!om har de fo.rs}fj!i,llig,Q Y.it.~~t21~1..~ 

X av den random variable som a:;,'_gumeJ.1ter_.og de tihivaren.s1,e "s"fll:1:1:1::._ 

sæn+iBhetene f(X) som funks_j,Q!.!§_Verc.U~,4 

Når vi har å gliøre med en .kontinuerlig ra.ndom variabel er 

argumentene i fordelingsfunks;jonen fremdeles verdier av den .ra.ndo!:~ 

var-Lab l e , p'unk~;Jonsverdiene er imidlertid ikke 

heter, De er simpelthen ordinater i diagrammet for fordeU.n;:·):> 

funks jonen. Sannsynligheter kan i det kontinuerlige tilfelle ba r e 

knytte seg til intervaller, og sannsynligheter kan også bare f'lnne s 

ved arealberegninger. Matematisk kan slike arealberegninger u.\;.fores 

ved å integrere fordelingsfunksjonen over et visst intervall. 
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Svært mange av de random variable vi får å gjøre med i 

praksis er (tilnærmet) kontinuerlige random variable. Som 

eksempler kan nevnes kroppstemperaturen hos dyr av et bestemt 

slag, spekktykkelsen hos griser, tilveksten hos slaktedyr, om 

satt mengde kjøtt pr. år i Norge, osv. 

Til slutt skal vi si litt om terminologien i forbindelse 

med de begrepene vi har gjennomgått i dette hovedavsnittet (kan 

overspringes). Denne er nokså varierende både på norsk og engelsk. 

I dette heftet har vi benyttet den terminologien som er i bruk ved 

Norges landbrukshøgskole, men vi skal kort angi noen andre nokså 

vanlige varianter. 

I stedet for random variabel brukes ofte betegnelsen 

stokastisk variabel eller tilfeldig variabel. 

Uttrykket "fordelingsfunksjon11 brukes ofte om en såkalt 

kumulativ fordelingsfunksjon ( et begrep som ikke er gjer1."1~omgått 

her). Hvis det er fare for misforståelser kan vi bruke betegnel 

sen elementær fordelingsfunksjon or.1 de fordelingsfunksjonene vi 

har gjennomgått. 

Vil vi markere hva slags random variabel vi he.r med å 

gjøre, kan vi bruke betegnelsen sannsynlighetsfunksjon (proba 

bility function) for fordelingsfunksjonen for on diskret rruidom 

variabel (siden funksjonsverdiene er sannsynligheter) og betegn 

elsen tetthetsfunks,jon (density function) for fordelingsfu:nksjonen 

for en kontinuerlig rnndom variabel. 

Oppgave: Et medisinsk preprirat, M kan inneholde varierende mengder 
av e-t stoff, A, men på grunn av en spesiell framstillingsmåte vil 
mengden av A i M alltid ligge mellom 296 og 8%. 

La X være mengden av Ai prosent i en tilfeldig prøve av M. 
Det har vist se~ at X varierer fra prøve til prøve på denne måten: 

f(X) = a(X+3) (2~X~8) hvor a er en konstant. 
a) Bestem konstanten a. b) Framstill funksjonen grafisk. 
c) Finn sannsynligheten for at 3<X"5• d) Finn sannsynligheten 
for at X>4o - -- 



38 

VIL, Karakteristikker nv fordelinf;sfunlrn_jonen 

for en random variabel 

Hvis vi kjenner fordelingsfunksjonen for en rundom 

variabel, vet vi inplisitt alt av statistisk interesse on denno 

random varia.ble. Likevel ønsker vi vanligvis å få greie på 

f'or-ne Len for og gjerne også verdien av visse spesielle 

konstanter (momenter) som karakteriserer fordelingsfunksjonEm. 

De konst211tene vi er mest interessert i kalles forventningen 

og stc.ndnrdnvviket. Det or ofte hensiktsmessig å operere med 

kvadratet nv stc..ndnrdc."rviket son l:::al1es (den teoretiske) vo.rio.nse: 

Også hvis fordelingsfunksjonen er ukjent vil det væro 

svært nyttig å vi te noe on fo: .. ve:ntningen og variansen. 

A. Forventningen-. 

Po:eulært uttrykt er forventninrsen gj.ennorasnittet nv 

verdiene av den rando1:1 variable for alle gjentak i hele 

universet. Hvis den ran.dom variable er ontall griseunger i et 

univers av grisekull, kan altså forventningen betraktes soo 

det gjennomsnittlige antall griseunger pr. kull i hele uni 

verset. Legg nerke til at det i universet selvsagt kan være 

mange grisekull som består av f. oks. 8 griseunger. Hvis for 

ventningen skulle beregnes otter don vanlige f or-ne Len for et 

aritmetisk gjenno:osni tt ( summen av verdiene dividert rie d 

antallet) måtte derfor visse verdier, son f.eks. tallet 8 i vårt 

eksempel, konne ned tier enn en gang under sumner-Lngen , 
Siden universet i 1J.D.11ge tilfelle er ubegrenset oller 

abstrakt, er det naturligvis ofte unulig å regne ut 
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forventningen etter forrJelen for det aritmetiske gjennomsnittet. 

Den egentlige definisjonen av forventningen fr&"':lstiller dn 

heller ikke denne som et aritmetisk gj ennonsnf tt, slik son 

vi har gjort ovenfor, men bygger på f orc1elj_ngsfunks janen for 

den rondom variable. Det er nenlig en direkte korrespond.2nse 

mellom universet og fordelingsfunk:sjonen. Fordelingsfunksjonen 

har å gjøre ned en bes t emt r-andom variabel og vis er hvorledes 

verdiene av denne rcndon variable er fordelt, relativt sett, 

bln.ndt gjentakene i universet. (I ett og aanme univers kan 

vi t enkc oss flere r-andon variable og sålecles flere for 

delingsfunksjoner, nen dette sko.l vi ildrn konno inn på nå. ) 

Hvis fordelingsfunksjonen er kjent, eller kan forutsettes 

kjent, er forsåvidt også universet kjent. Det er jo da 

tilstre1rkelig godt beskrevet med hensyn til den rnndom 

v2.riable. Vi er neulig vanligvis ikke interessort i det 

absolutte, men i det relative antall gjenta'k son har en gitt 

verdi o..v en r-andom variabel eller sen har en verdi som faller 

i et gitt intorvc.11. Dette gir fordelingsfunksjonen opplysning 

01:1. 

Lo. oss her skyte inn noen betraktninger aori ligger litt 

på siden av det vi nå behandler. Det faktu.11 at fordelings 

funksjonen så å si o.vspeiler universet gjør vi ofte bruk n.v i 

don prcldiske anvendelsen av statistikken. På grunnlag av 

n priori viten og teoretiske overveielser kan vi ofte dri~te 

oss til å postulere at en random vario..bel son vi or interessert 

i (f.eks& vekten av i:mrsvin) har en bestent kjont fordelings 

funksjon (f.eks. den såkalte nor-nal,e fordelingsfunks jan), .dvs , 

en fordelingsfunksjon som vi kjenner fornelen for selv on vi 
ikke kjenner verdiene av dens pn;ro.netre i det . konkr e t e tilfollo. 
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På denne måten kvitter vi oss til en viss grad no d de 

vanskelighetene som er forbundet med univers-begrepet. Opp 

gaven i neste omgang blir da ofte å undersøke ved hjelp av et 

sampel om postuleringen kan sies å væro brukbar , aant å 

estiE1ere pa.rnneterne i fordelingsfunks janen. 

Siden fordelingsfunksjonen rouner c.lle opplysninger 

av interesse om universet, er det klart at forventningen kan 

beregnes med utgangspunkt i fordelingsfunksjonen hvis denne 

er kjent. Forventningen kan fructisk betraktes son en knrnktori 

stiklc både QV universet og QV den fordelingsfunksjonen vi 

betro.leter. 

Da vi ovenfor forkl2.rte hva forventningen er tok vi 

utgangspunltt i universet. I vår egentlige definisjon vil vi 

ta utgangsptinkt i fordelingsfunksjonen. Igjen kon vi definere 

forventningen son et gjenno1:1snitt, zien denne gangen som et 

veid gjennonsnitt. Før vi går videre vil vi derfor ved et 

ekeeupe L rrirme on hva et veid gjon..-vi.ornsnitt er. Eksemplet kan 

samtidig tjern) til å repetere bruken nv indekser og eummo begn , 

Sett at det til en årseksancn gis knrru{terer i 3 fag, 

F·i ( i=l, 2, 3). Karakterene, som er tn1lkaroktorer, bo tegnes 

med Xi (i=l,2,3). Karakterene i de enkelte fag hnr vekttallene 

(vek·~ene) v1 (i=l,2,3). Gjennonsnittsko.roltteren når vi br-uko r 

velrtto.11 or egentlig det vi kaller et veid gjennonsni tt. 

Fornelen for det veide gjennomsnittet i dotte tilfelle er: 

3 
E- V .X. 
i=l 1. l. 

(9) Veid gjennomsnitt=!v 
3 

:EV. 
i=l i 

V1Xl+V2X2+V3X3 

Vl+V 2+V3 
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I ord kan vi si at et veid gjennomsnitt av en rekke 

tall er summen av produktene (dvs. produktsunt.Jen) av tallene 

og vek:tene, dividert med summen nv vektene. Hvis summen av 

vektene er lik 1 kan vi selvsagt se bort fra, divideringen. 

Nec1enfor er elet gjengitt et to.lleksenpel. 

. F·. 1-i' F2 F 
l. -'-1 3 

x. 1 1--:- 3,0 1,2 
l. 'I J 

3 1 2 

v1x1 4,5 3,0 2,4 

3 
t X.= ~"';- - l 

j_~·L 
5,7 x = 

'-x E ... 
i=l l. 

= 1,9 
3 

3 ~~vy i~ i i .<i.i = 9 , 9 

3" ~ V ._E 1-_X. 1=1 1 = 9,9 _ 
6 

1,65 

La oss venc1.e tilbo.k:0 til forventningen. Forventingen, 

µ eller E(l) for en diskret rondon va.rinbel X k['J'l defineres 

på følgende Dåte: 

(10) µ = E(~) = E f(X)•X 
X 

µ er gresk n og ninner on niddeltall. Syubolet E står for 

"expec trrt Lon" son betyr forventning. Når vi sl{rivcr I raeno r 

vi at surmcr fngen skal skje over al le ulike verdier den 

ro.ndon varinblc krui cnta. Legg nerko til at antall ledd i 

sur.rrJen vanligvis er nindre e2~ antall gjentnk i universet. Hvis, 

son i vårt tidligere eksenpol, hvert gjentak er et grisekull, 
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vil det i universet vanf.Lgvf,s være ner enn ett kull son 

består av f.eks. 8 griseunger. Likevel skal. altså tallet 

X=8 tas ned bare en gang under suDneringen i (10),siden vi 

bare aka'L ta ned ulike verdier. T8.llet 8 blir neril.å.g nu'L ti 

plisert ned tnllet f(8) som er det relc.tive arrt a.Ll, kull i 

hele universet son består nv 8 grisunger. 

f(x) er sannsynligheten for at den rnndon variable X 

skal ha verdien x" Funksjonsv.erdiene 'f (X) :ror de :ror skje.I.Liga X kc: 

oppfattes som vekter, og sunnen nv vektene, når vi aunnenar 

over alle ulike X s om kan forekonne , er lik 1. 

(11) Lf(X)=l 
X 

Vi ser derfor at forventnin~en er et veid gjennonsnitt 

av alle vordiene den randen variable kan ha. De tilhørende 

sennsynlighotene er vekter. 

Forventningen kan altså oppfattes son et aritnetisk 

gjcnno!.lsnitt når utgangspunktet er alle gjentrurnne i universet 

og s01:1 et veid gjennousnitt når utgangspunktet er fordelings 

funksjonen. Vår dobbel te orrta'l.e o..v oks enp.Le t hvor universet 

består QV grisekull og hvor den randen variable er antall 

griseunger skulle gjøre det klart hvorfor de t nå være slik. 

Forventningen er et uttrykk for 11tyngdepunktet11 i 

X-verdiene i universet. I uttryldret for forventningen blir det 

både tatt hensyn til hvilke X-verdier sm:i forekonnor i 

universet, og til hvor ofte hver X-verdi forckorrr1er, relativt 

sett. La oss f.eks. se på den randen variable, antall øyne 

ved terningkast. Situasjonen er denne: 

Verdier av don ran.don variable: 1 2 3 ti- 5 6 

Tilhørende sannsynligheter: 1 1 1 1 1 1 - 
6 6 6 6 .,,. 6 0 
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Forventninge~ for antall øyne blir: 

21 
6 

= 3,5 

Øvelse 15. 

Fin ... n forventningen for antall oksekalver i et r-andoc 
aanpe l, på 4 storfefødsler ( eksenplet ovonfor). Bruk forne len 

(10). 

Legg nerke til n.t forventningen ikke er en sannsynlig 

het, Den er heller å sru:u-.icnlikno ned en X-verdi og har aaraie 

benevning. Por-vorrtrrtngcn er ikke det s21:rr.10 sou don sannsynlig 

ste verdien nv den random variable. ]'orventningcn kan tvert 

Lmo t være en verdi av X som ikke f or-ekonrac r i universet 

( se ekaemp l.e t ned terning1cnst). 

Forventningen for en kontinuerlig ran.don variabel X 
- - 

defineres og tolkes på en tilsvarende nåte, aen vi bruker 

integral i stadet for sunne t egn i ( 10): 

µ = E(~) = ! f(X)XdX 
X 

(13) 

B. Variansen 

Vi så ovenfor at forventningen er et uttrykk for 

0tyngdepun1retn i verdiene av den r andom va.ria.ble. Hvis alla 

verdier av ~ var lik µ , ville vi vi te alt on den r-and on 
når 1,1 vaæ kjen.,t ... idet X 

variable -;--- --#·- fD-1.c{isk viTie være en kons'turrt , I 

alr.1innelighet finnes verdiene av ~ spredt oukring µ i størro 

eller mindre nvste.nd fraµ, og vi er interessert i å få 
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et slags gjennot1snittsmål for avstanden frn µ idet vi både 

tar hensyn til hvilke ulike verdier av ~ som f or ekonraez- i 

universet og hos hvor mange gjentak hver verdi forekommer, 

relativt sett. En kunne i og for seg tenke seg å bruke flere 

slags nå.L nv denne typen. Det en vanligvis bruker, fordi det 

mater.mtisk sett er gunstig, er variansen ( den teoretiske 

variansen) son for en diskret r-andom variabel X er definert I__..,....._,_.._ . 

på følgende måte: 

( 14) a 2 = var(X) = Z.: f(X)(X-µ) 2 
- X 

Kvadratroten av variahsen betegnes ned ø og kalles standard 

avviket. Symbolet cr er en gresk s og bringer tanlren hen til 

et spredningSJ.:iål. Ordet "vo.riansn gir liknencle assosiasjoner. 

Var er å oppfatte s01:1 et operasjonssyrJbol. 

La oss se hvor!ledes vi rent praktisk kan tolke vari 

ansen. Det er naturlig å basere et spredningsnål på differen 

sene X-µ for alle gjentakene i universet. Vi kunne f.eli:s. 

tenke oss ,å ta gjennorasnittet av alle X-µ i hele universet. 

Dette gjennonsnittet ville inidlortid bli 0. Forventningen 

er nemlig å oppfatte som ot gjennomsnitt av alle X i uni 

verset. Følgelig bli:n summen o.v X-µ sumncn uv en rekke talls 

avvik fra deres gjenno1:1sni tt. Denne summen blir O fordi de 
I 

! 

positive og negative o.vvik opphever hverandre (øvelse 16). 

Ved å bruke (X- µ ) 2 i stedet for ( X- µ ) blir vi kvitt denne 

vanskeligheten. 

Hvis vi studefer variansen nærnere, ser vi c.t dan 

populært kan betrakt$s soo gjennomsnittet av(X- µ)2 for nlle 

gjentnk i universet. Hvis vi to.r utgangspunkt i fordelings 

funksjonen, får vi n~d bare de X som. er ulike, dvs. at gjen tale 
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son ho.r aaraao X komne r med bare en gang. Vi ser da av (14) at 
I 

vnrio.nsen er et veid gjennomsnitt av (X- µ)2 for alle ulike 

verdier X don ra.i.~dom variable X kan anta. Vektene er de - 
tilhørende sannsynlighetene. 

Vccl å bruke standardavviket a- i stedot for variansen 

0
2 opphever vi på en.måte virkningen av at vi har kvadrert 

I 

hver (X-µ ) o Standardavviket o hPX aamme benevning som X. 

Både cr ot; er 2 er i grunnen nål for det aanne , men i hver sin 

ska'l.a , 

Vnrinnsen for en kontinuerlig rundom vo.rinbel ~ 

defineres og tolkes på en liknende nåte son i det diskrote 

tilfcllo, uen vi bruko:r integraler i stedet for sunnotegn i 

(14), 

(15) cr2 = var(~)
1 

= J f(X)(X-µ )2JX 
X 

Øvelse 16, 

Det aritmetiske gjennorJsnitt X (leses Xbar) av on z-ckko 
tull x1, x2, x3, •••••• ,xn defineres som 

(16) 
f, . 

X= i-1 Xi 

n 
Vis at sunnen 1av avvikene fra gj ennomend, ttet, 

-·n 
E (X.-X) er lik O og ko~rr1enter dette. 
i=l l 

Øvelse 17. 
! 

Vis nt standardavviket for ru1tall øyne ved tcrningsknst 
I 

noden ideGll terning er lik 1,71 (variansen er lik 2,92). 
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Øvelse 18. 

I ot bestemt univers er sannsynlighetene, (f(X) fornt 
en drektig søye sknl få X levende fødte lom følgende (tallene 
er valgt noe urealistiske for å gjøre regningen enkel): 

X fW 
0 0,1 

1 0,3 
2 0,5 
3 011 

a) Beregn forventningen, 
luvcndo fødte lan (X). 

2 . 
µ og variansen, tJ for nntnll 

b) Vi her et r-andcn aarape I på 3 drektige søyer fra det 
nevnte universet. Hva er so.ni."'1.synlighoten for at 2 nv de 
tre søyene får bare dødfødte lnn? 

Øvelse 19. 
Beregn variansen for antall oksekalver i et ran.don 

sampe), på 4 storfefødsler etter fornelen ( 14). Bruk aanme 
forutsetninger son i øvelse 15. 

Øvelse 19 b. 
Lo. hvert gjcmto.k være to tvillingli:c..lver, og ln .gss 

betreJ;:te en r-r.ndon vo.rinbel, ! = arrt e.LL oksekc.lver (X=O, 1,2). 
Vi vil tenlæ oss tre forskjellige universer hvor fordelings 
funksjonen for X er henholdsvis - 
f(X) 1 =-' 

~ 

f(X) =_j_ (2) 
4 X 

og f(X) = 2X - x2• 

.Sett opp te.boller av det slaget som er oppgitt i øvelse 
18 og beregn med utgc.ngspun}rt i disse forventningen og 
standc.rdc.vviket for X i hvort c.v de tre universene. Hvorfor - er standnrdavviket forskjellig i cl.e tre universene? 

Øv~lse 19 c. 
La X være entall dyr som dør pr. deg i en no.turlig - koloni av et dyreslcg på en øy, og arrt a c..t fordelingsfunksjone 

er f(X) = (X=0,1,2,3, •• • ). 

Hva er sc.nnsynligheten for at minst to dyr dør en bestemt do.g? 
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c. Tchebycheffs u Lf.khe t , 

La,! være e:n random variabel (diskret eller kontinuerlig) 

med forventning µ og varians a2 • 

tall-linjen slik som i fig. 4. 

La oss merke av µ på 

Sannsynlighet minPt 1-_a_: _2 
k 

/~ -~---- ----~-- ~ _,/ ---- ~ 
\ 

µ- R µ µ + k 

2 lt 

Fig. 4 

Vi merker også av to punkter på hver sin side av µ i en avstand k 

fra µ • Tallet k må være større enn u. mon kan ~for -øvrig 

velges helt fritt. Tchebycheffs ulikhet er en setning som gjelder 

for en hvilken som helst random variabel uansett hvorledes dens 

fordelingsfunksjon ser ut. Ulikheten kan skrives på følgende måte: 

( 17) P( µ- k µ + k) 2 1 - o 
2 
k 

2 

eller 

( 18) 

Merk 

P(X 6 µ -k eller X ~ µ- + k) -<.. _g_2 

1l 
at vi her utol;~'tt univcrr::betcgn:;lsen U i ("17) og ("18). Dette 

gjøres ofte det ikke er f cro for· f_·1isforr1tå.olscr. 
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Av (18) · ser vi at den brøkdelen av alle gjentakene i universet 

som har verdier av X utenfor intervallet fraµ - k tilµ+ k i høyden 
2 

er lik a 
~ 
k 

Selv om fordelingsfunksjonen for X er ukjent kan vi altså, 

ved hjelp av Tchebycheffs ulikhet, k1mme med nyttige sannsynlighets 

utsagn hvis µ og o er kjent. Hvis også fordelingsfunksjonen eI· 

kjent, kan vi imidlertid lage skarpere (mer innholdsrike) utsagn. 

Øvelse 20. 

I et bestemt univers av voksne menn er legeroshøyden X en random 

variabel med forventning µ = 176 cm og varians a 2 = 64 en?. 

(Konstruert eksempel.) Hva kan sies om sannsynligheten for legems 

høyder mindre enn 160 cm ell~r større enn 192 cm i dette universet? 

Øvelse 20 b. 
Sott k=u,v i 'I'chebycheffs ulikhet (o. e:r en ko:nstcnt). 

Hvorledes knn Tchobychoffs ulikhet skrives d2? Tegn fi~ur og 
f r1.-1··, hvo c_,,-,n-..-,e1...-'T"1l.(J•h t s ,·ter_ .. · .~,t bo t ... r T.J ·11t 1- ;"'•V ~ 0 l\. ,.~r . c.,.. c,,.,.-~V.QJ'.!.- 1cr e 1--,L. ,::,.,,CU1.... V )r. .:..•,V:L . .-co ~ ... r,. mc,. 

stilles til konstnntun a? 
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VIII. Noen bepZre-per som brukes i for.bindelse ~~::.ed et sampel 

Hittil har vi for det meste hatt å gjøre med hele universet" 

Vi skal nå gjennomgå noen få av de Yiktigste begreper som anvendes 

for å karakterisere et sampel. Slike begreper er nyttige for rent 

beskrivende formål, men viktigere er det at de inngår som sentrale 

hjelpemidler i mange praktisk-statistiske metoder. 

A. Gjennomsnitt, _empirisk varians og frekvensf ordeling1 

For å gjøre framstillingen så lettfattelig som mulig skal vi 

knytte den til eksempler. 

En bonde har et år 12 drektige søyer. I sine notater har 

han nummerert aøyerie vilkårlig fra 1 til 12. Resultat et av lam 

mingen ble følgende: 

• Tabell 1 

Søye nr.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Antall levende 
fødte Lam : 2 0 2 1 2 0 l 2 2 2 3 l 

Disse 12 lammingene kan betraktes sont et sampel på 12 gjen 

tak fra et univers av lamminger. Antall levende fødte lam er en 

randomvariabel x og vi har altså 12 observasjoner av x. Vf 

skal bruke eksemplet til å illustrere noen viktige begreper og 

formler som anvendes i forbindelse med sampler. 

Det aritmetiske gjennomsnitt har vi stiftet bekjentskap med 

tidligere. Verdiene av en random variabel i et sampel :på rr gjen 

tak betegnes gjerne med x1, x2, x3, t•o•, xn. Nummereringen kan 

velges helt vilkårlig. Når vi vil referere til en av verdiene 

uten å' spesifisere hvilken av den verdiene vi har i tankene, 

bruker vi symbolet x1• Her kan i oppfattes som en indeks som 

"løper" fra 1 til n. Vi indilterer dette ved å føye til 

(i= 1,2,3, ••• ,n). 

1r dette avnsitt er det p.g,a. skrivefeil brukt .små x-er 
i stedet for store som ellers i heftet, 
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Det aritmetiske gjennomsnitt (eller bare·gj-ennomsnittetJ_x 

av den verdiene defineres i:,å følgende måte: 

(19) 
- xl + x2 + X3 + •• • + xrr 
X= n 

eller n Ex. 
( 20) X:::: i=l 

1 
(i= 1,2,3, ••• ,n) n 

(21) 

I vårt eksempel får vi: 

- _ 2+2+1+2+1+2+2+2+3+1 _ 18 _ l S 
X - - ~ - ' 

• 

(Hvorfor må også søye nr. 2 og 6 telles med ved utregning av-· 

gjennomsnittet?) 

Det aritmetiske gjennomsnittet (i samplet) svarer på en måte 

til forventningen (i universet) og o:ppfattes ofte som et estimat (en 

t-ilnærmingsverdi) av denne ( se s. 38) • 

Den empiriske variansen V (i samplet) svarer på tilsvarende 

måte til den teoretiske variansen a 2 (i universet). Ordene 

empirisk_ og teoretisk sløyfes ofte, men er nyttige åta med når 

det er fare for forvekslinger. 

Den empiriske variansen defineres på følgende måte: 

( 22) 

n .-r (xi - x) 2 
V= 1=1 ---=n-----1- (i= 1,2,3, ••• ,n) 

Hvis vi sløyfer et-tallet i nevneren, b,lir vi stående tilbake med 

gjennomsnittet av (x - x)2 for alle gjentak i sam:plet. Denne 

størrelsen kan sees å svare til den teoretiske variansen (ses. 44 

nederst). Grunnen til den vesle "uoverensstemmelsen" mellomia
2 

og V som introduseres ved at vi trekker fra 1 i nevneren for V 

skal vi komme tilbake til siden. 

( 23) 

Variansen i vårt eksempel blir: 

V_ (2-l,5}2+(0-l,5)2+(2-l,5)2+ ••• +(1-1,5)2 -0 82 - . . .. · · 12-1 .. - ' 
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(Merk at vi her må ta med søye nr. 2 og 6 også i nevneren.) 
2 V kan oppfattes som et estimat av a eller også som et mål 

for hvor mye verdiene av x varierer i samplet. Kvadratroten av ..,,.. 
V betegnes med s og kalles middelavviket. Middelavviket s (i 

samplet) svarer altså til standardavvikeif o ( i universet) • 

Vi kunne spørre orrr det i samplet finnes noe som tilsvarer 

fordelingsfunksjonen, som jo gjelder universet. Svaret: er be 

kreftende. La oss belyse dette ved vårt eksempel. 

Lammeresultatet for de 12 søyene kunne stilles opp på en mer 

oversiktlig måte enn i tabell 1. Dette er gjort i tabell 2. Vi 

ser av tabell 1 at det finnes bare 4 ulike verdier av x i samplet. 

Vi vil gi disse verdiene nummer fra 1 til 4 i rekkefølge etter 

størrelsen og betegne en vilkårlig av dem med· xj ( ji = 1, 2 ,3 ,4). 

Ved denne nummereringen får vi altså at x1 = o, x2 = I, x3 = 2 

• og x4 = 3, Merk at f.eks. x1 nå ikke betyr lammeresultatet for 

søye nr. 1 slik som tidligere. For å markere forandringen bruker 

vi nå fotindeksen j til erstatning for i. I sin alminnelighet 

vil vi la j løpe fra 1 til m (mr:;: 4 i vårt eksempel). Tallet nn 

er all tid mindre enn ( eller i høyden lik) n. 

Vi vil la Zj: stå for antall ganger verdien xj fore kommer f 

samplet. I tabell 2 har en stilt opp de ulike verdier x. av·x 
J - 

som forekommer :fi samplet i1det en samtidig har angitt hvor mange 

ganger hver verdi forekommer, absolutt og relativt·;. 

Tabell 2 

z. 
xj z.x J 

n 
0 2 2/12 
1 3 3/12 
2 6 6/12 
3 1 1/1·2 

L Z.= n= 12 }: z. ::: 1 
-1. j=l J j=l n 
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De to første kolonner i tabell 2 utgjør tilsammen et eksempel 

på' en frekvensfordeling. En frekvensfordeling for en diskret 

random variabel er en tabell over de ulike verdier av den r-andom 

variable som forekommer i et sampel og antall gjentak som har 

hver verdi. Tallene Z. kalles absolutte frekvenser, mens tallene 
J 

Z./n blir kalt relative frekvenser. SU1Tu~en av de absolutte 
J 

frekvensene er alltid lik sampelstørrelsen. 

m 
(24) I" zj = n 

j=l 

Summen av de relative frekvensene er alltid lik 1. 

(25) 

• 
Vi har tidligere vist at fordelingsfunksjonen for en cliskre-t: 

random variabel kan skrives i form av en tabelloppstilling 

(se f.eks. s. 32-33), Kolonne 1 og 3 i tabell 2 er et eksempel 

på en tilsvarende oppstilling for et sampel. Motstykket i samplet 

til fordelingsfunksjonen som jo gjelder universet er altså en 

oppstilling av alle x. med tilhørende relative frekvenser Z./n. 
J J 

Hvis vi vil undersøke ved hjelp av et sampel om en diskre~ 

randoxm.variabel ~ følger en gitt: fordelingsfunksjon f(x), må' vi 

altså.sammenlikne f(x) med Zj/n: for alle x som:: kan forekomme i 

universet. Nå hender det rett som det er at~ det finnes verdier 

av den random variable i universet som ikke foreko:rnmer i et gitt 

sampel. I vårt eksempel kunne det f.eks. tenkes at de~ fore 

kommer søyer med firlinger i umver-set, selv om det største antall 

lam i vårt sampel er 3. Vi setter da selvsagt frekvensen for 4 

lam lilt O i vårt sampel. Derimot blir f(4) forskjellig fra o. 
Når vi summerer over alle verdier den random variable kan ha blir 

såvel summen av f(x) som summen av ?/n lik 1. Så langt er altså 
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de to rekker sammenliknbare. La oss til slutt tilføye at en 

sammenlikning av de relative frekvenser i samplet med de til 

svarende sannsynligheter som antas å gjelde for universet selv 

sagt har liten interesse hvis samplet ikke er et random sampel. 

Gjennomsnittet og variansen kan naturligvis beregnes med 

utgangspunkt i en frekvensfordeling. I vårt eksempel kan vi 

altså bruke tallene i tabell 2 til å beregne de nevnte størrelser. 

F·ormlene er følgende: 

(26) X := 

n 
= 

m Z 
E _j_ x. 

. n J 
J=l 

m 
= E 
j=l 

Riktiglieten av formlene skulle være innlys0nde {og kan demonstreres 

(27) 

m 
V - _L Zj(x.-x)2 

- J=l J 

z 
j 

n-I 

ved vårt eksempel). 

Vi ser at det aritmetiske gjennomsnittet av Xi (i= 1,2,3, .• ,n) 

kan betraktes som et veid gjennomsnitt av xj ( j-J = 1, 2, 3, .•• ,m) med 

de relative frekvensene Zj/n som vekter. Hvis vi ser bort fra 

et-tallet i nevneren for variansen kan variansen på tilsvarende 

måte betraktes som et veid gjennomsnitt av (xj - x)2 med de samme 

vekter. Siden vektene Zj/n i samplet svarer til verdiene f(x) 

av fordelingsfunksjonen, ser vi også her at det aritmetiske 

gjennomsnittet svarer til forventningen (se formel 10, s. 41) og 

at den empiriske variansen svarer til den teoretiske variansen 
- . 

(se formel 14, s. 44). 

Den random variable vi har brukt som eksempel i hele dett-e 

avsni ttet er en diskret random variabel. Når vi har å gjøre med: 

en kontinuerlig random variabel kommer det visse forandringer inn 

i bildet. Definisjonene (20) og (22) av gjennomsnittet og den 
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empiriske variansen blir de samme som før. Det er imidlertid 

lite hensiktsmessig å stille op:p observasjonene av en kontinuerlig 

random variabel x i en frekvensfordeling hvor alle ulike verdier 

av x i samplet er tatt med. Som regel finnes det neml.Lg relativt få 

like vGrdicr nv en lcontinuerlig rand.om variabel i et snmpei. J)erimo-t 

finnes det ofte mange ulike verdier spredt med ujamn avstand 

utover tall-linjen. 

If.@.r vi skal ordne observasjonene av en kontinuerlig random 

variabel i en frekvensfordeling, deler vi opp variasjonsområdet 

for den random variable i intervaller. Gjentak som har verdier 

i et gitt intervall sies å tilhøre den tilsvarende klasse. En 

frekvensfordeling for observasjoner av en kontinuerlig random 

variabel er altså en tabell over de forskjellige intervaller eller 

klasser (gjerne også klassenes midtverdier) og antall gjentak s onr 

tilhører hver klasse. 

Vi skal se på et eksempel. I tabell 3 har vi 

gjengitt vekten av hver gris i et random sampel på 60 ?-ukers 

grisunger. 

Tabell 3 

17, 1. ?? I~ 17,7 J 8 ,o 1 g 't1 .15, 7 21,1 12,8 12,8 J 2 ,6 
22,2 25,6 20,8 19,9 19,6 22,2 16,2 15 ,o 16,0 16,5 

26,6 25,9 19,3 16,2 16,7 16,5 12,5 12,7 15 ,o 16,5 

23,3 23,2 19,3 15 ,4 16,9 15,1 13,5 15,4 17,6 15,6 

19,4 20, 5 17,4 20,6 15,7 13,9 13,9 13,0 16,6 14,0 

19,6 19,0 17,6 19,4 18,7 15,9 17,6 16,9 14,4 16,1 

I tabell 4 har vi ordnet disse observasjonene i en frekvens- 

fordeling. 
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Tabell i 

Kl.asser xj zj IQ.asser X. z. 
J _J_ 

12,0-12,9 12,45 5 20,0-20,9 20 ,45 3 
13,0-13,9 13,45 4 21,0-21,9 21,45 1 
14,0-14,9 14,45 2 22,0-22,9 22,45 3 
15,0-15,9 15,45 9 23,0-23,9 23,45 2 

16,0-16,9 16,45 11 24,0-24,9 24,45 0 
17,0-17,9 17,45 6 25,0-25,9 25,45 2 
18,0-18,9 18,45 2 26,0-26,9 26,45 1 
19,0-19,9 19,45 9 n=60 

Den midterste verdi i intervall nr. j har vi betegnet x. 
J 

og antall gjentak i klasse nr. j har vi kalt Zj. ~1.fed- slilte 

betegnelser er formlene (26) og (27) for gjennomsnittet og 

variansen tilnærmet riktige også for observasjoner av en kontinuer 

lig random variabel. De er eksakt riktige hvis midtverdien i hvert: 

intervall også er lik gjennomsnittet av de observasjonene som 

faller i vedkommende intervall. Denne betingelsen er imidlertid 

neppe noen gang oppfylt i praksis. Når vi skal regne ut gjennom 

snittet og den empiriske variansen for observasjonene av en 

kontinuerlig random variabel bør vi derfor ta utgangspunkt i de 

opprirutelige observasjonene (tabell 3 i vårt eksempel) og ikke i 

frekvensfordelingen (tabell 4) hvis vi vil ha nøyaktige resultater. 

En klasseinndeling bør alltid foretas på en slik måte at 

hver observasjon kan henf'ores til en og bare en klasse. For øvrig 

er det mye av et praktisk spørsmål hvorledes en vil Lnnr-e+te seg. 

Klassevidden er gjerne den samme for alle klasser bortsett R:anskje 

fra den ene eller begge ytterklassene. Da hver klasse ved be 

regninger, grafiske framstillinger o.lu gjerne blir representert 

ved sin midtverdi, er det en fordel at midtverdien har få desi 

maler, men at den likevel virkelig er i midten av intervallet. 

(Hvis err skal være helt nøyaktig vil spørsmålet: om hva som! blir 
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å" oppfatte som de eksakte ltlassegrensone og den egentlige midt 

verdien bl.a. a:vnengc av hvor mange desimalers nøyaktighet 

observasjonene er notert med.) 

Hvis vi har et random sampel av observasjoner av en konti 

nuerlig random variabel x og vi vil undersøke om fordelings 

funksjonen for x er en gitt funksjon f(x), m~ vi som i' det dis 

krete tilfelle sammenlikne Z.~/n med sannsynligheter i universet. 
J 

Disse sannsynlighetene regnes imidlertid nå ut på en annen måte 

enn før. Hvis vi ikke har anledning til å integrere funksjonen 

kan sannsym..igheten som svarer til klasse j regnes ut til'nærmet; 

som.produktet av f(xj) og klassevidden v. Framgangsmåten er 

illustrert- i fig. 6. 

\ ~--._ 
X 

Fig. 6. 
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B. Praktiske regneformler til beregning av gjennomsnittet 

og den empiriske variansen. 

Når vi skal regne ut gjennomsnittet er det av og til hensikts 

messig å gjøre dette på følgende måte~ Først trekker vi et 

passende konstant tall c fra alle observasjonene. Hvis f.eks. 

alle tall har første siffer felles, kan vi altså ganske enkelt 

sløyfe dette sifferet. Deretter regner vi ut gjennomsnittet av 

det som blir stående igjen etter fratrelmingen. Til det gjennom 

snittet vi da får adderer vi tallet c. Svaret er da det søkte 

gjennomsnittet. Skal vi regne ut gjennomsnittshøyden for en rekke 

personer kru1 vi f.eks. la c være lik 1 meter. Riktigheten av 

framgangsmåten skulle være innlysende. 

Den empiriske variansen for en r-ekke observasjoner blir 

uforandret om vi trekker et konstant tall c fra alle observa 

sjonene. Variansen er nemlig et spredningsmål, og spredningen 

blir den særi111e om observasjonsmassen som helhet blir forskjøvet 

f.eks. til venstre (hvis c er positiv) på tall-linjen. Ved å 

velge en passende c kan vi av og til lette regnearbeidet 

betraktelig. 

Definisjonsformlene ( 22) og ( 27) for den empiriske varian 

sen er som regel tungvindte å arbeide med. Regningen går i de 

aller fleste tilfelle raskere og mor feilfritt om vi oraskriver 

formlene på følgende måte~ 

n ,. - 2 
i~l (}i.i - X) 

n-1 
( 28) V = 82 = = 

( 29) V =o2 ,._;, 

m 
E = j=l Zj(Xj _ i)2 

n-1 

n-1 

m 
I: j-1 z. X. 2 = - J J - 

n--1 
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Den første omskrivingen kan bevises på følgende måte: 

( 30) I: (X-!) 2 = E (X2- 2XX+Y. 2) = E x2-2X E X+n.X2 

= E x2-2xn5E + :n:12 = E x2-J.'1.5c2 = E x2 - ( E- x) 
2 

n 

C. Gjennomsnittet og den empiriske variansen oppfattet som 

random variable, 

La oss tenke oss et univers U som består av alle voksne 

menn. Hver mann er altså et gj cntak og vi vil fore stille oss" at 

universet er ubegrenset. Vi er interessert i en randorn. variabel, 

nemlig legemshøyden, ~-Fordelingsfunksjonenfor~ er f(X) med 

forventning E(X)= µ X og varians var(X) = a 2• Fordelings- ~ .: -- X 
funksjonen, forventningen og variansen kan være kjente eller 

ukjente. 

Vi tar et random sampel på n gjentak (menn) fra d0tte 

universet og observerer verdien av den random variable (høyden) 

for hvert gjentak. I slike tilfelle sier vi ofte kort at vi har 

et random sampel på n observasjoner av X. 

La oss nummerere den menn i en vilkårlig rekkefølge fra 1 

til n. De tilhørende legemshøydene vil vi betegne med x11_, x21 
.•. ' xnl eller også x11,( i=l, 2 ••• , n). Disse X-ene or da 

n verdier nv den random variable~· Gjennomsnittshøyden for de 

n menn vil vi bctogno med x1• Vi har da 
n 
E X·1 

-'\'1 - i=l ~i 
.,;\.l - ------ 

n 
(31) 
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Vi vil nå tenke oss at vi tar et nytt random s&~pel på n menn 

fra det samme universet. Også denne gangen nunm1orcrer vi 

gjentakene vilkårlig fra 1 til n. Logemshøydene til dissen 

nu.m...111ererte menn betegner vi moa. henholdsvis x12, x22, x32, ••• , 

xn
2

• Dette kan også sltrives som xi2 (i=l,2,3, ••• ,n)~ Dissen 

X-ene er n nye verdier av den ra...~dom variable X. Vi får et nytt 

gjennomsnitt som vi betegner med x2• 

n 
i~l Xi2 

( 32) 
n 

Vi kurm.e i'ort,e0ttc~ på .samme måte og ta nye r-andom aanp'Lcn 

på n gjentok og beregne nye gje11.c~om.snitter x3, x4, x5, osv. 

Hvert gjennomsnitt er tronkt beregnet på grunnlag av et sett av 

n verdier av den random variablo X. Dissen verdiene vil vanlig 

vis variere fro. aampc L til aampo'l., Derfor vil også gj cnnom- 

sni ttet variere fra sampel til eampe L, Vi skal nå innføre on 

meget viktig og nyttig botraktningsi:1åtc. Hvert gjonnomsni tt, 
--- ... ...• 
X1, X2, x3, osv. kan betraktes som on verdi av on rrtndom 

"\7'ariabel som vi betegner med !• Mens vi tidllgoro cpcr-cr-t e med 

ot univers U hvor hvert gjentak var on mann, har vi nå å gjøre 

med ot nytt univers hvor hvert gjemtak er en samling av n 

menn. Det nye universet som er avledet av d0t gamle universet U 

er altså o t unfvor s av sampler. Hvert sampel er et gjentak. 
- 

Tidligere har vi betraktet gjennomsnittet X som en størrelse 

som karakteriserer et enkelt campe l , Nå har vi vist at vi også 

kan so på gjennoosni ttct som en r-andom variabel X. Dot gjcnnom 

sni ttet vi finner for et enkelt sampel blir å betrakte son en 

verdi av do1~~e random variable. 
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Det er ofte nyttig å vite noe om fordelingsfunksjonen for!• 

Vi skal ikke gå i detalj her, men bare presentere to uhyre viktige 

resultater. 

La den ra.ndom variable ~' s01:1 nevnt, ha forventning µ X og 

varians el- X • Det kan da vises at forventningen E(!)= Wic ;g 
variansen ;ar(~)= a i2, for ~ er gitt ved følgende forml~r: 

(33) µx = ~{ - - 

( 34) 
2 

a x ellor o-, = 
.,;). 

11 

Disse to formlene er helt generelle. De gjelder uansett 

hvilken fordelingsfunltsjon ! har, og de gjelder for alle 

endelige sampclstørrelser (verdier av n). I ord kru.1 (33) og 

(34) kort uttrykkes slik~ 

Forventningen for gjen.v:i.ornsni ttot er lik forventningen for den 
opprim1.0lige randorc1 variable •. Variansen .for gjem10~snit-tet er 

lik varinnsen for den opp:r:inneligc random variable" dividert med n. 

Øvelse 21. 

Forklar på on praktisk måte hvorfor formelen (33) synes 
å være riktig. Forklar også hvorfor enn i nevneren i formelen 
( 34) ikke synes å være urir.1elig. 

På samme måte som vi nå har vist at X er en verdi av en 

random variabel X kunne vi også vise at s2 for et gitt sampel er 

on verdi av en z-andom var-Labe l, ~2• Det skulle være unødvendig å 

gjenta hele resonnementet. Også fordelingsfunk:s janen for §.2 er 

av atskillig interesse. Her vil vi imidlertid nøye oss ned å 

legge fram følgende resultat: Uansett hvilken fordelingsfunksjon 
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f har og uansett hvilken verdi n har så kan det vises at for 

ventningen for s2 er gitt ved følgende fornel: 

(35) 

I ord kan dette uttrykkes slik: Forventningen for den empiriske 

variansen er lik den teoretiske variansen.Hvis vi hadde brukt 

ni stedet ~r n-1 i nevneren da vi definerte den empiriske 

variansen ville vi ikke ha fått resultatet (35). Her har vi 

altså begrumielsen for den ti1synelatende noe merkelige nevneren. 

O~J2~ave: 
Nedenfor er gjengitt antall celler av et bestemt slag i en 

liten prøve av en spesiell vevsveske. Det er i alt 100 prøver. 

4 4 3 4 0 1 3 3 3 3 
4 0 1 2 1 2 5 2 4 4 
4 4 1 0 0 4 4 3 6 1 
6 7 4 2 :;, 4 3 3 2 5 
3 2 (t 2 2 2 1 4 1 2 
5 4 5 3 1 4 2 1 2 2 
2: 3 1 4 2 4 2 1 4 4 
4 1 2 5 4 3 3 3 4 2 
3 1 1 3 1 3 2 3 2 2 
3 3 4 2 0 1 5 3 2 2 
~ .•... --,. ·- ·-· --~-- •• ·-••_..+. ••··M- 

a) Regn ut gjennomsnittet og middelavviket for antall celler pr. 
prove. · 

b) Set_ t_ opp :n frekv~nsfordeli~1g f Ar a1;tall celler pr. prøve. 
c) Regn ut gJennomsm" ttet og m1ddelavviket på grunnlag av 

frekvensfordelingen. 
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IX. N oen4J2e§3:~1L ~orde lingsfun~ner ·· 

A. Generell orientering 

Matematisk sett er en fordelingsfunksjon en vanlig f'unks j on 

eller formel. De størrelsene som kan inngå i en s Lik formel kan 

deles i tre gz-uppe r , For det første kan det inngå visse konsts)r:,er 

som f.eks. tallet 2, tallet n (= 3,14) eller tallet e (= 2,72). 

Disse konstantene er selvsagt alltid de samme i en og samme for 

delingsfunksjon. 

For det andre kan det inngå en eller flere para.metre (s~ 33). E: 

parameter i en bestemt fordelingsfunksjon er ofte pålagt visse 

begrensninger som f.eks. at den bare kan anta verdier som ligger 

mellom O og 1 eller at den bare kan anta verdier som er hele po a im.ve 

tall. For øvrig kan verdien av en parameter velgee fritt slik at 

den paeser til det konkrete fenomen fordelingsfunksjonen skal 

beskrive i et gitt tilfelle. En parameter i en fQrdelingsfunksjo.n \ 

kan på mange måter sammenliknes med giret i en bil (fullfør 

analogien selv). Det er parametrene i en fordelingsfunksjon s01n 

gjør at en ~g samme fordelingsfunksjon (f.eks. den normale fordel 

ingsfunksjon) ofte kan brukes til tilnærmet å beskrive vidt for 

skjellige fenomener som f.eks. melkeytelsen hos kuer, "intellige.nsen" 

hos mennesker, feilen ved astronomiske målinger, osv. 

Når vi har for oss en ganske bestemt fordelingsfunksjon og 

størrelsen av fordelingofunksjonens parametre er fastlagt, er det 

bare en størrelee som kan variere, nemlig verdien X av den random 

variable. Vi er da i den situasjon at vi, om vi vil, kan sette inn 

tall fQr X og finne verdien av f(X) som altså i:;r en sannsynlig.het 

(i det diskrete tilfelle) eller bare en ordinat i diagrammet (i det 
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kontinuerlige tilfelle). Når en får å gjøre med en bestemt for- 

delingsfunksjon bør en alltid merke seg hvilke verdier den random 

variable kan ha. Videre bør en aldri glemme at summen eller inte 

gralet av fordelingsfunksj,onen over alle disse verdiene må være 

lik 1. 

Statistisk sett kan en fordelingsfunksjon oppfattes som en 

modell (eller en del av en modell) som beskriver et fenomen vi er 

interessert i. Det finnes et utvalg av slike fordelingsfunksjoner 

som har vist seg å kunne beskrive, med god tilnærmelse, en hel 

rekke vidt forskjellige fenomener. Forsåvidt kan vi plukke ut en 

fordelingsfunksjon som passer til vårt problem på samme måte som 

vi i konfeksjonsmagasinet plukker ut en dress som passer til vår 

figur. Dressen har, grovt e e t t , to "parametre'', nemlig arm 

lengden og benlengden. Selv om vi tilpasser disse "parametre", 

er det imidlertid ikke sikkert at resultatet blir tilfredsstill 

ende. Slik er det også i statistikken. En "skreddersydd" for 

delingsfunksjon er oftest å foretrekke, men det er langt vanske-: 

ligere å "skreddersy" en fordelingsfunke1jon enn det er å få 

skreddersydd en dress. 

Formålet med åta i bruk en fordelingsfunksjon kan være rent 

beskrivende. Det kunne nevnes utallige eksempler på dette. 

Størr~lsen av et bestemt ~rgan hos et dyr av et bestemt slag 

varierer fra individ til individ. Denne variasjonen kunne vi 

tenke oss å beskrive for hele universet under ett ved hjelp av en 

fordelingsfunksjon. 

Det rent beskrivende er imidlertid ikke hovedsaken. 

Viktigere er det at fordelingsfunksjoner inngår på ft>rskjellige 

måter i alle de metoder vi bruker i den praktiske anvendelsen av 

statistikken. 

Vi har allerede nevnt at en bestemt fordelingsfunksjon som 
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f.eks. den normale fordelingsfunksjon egentlig ikke bare er en 

enkelt fordelingsfunksjon, men utgjør en hel 11familie11 av for 

delingsfunksjoner. Hvert "med Lem" av II familienn framkommer ved 

at parametrene gis et bestemt sett av verdier. Vi snakker således 

om en 2-parameter familie av normale fordelingsfunksjoner. 

La oss nevne at de fleste familiene vi opererer med også er 

"i slekt" med hverandre. Ved at visse parametre i en fordelings 

funksjon gjøres tilstrekkelig små, tilstrekkelig stQre, e.l. vil 

denne fordelingsfunksjonen ofte bli identisk med en annen kjent 

fordelingsfunksjon. 

Med utgangspunkt i en random variabel som har en bestemt 

kjent fordelingsfunksjon kan vi også forme en ny random variabel 

etter en bestemt regel 0g vite at denne nye random variable da 

har en annen kjent fordelingsfunksjon. Denslags manipulasjoner 

er svært viktige ved den praktiske anvendelsen av statistiske 

metoder. 

Vi har her bare anledning til å nevne litt om noen av de 

viktigste fordelingsfunksjonene. 

B. Fordelingsfunksjoner for diskrete random variable 

En slik fordelingsfunksjon kan f'r-amstd Ll ee grafisk ved et 

stolpediagram. Se f.eks. fig. 2, s. 31. 

Den binomiale fordelingsfunksjon~ 

Denne har vi stiftet bekjentskap med tidligere (s. 33). 

Den kan skrives på følgende måte: 

1 • 

for X = 0, 1 , 2, .•• , k 
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Parameteren p må være et tall mellom O og 1. Hvis p = ½ er 

stolpediagrammet symmetrisk (hvorfor?). Hvis p + 0~ 5 er funk 

sjonen skjev den ene eller andre veien (forklar hvordan). 

Parameteren k kan i mange anvendelser oppfattes som størrelsen av 

et sampel, men den behøver ikke være det. k må alltid være et 

helt positivt tall. 

Forventningen for en diskret ra.ndom variabel kan alltid 

finnes etter formelen (10), s. 41. Setter vi inn (36) for f(X) 

i (10), er det mulig å vise at forventningenµ for en binAmialt 

fordelt random variabel X blir: 

k (k) X k-X 
(37) µ = E(X) =E f (X) • X = E X p Q X= kp 

- X X=O 

Riktigheten av det siste likhetstegnet er slett ikke innlysende 

matematisk og må bare aksepteres i dette kurset. 

Når vi vil regne ut f9rventningen for en binomialt fordelt 

random variabel kan vi altså bruke den enkle formelenµ = kp 

som gjelder for denne spesielle fordelingsfunksjonen i stedet 

for å gå den tunge omveien om den generelle f~rmelen (10). 

Øvelse 22. 

Løs oppgaven i øvelse 15 ved hjelp av formelen µ = kp, 
Svaret skal bli det samme som før. Forklar ved hjelp av et 
praktisk resonnement hvorfor formelenµ= kp må være riktig. 

Variansen for en diskret random variabel kan generelt finnes 

med utgangspunkt i formelen (14), s. 44. Setter vi inn (36) for 

f(X) i (14) kan det vises at resultatet blir følgende: 
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(38) 
2 2 

<J = var(X) = ~ f (X) (X- µ.) 
- X 

k k X k-X 2 
= E ( X t p q ( X-µ ) =kpq. 
X=O 

Det siste likhetstegnet er heller ikke her innlysende, matematisk 

sett. 
Formelen 0

2= kpq brukes alltid når vi skal regne ut 

variansen for en binomialt fordelt random variabel. Det er 

unødvendig å bruke den generelle definisjonsformelen (14). 

Øvelse 23. 

Løs oppgaven i øvelse 19 etter formelen cr 2 = kpq. 

k 
Verdiene av koeffisienten ( X ) for en gitt k og for de 

forskjellige verdier av X fra X= 0 til X= k kan beregnes på 

vanlig måte, men kan ofte finnes raskere ved hjelp av Pascals 

trekant. 

1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

osv. 

Trekanten formes ved at hvert tall gjøres lik summen av de to 

som det står midt under. Dessuten fyller vi ut med tallet 1 

ytterst. 



67 

For en gitt k bruker vi bare en linje i trekanten, nemlig 

den linjen som hark ved ·siden av 1-tallet. I vårt tidligere 

eksempel var k lik 4. Vi bruker da linjen 1 4 6 4 1. Disse 

5 tallene er da lik (j:) for henholdsvis X=O, X=1, X=2, X=3 og 

X=4 (kontroller!). 

Et annet eksempel på en fordelingsfunksjon for en diskret 

r'andcm variabel ! er Poissons f-Orde~_ingsfunksjon. Den kan skrives 

på følgende måte: 

(39) 
-m X 

f(X) = e m 
X! 

for X = 0, 1 , 2, ••• 

Verdiene s~m den random variable kan ha er alle naturlige tall 

O, 1, 2, 3 osv. e står for grunntallet i det naturlige 

logaritmesystemet (e = 2,72). Fordelingsfunksjonen har en 
parameter, m. Hvis vi setter inn (39) for f(X) i de generelle 

formlene (10) og (14), finner vi for denne spesielle fordelings- 
2 

funksjonen at µ = E(!) = m og o = var (!) = m. For denne 

fprdelingsfunksjonen er altså forventningen og den teoretiske 

variansen alltid like store og lik m. 

2 
(40) µ = E(X) = a = var (.!) = m 

Poissons fordelingsfunksjon er 11i slekt ~11 med den binomiale 

fordelingsfunksjon. La oss tenke oss at vi fra den binomiale 

familien av fordelingsfunksjoner tar for oss en rekke av medlemmer 

som er slik at hvert nytt medlem i rekken har mindre p men større 

k enn det .f.oregående, medlem. Samtidig skal kp være samme tall, 
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nemlig m, for alle medlemmer. Hvis vi på denne måten gjør p 

liten nok og k stor nok kan det vises matematisk at den binomiale 

fordelingsfunksjonen vi ender opp med er lik Poissons fordelings 

funksjon (39). I matematisk mer presise ordelag kan vi si at 

Poissons fordelingsfunksjon framkommer av den binomiale ved en 

grenseovergang hvor vi lar p-+ 0 og k-+ eo 

( eller kp-» m) • 

samtidig som kp=m 

Mange biologiske fenomener kan antas i følge tilnærmet 

Poissons fordelingsfunksjon, Til en viss grad kan vi resonnere 

oss ·-cil dette ut fra vårt kjennskap til hvorledes fordelings 

funksjqnen framkommer. Antall tilfelle pr. år i Norge av en 

relativt sjelden ikke smittsom sykdom hos et bestemt husdyrslag 

kan tenkes å følge Poissons fordelingsfunksjon. Resonnementet 

er følgende: Alle dyr i Norge av vedkommende slag i et enkelt 

år kan oppfattes som et s t or t (k-+ oo ) random sampel av dyr fra 

universet av alle dyr av vedkommende slag. Sykdommen er relativt 

sjelden (p ~ 0) og ikke smittsom (uavhengighet, ses. 22). 

I det lange løp vil gjennomsnittlig i; •. p dyr pr. år få sykdommen. 

Slike resonnementer er gjerne noe omtrentlige flg må ikke 

tillegges for stor vekt. Fordelingsfunksjonen har for øvrig 

også mange anvendelser hvor et tilsvarende resonnement ikke kan 

gjennomføres, og hvor den binomiale fordelingsfunksjonen ikke 

kommer inn i bildet. Antall celler av et bestemt slag i en liten 

prøve av en viss størrelse av en bestemt vevsvæske er en annen type 

fenomener som ofte kan antas å følge Poissons fordelingsfunksjon. 

Oppgave: Undersøk om Poissons fordelingsfunksjon synes å passe som 
modell for observasjonene i oppgaven på s. 61. 
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kurver. Se f.eks. fig. 3, s. 35. 

1. ])en no r-na Le ford.e] inp.r:fur_1.ks .·jon 
••zW ..._ .•••. ~_.l!!l:IB:~ .. Pi T.I .li .11111'1 .••• _., ra·. ·- - •••• ,rit l . •1 _.,...,. 

Den normale eller Gau.~rn-Lapla.cesk.\:~ f'ordclingsfunks Jon cm er 

en uhyre viktig fordelingsfunksjon. Den kan skrives p~ følgende 

måte: 

( 4-1) for -m < X < ee 
e 

FordeltngsfunksJ?nen har to parametre eorn vi, har betcr;ru~t 

med v (gresk n, leses ny) og 't (greslc t, leses tall). 

Forventninge11 og den teoretiske variansen for en rand~m 

variabel som følger den normale fordelingsfunksjonen kan i prin 

sippet f i.nnc o på va.r~U.g måte ved å ae t te inn (41) i (13) ()e ( 15), 

Utlodningu1 er ikke Gå heilt enkel, så vi sotter ber bare opp 

resultatene. 

(42) = r f (.X) XdX = 
J' 

-OG 
r -- e ' 
-~ . OT'\½ 1t .. , •.•.. XdX := V 

(43) 
2 

o == va:r(f) - J f(X) (X- v ) 2u 
-co 

1 e 
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Resultatene er meget enkle. Vi ser at forventningen 11w er 
I 

lik :parameteren Y mens standardavviket c-- er lik parameteren i:. 

Vi kan derfor like gjerne bruke symbolene;~ og v i stedet for V 

og 1: og skrive fordelingsfunksjonen på følgende måte: 

(44) f(X) = 1 e for - :>~i ( X-(oo 

Dette er den vanlige skrivemåten, eg vi vil bruke denne heretter. 

Når en random variabel X er normalt fordelt er altså forventningen 

JJv = E(X) en parameter i selve fordelingsfunksjonen. Videre er 

da også standardavviket er en parameter i fordelingsfunksjonen. 

Når vi vil angi kort at en random variabel I har fordelings 
funksjonen ( 44) gjør vi ofte dette ved å skri ve !: N( /(, o1. 

Parameteren /Å. kan ha en hvilken som helst verdi i inter 
/ 

vallet - C:D < JÆ <".. c-y,;;:.· • Parameteren u__,, kan ha en hvilken som helst 
• I 

verdi i intervallet o < u < oc • 

Kurven som framstiller denne fordelingsfunksjonen har en 
topp, nemlig der hvor X= it, og den er symmetrisk om dette 

I 

punktet. Kurven synker stadig når vi beveger oss bort fra /A.... 
Den nærmer seg asymptotisk til X-aksen når X -;; - c.,c,: eller X ·~ co , 

Verdien av }A bestemmer plasseringen av toppen {og dermed av 

hele kurven) på tall-linjen. Verdien av parameteren v bestemmer 
formen på kurven. Når G-' er liten blir arealet under kurven 

konsentrert omkring )L (kurven blir bøy og relativt spiss). 

Når (;__, er stor blir arealet under kurven spredt mer utover tall 

linjen (kurven blir lavere og flatere). u kan finnes igjen på 

kurven som avstanden fra/.(. til vendepunktet for kurven på den 

ene eller andre siden av J.l • Kurver med samme u har nøyaktig 
I 
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samme form selv om /A. er forskjellig. De er bare flyttet langs 

X-aksen i forhold til hverandre. 

Svært mange av de statistiske metodene vi, __ skal gjennomgå 

bygger strengt tatt på den forutsetningen at den random variable 

vi har å gjøre med er normalt fordelt. Dette kan synes å være 

en meget dristig forutsetning, men det er to forhold som gjør at 

forutsetningen tross alt ikke er så hasardiøs. For det første 

kan det vises på teoretisk grunnlag at den normale fordelings 

funksjon er en forholdsvis generell modell. For det andre bar 

empiriske undersøkelser vist at de metodene det her er snakk om 

ofte leder til tilnærmet riktig konklusjon selv om fordelings 

funksjonen avviker _na.lL_qå_ stexkt fra den normale. Vi sier om 

slike metoder at de er robuste overfor avvik fra f.oruts-etningen. cm. 

no·rmal fordeling.o 

Det finnes mange tabeller av forskjellig slag over den 

normale fordelingsfunksjonen, men vi skal ikke gå så mye inn på 

dette her. Vi skal bare nevne noen tall i forbindelse med en 

ganske spesiell normal fordelingsfunksj.on, nemlig den funksjonen 

som har forventning O ~g standardavvik 1. Denne funksjonen 
_ ... , .. ,-..,..,_ .. ~~.=.......-"-~----,,___ __ ---~ __ ..,,,.._ .•.. --.._.. .. --"- ---------· .,--....__ __ ······~ -- ~ .--···--~ 

kalles den standardiserte (eller normaliserte) normale fordelings- 

funksjonen. Den er gjengitt i fig. 7. Denne fordelingsfunksjonen 
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får en bruk for i visse praktiske anvendelser av statistikken. 

:Problemstillingen, som vi skal begrunne nærmere senere, er da 

følgende: Vi ønsker å finne et talla som er slik at sannsyn 

ligheten for at den random variable X skal ha en verdi eom 

faller i intervallet fra -a tila skal være lik et oppgitt 

tall Q. Mer sammentrengt kan vi skrive den betingelsen som a skal 

oppfylle på følgende måte: 

(45) P(-a < X ~ a) = Q 

Q er gjenstand for valg. Som regel velges Q enten lik 

0,95 eller lik 0,99. Q er en sannsynlighet og derfor et areal 

i diagrammet for f~rdelingsfunksjonen. Ofte opererer en også 

med en størrelse P som er lik 1-Q. I stedet for å velge Q kan 

en like gjerne velge F, og denne velges da gjerne lik 0,05 eller 

0,01. 

Hele problemstillingen er illustrert i fig. 7 hvor en har 

valgt Q = 0,95 og dermed P = 0,05. Det skraverte arealet i 

hver 11hale11 av førdelingen er lik P = 0,025 mens det uskraverte 
2 

området i midten er lik Q = 0,95. Hele arealet under kurven, 

men over X-aksen er selvsagt lik 1. I dette tilfellet kan det 

vises at a = 1,96. Dette tallet er funnet en gang for alle 

og gjengitt i tabeller. Hvis vi hadde valgt Q lik 0,99 ville 

a selvsagt blitt større, nemlig 2,576. 

i<xj 

71 
R~o vls- /. 1

1 

i ' \ 
zdv;1 ; 

/-f = 0101.5" 

/{,{ ;::. {) ctr:./Y:, 

Fig. 7. 
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2. Students t-fordeling. 

Vi viste i avsnitt VIII;C at gjennomsnittet og den empir 

iske variansen også kan oppfattes som random variable. Det 

samme gjelder middelavviket som er kvadratroten av variansen og 

altså en funksjon av denne. En størrelse som. er en funksjon av 

en random variabel er i alminnelighet selv -.~n random variabel. 

Det samme gjelder hvis den er en funksjon av flere random variable. 

Vi vil nå betrakte en random variabel X som er normalt for 

delt med forventning /L og standardavvik (T'. Vi tenker oss at 

vi skaffer oss et random sampel på n observasjoner av X. På 

grunnlag av dette samplet kan vi regne ut X og s. La oss definere 

en størrelse t som er en funksjon av X og s. 

(46) t ::: 

Hvis vi på grunnlag av vårt sampel regner ut X og s, kan vi, hvis 

p ... er kjent, også regne ut t. 

Hvis vi tenker o as en uendelighet av random sampler, hvert 

på n gjentak, kan vi som vist i avsnitt VII~C gå over til å 

betrakte gjennomsnittet og middelavviket som random variable. 

Til hvert sampel svarer det en verdi av ta Det er de-rfor klart 

at vi også kan betrakte.denne størrelsen som en random variab.el. 

Denne random variable vil vi betegne med t. Den er en funksjon 

av de random variable X og s. - - 
t = (47) - 
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Under våre forutsetninger kan det vises att har en ganske 

spesiell fordelingsfunksjon som kalles t-fordelingen eller 

Students t-fordeling. (Navnet kommer av at Wo s. Gasset, som 

først utledet fordelingen skrev under pseudonymet "Student".) 

Fordelingsfunksjonen f(t) har en komplisert matematisk form, så 

det er liten grunn til å gjengi formelen her. I formelen inngår 

det en parameter f som kalles antall frihetsgrader~ f må være 

et helt positivt tall. I de sammenhenger hvor vi skal bruke 

fordelingen er antall frihetsgrader fastlagt av problemets natur, 

og vi finnerfetter ganske spesielle regler eller formler. Når 

f.eks. den random varia ble t fremkommer aom Yist i · ( 47 )", finner 

. f (Ll.") vi av ,o, 

(48) f • n - 1 

Kurven som framstiller t-fordelingen er noe flatere enn 

kurven for den standardiserte normsle fordelingsfunksjon (s. 71), 

men lilrner for øvrig denne. Den er således symmetrisk om ]Xt) 

som er lik O (når f) 1). Variasjonsområdet for t går fra - oo 
til oo. 

Hvis vi tenker oss en rekke t-fordelinger med voksende 

verdier av f vil fordelingene nærme seg den standardiserte normale 

fordelingsfunksjon. t-fordelingen faller helt sammen med denne 

når f ~ oo , 

I våre praktiske anvendelser av t-fordelingen er vi på 

samme måte som beskrevet på s. 71 interessert i å finne en a som 

svarer til en valgt Peller Q og som tilfredsstiller s.annsynlighet~- 

utsagnet P(-a~!5a) = (~. Siden t-fordelingen er 

flatere enn normalfordelingen vil disse a-verdiene være større 
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enn for normalfordelingen så lenge f < fX) • Til hver f svarer det 

en bestemt t-kurve og derfor et bestemt sett ava-verdier. I 

hovedtabell I bak i heftet har en gjengitt inne i tabellen de 

a-verdier som svarer til ulike f-verdier for P = 0,05 (Q = 0,95) 

og for P = 0,01 (Q = 0,99). I nedre linje av tabellen (som altså 

også. kan oppfattes som en tabell for den standardiserte normal 

fordelingen) finner en de tallene som er gjengitt på s. 71. 

Vi skal ta med et annet viktig eksempel på en størrelse 

som er fordelt etter Students t-fo:rdeling. La oss betrakte to 

forskjellige universer u1 og u2• Til gjentakene i u1 knytter det 

seg en random variabel x1: N ( _l1.1, c-) og til gjentakene i u2 
knytter det seg en random variabel x2: N (jA2,a--). De to remdom 

variable har altså begge normal fordelingsfunksjon med standerd 

avvik u, men forventningene er forskjellige. 

Vi tenker oss at vi tar et random sampel på n1 observasjoner 

fra u1 og et random sampel på n2 observasjoner fra u2• Gjennom 

snittet og middelavviket for de n1 o oee rvae jonene gir vi betegn 

elsene x1 og s1, mens vi for de tilsvarende størrelsene i det 

andre samplet bruker betegnelsene x2 og s2• (Legg mez-ke til c".?t 

fotindeksene 1 og 2 først og fremst refererer seg til universene 

u1 og u2, selv om de også refererer seg til samplene fra de to 

universene. x1 og x2 er altså gjennomsnitter for s8mpler fra to 

forskjellige universer, mens vi i avsnitt VIII, C brukte symbolene 

x1 og x2 for gjennomsnitter for sampler fra et enkelt univers.) 

Hvis vi nå for hvert av de to universene e:j etnomf'ø.r-er- eamme 

resonnement som i avsnitt VIII, C, dvs. at vi ser for oss en 

uendelighet av tenkte sampler, er det klart at gjennomsnittene 

og middelavvikene kan betraktes som ran.dom va r-i a ble. 
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I overensstemmelse med vår vanlige skrivemåte gir vi disse 

random vnriable betegnelsene x1, x2, s1 og ~2• Nåt vi på en 

ganske spesiell måte former en ny random variabel som en funksjon 

av disse fire random variable, kan det vises at den nye random 

variable under våre forutsetninger er fordelt etter t-fordeltngen~ 

Vi be begne.r den derfor med t og skriver den: .på følgende måte: 

< 4 9 ) t = X 1 - ~2 - ( /1'"'1 - P··2 ) 

~p ~· .·~~~· 

Her er den random variable s et veid gjennomsnitt av de to -p 
random varia ble .§.1 og s2: 

2 = ( n 1 -1 ) .§.1 + ( n2 - 1 ) .§.2 

(n1 - 1) + (n2 - 1) 

2 
(50) 

Når den random variable t framkommer slik som vist i (49) og (50) 

er parameteren f gitt ved følgende regel: 

(51) f = (n1 - 1) + (n2 - 1) = n1 + n2 - 2 

Hvis vi har bare et eneste random sampel fra hvert av de to 

universene u1 og u2 finner vi ved utregning en verdi av hver av 
' 

de random va ria ble x1, x2, s 1 , .§.2 og §.P, nemlig verdiene x1 , x
2

, 

s1, s2 og sp. Disse verdiene er i et konkret tilfelle tell som 

vi regner ut. sp finnes av (50) idet vi sløyfer understrekningen 

under s-eno. Formlene (30) og (49) gjelder nomlig like fullt om 

vi sløyfer understrelrningene under de random variable. Vi får da 

formler til å finne verdienes~ og tav s~ og i i konkrete til- 

felle. For å finnet må. vi imidlertid også kjenne differensen 

mellom )i 1 og fl 2 • 
I ' 
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V0d praktiske berGgninger (som vi kommer til senere) lønner 

det seg ofte å skrive om telleren på hø;yre side i formelen (50). 

En eventuell omskrivning kan foretas ved hjelp av formelen (28) 

eller formelen (29) på s. 57, 
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I biologisk forskning gjøres det utstrakt bruk av forsøk 

(eksperimenter). I veterinærmedisinen er det f.eks. ofte Aktuelt 

å,gjøre forsøk med forskjellige behandlingsmåter mot en bestemt 

sykdom hos et bestemt dyreslag. .For at forsøkene skal gi oss den 

informasjonen vi ønsker må de planlegges omhyggelig. Forsøks 

planlegging og analyse av forsøksdata er et stort og viktig felt 

innen statistikken. Vi skal her bare kort omtale grunntrekkene 

i to av de viktigste forsøksplanene. Framstillingen vil bli 

knyttet til eksempler. 

A. Fri randomisering. 

Anta at vi ønsker å sammenli1me 4 forskjellige måter å 

behandle voksne hsster på etter en bestemt ope~asjon (f.eks. etter 

kastrering). Vi vil tenke oss at tiden som går fra operasjonen 

fram til full helbredelse (definert på en bastemt måte) er et 

brukbart mål for hvor v~llykket en bestemt behandlingsmåte har 

vært. De 4 behandlingsmåtene vil vi betegne med T
1
, T

2
, T

3 
og 

T4 eller generelt med Tj (j ~ 1,2, ••. ,k). (T står for treat 

ment = behandlingsmåte eller fors·ø·ksl_~dd. Symbolene j og k har 

vi brukt tidligere, men her står de for noe nyttJ' 

Vi tenker oss at vi hnr et random sampel på f"eks. N = 36 

hester til r~dighet for våre forsøk. Vi kan kanskje tillate oss 

å oppfatte de 36 første h-is t er- som kommer inn til behandling som 

et random sampel fra universet U av alle hester som det kan bli 

aktuelt å opererev 
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La oss tenke oss at vi bestemmer oss for å prøve hver 

behandlingsmåte på 9 h·2ster. Spørsmålet blir da hvilket prj_nsipp 

vi skal følge ') . nar vi skal fordele de 36 hestene på de 4 behand- 

lingsmåtene. Hvis vi velger prinsippet som kalles fri random 

isering, må vi fordele de 36 hestene helt tilfeldig på de 4 

behandlingsmåtene. Vi kan f.eks. ha cm beholder med 36 lapper: 

9 som det står skrevet T1 på, 9 som det står T
2 

på, osv. Hver 

gang vi får en hest til behandling trekker vi tilfeldig en lapp 

for å bestemme hvilken behandlingsmåte vi skal bruk0. 

Ved denne forsøksplanen opnnår vi at alle de 4 samplene på 

9 hester.før operas.janen kan 01:ipfattes som r2mdom sampler fra 

et og samme univers, u. Hvis vi i stedet hadde fordelt hestene 

etter et eller annet kje1inetegn, f.eks. slik at vi fortrinnsvis 

lot de yngste hestene få behandlingsmåten T
1 

og de eldste 

behandlingsmåten T4, ville samplet som ble brukt til T
1 

være et 

sampel fra et .subuni vers av U, nemJ .. ig et subuni vcr-s 8V ung~_ 

hester, I et slikt tilfelle ville det næmnest være umulig å av 

gjøre om eventuelle forskjeller i helbredelsestiden skulle til 

skri v as behandlingsmåten eller alderen. Når vi bruker fri 

randomisering kan de 4 samplene etter operasjonen oppfattes som 

r'andcm sarap'l or ... fra 4 subuniverser ev u. Di.c;se 4 subtmiversene 

atskiller seg fra hverandre kun på en måte, nemlig ved at be 

handlingsmåtene er forskjellige. 

Når forsøket er gjennomført, oppfatter vi observosjonene av 

helbredelsestiden som observasjoner av 4 random variable, x
1
, x

2
, 

x3 og x4, en for hvert subunivers. Forventninaene for X-ene 
~ --- 

be tegner vi med /Æ 1 , Ji-i. 2, )J 3 og /J.. 4 og standardavvikene med 
u,' l12, es og G:i· 
Observasjon nr. i av random variabel nr. j betegner vi med x .. ,_.., 1: 
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(i== 1,2.:~ ..••. , n~9 j = 1,2, .•• lll,k). I vårt eksempel er n = 9 og 

k = 4. 

Hvis vi har den spesielle situasjonen at alle X-ene har 

identisk samme fordelingsfunksjon, vil dette si at alle behand 

lingsmåtene har identisk samme virkning. Alle X-ene har da 

samme forventning som vi vil betegne med f"' og samme standardavvik 

som vi vil betegne med(;. I en slik si tua.sjon kan vi like 

gjerne si at vi har et random sampel på nk = 36 observasjoner 

av en enkelt random variabel X som å sint vi har 4 random sampler 

på n = 9 gJ·entak, et sampel for hver random varinbel X .• 
-J 

I vårt eke orape L brukte vi like mange hester til hver 

behandlingsmåte. Det kan vises at dette er den beste måten å 

utnytte et gitt antall hester på. Det kan imidlertid hende at 

en hest eller to må slaktes eller faller ut av forsøket på annen 

måte. I sljJrn tilfelle vil vi betegne antall hcø t e r som får 

behandlingsmåte nr. j med n ~ ( j = 1, 2, ..•• ., , k). 
J, 

Vi skal i senere hovedavsnitt se eksempler på hvorledes 

observasjonene fra forsøk etter forskjellige forsøksplener kan 

analyseres statistisk. 

B" Blokkplanen. 

Sett at vi ønsker å sammenlilme vekten av kyllinger som er 

oppvokst påk= 3 forskjellige måter, nemlig T
1 

="inne på bur", 

T2 = "inne i binge" og T3 = "ute"~ Det er ingen ting i veien for 

at vi kunne bruke den eamme forsøksplanen her som i foregående 

avsnitt, men vi skal nå illustrere en annen forsøksplan som i 

dette tilfelle antagelig er bedreo 
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Først skaffer vi oss et random sampel av "kyllingkulln 

(kyllinger som er helsøsken). Hvert "kull" må være på minst 3 

kyllinger. Kullene bør være et random sampel av kull fra det 

universet U av kull som vi ønsker å uttale oss om. Fra hvert 

kull plukker vi ut ved loddtrekning 3 1-ryllinger som fordeles 

tilfeldig på de tre onpalsmåtene. 

Denne forsøksplanen ka.l l.es b'Loxko.Ianen, Hvert kull eller 

foreldrepar kalles en blokk. Som nevnt kan vi t2:nke oss et 

univers U av blokker. Siden kyllingene som tildeles de for 

skjellige oppalsstedene tilhører do sarmne blokkene og er blitt 

fordelt på oppalsstedene ved loddtrekning, kan do 3 gruppene av 

kyllinger oppfattes som sampler fra et og salill.ne univers før 

forsøket settes i gang, nernlig et univers av enkeltkyllinger, 

De 3 samplene av kyllinger er imidlertid ikke uavhengige av 

hverandre da kyllingene i de forskjellige samplene jo er søskeno 

Ved analysen a.v et slikt forsøk må en derfor bruke cm annen 

teknikk enn ved analysen av forsøk etter prinsippet fri 

randomisering. 

De tre samplene kan ved forsøkets slutt oppfattes som 

sampler fra tre subuniverser av kyllinger. Disse subuniversene 

atskiller seg fra hverandre kun ved at oppnlsmåten har vært 

forskjellig, 

Også ved bruk av denne forsøksplanen kan observasjonene, 

når forsøket er gjennomført, oppfattes som observasjoner av k 

random variable og betegnes med X· .. (i= 1,2, ..••• ,n; ·j = 1,2 •• ,k)(t 
l.J 

Forventningen for den random variable X .betegnes som før med p., , 
J / ~l 

og standardavviket med C- j. 

Hvis de krandom variable X. har identisk semme fordelings 
J 
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funksjon slik at altså oppalsmåtene er helt likeverdige kan vi 

igjen si at vi har n~ observasjoner av en enkelt random variabel 

X med forventning /, ... og standardavvik O. 
l 

(Modellen for et blokkf:,rsøk er videre behe,.ndlet på s. 94.) 

c. Sammenlilmina av planene 

Vi skal her bare kort påpeke at en forutsetning for at 

det skal være noen fordel å bruke blokkplanen er at variasjonen 

i observasjonene fra blokk til blokk er stor sammenliknet med 

variasjonen irmenf'or en og samme blokk. I vårt eksempel må 

altså vektforskjellen mellom kyllingene etter forskjellige 

foreldrepar være betydelig samrnenliknot med vektforskjell en 

mellom kyllinger som er søsken. 

I de fleste situasjoner lar det seg gjennomføre å bruke 

en hvilken som helst av de to planeneø I vårt eksempel med 

hester kunne vi f.eks. latt forskjellige ro.ser eller alternativt 

forskjellige aldersgrupper utgjøre blokkene. I eksemplet med 

kyllinger kunne vi også lett ha brukt p.Lanen fri randomisering" 

Som regel er imidlertid eh av planene å foretrekke for et gitt 

problem. 

Hvilken plan en vil bruke i et gitt tilfelle er et spørs 

mål som en kan 2vgjøre fritt etter å ha vurdert situasjonen på 

beste måte. Når en hor valgt en bestemt plan og har gjennomført 

forsøket, må en imidlertid bruke de statistiske analysemetoder 

som er forenlige med vedkommende plan. De observasjonene en får 

vil jo selvsagt være forskjellige alt etter hvilken plnn en har 

brukt. Å analysere et blokkforsøk som om det skulle være et 

forsøk etter planen fri randomisering, eller omvendt, er helt 
utillatelig. 
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XI. Estimeri1lfi 

Vi har tidligere (s. 15) ne.vnt litt om estimering av 

sannsynligheter. Vi skal nå ta med ner om estiE1ering i sin almim1e 

lighet. Estimeringsteorien er et av de sentrale felter innen 

statistikken. 

A. Punktestimering 

• 

Vi skal først g j erinomgå et eksempel for å belyse en r::w de 

mange typer av problemstillinger vi møter i estiaeringsteorien. 

Sett at vi ønsker å bestemne innholdet i gram pr. liter av 

et kjemikalium Ai en oppløsning O som vi har fått tilsendt en viss 

mengde av i en beholder. I forbi""ldelse med den kjemiske analysen 

foretar vi flere veiinger, L1ålinger, avlesninger, osv. og hvor 

gang er det Quligheter for å gjøre større eller mindre feil. Vi 

foretar derfor flere gjentatte ana.Lysor-, I slike tilfelle vil 

analyseresultatene gjerne variere fra analyse til analyse selv 

om de egentlig skulle bli identiske. (Vi går her ut fra at ut 

takingen av prøver til analyse ikke er forbundet med feil og at 

det ikke foregår forda"Tipning e.l. fra beholderen. Vi kan da si 

at Lnnho Lde t av A i beholderen i gram liter er konstant og 

at variasjonene i analyseresultatene bare skyldes feil.) 

Vi vil forutsette at den personen som foretB.r analysene 

ikko har noon eyat ema t Lsk tendens til å arbeide på en slik måte 

at feilene går i en bestemt retning. En tilsvarende forutsetning 

v'il vi gjøre om de metoder og appar-at.or , 1-a.v. aon brukes. Vi 

sier da at analysene er fri for systeuatislrn feil" De foilene son 

forekon~ner er da tilfeldige feil som ved gjuntatte analyser i det 



83 

• 

Lange løp opphever hverandre. Vi vil også forutsette at feilene 

ved gjentatte analyser er uavhengige av hverandre. 

La oss skyte inn her at systei:iatislrn feil som det ikke or 

mulig å eliminere ved justering av instru:rienter o.lo ofte kan 

nøytraliseres på den måten at de gjøres om til fi bli tilfeldige 

feil ved hjelp av randomisering. Hvis en person har on tendens 

til å"avlese :på skråJ'den ene veien, vil det gjerne finnes per 

soner aou vanligvis "avleser på e krå" den andre veien. Hvis vi 

brulrnr et rand om aampe L av personer i fJtedet for en enkelt per son 

til å utføro ana.Lyaene , vil slike feil kunne gl:t over til å l)li 

tilfeldige feil som snart går i en retning, sncxt i en annen. 

På tilsvarende måte kunne vi også tenlrn oss å br1J.ke et randen 

sampel av instrumentere.lo for et bestemt formål i stedet for et 

enkelt instrument. Vanskeligheten i pr aksd.e er selvsagt at det 

gjerne er et meget begrenset antall personer og metoder osv. son 

står til vår disposisjon. 

I vårt eksempel vil vi tenke oss et univers hvor hvor ana 

lyse er et gjentak. Dette universet vil vi forestille oss er 

uendelig. 

Resultatet av cm analyse kan betraktes son en r-andom 

variabel X mens det sanne Lnnho'Lde t av .A i gran pr. li ter er en 

konstant, µ • Under våre forutsetninger er 

( 52) E(X) = µ = det aanne i:nnholdet av stoff A. 

La oss nå innføre en del viktige begreper son vi så vidt 

har vært borte i tidligere. Definisjonene vil bli gitt i til 

knytning til vårt eksempel, men brukes generelt i en rokke and.re 

eanmenhenge r , 
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Oppgaven med å finne et tilnærmet riktig tall for det 

sanne Lnnho Ld e t av stoffet A er et estimeringsproblem. Siden 

oppgaven er å finne et enkelt tall, dvs. et punkt på tall-linjen, 

snakker vi 0111 punktestinering i mo t ae tnang til intervallesti 

mering. Ved intorvallestimerinp; filmer vi et intervall på tall 

linjen hvor vi påstår at d en ukjente størrelsen ( i vårt tilfelle 

µ) befinner seg. Den ukjente størr-elsen, µ som vi dypest sett 

egentlig er interessert i kan vi kalle en estinand. I mange 

estimeringsproblemer er estinanden en ukjent par-arao t e r i en for 

delingsfurJcsjon. I vårt tilfelle vil således /L være en par amc t e:r 
/ 

i den norma'l.c fordelingsfunksjon hvis X er norrau.l t fordelt. Der 

~or brukes ofte betegnelsen :e,arameter i stedet for cstimanc1 som 

er lite brukt. Estimanden behøver solvsagt ikke å væro en for 

ventning. I don generelle estimeringsteorien bruker en derfor 

ofte e i stedet for _ll som betoe;nelse på ee t iraanden , 

Utgangspunktet for estiueringen ( det å f'Lnnø en tilnærmings 

vordi for cstimandon) er et random sampel på n r::jentak (n analyser 

i vårt eksempel). Vi skaffer oss altså n verdier, x1, x2, ••• , 

X av en randa~ variabel X. n 
For å komne fram. til en tilnærmingsverdi for ostimanden 

tar vi vanligvis utgangspunkt i en funksjon av dissen observa 

sjonene (f.eks. gjennomsnittet av dom). Sj_dcn vi kan tenke oss 

en uendelighet 2.v samp'Le r på n gjental-t, kan vi også tenke oss 

en uendeli0hct av verdier for dcn,.~c fur.Jcsjonen (so avsnitt 

VIII C). Funksjonen knn derfor oppfattes sera en random variabel. 

Funksjonen blir kalt en estinator, Nftr vi ser bort fra 

degenererte tilfelle er en estimator alltid en random variabel. 



85 

Enhver verdi av denne random variable er en funksjon av o'bserva 

sjonene i et sampe l , I den generelle estimeringsteorien blir en 
,".:\ 

estimator ofte betegnet med sz • I vårt eks empe L kunne vi tenke 
oss å bruke en rekke forskjellige esti:cmtorer ( gi eksempler). 

Av grunner som vi skal kormJe tilbake til vil vi imidlertid bruke 

gjennomsnittet X. 

I et gitt estimeringsproblem ter vi som regel ut baro et 

eneste sampe'l., Vi får da n verdier x1, x2, x3, ••• , Xn av den 

r andom variable X og disse kan vi bruke til å regne ut tallet X 
som er on vordi av den random variable i. Tallet X kaller vi 
et estimo.to 

For å summere opp i tilknytni...~e til eksemplet ovenfor, kan 

vi altså si at det sanne innholdet av kjemikaliet A, f ... eks. 

F) = 16 gran pr. liter er en estiEiand (en Ukjent konstant), 
- " gjonnomsni ttet !: = 7 er en estimator ( on r-andon variabel) oe - ,,.., 

tallet X = 9 = 18, 83 gram pr. li ter er et estirno:t ( en verdi av 
A. - 

den r-andcm var i.ab Le e = ~) 

Vi kan som regel velge :mollon. flere estinatoror, og det 

gjelder da å v0lzo en god estiaator. De egenskapene som avgjø~ 

om en estimo.tor er god eller ikke er knyttet til estimatorens 

fordelingsfunksjon. 

I vårt eksempel valgte vi å b ruke estirae"toren X. Solv on. 

vi ikke. kjenner fordelingsfunksjonen for~' vet vi (se (33), 

s. 60 og ( 52 ),. s. 83) at forventningen for ! er lik µ • Forvont- 
- ningen for estinctoren X er altså lik e s t irnanden µ • nenne 

viktige egenskapen ved estimatoren har vi et bea t orrt navn på. 
,,,... 

Vi sier gencrel t at en estimator e er forvcntninr~srett 

( unbinsecl) hvis forventningen for estir:mtoren er lik estimanclen 

e ' altså hvis 
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( 53) 
.•.... 

E( 9 ) = G 

Hvis E( ~ )- e 4-· 0 sier vi at @ er forvontningsskj ev ( biased) og 
/\ 

E( g )- 9 blir kc:.lt forventningsskjcvheten ( the bias). 

Populært uttrykt kan betydningen av å bruke forventnings 

rette estimatorer illustreres på følgende måto: Hvis vi alltid 

bruker forventningsrette estirn.atorer, vil vi i det lange løp få 

riktige resultater i gjennomsnitt. 
- "'l 

Vi har tidligere (( 34)_, s ~ 60) vist at var(~)=d~ /n. Det er 

naturligvis en fordel at en estimator har liten vario.ns. Variansen 

for ~ er, som vi kunne vonte, mindre når n er stor orL.11. når n er 

li ten. (Gjennomsnittshøyden for 100 nann varie.rer nindre fra 

aampe'L til anmpe L enn. gjennomsni ttshøydcn for 2 mann) , Hvor stor 

vi skal gjøre n i et gitt tilfelle vil bl. u. avhenge r:~v hvilke 

økononu.sko ressurser som står til vår disposisjon. 

Hvis vi har valget me LLom en rekke estirimtorer aora a'I Le er 

forventningsrette~ velger vi gjerne den som har ninst varians 

for den sampelstørr8lsen vi vil brulre. 

Det finnes også en rekke endre ønske lige egenskaper ved 

estimatorer, men vi har ikke tid til å komr.10 im1 på disse her. 

Vi har tidligere (s. 52-53 og s. 56) vært inne på at det 

av og til er aktuelt å sam.menlikne de relative frekvensene i et 

sampel ned sannsynligheter i universet for å undersøke om en 

r andom variabel kan antas å følge en gitt fordelingsfurik:s j on. For 

å kunne regne ut sannsynlighetene L1å vi kjenna fordelingsfunk 

sjonens parametre. Hvis disse or ukjente må de estimeres. Dette 

kan bl. a , gjøres ved at vi setter forventningen lik gje11-n.om.- 

sni ttet og den teoretiske variansen lik den er:1piriske. Når vi 

f.eks. har å. gjøre med den norrnal,e fordelingsfunksjonen, får vi 

da de estiraatene vi trenger direkte. Har vi derimot å gjøre med 
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den binomiale fordelingsfunksjonen, får vi to likninger til 

bestenunelse av estimatene, nemlig kp=X og kp( 1-p)=s2 ( se ( 37) 

s. 65 og ( 38) s. 66). Hvis vi kjenner den største verdien X kan 

8nta kan k settes lik denne. Vi slipper da å estimere k og 
- estimerer da bar e p ved hjelp av likningen kp=X, Par ame t er-en m 
- i Poissons fordelingsfunksjon kan estimores ved X. 

B, Intervallestimering 

Intervallestimeringen bygger på de sarDIJe grunnleggende 

prinsipper s0L1 punktestimeringen og blir gjerne foretatt i til 

kny-tnL-vig til og som en videreføring nv denne. Problemstillingen 

er følgena.e~ Vi ønsker å konstruere et intervall på tall-linjen 

som har on slik bredde og plassering at det er en bestemt,- på 

for hånd valgt sanneyn'l å.ghe t Q for at intervallet skal falle s'LLk 

a't det Lnncho Ldex e s tdraandon 9 • Et slikt intervall blir kalt 

et konfidensintervall, og grensene for intervallet betegnes som 

konfidensgrensene. Sannsj-nligheten Q blir kalt konfidcnssennsynlig 

heten. 

Det fak:t1:i.ri1 at det er mulig å lage konfidensintervaller for 

helt uk jen t e størrelser er et slående eksempel på hva en kan 

oppnå ved bruk av statistiske metoder. 

1. Konfidensintervall for forventningen for en :normnit fordelt 

rnndom vario.b e 1. 

Sett at vi er interessert i å beregne konficlensgrenser for 

forventningen µ for en normal t fordelt r-andcm variabel f • Vi 

skaffer oss dn et random sanpel på n observasjoner av~- Hvis 
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også standardavvilrnt b er ukjerrt , to,r vi utgn:ngspunkt i den 

r and om var-Lab'Le 1 son er definert ved (47), s. 72, Denne er for 

delt etter Students fordelingsfunksjon ue d n-1 frihetsgrader. I 

hovedtabell I bak i heftot er det gjengitt sa.Lrr:10nhørende verdier 

av a ( inne i tabellen) og P s01;1 er lik 1-Q. Den dcfinis j ons- 

me ssige eanmenhenge n mellom Q og a er gitt ved følgende sarm- 

synli~hetsutsagn om t: 

(54) P(-a ~ t ~ a)=Q 

Dette er 

lik Q. 

0 ogsa illustrert i fig, B hvor det skraverte arealet or 

1' 
f(t) 

I /·---------t----- 
/ 

,i_ 
- a 0 a 

Fig. 8 

Ved å sette ( 4 7) inn i ( 54-) får vi de. 

(55) 
X-µ 

P ( -a < - . < a.) =Q 
- s/·- - \n 

Dette er frcmdelos ot sannsynlighatsutsagn om!, nen det knn i 
- dorme form oc;så oppfattes som et sur...ns:rnlighetsutsngn ot1 ~og~· 



89 

Det som står inne i parentesen i (55) or ulikheter eller 

likheter som selvsagt kan omforrJes etter matematikkens regler 

uten at dette forstyrrer riktigheten o.v sannsynlighetsutsagrn.?:t. 

Hvis vi inne i parentesen først multipliserer alle tre lodd Lied 

~/vri" , deretter trekker ~ frEL alle ledd og til sist multipliserer 

alle ledd ned -1 sex1tidig som vi snur ulilLhetstegnene og skriver 

ulikhetene i mo t aat t e rekkefølge, får vi: 

(56) P ( X-o.s/i,,- ~;, 1 .:::,. X- + asA1n ) = Q 
- - f n -/v., - - - 1/ 

Sannsynligheten for at et intervall son strekker seg fra 

X-asA,-:- til X+as/\rl-l skal falle slik at d.e t inneholder µ er - -tr: - -v 
altså lik Q. De to grensene for intervallet er ra~dom voxiable 

- siden do er funksjoner av de to r-andom var Lab'Le ! og ~ o J?or hvert 

eampe l. på 11 observnsjoncr av ~ kan vi regne ut en bes terrt verdi 

X av X og en bestent verdi s es s. Dermed kan vi ocså finne et 

bestemt intervo..11 siden o. kan finnes av hovedtabell I for 

f=n-1 0g n er et kjent tall. 

Til hvert sampel svarer det altså et ganske bestemt inter 

vall. Intervallene vil variere fra se.mpel til srunpel både i 

bredde og beliggenhot, men i følge (56) vil en brøkdel Q nv allo 

tenkelige intervaller konstruert på denne aåten falle slik at de 

dckkcz µ som altså hele tiden ligger fast på tnll-linjcm. 

Når vi i et konkæef tilfelle skal finne et konfidensinter 

vall tar vi ut et rc.ndom sampel nv en valgt størrelso n. Idot 

vi bruker den n som svarer til den Q vi har valgt og til f=n-1, 

finner vi konfidensgrensene ved hjelp av observasjonene x1, x2, 

••• , X av X på følgende måte: n - 
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(57) 
Nedre konfidensgronse: 

Øvre konfidensgrcnso: 

I folge (56) vet vi at en brøkdel Q av alle sliko inter 

valler dekker · µ • Sannsynligheten for at det intervallet v~. 

finner ved hjelp at et enltel t vilkårlig sornpel skcl dekke )1 

ko.n derfor sies å være lik Q" 

Vi logger:- nczke til at punktosti1:mtet X danner ;;dcltpunktot 

i konfidonsintorvnll0t. Bredden B av konfidensintervallet er lik 

øvre konfidensgrense minus nedre grense: 

(58) B = 2as/1- ,n 

Vi skal illustrere rnetodildrnn ved et par eksempler: 

Eks. 1. Sott at vi foretar 6 uavhengige ana'Lys cr- for å 

be s t emrae innholdet av et kjemikalium A i en oppløsning O. (Vårt 

tidligere eksempel,) Vi ønsker å fin.no ot konficlcnsintorvc..11 

for det eanne Lnnho Lde t av A r.1ålt i gram pr. litor idet vi 

bruker konf Ldenasunneyn'Li.ghe ton Q = 0, 95. Vi forutsetter a t 

analyseresulto.teno or fri for systema.tiske feil og at c1o til 

feldige feil er nornalt fordelt. Analyseresultatene og ut 

regningen av konfidensintervallet er vist nedenfor: 

.Analyse nr. 

Im1l:10 ld av A, 
grnm pr. liter 

X 

1 
2 

3 
4 
5 
6 

23 
19 
32 
14 
16 

9 

E x2 = 244 7 

(EX)2 =1132=12769 

~ =2128,166 
r1 

EX= 113 2 s - 

x = 18,8333 

n-1 

_ 244 7-2128, 3=_6 .. §. == 63, 7668 
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s = V63,766~= 1,9s54 

Nedre grense: X 

f = n-1=5 

- 1s, s333-2, 571. 7, 9854fv1:r = MJ~4~ 

Hvis vi påstår at det sanne Lnnho'Lde t txv kjemikaliet A 

ligger meLLom ca. 10 og co. o 27 gro.1:1 pr. li ter er alt så smmsynlig 

heten for at vårt utsagn er riktig lik 0,950 Hvis Yi skal oppgi 

et enkelt tall for innholdet av A er ca. 19 grcra pr. li ter det 

beste tallet vi knn bruke i dette tilfelle siden det er funnet 

ved å bruke en forventningsrett cstimntor. 

Vi støter ofte på den oppgaven å estimere den sunne verdien 

av en størrelse på grunnlag o.v et r andom sampel av 1:1å1inger, 

voiinger, c.l. Hvis variasjonen i observasjonene bo.re skyldes 

tilfeldige feil som kun anto.s å være tilnærmet normalt fordelt 

kan en gå frruJ. SO:i.i.1 i eksempel 1 ovenfor o Både teoretiske over 

veielser og praktisk erfaring viser at slike 1~ålofoil ofte kon 

e . .nt ae å være tilnærmet normalt fordelt. 

I eksenpel 1 var det kun foil av forskjellige slag sou 

førte til at observasjonene varierte fro. gjentak til gjontck. I 

o.ndre tilfelle kan varic..sjonen være en del av selve det fenomenet 

som observeres. Også i slike tilfelle kan en ofto bruke den 

telr..nikken sera or gjennomgått ovenfor. Et alctuel t eksempel or 

5itt i øvelse 24 nedenfor. 
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Øvelse 24. 

For å beregne den normale størrelsen av hjertet .hoe voksne hanner 
av et bestemt dyreslag, ble det tatt ut et random sampel på 10 
voksne handyr. Størrelsen av hjertet hos disse 
dyrene er gjengitt nedenfor i gram. 
48 40 52 32 37 26 24 46 41 37 

Vi vil forutsette at vekten av hjertet er en random variabel 
med normal fordelingsfunksjon,. Finn konfidensgrensene for 
forventningen for vekten av hjertet. Bruk Q = 0,95. 

Øvelse 25. 

Studer formelen (58), s. 90 for bredden av konfidensinter 
vallet og kontroller at valget av Q og n påvirker bredden i 
den retning en skulle vente. Forklar også hvorfor det synes 
rimelig at s inngår i formelen på den måten den gjør. 

Vi skal til slutt se hvorledes vi kan anvende de samme 

f armlene på oppgaver av en litt annen type. Anta at vi har et 

forsøk: etter blokk:planernmed bare 2 forsøksledd. I vårit eksempel 

på s. 79 Ran vi f.eks. tenke oss at vi bare har med forsøksleddene 

T 2 = 11 inne i binge II og T 3 == 11 ute" . 

Det vi først og fremst ønsker å finne ut ved vårt forsøk er 

hvor mye forventningen/1..2 for vekten x2 av kyllinger som vokser 

opp inne i binge avviker fra forventningenjl3 for vekten x3 av 

kyllinger som vokser opp ute. Vi tenker oss altså to unfverser 

og to random variable. (I stedet for universer kunne vi her i 

stadet snakke om. subunt verser ( se s. 80) , men et subuni vers or jo 

også et~ univers, så vi sløyfer forstavelsen sub.) 

La oss også formulere problemet på on annen måte. Vi husker 

atto og to kyllingor hadde samme foreldre. Det kunne derfor være 

naturlig å se på differensen mellom vekten for den kyllingen aom, 

har·vokst opp inne og den som har vokst opp ute. ~r vi betrakter 

et univers av foreldrepar (blokker) kan denne differensen oppfattes 
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som~ en random varial:rel som vi vil betegne med X. Forventningen 

for ! vil vil bet·egne med/AJ· Formulert på denne måt e kan vi si at~ 

prol:H.emet·: egentlig er å estimere~. Det-. kan for øvrig lett: vises' 

at}i=f2-f3· 
Hvis vi nå kan tillate oss å forutsette at·X er tilnærme~ 

normalt:fordelt, ser vi at-problemet-: formelt sett svarer helt-.ut 

til de"tt problemet vi løste i eksempel 1 ovenfor. ForskJelierr, er· 

'fra.re at~ det-; nå er de obsenverte differensene som. oppfattes som 

verdier av·en random variabel X. Vekt-ene for de to set~ av·kyl 

lingo:rr kan vi s~ g; si: glenmLe helt etter at vi' har 1regn0t· ut rekken 

av diff:erens:e:rr, Vi skal belyse :metoderr nærmere ved et tall 

eksempel med 10 blokR:er. VektlanhetBn or 10 gram. 

Elts • 2. 

Foreldrepar x12 x13 Xi=X12-X13 nr. 
1 27 24 --- -7 
2 51 45 6 
3 42 33 9 
4 39 33 6 
?" 415· 27 18' 
6 30 32 -2 
7 33 33 0 
8 39 .'30 9 
9 39 42 -3 

10 45·:. 42 3 
~ 
X=49. 
X==4,9 

s~= 1X2,..{.H) 2 
n 

n-1 

') 49t::. 
ss9 - nr= 

= 9· 

f=rr-1=9 Q velges lilt O, 95 

38, 76677 

a=2,262 

Ved å seti:B inrr i: ( 57), s. 90 får vi: 

Nedre grense= 0,45" Øvre grense= 9,35 
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Legg merke til at~ rr i det siste eksem:plle-tt var liR: antall 

diff.erenser eller foreldrepar eller blokker og a]:ttså lilt· ltalv·;.. 

pariæn av antall kyllinger som fnngår i forsøket. 

De 20 individuelie kyllingvektene i eksempel 2 ovenfor 

varierer av flere gru.nner. Vi skal nevne litt mer om de-ni 

statistiske modellen for et blokltlorsølt i tilknytning ti'l detit.e 

eksemplet·, selv onr det"lre egentlig hører hj emrne i et annet avsni t~. 

De random varial.tle !2 og !3 Iran skrives som en sum: av ledd på 

følgende måte ( symbolene betyr det aamms som tidligere i dett-e 

avsnitt et;) : 

( 59) 

(60) 

X2 = ~2 + z + !2 + E 

X3 =fl3 + z + !3 + f 
Uttrykkene (59) og (60) kan· også skrives under ett~ 

( 61 ) X • = JL .. + Z + W •. . + f -J r-J - -J - ( jj=2, 3) 

Iler er Z en random variable som har en verdi Z for hver blokk :ii 

uni·verset av blokker. ( Symbo]et Z ble brukt for noe helt annet 

f hovedavsnitt VIII.) Z gir uttrykk for det vi kaller blokk- 

effekten eller i vårt tilfelle foreldreeffekten. W •. STtår i vårir; -JI 
tilfelle for to random. variable som knytter seg til blokkene på 

sa.mme måte som Z. Den random variable w2 R:an nærmest· sies g "tre 

i krafif.' for kyllinger som vokser opp inne i binge m:ens w3 "trer 

i lt.rafit'1 for kyllinger som vokser opp ute. De randomtvariable 

WX (j1=2,J) gir uttrykR: for det vi kaller sams:pil_let:mellom1 forsøks 

ledd og blokk, i vårt tilfelle mellorrn oppalsmåte og foreldrepar. 

E er en random. variabel som· har en verdi for hver kylling i hele 

universet av kyllinger. Forventningen for hver av de random 

variable Z, !{1, w2 og f kan set1tes fil.k O da disse random variable 

på hver sin måte gir uttrykk for avvik fraJL2 ogf3 f (59) og (60). 
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ffvis vi tar for oss en enkelt av de 20 kyllingene foreligger 

det en bestemt verdi av Xj~' og dermed også av ~, W ji og E i ( 6-1) • 

Hvis vi brukerverdiene av de random variable i stedet for de 

random varial:rle selv;· kan modellen ( 61) for blokkforsøk skrives på 

følgende måte: 

(62) x±jl = }l'j + zi + wij + Eij ( i =l , 2 , •• , n; j =2 , 3 ) 

For å belyse symbo'Lonc nærmere, la oss tenke oss at· v1· he 

trakiter det tilfelle da i= 4 og j = 3. Vi har da å gtøre nred 

den kyllingen etter foreldrepar 4 (f == 4) som vokste opp ute 

( j == 3) • Vekten av denne kyllingen er x43• I følge ( 52) karr x4J 
skrives på følgende måte: 

Av tabellen ovenfor ser vi at: x43 = 33 vekitenhetcr. La oss tenke 

oss at vi kjente leddene på høyre side i (63) og at disse hadde 

følgende verdier: f,3 = 36, z4 =-1, W 43 = -5 og E43 = 3. Da ville 

vi kunne sett:e inn disse tallene i (53): 

33 = 36 - 1 - 5 + 3 

Vi skal forklare hva disse tallene kaw tenkes å gi uttrykk 

for. Tallet -1 for Z 4 viser at~ kyllingo:rr ett-er foreldrepar nr. 4 

under ellers lilte vilkår er 1 vektenhet; lett-ere enn gj·ennomsni tteit; 

for kyllinger etter alle foreldrepar i uni.verseit. Det-tt:e kan bl.a. 

skyldes· visse genetiske forhold aom er felles for kyllinger ett;er 

dette foreldrepar og som gir seg sa.'1lllle utslag enten kyllingene 

vokser opp utiE eller inne. Tallet for w43 viser at: kyllinger etter 

foreldrepar nr. 4, når de vokser opp uit;e, under ellers like vilkår 

er 5 vektenheter lettere enn gjennomsnittet; for kyllinger etter 

alie foreldrepar i universet.;. Dette kan f" eks. komme av at- kyl- 
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linger et-trer dett:e foreldrepar har en a.årlig fjørdrakt- som fører 

til at: de fryser og blir lette når de vokser opp ute. Når de 

vokser opp inne behøver ikke denne fjordrakten å' ha noen spesiell 

virkning. Tallet E4J == 3 kan bl.a. ha sammenheng med at· den 

spesielle kyllingen det: her gjelder er noe mer II grådig f matfatet~' 

enn kyllinger flest:; slik at· dan under ellers liRre villtår er 3 

enheter tyngre enn gjennomsnitte~ for alle kyllinger i detr. unf 

v·erset~ det er snakk om .• 

De eksempler på· årsaks-f erhold vi har gitt for leddene på· 

høyre side i (64) er se].vsagt sterkit forenklede, men illustrerer 

prinsippene. Uttrykket (62) viser at alle 20 observasjoner kan 

skrives på liknende måte. (6-1 ) og (62) kan også uten videre 

generaliseres til å gjelde mer enn to forsøksledd. Leddene på 

høyre side av (62·) er aldri kjent i praksis. Vi er imidlertid 

interesserit i å estimere visse funksjoner av rj• ( som f. eks ti 

/Ai_ - )l2 i:. vårt eksempel). Disse fun.R:sjonene kalles kontraster. 

Videre er vi ofte interessert; i å vite om leddet-: W .. virkelig 
1J": 

eksisterer- eller· om det kan settes lilt o, da dette ofte avgjør 

H:vil~err analyseteknikk vi bor bruke. 

Grunnen til at vi tok med disse betraktni"ngene omiblokk 

modellen i dette avsnittet~ er at: vi ville vise hva som skjer når 

vi former diff.erensene Xi = x12 - x13 slik som :li eksempel 2 

ovenfor. Bruker vi (62), ser vi at· diff:erensene kan skrives på 

følgende måte: 

xii.2-x13=_P·2+zii+wi2+ E 12-~+zi +wf3+Ei3) 

= f 2-µ3+w±2-w13 + E12-Ei3 

= f- +(Wi2-wi3) + ( ti2-Ei3} ( i=l, 2' ••• ,n) 
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Vi ser ait leddeit Zi som gir uttrykk for foreldreeffekt-en· har 

falt borit. I siste kolonne i t-aoelleu i eksempel 2 ovenfor ha:u 

vi al.traå fjernet: en kilde til variasjon, nemlig leddet Zi. Deit 

er dette vi gener0l t set~ oppnår ved et~ blokkforsølt. Vi' elfm± 

rrerer en kilde til varfasjom, nemil~ blokkeffekiten~ slik e:t-: denne 

iklte forstyrrer vår sammenlikning~ av· forsøkeJ!leddene. 

Observasj anene i eksempel 2 er et tilfelle av det: vi oft-e 

kal]._er J2arobservasjoner. Data fra et blokkforsølt med to forsøks 

ledd er et vikt-ig eksempel på parobservasjoner, nren det· finnes 

også andre eksempler (se øvelse 26). Hvis vi kan tillate oss å 

forutsette at differensene mellom parobservasjonene kan oJ;,:pfattes. 

som observasjoner av en random variabel X som' er tilnærmet normalt 

fordelt, ltan vi bruke den teknikken som er beskrevet i eksempel 2 

til å beregne konfidensgrenser for E(X). 

Hvis vi i eksempel 2 hadde brukt differens.ene xi3 - xi2 
i stedett for xi2 - 2S_3 ville konfidensgrensene blitt -9,35 og 

-0, 45 i stedeit; for O, 45 og 9, 3 5·. En kan derfor komme fram til 

samme konklusjon: uansett; hvilken vei en tar dift:·erensene i slike 

tilfelle. 

øvelse 26. 
ffos 7 dyr av-et bestem~ slag ble størrelsen av 
høyre og venstre nyre ' registrer-tr:. Vektene i gram er gjen- 
gitt nedenfor. 

Dir nr. 
Høyre nyre. 
Venstre 
nyre 
Estimer forskjellen::. mellom størrelsen av nyrene hos 
vedkommende dyreslag. Presiser problemstillingen og gjør 
rede for de forutsetninger som må gjøres. 

l 2 3 4 5- 6" 7 
11,2 13,7 10,3 11,0 15,2 7,2 8,1 
12,5 13,5 11,3 12,l 16,1 9,1 11,4 
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øvelse 27. 
Fbrklar hvorfor en :praktisk bonde kunne være interessert; f 
§.' vi te om standardavviket for x2 er f orskjjellig fra stanaard 
avviltet·· for !

3 
i vårt eksempel med ltyllinger ovenfor. 

2. Konfidensgrenser for differensen mellom forventningene for 

to rand on! variable _som. begge har normal fordelingsfunksjon 

Sett at vi er interessert i å beregne konfidensgrenser for 

differensen µ d = µ 1- µ 2 mellom forventningene µ1 og µ 2 fo:c to 

r andom variable ~l og ~2 som begge har normal fordelingsfun ... ks j on og 

som lmytter seg til hvert sitt univers ( eller subunfver s}, La oss 

anta at vi har et r andom sampel på n1 observas-joner av ~l og et 

uavhengig random sampel på n2 observasjoner av ~2• Hvis standard 

avvikene ai og o 2 er ukjente, men kan forutsettes å være tilnærmet 

like ( a 
1 
= a 

2
= a ) kan vi ta vårt utgangspunkt i en random variabel 

! som er definert ved (49) og (50) s. 75. Denne følger Students 

t-fordeling med n1+n2-2 frihetsgrader. 

Vi vet da ( aammen'l fkn s. 88) at følgende sa.nnsynlighets;... 

utsagn må være riktig for alle samhørende verdier av Q, n1+n2 og n: 

(73) 

Etter litt matematisk omforming av det som står inne i parentesen 

får vi do.: 

( 7~-) 

Vi kan altså regne ut konfidensgrenser for p.1- µ2 på følgende må t e e 
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Nedre konfidensgrense: 

(75) 

Øvre konfidensgrense 

I dette tilfelle er det punktestimatet x1-x2 som drumer 

midtpunktet i intervallet og intervallets bredde er 

( 76) 
~---~ 

\J''

, n.l+n2 
2as 

P · n •n 
1 2 

La oss se_på et eksempel. 

Eks. 3. Vi vil ta for oss det eksemplet vi besla,ev da vi 

gjennomgikk forsøksplanen etter prinsippet fri randomisering 

(s,77-78). Vi vil anta at vi har med bare to behaDdlingsmåter 

T
1 

og T 2 i forsøket. Videre vil vi t.enke oss at 9 hester fildc 

behandlingsmåten T1 og at 9 fikk T2, men at en av de 9 sistnevnte 

hestene måtte slaktes. Hvis vi nå kan forutsette at :;&1 og ~2 

(definert s.78) begge har normal fordelingsfunksjon og atUi=62, 
ser vi at vilkirene er til stede for å beregne konfidensgrensene 

forp1-/J..2 ved hjelp av (75). Dette or gjort nedenfor. 

Tl T2 

25 34 z:x1 = 290 LX2 = 242 37 26 
27 26 n1 == 9 n - 8 
32 27 

2 - 
x1 = ,2,22 ~ - 7.Q 25 

38 32 A2 - ".) ' 

30 35 
26 36 
34 26 
41 



. 2 ~x1 = 9604 

(EX1)
2 = 84100 

(E JS_) 2 = 
9344,4 

- 100 - 

2 EX2 = 7458 

(I:X2)
2= 58564 

o:x2) 2 
11 ==7320,5 
·2 

s 2 
p 

a=2,l3.l 

(n1-l)(n2-l) 

2 ( EX1)2 --r 2 (i:X2)2 
. Hl ~ + EA2 - n2 = ~604-~34414+7458-7320,5 

9+8-2 

=E(xl-Xl) 2+ E (X2-X2) 2 

n1+n2-2 

SP~ V 26,4733 == 5,145 
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Den metoden vi har gjennomgått i eksempel 3 , s. 99 er vanlig brukt til 

analysere data fra forsøk etter planen fri randomisering, mens altså fram 

gangsmåten i eksempel 2, s.93 brukes for blokkplanen. Ek.sempel 3 er et 

tilfelle av data som ikke er parobservasjoner, men vi kan også støte på slike 

ikke-parobservasjoner som er framkommet på annen måte enn ved forsøk (se 

øvelse 28 nedenfor). Hvis de forutsetninger metoden bygger på kan antas å 

vær-e tilnærmet oppfylt, kan en da bruke samme analysemetode som i eksempel 3. 

At tallene i eksempel 3 ikke er parobservasjoner er for det første 

klart av det faktum at n1 '4=- n2. Men selv om n1 og n2 hadde vært like, ville 

vi fremdeles ikke hatt parobservasjoner. Den vertikale arrangeringen av 

observasjonene i eksempel 3 er nemlig helt vilkårlig, Vi kan foreta en verti 

kal omplassering av tallene i en av kolonnene uten at dette forandrer noe som 

helst på realitetene. Det er altså svært mange måter å gruppere sammen en 

observasjon fra T
1 

og en observasjon fra T2 på. I eksempel 2, derimot, kan 

vi ikke bytte om to tall i den ene kolonnen uten av vi foretar en tilsvarende 

ombytting av tallene i den andre kolonnen. Tallene på en og samme linje hører 

sammen, og de knytter seg også til et felles gjentak, i dette tilfelle til et 

felles foreldrepar. 

De. metodene til å beregne konfidensintervall som vi hittil har 

gjennomgått er basert på t- f'orde Lfngen , Disse metodene har heldigvis vist 

seg å være robuste både overfor avvik fra forutsetningen om normalitet og 

overfor avvik fra den tilleggsforutsetningen vi måtte· gjøre i avsnitt IX B 2 

om atUi_ =es. Den størrelsen vi i hvert tilfelle har forutsatt ert-fordelt 

er altså tilnærmett-fordelt selv om de nevnte forutsetningene ikke er oppfylt. 

Følgelig er altså den konfidenssannsynligheten vi opererer med tilnærmet 

riktig selv om de nevnte forutsetningene svikter en del. Vi ser da b0rt fra 

helt ekstreme tilfelle. Merk også at n1 og n2 helst bør være noenlunde 

like hvis forutsetningen om like standardavvik ikke er oppfylt. 
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Øvelse 28. 
Det prosentiske innholdet av et stoff·-S i. ·et. ~-O....h.le-~-bestemt 

hos et random sampel på 5 dyr av dyreslag A og hos 4 dyr av dyreslag B. 

Observasjonene ble følgende: 

Dyreslag A 24,3 20,8 23,7 17,4 21,3 Sum: 107,5 

Dyreslag B 18,2 16"9 20"2 16,7 Sum: 72,0 

Finn konfidensgrensene for differensen mellom. 'forventningene for 

innholdet av stoff S hos de to d;yTeslagene. Bruk Q=0,95. 

Øvelse 29. 
Analyser formelen (76), s.99 for bredden av konfidensintervallet 

på liknende måte som nevnt for formelen (58) i øvelse 25, s.92. 

3 . Konfidensgrenser for en . sa.rinsynlighet 

La sa:..,nsynl:Lgheten for et kjennetegn E (f.eks. "kommer seg ikke") 

i et univers U (f.eks. universet av de dJT som får en bestemt sykdom) være 

P(E1U);:::; p. La videre Z være antall gjentak med Ei et random sampel på 

n gjentak frau. ~ kan da oppfattes som en random variabel som vil ha 

forskjellige verdier fra sampel til sampe L, Det samme kan sies om den rela- 
Z 

tive frekvensen .:. • n 
Det er tidligere vist at Z er binomialt fordelt - ~ 

np og standardavviket yn.pq-. Det kan også vises at. - Z n 
og standardavviket~. Siden forventningen for~= 

ventningsrett estimator for p. 

med forventningen 

har farventningen p 
z 

p, er..:. en for 
n 

z 
Spørsmålet er nå hva vi kan si om fordelingsfunksjonen for n i 

tillegg til det som allerede er sagt om forventningen og standardavviket. 
z 

Når n ikke er for liten, kan det vises at Z 1 ~ - er tilnærmet normalt - n 
fordelt. Forutsetter vi nå at~, er normalt fordelt med forventning p og 

standardavvik ~ kan vi ved å trekke fra forventningen og di videre med 

standardavviket" dvs. ved å standardisere" forme en ny random variabel X 
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som fØlger·d.en spesielle fordelingsfunksjonen som er beskrevet nederst på 

s. 70 og på s. 71. 

(77) 

Av fig. 7, s.71 ser vi da at følgende sannsynlighetsutsagn er oppfylt 

for alle samhørende verdier ava og Q: 

(78) 
Z'-p 

P(-a< ---- < a)=Q - ~- 
På grw:mlag av (78) kan en lett ved litt regning komme fram til følgende 

formel for konfidensgrensene for p: 

[ 
2 ~ 21 n a Z' l Z' a (79) Kønfidensgrenser: -2 Z' ':ai:;. a (n- ) + ·· 2 

n+a 4n .~ 

Når vi bruker - foran rf,ttegnet, får vi nedre grense, når vi bruker 

+ får vi øvre grense. Til Q=0,95 svarer a:::1,96. Til Q=0,99 svarer a=2,576. 

Når ner stor kan en bruke følgende forenklede formel! 

(8o) Konfidensgrenser: z I ~ a y z I (~-z I) 
En undersøkelse ga som resultat at 57 av 3c,o dyr ikke kom ser etter en 

bestemt sykdom. Konfidensgrensene for dødelighetsraten for denne sykdommen 

finnes da på følgende måte når vi bruker:.-.:Q:!:-=...:02.,.;::..9"'5..:..: __, 

300 ro. 19 + 1,962 + 1•96 V· o, 19·0,Bl + 1,96
2 
] 

300+1,962 L 600 300 4.300
2 

Ved utregning finner en at nedre grense blir 0,15 og øvre grense blir 0,24. 
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Øvelse 30..: 
Av et stort antall personer vaksinert mvt kopper, ble (etter-25 år 

eller mer siden vaksinasjonen) 932 angrepne av sykdommen og av disse 483 
hardt angrepet. La E1 = "angrepet" og E2 = "hardt angrepet11

• Beregn konfi 

densgrensene for P (E2 I UE 1) • Bruk Q = 0, 95 . 

Øvelse 3i. 
Studer bredden av konfidensintervallet {80) på 11knende måte som i 

øvelse 25, s. 92. 

Øvelse 31 II. 

Når NRF-kuer insemineres med sed fra okser av kjøttrasen 
Charolais, er det en tendens til at det oppstår fødselsvansker på 
grunn av at kalvene er relativt store. For å undersøke hvsr alvor 
lige disse problemene er, ble det samlet inn opplysninger om i alt 
366 fødsler etter slike inseminasjoner. Av disse 366 fødslene var 
det 11 vanskelige fødsler. 

a) Estimer sannsynligheten, p for fødselsvansker ved slike fødsler. 
b) Beregn et k0nfidensintervall f~r p. Bruk konficenssannsynligheten 

0,95. 

Øvelse 31 III. 
Et foringsforsøk med kalkuner ble utført etter planen fri 

randomisering. 8 knlkuner ble foret etter forplan A og 8 etter 
blanen B. I løpet av en bestemt tid ble det registrert følgende 
tilvekster i kg levende vekt: 

Plan A : 3 , 5 2 , u 2 , 3 3 , 5 2 , 0 2 , 0 1 , 8 1 , 3 
Plan B: 1,8 2,5 2,5 2,8 210 1,5 1,8 2,5 

Beregn konfidensgrensene f.or differensen mellom forventningene for 
tilveksten ved bruk av c1e to forplanene. Bruk Q=0,95. 

Øvelse 31 IV. 
Et blokkforsøk med 5 blokker (grisekull) og i alt 10 griser ble 

utført for å sammenlikne to forplaner for slaktegriser et sted i Afrik 
Kullene ble tatt ut tilfeldig blant dyrematerinlet i vedkommende områd 
Tilveksten i kg levende vekt i løpet av forsøksperioden ble følgende: 

Blokk nr. 1 2 3 4 5 

Forplan A: 67 57 74 61 70 
Forplnn B~ 62 51 75 58 65 

Berogn krmfidensgrensene 
for differensen mellom 
forventningene for til 
veksten ved bruk av de 
tr.> planene. Bruk Q=0,95o 
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XII. Hypotesetesting 

A Gene-relt 

Vi skal nå gå over til et.annet viktig felt innen statistikken, nemlig 

testing av statistiske hypoteser. Oppgavene vi får å løse er nær beslektet med 

de problemene vi arbeidet med i estimeringsteorien, men vi skal betrakte dem 

fra en litt annen synsvinkel. 

En· hY:potese t-r et utsagn om virkeligheten" og det er et utsagn av 

fore.J..øpig~ karakter, et utsagn som vi ønsker å undersøke nærmere riktigheten av. 

Statistiske hypoteser er hypoteser om sannsynligheter eller fordelingsfunksjoner. 

De fleste statistiske hypoteser vi får å gjøre med er hypoteser om parametre i 

fordelingsfunksjoner. Slike parametre har vi også arbeidet med tidligere. I 

eksempel 1, s.90 var vi f.eks" interessert i det sanne innholdet av kjemi· 

kalium A" dvs. i forventningen for en random variabel. I eksempel 2, s. 92-93 

var vi interessert i differensen mellom to forventninger,nemlig forventningene 

for vekten av kyllinger som var oppvokst (1) inne i binge og (2) ute. 

En hypotese representerer et metodisk hjelpemiddel som vi bruker til å 

skaffe oss kjennskap til virkeligheten. Forskning består i stor utstrekning i 

en prøve- og-feile·prosess. En hypotese er en slags gjetning om virkeligheten, 

ng vi er interessert i å undersøke om det er en god gjetning. Vi foretar derfor 

observasjoner og undersøker om disce er i overensstemmelse meu det vi skulle 

vente hvis hypotesen var riktig. Er de ikke det, forkaster vi hypotesen og 

prøver oss kanskje med en ny hypotese som vi da bør undersøke holdbarheten av 

ved hjelp av nye data. (Hvorfor kan vi ikke like gjerne bruke de observasjonene 

vi har?). 

Prøvingen eller testingen av en hypotese består i å avlede visse 

konsekvenser av den og undersøke om disse harmonerer med de observerte data. 

En hypotese som vi har testet mange ganger ved hjelp av forskjellige sett av 

data sg som vi aldri har kunnet forkaste v1r·;,1 etter hvert fatte stor tiltro 

til" og kanskje Qppfatte den som en lovmessi~et. 



106 

Ofte støter vi på uttrykket null-hypotese. En null-hypotese er en 

hypotese som går ut på at to eller flere parametre er like, dvs. at forskjellen 

mellom dem er lik null. ( Eller at en enkelt parameter er lik J. ) 

En null-hypotese er særmerket ved at det ikke behøver å ligge noen 

observasjoner eller tidligere erfaringer til grunn for den. Alle og enhver som 

vet hva hypatesetesting er kan uten vanskelighet sette fram en nullhypotese. 

Andre statistiske hypoteser,. derimot, blir vanligvis satt fram på grunnlag 

av kjennskap til det fenomen hypotesen gjelder. Når vi framsetter en null 

hypotese, er hensikten ganske enkelt å undersøke om den kan forkastes. Isåfall 

må vi jo godta dens alternativ, nemlig at det er en forskjell på parametrene, 

og det var kanskje det vi ønsket å påvise da vi framsatte null-hypotesen. 

En null-hypotese kommer og.så i en særstilling fordi vi vanligvis ikke 

godtar denne. Det skal jo mye til at f.eks. to behandlingsmåter skal være 

nøyaktig like med hensyn til forventet helbredelsestid. For null-hypotesen er 

situasjonen følgende: Enten for.t.(aster vi den, eller så unnlater vi å forkaste 

den, og vi sier da at det ikke er noen påviselig forskjell. 

For å få en felles terminologi for hypoteser i sin alminnelighet 

(som det kan bli snakk om å godta) og null-hypoteser" skal vi i det følgende 

ikke bruke uttrykket godta om en hypotese. I stedet skal vi snakke om å unnlate 

å forkaste. Hypotesetestingen kan etter dette lede til to tenkelige resultater: 

(1) Vi forkaster hypotesen, eller (2) Vi unnlater å forkaste hypotesen. 

Det er to menn ved navn Neyman og Pearson som spesielt har æren for 

den moderne hypotesetestingsteorien. Vi kan ikke ta med stort 

teorien her, men vi skal nevne noen trekk av teorien. 

For å konstruere et kriterium for å teste en statistisk hypotese 

er det alltid nødvendig å formulere en alternativ hypotese. Vi skal heretter 

av denne 

bruke SJmbolet H
0 

for den hypotesen vi tester og HA for dens alternativ eller 

alternativer. Det er nemlig som regel flere alternative hypoteser. 
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Når vi tester statistiske hypoteser kan V'd. komme i skade for å gjøre 

to slags feil: (1) Vi kan forkas.te H selv om H er riktig. Dette blir kalt 
0 0 

feil av l.slag (forkastningsfeil). (2) Vi kan unnlate å forkaste H
0 

selv om Ho 
er feil. Dette blir kalt feil av 2.slag (forkastningsunnlatelsesfeil). 

Situasjonen kan skisseres i en enkel tabell. Når det gjelder virkelig 

heten" er vårt problem spesifisert slik at enten er H
0 

riktig eller så er HA 

riktig. Noen tredje mulighet finnes ikke. Når det gjelder vår handling så 

går den ut på enten å forkaste H eller å unnlate å forkaste H. Resultatet 
0 0 

av hypotesetestingen i et gitt tilfelle kan derfor settes opp i følgende 

tabell: 

H
0 

er riktig HA er riktig (Ho feil) 

Vår Forkaster H Forkastningsfeil Riktig handling 
0 

handling Unnl. å fork. H R::.ktig handling Forkastningsunnlatelsesfeil 
0 

Virkelighet 

Vår oppgave er å innrette oss slik at vi best mulig unngår begge 

typer av feil. Dette er imidlertid et meget kinkig problem. Når vi minsker 

sannsynligheten for å gjøre en type av feil er det i alminnelighet nemlig 

ikke til å unngå at vi samtidig øker sannsynligheten for å gjøre den andre 

typen av feil. Vi må derfor foreta en viss avveining mellom ulempene ved å 

gjøre de to typer av fe'i.1. 

Vi skal belyse situasjonen ved et eksempel. Når vi skal teste en 

hypotese, skaffer vi oss alltid et sett av data som oppfattes som observa 

sjoner av en eller flere random variable. Disse data stammer ofte fra forsøk" 

men kan også være skaffet til veie på annen måte. Som eksempel på et sett av 

data kan vi ta tallene som er oppstilt i begynnelsen av eksempel 4 s. 114 o 

De to første kolonnene er de samme som i eksempel 3" s. 99. Imidlertid har 

vi føyd til 2 nye kolonner" idet vi nå tenker oss at hele 4 behandlingsmåter 
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ble sammenliknet ved forsøket" slik som opprinnelig beskrevet på s. 77-79. 

Disse data eller observasjener er et produkt av "virkeligheten11 og er et 

resultat av en mangfoldighet av ukjente og kjente årsaksforhold. Blandt 

disse årsaksforhold må vi også innbefatte selve forsøksplanen når det som 

her er snakk om data fra et forsøk • 

Av våre data former vi et tall Fetter en bestemt formel som vi skal 

komme tilbake til i detalj i neste avsnitt. Under den egentlige hypotese 

testingen er dette ene tallet det eneste vi er interessert i når det gjelder 

• 

observasjonene. 

Dette var litt om observasjonene. La oss så se på den andre siden 

av hypotesetestingsproblemet" nemlig selve hypotesen. Foruten hypotesen har 

vi gjerne et 3ett ava priori forutsetninger eller opplysninger om den 

"mekanismen11 som har frambrakt våre data. I eksemplet ovenfor er våre forut 

setninger fØlgende: (l) At hvert av de 4 samplene er et !!fldom sampel. 

(:Denne forutsetningen ku:t1.ne vi la være å nevne da den naarmest er automatisk 

oppfylt når forsøket er riktig utført etter planen som beskrevet på s.78.) 

(2) At hver av de 4 rand.om variable ~1., ~2., !3 og ~4 har normal fordelings- 

funksjon. (3) At CJi = ~ =C-3 = ¾ = u. Selve hypotese1! eller om vi vil 

den hypotetiske forutsetningen, går i vårt tilfelle ut på at 

Hvis vi hadde gjentatt vårt forsøk under tilsvarende forheld (dvs. 

etter samme forsøksplan" med de samme forsøksledd" det samme antall gjentak.,. 

osv.) er det klart at vi måtte regne med å få nye data" og dermed et nytt 

tall F. Tenker vi oss en uendelighet av gjentatte forsøk" får vi altså også 

en uendelighet av tall" F. Noen av disse er store, andre er små • Vi kan 

altså snakke om en rand.om variabel F. 
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Be tre å priori forutsetningene og den ene hypotetiske forutsetningen 

som er nevnt ovenfor går tilsammen ut på at alle observasjonene fra et og 

samme forsøk er observasjoner av en enkelt random variabel ;: N(p~,u) 

(se s.79). På grunnlag av disse fire forutsetnir::.gene er det mulig å bevise 

at~ følger en bestemt fordelingsfunksjon som gjeme kalles F-fordelingen til 

ære for statistikeren R.A. Fischer. Vi skal ikke gjengi formelen for for 

delingsfunksjonen for~ her, da den er forholdsvis komplisert og har liten 

interesse for oss.~ er en kontinuerlig random variabel som kan anta alle 

positive verdier. Fordelingsfunkajonen f(F) har to parametre f1 og f2 som er 

hele pos.itive tall og som vi i våre anvendelser vil kalle henholdsvis antall 

frihetsgrader for telleren og anta.11 frihetsgrader fo.r nevneren. Når f2) 2 

(som den vanligvis er i våre anvendelser) er forventningen for Flik 

(81) E(~) 

Forventningen er altså lik 3 for r2=3 og avtar mot 1 hvis vi betrakter nye 

medlemmer av "F-familien" med voksende r2• Funksjonen har i grove trekk et 

for.løp som skissert i fig. 9. 
/-- 
/ 

f(F)I / 

I 
{ 

0 a F 

Fig. 9 

Selv om formen på F-kurven er forskjellig for hvert sett av parametre, har 

alle F-kurver det til felles at de har en lang "hale" til høyre. 

I våre anvendelser av funksjonen er vi interessert i å finne et talla 

som er slik at sannsynligheten for at f skal være større enn eller lika 

er lik et oppgitt tall P. 



(82) P(~ > a) :::: P 

(Symbolet P er brukt 1 to forskjellige betydninger i (82)). Sammenhengen 

mellom P og a er også illustrert i fig. 9. Som regel velges P;::: 0,05 eller 

P = 0,01. Sammenhørende verdier av P, r1, f2 og a er gjengitt i hovedtabellene 

II og III bak i heftet. 

Hvert enkelt forsøk gir oss en enkelt verdi F av~ .• og denne F kan 

selvsagt være et hvilket som helst tall 1 variasjonsområdet for f, dvs. et 

hvilket som helst positivt tall. Alle Ferderfor forenlige med den antagelse 

at hypotesen er riktig. {Fordelingsfunksjonen er utledet under den forutsetning 

at hypotesen er riktig). Det vi gjerne burde ha. er en serie av uavhengige 

forsøk etter samme plan. Hvis da de F vi fikk fordelte seg langs tall-linjen 

på en måte som samsvarte med den tilsvarende F-kurve, kunne vi ta dette som 

et indisium på at hypotesen var riktig. Hvis de derimot fordelte seg på en 

måte som tilsvarte en helt annen kurve, ville vi få meget sterk mistanke om 

at hypotesen var feilaktig. 

Nå er det imidlertid nokså vanlig å trekke konklusjoner (i hvert fall 

foreløpige konklusjoner) på grunnlag av et eneste forsøk.J og det er teknikken 

for å gjøre dette på beste måte vi skal lære her. (Vi forstår likevel at 

verdien av et enkelt forsøk er nokså begrenset hvis resultatene ikke blir 

etterprøvet ved nye forsøk.) 

Det eneste spor "virkeligheten'' har etterlatt seg er tabellen over 

våre data, og den infc.rmasjonen tabellen inneholder kan :for vårt formål best 

summeres i form av et enkelt tall F. Hvis denne F ligger 1 "halen" til høyre, 

vil dette forhold svekke vår tiltro til hypotesen, selv om en stor F som nevnt 

aldri er direkte uforenlig med hypotesen. Skal vi 1 det hele tatt komme til 

noen konklusjon, er vi imidlertid nØdt til åta en viss risiko for å gjøre 

feil. Det vi da gjør når vi tester en hypotese er følgende: Vi bestemmer oss 
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på forhånd for et tall P scm er lik sannsynligheten for å forkaste hypctesen 

selv om den er riktig. Hvis den F vi finner på grunnlag av tallene fra vårt 

forsøk er større enn den a som svarer til P ( se fig. 9 . ) forkaster vi 

hypotesen. P blir kalt sanns;xnli5hetsnivået eller signifikansnivået. Hvis vi 

bruker P = 0,05 og resultatet blir at vi må forkaste hypotesen" sier vi gjerne 

at vi forkaster den på 5 % nivået. Vi sier også da at}.? er signifikant på 

5 % nivået. Det området av F-aksen som fører til forkastning av H
0
" altså 

området til høyre for a,blir kalt et forkastningsområde for H
0 

eller et 

kritisk område for F. Til hver P svarer det et forkastningsområde. 

Når F er større enn a, tar vi altså det faktum at vi har funnet et 

tall F som er"uvanlig stort" under vår hypotetiske forutsetning som et 

tilstrekkelig 11bevis11 på at det må være noe i veien med hypotesen. 

Hypotesetestingen går altså ut på at vi på den ene siden regner ut 

et tall F ved hjelp av våre data og at vi på den andre siden finner fram 

til et. talla. Hvis F er større enn eller lika, forkaster vi hypotesen. Det 

hele kan summeres i følgende skjema hvor en pil kan leses "resulterer i" 

eller "leder til": 

Virkeligheten ----:li- Data ~ Tallet F 

Sammen 
likning 

A priori forutsetninger) F føl.er .) r ~_, - - g t "-7 p (f > a) = p 
Hypotetisk forutsetningj F fordelingenJ 

Konklu 
sjon 

Det er bare når hypotesen {den hypotetiske forutsetningen) er riktig 

at F følger F-fordelingen. Hvis vår hypotese: H er feilaktig, følger Fen 
- 0 - 

annen fordelingsfunksjon. Sett at det er et bestemt alternativ HA til H
0 

som 

er den riktige hypotesen. HA går ut på at forventningene )).,1 ••• JJ-,4 
avviker fra hverandre med visse nærmere angitte tall. I dette tilfelle følger 
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f en fordelingsfunksjon sem vi vil betegne med f(F IHA) i mot.setn;Lng··t.iJ... 

F-fordelingen som -vi nå vil betegne med f(F I H
0
) Situasjonen er illustrert i 

fig, 10 hvor vi har tenkt oss at vi l~Jenner f(F I HA). 
/---- 

f(~) I / \-f(F I H0) 
I 
I 
I 
I 

F 

Fig. 10 

Vi ser at det er en nokså stor sannsynlighet for å få en F større enn a 

hvis HA er riktig. I figuren er denne sannsynligheten representert ved det 

horisontalt skraverte arealet. Størrelsen av dette arealet er l - p som blir 

kalt teststytken for alternativet HA. 

Uansett hvilken hypotese som er den riktige så unnlater vi å forkaste 

H når våre data resulterer i en F som er mindre enn a og forkaster H når vi 
0 0 

får en F større enn a. Vi ser derfor at sannsynligheten for forkastningsunnlatelses- 

feil er lik f (det vertikalt skraverte arealet i figuren). Slike feil gjør vi 

jo bare når HA er riktig, og følgelig må sannsynligheten for å gjøre slike feil 

regnes ut på grunnlag av den kurven som gjelder når HA er riktig. På tilsvarende 

måte ser vi at sannsynligheten forforkastningsfeil er lik P. Det er de to 

arealene p og P vi gjerne skulle gjøre så små som mulig. Vi ser imidlertid at 

hvis vi minsker P så øker vi J3 og omvendt.Peter derfor vanlig i praksis å 
I 

bestemme seg for en P og la p bli det den blir. Svært ofte velges P = 0,05 

eller P = 0,01. Valget beror nærmest på en konvensJon" og på det faktum at vi 

har tabeller for nettopp disse P-verdiene. 

Egentlig er vårt eksempel enda mer komplisert fordi det ikke bare finnes 

ett alternativ til H
0
, men en hel serie av alternativer, HA. Hvert alternativ 
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resulterer i en fordelingsfunksjon for f og altså i en kurve f(F jHA) i vår 

figur. For å finne ut noe om hvilket forkastningsområde en bØr bruke~ kan en 

i slike tilfelle studere teststyrken for de aktuelle alternativer. Den ideelle 

situasjon ville vi ha om teststyrken l - p var lik l for alle alternativer 

og at samtidig sannsynlighetsnivået P var lik 0. Å finne et forkastningsområde 

som tilfredss.tiller disse krav er umulig i vårt eksempel og forøvrig også i 

alle andre praktiske tilfelle. 

Vi skal senere begrunne ytterligere hvorfor vi lar området til høyre 

fora være forkastningsområde for H. I andre hypotesetestingssituasjoner kan 
0 

vi ha både et forkastningsområde til høyre og et til venstre. 

Vi har nå gjennomgått noen grunntrekk av hypotesetestingsteorien i 

tilknytning til et konkret eksempel. Teorien er imidlertid helt generell. I 

stedet for den random variable? opererer en i andre tilfelle med andre 

random variable som f.eks.~ som vi har gjennomgått tidligere eller~
2 

som 

vi har tabell over bakerst i heftet. 

B. Variansanalyse og F-test 

1. En-veis gruppering. 

Vi skal nå gjennomgå i detalj det eksemplet vi brukte i foregående 

avsnitt da vi illustrerte hypotesetestingsteorien. Da vi allerede har forklart 

problemstillingen og hovedtrekkene 1 analysen (s. 77-79 og s. 107-108), skal 

vi her bare vise hvqrledes vi regner ut tallet F. Dessuten skal vi si 

litt om anvendbarheten.av denne testen og om tolkingen av resultatene. 

Hele analysem av dette eksemplet (eks. 4) finner vi på s. 114-115. 
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Eks. 4. Fire måter å behandle voksne hester på etter en 

operasjon (ses. 77-79) 

Tl - 
25 
37 
27 
32 
38 
30 
26 
34 
41 

s. 290 7 
tJ 

34 
26 
26 
27 
32 
35 
36 
26 

242 

T3 T4 

32 30 
29 29 
35 25 
31 26 

31 32 
32 22 
33 32 
38 26 
36 35 

k 
297 257 ~ S .= S == 1086 

j=l J 

sj2 s4100 58564 88209 66049 

nj 9 8 9 9 

2 s .. 
-l-~ 9344, 4-4. 7320, 50 ,9801, 00 7338, 78 n. 

J 

n. 
~ X 2 ,> .J. •• 

t;°1 ij 9604 7458 9865 7475 

k 
~ n_.=N = 35 
j=L J 

,., 
k s.t:.. 
z: ..:.J..... = 33805 
j==l 11.j 

k n. 2 ~ ~J X •• = 34402 
j=L i=l ij 

n~ 
V ,,.2 c .?, L_ " · · - u ' .. . · . 6 .. ·. 6 i;;l #~lJ. ~- / 259,56 137,50 4,00 13 ,22 

J / I 2 ·' ./ / 

Lni 2 S ·. . ,,./ ,./ 
u - 7 ' • / . 1 x .. -~,· ,. ,' ' 

V .=1= lJ !lj ·32, 45 . 19, 64- :' 8, 00 / 17, 03 / 
J n.-1 

J 

s2 - - 
N 

10862 

35 
= 33697 

xj 32,22 30,25 33,00 2a,56 
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Varia-1F. ri.hets 
sjons- grader 
årsa.l.c . ( DF) 

Kvadratsum 
( SS) 

Var'Lana 
( ss) 
DF 

Total IN-1=34 

Mellom-k-1=3 
gruppel 

Innen N-k=31 
gruppe~ 

2 
IT(x .. -x) 2=lix .. 2- r8 =34402-33697=705 1;J J.J l\J 

s.2 s2 
tn. (X.-!) 2= L _J_ - N -33805-33697=108 

J J nj J. 

~(X .. -X.)2 I<::"- 1 J J 

1,87 

P=0,05 a0,05 (3,3l)=ca. 2,92 

F er ikke signifikant. Null-hypotesen kan iklrn forkastes. Det er ingen 
påviselig forskjell på forventningen for helbredelsestiden for de fire 

behandlingsmåtene. 
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Vi vil n& forklare cym~olene vi vil bru~e generelt og 

oppgi i parantes noe om hva symbolene står for i eksempel 4. Antall forsøksledd 

(behandlingsmåter av hester etter en operasjon) betegner vi med k (k=4). Et 

vilkårlig av disse k forsøksledd betegnes med Tf Observasjon nr. i av den 

random variable X .(helbredelsestiden etter behandlingsmåte nr. j) betegner 
- J 

vi med x1 .• I tabelloppstillingen i begynnelsen av eksempel 4 er X .. det J l.J 

tallet som står i linje nr. i og kolonne nr. j. Altså står x1. for et vilkårlig . J 

tall i tabellen. (x42 = 27). Antall observasjoner av den random variable Xj 

betegner vi med n .• (n2 = 8). Antall observasjoner i alt betegner vi med 
~ J 
;S. 

'> n. 
N = N J • Summen av alle observaajonene for T j betegner vi med 

Summen av kvadratene av alle observasjonene 

i gruppe j skrives Den empiriske variansen 

V. for observasjonene i 
J 

(83) 

gruppe J er gitt 
n~ S _2 

2-_J_ 
X .. ,n. 
1J ,] 

n -1 j 

ved følgende formel: 

Merk at dette er nøyaktig samme formel som formelen (28), s. 57. Vi har nå 

bare brukt andre symboler. Gjennomsnittet av alle observasjonene i gruppe j 

betegner vi med Xj. Gjennomsnittet av alle N observasjonene, altså ! 
betegner vi med X. 

På s. 114 har en under selve observasjonsmaterialet satt opp på 

linjer en del av de størrelsene som hittil er nevnt. Deretter er noen av 

disse linjene s..immert horisontalt. Dette blir da en summering fra j==l til 

j=k. Noen av de størrelsene som er tatt med på s. 114 er ikke nødvendig for 

utregningen av F, men vi kommer tilbake til dette senere. 

På s. 115 har en satt opp i tabellform selve utregningen av F som 

vi nå skal forklare. F er lik forholdet mellom to empiriske varianser. (At 
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disse virkelig er varian&r av den typen vi er vant til skal vi forklare 

senere da det ikke uten videre er klart av formelen). Den første variansen 

betegnes med VT og kalles mellom-sruppe variansen. Vi skal senere vise at 

denne har sammenheng med variasjonen i gjennomsnittene X. fra gruppe til 
J 

gruppe" 

(84) 
k-1 

Den andre variansen kalles innen-gruppe variansen og betegnes VR. Vi skal 

vise senere at denne er et veid gjennomsnitt av gruppevariansene V .. 
J 

(85) 

k·n ~ t (X .. -X )2 
J""'l i=l iJ j 

N-k 

For å spare regnearbeid er det vanlig å trekke inn i analysen telleren i den 

empiriske variansen vi får hvis vi oppfatter alle N observasjonene som 

observasjoner av en enkelt random variabel~ (se s.79). La oss betegne denne 

variansen VTot· Formelen er gitt ved (28), s.57, men i våre nåværende aymbo Ler 

blir formelen følgende: 

(86) 

Telleren i hver av disse tre variansene er en kvadratsum. Vi snakker 

således om kvadratsummen for VT, kvadratsummen for VR og den totale kvadrat 

summen. Det er lett å vise at den totale !::ve.d.rr,tcumr:1en er liYr ci:.1::::1en 

~ -1. ~ -r -, t "" ,., 11' • .•• ~ 
av, o e iCiO enere. ;,;._v1-.:H~ra s uznae n r o r '*n. z e.n c e r z o r ne r-e gn e e e.v: 

følgen~e li~ning: 

(87) '-> ~ if X -X- \ 2 - ' 'x-- 2 G 2 '- L' . . . J -/ ,,. - -- 
:B.J J - "- ij 1J 

,....2 -c~:- ~ n. 
J 

Nevneren i hver cv de tre variensene (04)-{88) blir ~slt. 
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e.nte.11 frihetsgrad.er for YJ:v.adre,t::rn.I:1r.1en i telleren. Størreloen 

F finnes 002 nevnt pt følgenle @&te: 

(Du) 

Nlr vi o~al ol& O?? i ~ovadtabell II eller III for~ finne 

e mt vi kjenne pera~etet'ne i fordelingsfunksjonen for F. ~isce 

finneo p& følgen~e n&te: Antell frihetsgra~er for teller er 

lifr nevneren i VT {VT er jo telleren i F). Ant~ll friheto 

gra~er for nevner er lik nevneren i VR (VR er jo nevneren i F). 

Eele fracgangsm~ten ved analysen er illustrert. i ekseopel 4. 

Det er vanlig t sette opy reoultetene i tab~llfor8 clik coo 

s. 115, tae n c:.enne 031potillingen er gjerne mer oew:.:1entrengt.1 

uten forn.ler. 

L~ V0 er et veid gjenno~onitt. av V. med n.-1. ooc ve~ter 
~~ J J 

kan vioeo p! følgende otte: 

(89) k 
L 
j=l 

r~ i (n~-l)V. 
J=l Jj J 

n.-k 
J 

"' it 
;E.{n.-1) 
i=l J 
yl 

Vi c~al n~ forsø~e & begrunne 9raktisk hvorfor le~ cyneo 

rimelig! for~ecte n å r' F er stor. Vi ska 1 c"'..a ten!.rn oss et- 

tilfelle hvor alle n. er like og likn. Forolene blir da noe 
J 

enr:r Le r e , 

(90) 

:Jetter vi n.=n 
J ,.,. 

~ ( - -) 2 L_ n\X. -X 
·-1 J V= J- · - n 

T k-1 

blir foroelen for VT følgenQe: 

k 
',- --)2 L \X. X 
. l J J= 
k-1 

N&r vi eer bort fra faktoren ner Vm en empirio~ varians for ~e ~ 

~ gruppe~jennooonittene. tette eer vi lett ved 1 oamcenli~ne 

( 9 0) ned ( 28) , s • 57 • Vm blir oter n!r ,e~ er ator verianjon 
Å 
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i gruppegjennomsnittene, 

e r e o t i me, te r r:.. v:- Al. , e r en / -J 

~ lJ.. •• 
J 

ztor 

Silen "ru~~e~jennocsnittene i. 
u -·-'- o- J 

V et T tegn p~ et det keno~je er 

noe i veien c.1el h y:rn t e o en o :J c:. t , a, l 1 e 1u. ~ e r 
ul 

kan vi pre~tic~ oppfatte p~ følgenle n\te: Vi ber tidligere 

( ) 
..t. :t"' ....,.,2 .J ~-. 

3-<1 , a. GO p r e o e n 1.1er·!i 1 o r me len (J 1f =n 0 .! . 

like. Fe/:::-toren n 

~vie en tilevarende 

fornel haile gylligtet ogs& for eo,iric~e vcrienoer (lette er 

ik~e tilfelle e~ca~t)9 m!tte vi sulti?lioere vcri&nsen beregne~ 

fork gjennoaanitter aetl n (entall ob~ervacjoner 

for en re~~e enkeltobnervaojoner. Uten~ gjøre ~rev ~t r~et,te 

er noe e~aa~t resonnement, kan vi derfor ai at fe~toren ni 

(90) bringer V_ onn ry~ o&c~e niv~ con en vanlig e~piric~ 'i' Å ••• - •• 

v e r Le.n a , 

La ocs vioe et ogo& Vn er~ oecnenli~ne ned en venlig ~~ 

eapirick vari~ns. Vi oetter n.=n i 
J 

{89) og f~r de følgende: 

{Gl) V = R 

,L(n-l)Vj \'°"V (n-1,L j 
= 

f.!:(n-1) 

N&r n.=n er altst innen-Rruppe vari~ncen lik ~ienno~snittet 6V J ~ -~ =u 

grup,evnriansene. Gruppevarianoene gir i v!rt ekoea~cl uttry~~ 

for vcricojonen i helbreleloectitlen for heoter oon.~~r f~tt 

caone behsndlingan~te. ~en variesjonen oo~ o~yl~ea at hectene 

her f~tt fors~jellig behandling 

N~r Vmer otor9 tyier 
i 

·I:, il 

tlet1te 

Det !.ren for øvrig v Ln o a at VT og YR har a azrme forventning K1vic 

E~er riktig. 
V 

Ti~ligere har vi nevnte~- forventningen for VT/VR 

er noe otørre enn lunder aa~me forutsetning. 3v~s F er stor 
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c yn e o c~et etter c-:ette rinelig u for!:e~ste Hf'. 
,J 

heftet giv ose et,3iddel til & enal~ hvor ator F nl være. 

Iii tt il I-mr vi ba r a e e tt. :7?~ sel 7e v,er ianoanc lyn en ( d.v o. 

b . t' ' .i. .•. . . • \ e re gn 1 ne n av ..r. v 2. ·.:. r 2~ .., c u :.:.1ra e r o g va r i o, n n e r J o g 

Te he 11 ene be-,!:. i 

F-teotcn. Let er 

iaiflertid vioce )ro~leraer soc ken komue til i f-0rbinlelse ~ed 

tol~ningen ev reoult~tet· og len eventuelle vilero enalyoe. Vi 

kan i~~c ta ced ~er enn hovet~on~lucjonene her1 een viner for 

øvrig til referater fra ?rofecsor Ottestedc forele~ninger vel 

Il o r-g e a h-,nr~bru!::olløe;o!.:ole. 

noe i veien ~ed v&re a ?riori forutcetninger oo noroalitet og 

l i k e n ·t, en c: a r c. a vv i )k • Ve d å re gn e ut gru 10 ne var i r.. n s ene V . s l Hr - .,. J 

oon vi her gjort i e~ocupel 4 kan vi f~ en vioc intifr~ojon ?~ 

oc de teoretio~e varienoene er~ike for de forc~jellige fc~nøka- 

ledd. Det finnen o g s". teot::::etoder n o m kcr.a bru!ren til ::. un co r-- 

søke dette, Forutoetningen oa nornalitet e~eper cjeldcn vesent- 

liga problecer, de det har vis~ aeg at. F-tecten er robunt 

overfor a,rv.:i.k fra d e n n e forutsct,i1ingen. 

Tivis vi ~~r ~onnet til den Ironiduojon r,.,t f.o r v e n t.n i n ø on ø U. ~- r"J 
er fors~jellige~ ~an det ba atn~illig intercoce l ectiQere 

forckjellen cello~ to og to forventninger. Se~~~~ vi øno~er & 

data. E~oeQpel 3 ken eltn~ oppfatteo enten oo~ e~ oelvotenlig 

forsøk Lled bare to foroø~sled~ eller sou en videre enelyoe er 

e~oea?el 4. P! tilsvarende o~tc hunne vi ogo& finne et konfi~eno 

intervc..11 for jA-3- f-4,. Hvio vi i tillegg o g s å ville beregne et. 
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ir ..i,•.. • t 11 "" A,J.., Ji ir - ..1. • • t ~ · .,. x on ra c.e n a a n- e r v a zo z- r 2-/'A--3 ~ xa n -La11.1, reines v-isce e c r e t.a oxo 

innvend.inger not rlette fordi vi cit1 bruker gruppegjennonsnittcme 

underoøI:elner ved p r o f e u ac r Ottectca! t.y~er i1:2ic:lortiC: '?~ a-t·. 

tlette lHrnvel i!drn or så. fc.rlig. Stort nett !.-:.::.n vi ~erfor 

estiaere tlc ~01:trastene vi er interessert i etter metoden i 

e~aeopel 3 og li~evel være noka~ trygge pl at-konfilenooennmyn- 

er en annen enn den vi opererer oe~ i følge våre 

tabeller. 

0 bo e rv e. s j on on c i er, s c n p e l -'1- e r e t t i l fe 11 e a. v c~ e t vi ~ a 11 e r 

en-veis grupnertQ d.ata.. Obeervnsjcnene f r e et foroøT.r ett.er 

planen fri rendooioering er et vi~tig e~aeopel pl cn-vcio 

Tu:omr::er p~, annen nå.te enn ved forsøk (se øvelse 32). CgoE~ i 

olike tilfelle ~en vi bru~e den an&lysemetoden vin& har gjennoc- 

gf,tt hvio forctoetningene er til atede. IT~r vi 

clcta med bare to farsøkoledd e.l. h~r 

a. 101 knlte i~~e-~arobservaejoncr. 

Øvelae 32. 

En ty~e oroer blir ~lessifioert i tre grupper etter on 
atru~turell u~ra~ter. 

De~ ble tatt et rande~ oempel p~ 11 oroer fra hvor grup,e 
og lengden nv hvor orm ble milt. Lengdene er gjengitt nedenfor. 

Unteroøk on tlet er oignifi~nnt f-0rskjell ?t lengden av~ 
ormer i Ge tre gruppene. Forkler ogo~ kort hvil~en hypoteoe 
let er coo tefiltec og forutsetningene for testoetotlen. 
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IJr. 1 
Ornegrup3Je 

1Jr. 2 Hr. 3 

D,9 
'9 9 '1 

11,5 
<") 0 
0 '&, 

1G95 
l ~ ,G 
11,0 
8,0 
9,9 

11, :J 
11,0 

12,2 
ui90 
11,5 
817 
l ::) , 5 
9 9 0 

1095 
13, 0 
13,0 
11, 0 
11,1 

9,5 
G,O 
8,3 

10,0 
9,5 

10,0 
11,3 
10,5 
e,o 
s,o 
9,2 

,.... ..;u.m 

Dun av kva,clrcter 
110 9 5 

1124,69 

122,5 

1384.,49 

1G2,3 

963,97 

" m • . • ~. 10-v~ia gruppering. 

To-veio grupperte data frackom~er hl.a. oos resultct sv 

grupperte ~ata co~ ikke otac~er fra foraø~ er gitt i øveloe 339 

s. 126, Htr vi h~r b~re to behenelingomtter e.l. cvarer to-veio 

gruppe r te tl c~ t c~ t i l c: e t v i !rn l te pc. r-o bo e r va e j on e r p :\ o • 9 7 • 

Vi vil ta for ooa det ekoemplet vi brukte~& v~ gjenno~gik~ 

blo~~planen (s. 79). Dette foroøket gik~ ut 9~ ~ oGncenli~ne 

ka3 forck~ellige oDoalonAter T. for kyllinaer. Vi bru~te n=lO 
0 - . J 0 

og tre ~yllinger 

aam~e foreldre. ~etaljer ued ~enoyn til aymbolbruk, m. v. 

finnes for øvrig oi s. 79-81. 

3oD i tilfellet ~ed en-veie gruppering er vi oga& nl føro~ 

{ • l O •r ) J =- · 9 c~ 9 • • 1.t • 

Lltern2~ti-:-.ret er :100 før et ra i n c f en jhj er forcirjellig fraµ. 
Oga~ teatingc~ kan foretao p& liknende m&te con ea vi hadde en 

veis grupperte data (ekceapel 4, s. 114). Synbolene er de 

at alle n. n& er li~e 
J 

og li~ n ooa olto& 

her atSr for entall blo~~er. Ecle en~lyaen er viet ?t necte side 
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Eks. 5. Tre oppal små ter for kyllinger (se s. 79-81 ) 

T s. 
]. 

3& 
35 
27 
29 
30 
31 
25 
28 
33 
26 

27 
51 
42 
39 
45 
30 
33 
39 
39 
4 

24 
45 
33 
33 
27 
32 
33 
30 
42 
42 

81 
131 
102 
101 
102 
93 
91 
97 

114 
12 

s. 
J 

n 2 
~ X .. 9350 
i=l J..] 

304 

11=nk=l0·3=30 

n 
~ S. 2= 109195 
i=l l. 

k 
2, s .2 = 360797 
. 1 J J= 

390 

15696 

341 

12049 

is/ 
i=l . = 36398 
k 

= 36080 

1035= S. 
n k 
2 L_ X .. 2 = 37095 
i:;:: Y'J;::l J.J 

s2 
N= 

2 
~ = 35708 30 

Fri- 
hets Vari- 

Varia- gra- Kvadratsum ans 
s.jens- der (ss) (ss) 
årsak DF DF 

2 ~ - )2 .- , 2 S 
Total IN-1=29 I 22.(x .. -X =2 2._X •• --N- =37095-35708 l.J l.J 

Blokk 
(For 
eldre)] n-1:;::9 

- = 1387 

For 
søks 
faktor 
( Opp-rk-1=2 
als- 
måte) 

Rest Kn-1)• 
(k-1)= 
18 

) S 2 2 
,- -2 ~j S 

nL (X .-X) = - ' - - =36080-35708=372 J n N 1062 1186 

325 118,1 

10,28 

ao,05 (2,18) = 3,55 

F er signifikant. Null-hypotesen må.forkastes. Forventningen for vekten er 

forskjellig for de tre oppalsmåtene. 
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f Ø 1 c;o:r:(.~G: ,fl)-... 17! -r- ~ \ LG n o:o~~ene er eG bl s :~·~:'.:.or 

foroø~olcdteno lcrciolt tilfollig in~an ~v0r blo~~. 

co~ rande~ 7Bricblo X~ ~~r ~cr=cl f~rCeliilgcfun~Qjcno 
~ 

for clJ.o j. 
.•. , . :_:c,n 7JL ·'.:,ø :J -te F,., ·voc · 

,J 

(eller linjo) 

av alle obu0rvGojono~o for ~lo~~ 
'Il', '-', 

~;:o el [; . = -~ X. . • G _i 0::.;.::1 r)::1rJ:.1 i ·0 t.G -:-,· 
]. J:::;:.i :1J '--- 

T.; 1 oI:!.~ nr • 

• 

oalv o~ vi ct~ongt t~tt b~re tr0ng0r to cv feo til~ regno ut. F. 

Den lørote vil vi ~ctogne ~ad VTot· Den avsr0r ~olt ut til 

o. 117. 

{ c,·,:-; ') 
'\ V '~, j = 

lT-1 H-1 

~en cnire5 V~ vil vi ~~Ile blo~~vcri3ncon. 
LJ 

C:,V x. 
l. 

( 2:3) VB= 
n-1 n-1 

~en accte V~riG~OC~ Vn DV~rsr til 
Å 

.. , . 
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V = T 

Den Y, r::r-~n vi '.".:c',lic 
;...\, 

., ) , 95 
{ n-1) c·---1) 

(GS) 

re gr..0 c ut otter 

F :?in::.G c c o;; : . ..;G 110=:1 ·v rr, 
.J. 

og 1L., 
r-~ a 

V R 

" ncV"18r 1 .; "fl',- I · l \) .{ r~ } ) 1 o r . c. .;. c r "" .11. u. ·, n - \ )_,_ - · • 
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f o r c ø I: o l c c~ d Vnlcroø~oloer utført QV ]rofoooor 

Cot finnen cli~t cc~c?ill er F-tectcn Zor følco~, 

c~vo. :-,t 1:.:I,.._ blir for::c.;:;"'.':ie-t, i v i c c e tilfollo c:c, (:ea E::·:o ~·-~c.llo :·:.2. 
:;.} 

lat ~erfor være grunn til~ tr~~e et lc7e~c cignifi~~ncniv~ enn 

betyfninc i prs~cin. 

Øvcl::;e 33. 
Følgen~o tell ar o~corvert G7 før~tc bloootringc~Gg i 

c :i + ~ l 1 ,.- ·, n- e r -? ,,,. ,.., 1 i ,., n "~ :::- ~-- ,? o "T'"' ·? i r e ~ r t c r ( '1' ) ~) ,., ·f? o ····" ... , t c c ,.., "'" 
;·~-_.~:, .! -··'o}-. _.nJ ~: ,.,:;:···~-,:~·; ~ f,. "~ '") ;~ -~ "-~"~ J ... ,_ ., ···.~ ~ ~,··-~,,...., <J ~..., ••• 

\,J·~c~fJJOner· 1 et ,.J,a,..,.,.,e._~.., -:•,r ,luv,}.• ~GC," .:.:.o;..;.l.::. • .:.y:50..,0,.,0.u 
J j = I 1 -r {'l •••.•• ne~ ..t, r,. ,_. r-,, r-t T;1 J ·I· f' -'r .·.; + 

1
~.Tl,; j r\J • ····· J !..,..... ~- V-.::, J. ._, •.1'"'" - v "'' V~ '-' • 

m 
.'I. l 

,:"I u. 
l. 

G7 
61 

1J2 
99 

3D'l 
351 

Q r, 
'-.) t.:• 

'?' 4 
51'{ 

95 
10 
85 
IC-5 
91 

11'{ 
103 

..• ,·_.c-.. 
J. r·,u 

113 
l r;L,1_ 
120 
112 

4-C2 
302 

3 ?.7 5r.;3 

C. An~re tcot~etoier 

De~ er no~c~ v~nlig ~ tecte ~ypotacer o~ forvcntninGor 

~?. o::co 
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og f'iru.1.er et tall t son er nindre erin -a eller større orm a { s-e 

fig. 8, s·. 88) må H0 forkastes hvis alt0rnativ0t er at µor :for 

slc.jellig fra den hypotetiske vcrdie:.1. ( to-sidig alternativ) o 

Når vi hnr f'urmo t et konfidonsinterva.11 f'or µ er det iC1idler 

tid ikke nødvendig å foreta dormo beregningen av t. Alt vi har å 

gjøre 0 er ase otter om den hypotetiske verdien ligger Lnnonz'oz- 

oller utenfor konfidonsint(~rvallet. Hvis dem hypotetiske verdien 

ligger ut0nfor konf'idansintervallet 2 oå hypotesen :forkastes på 

100(1-Q)% niv&oto ::Jem1.e måten å testa hypotesen på gir alltid 

sar..1E10 resul tc~t s orn når vi rogner ut t. En tilsv.'.:'..rende frae1gangs- 

måte ~mn også bru.kos :for aridz-e typer av konfidensintervaller, 

Når vi har f'urrnø t ot konf'idensintorvnll I bør vi nll tid undor 

søko or.1 intorvo..llot iIL1'1.oho1dor null. Hvis kon:fidensint0rvnllet 

ini.,ohold0r null 2 ko.n den tilsvarende null-hynotoson ikl-:o :forkast os 11 

{Vi forutsetter soo før at a.ltornativot or to-siclig.,) I eksm:ipol 

3, s. 99-100 fant vi konfidensgrensene -3136 og 7,30 for difforons 

on. µ 1-µ 2 r~1ollm:: forvontningono :for helbrcdolsostidon ved bruk 2..v 

to behandlingso~ter otter en operasjon. Siden konf'idonsintorvnllet 

Lnne ho Lde r- null, kan. cm :-iul1-hypotoso om at do to b0hnndJ.ingsr.1åtono 

er like gode ikke forknstos på 5% nivået. (Q=0195, derfor blir P=O,C 

Vi har hittil for dot cGsto vært opptatt uod hypoteser ort f'or- 

ventninger og differenser r.1ello:.1 f'orvontningor
0 Når en ørrs kez- å 

tosto hypoteser ora sannsynligheter, ~;;:an en o f'tio gjøre bruk txv' or; 

fordolingsf'unl:sjon s om :::::tlles l-cji-kv·ndr2~t f'o r-d o Ld.rrgo n { -X:- -:fordoli:.1.gon 

I hovcdo..vsnitt XIII s lca L vi se hvordan do t t o kc..n gjørcs
0 Dor sko.l 

vi også vise hvordCl.n 

:fordol.ingsfunl:s j OD.o 

2 .p , 1· X -J. or-o o. a.ng o n J.:an brukes til å tost0 0:-:1 dat 

er uc..vhongighot ~:10llor.1 kj0ru-wtogn og til å tosto en Iryp o t o s o ora nt 

on frekvonsfordolir:.g e orn or f'unrio t i ot snr:'.'.:pol tilsvnror on kjent 

I hovodcvsni tt XII s ko L vi bruke s-tl.::.donts t 

til å teste hypotos0r i forbindolso ~od rog~osjonsnnQlyson. 

Dot :finnos i dot halo tatt ot stort anta.11 tostr:otod0r so::i 

pnsser til hvor s Lrio typor txv p r-ob Lorno r , Vi har b az-o ar1lodning 
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XII" g~e:r©..§.jQ~ 

A. Innledning 

Både i forslrningsarbeid og i det praktiske liv er vi 

ofte interessert i sarnrnenhengen mellom to eller flere stør 

relser. En statistisk teknikk som da ofte kom.mer til anvend-~ 

else går under navn av regresjonsanal~seo Denne metodikken 

er meget fleksibel og derfor uhyre viktig. Det kan f~eks~ 

nevnes at variansanalysen kan fremstilles på en slik måte at 

den blir et spesialtilfelle av regresjonsanalyseno 

Vi skal her bare ta med noen elementære sider ved regre 

sjonsanalysen, og for å lette tilegnelsen skal vi lmytte frem 

stillingen til et eksempel. 

Bo Re gres j onsf'unks'j anen 

Når en skal stille opp forplaner for kuer; er det nyttig 

å kjenne dyrenes levendevekt .. Siden de færreste gårdsbruk 

disponerer en vekt som det kan ;,eies kuer på 9 blir kuenes vekt 

i praksis bestemt ut fra brystomfa.Dget. Det er som kjent en 

viss sammenheng mellom brystomfang og vekt. Tar vi for oss 

et bestemt und, vers av kuer._ f.eks. det universet U som består 
av alle k-uer som kan regnes å tilhøre NRF-rasen, vil vi finne 

at kuer med stort brystomfang som regel er tyngre enn kuer 

med lite brystomfang. Det er imidlertid ingen eksakt matemat 

isk sammenheng mellom brystomfang og vekt slik at vekten 

kan uttrykkes som en matematisk frmksjon av brystomfanget. 

Neij vi vet alle at to kuer med nøyaktig samme brystomfang 

kan ha høyst forskjellig vekt. Likevel har vi følelsen av at 

det er en vekt som er typisk eller gjennomsnittlig for hvert 

brystomgang:; og at denne typiske vekten stiger med brystom. 

f'ange t . Hvorledes skal vi kunne formulere dette på en eksakt 
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• 

måte? Ved åta det statistiske begrepsapparatet i. bruk ka.~ 

vi sette opp en eksakt modell som gir en mulig forklaring på 

hvorledes sammenhengen mellom brystomfang og vekt er å opp 

fatte. Vi skal se litt nærmere på dette~ 

I universet U9 hvor gjentakene er alle NRF-kuer" kan vi 

oppfatte brystom.fanget som en random variabel, x
1 

og vekten 

som en random variabel x. Hver enkelt ku har en bestemt verdi -o 

av x1 og en bestemt verdi av x
0
• La oss ta for oss et bestemt 

brystom.fang, x1• Alle kuer i U som har dette spesielle bryst 

om.fanget kan vi si tilhører et subunivers av U, og dette sub 

universet vil vi gi betegnelsen Ux1~x1o I dette subuniverset 

kan det tenkes å være kuer med mange forskjellige Yekter~ Vi 

vil derfor tenke oss at det finnes en fordelingsfunksjon for 

vekten av kuer som tilhører dette subuniverset. En fordelings 

funksjon i et subunivers blir gjerne kalt en betinget fordel 

ingsfunks,jon9 men den er av aamme natur som en vanlig fordel 

ingsfunksjon. Den tilsvarende forventningen blir kalt en 

betinget forventning, og vi kan si at den er betinget av at 

_!1=x1. Som en naturlig betegnelse på denne betingede forvent 

ningen kan vi bruke E(x0/ux1=x1) som vi vanligvis vil avkorte 

til E (~0/ x1 ) o 

I avsnittet ovenfor var det nokså vilkårlig hvilket bryst 

om.fang vi tok for oss. Noe tilsvarende som det som er nevnt 

for dette brystomfanget gjelder for et hvilket som helst aktu 

elt brystomfangd Vi kan derfor tillate oss å oppfatte x
1 

som 

en matematisk variabel som vi selv spesifiserer verdien av, og 

vi kaller den en uavhengig variabel" Siden vi bruker brystom 

fanget til å forklare vekten, blir brystomfanget også kalt 

en forklaringsvariabel. Vekten kalles avhengig variab'3lo 

Den modellen vi vil sette opp for sannnenhengen mellom 
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brystomfang og vekt spesifiserer at E~j U2f=x
1
) er en funksjon 

~-i • For hvert aktuelt brystomfang kan det tenkes å finnes 

mange forskjellige vekter-i men bare en betinget forventning 

for vekten. For hver gang vi tar for oss et nytt aktuelt bryst 

omfang får vi å gjøre med en ny betinget forventning for vek 

ten. Vi tenker oss nå at den betingede forventningen for vek 

ten·er en funksjon av brystomfanget i vedkommende subuniverso 

Denne funksjonen kaller vi regresjonsfunksjonen for vekten 

med hensyn på brystomfanget. 

E(x0fx1=x1) = for 
ventning for vektenJ 
kg 

f·Regresjonslinje 
~ - ~ -ri. 

I 1pkg 
I' I 

0 cm x1=brystomfang, 
cm 

Figo 11. Tenkt regresjonslinje for vekt med hensyn på bryst 
omfang. 

Forholdet er illustrert nærmere i fig. 11. For enkelthets 

skyld har vi der tenkt oss at regresjonsfunksjonen er lineær 

slik at den fremstiller en rett linje. En slik linje blir 

kalt en regresjonslinje. Som alle andre linjer har den selv 

sagt en matematisk lik..n.ing9 og denne kan skrives på følgende 

måte~ 

E(~, x1) = d.., + ftx1. 
Koef'f Ls Len'teri f blir kalt regresjonskoeffisienten., 

(98) 
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• I fig. 11 er x.1 og E (x
0
j x.1 =x1) målt langs henholdsvis 

abscisse-aksen og ordinai;,aksen9 og regresjonslinjen er tegnet 

inn, Det stykket linjen skjærer av ord:Lnataksen er lik c.J.., og 

linjens vinkelkoeffisient er lik /?. 
Tar vi for oss brystomfanget x11 vil noen kuer med dette 

brystornf'anget ha store vekter. mens andre har små vekster~ 

Dette har en forsøkt a antyde ved å skissere en fordelings 

funksjon (i en litt uvanlig stilling), idet en tenker seg at 

vi også måler faktiske vekterj x2 langs ordinatakseno For 

ventningen for vekten i det subunivers hvor alle kuer har bryst 

omfanget x.11 er lik E (x
0
/ ~1 =x11 ) som også er avmerket på figuren. 

Tar vi for oss et annet brystomfang1 f.eks. brystom 

fanget x12 blir forholdet tilsvarende9 som rurlydet i fig. 110 

Regresjonslinjen gir oss altså alle sammenhørende par av 

x1=br;ystomfang og E(~0/x1 )=betinget forventning for vekten. 

Når regresjonsfunksjonen antas å være lineær~ sier vi 

at vi har a. gjøre med simpel lineær regresjon. Det er imid 

lertid ingen prisipielle vanskeligheter forbundet med å ope 

rere med andre funksjoner som fremstiller krumme Lan je r , f o eks , 

følgende funksjon av 2o grad~ 

(99) 

Vi sier da at vi har å gjøre med krurnlinjet regresjon. 

Vekten av en ku avhenger selvsagt Lkke bare av bryst 

omfanget, men også av en rekke andre variable som f"eks. leng 

den9 kjøttfylden og alderen. Det er også mulig åta hensyn 

til disse variablee Når vi tar med mer enn ~n forklaringsvari 

abel sier vi at vi har a gjøre med multippel regres~on" Vil vi 

f.eks" ta med lengden1 x2 i tillegg til brystomfanget? x19 

kan regresjonsfunksjonen skrives P--·, følgende måt e e 

( 100) 
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Likningen (100) fremstiller et plan i et 3-dimensjonalt rom. 

Ved å foreta hypotesetesting kan en avgjøre hvilke ledd 

som eventuelt bør fjernes i en gitt hypotetisk regresjonsfunk 

sjon. I det følgende skal vi imidlertid bare behandle regre- 

sjonsfunksjoner av formen (98). 

C. Estimering av regresjonsfunksj(;men 

Hvis vi har en ku med kjent brystomfang9 x11 og skal 

finne ut på grunnlag av dette hva kua veier, er det rimelig 

å gjette på at vekten = E(~
0
, x11) = c.~ + ;Ex11• Problemet i 

praksis er imidlertid at de konstante koeffisientene el og /J 
praktisk talt alltid er ukjenteo Den første oppgaven i regre 

sjonsanalysen blir derfor å estimere el og fJ • Estimatene vil 

vi betegne med henholdsvis a og bj og b vil vi kalle den esti 

merte regresjonskoeffisienten. Vi får da en estimert regresjons 

funksjon som kan skrives på denne måten: 

( 101 ) 

Her står esto E(x0/x1) for estimert betinget forventning for 

~o betinget av x1o Vi må regne med at a * d~ og at b :t::-f o 
Derfor vil i alminnelighet også est. r~(x

0
/ x1) * E (x0 j x1) ~ Vi 

ønsker selvsagt at forskjellene skal bli små. Derfor gjelder 

det å bruke et godt estimeringsprinsipp. 

Estimeringen av d- og~ må bygge på samrn.enhørende verdier 

av brystomfang og vekt for et sampel av kuero Hvis vi f.eks. 

er interessert i NRF--kuer ·; burde vårt sampel helst være et 

random sampel fra universet av NRF-kuer< Etter at kuene er 

målt og veid kan vi tenke oss at vi avsetter sam,enhørende 

verdier av brystom.fang og vekt i et såkalt spredningsdiagram 

eller punktdiagram som vist i figo 12. 
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Det prinsippet som vanligvis blir brukt til estimering 

av clog /1 går under navnet minste kvadraters metode og kan 

lettest forklares i tillmytning til fig. 12. Hvis vårt sampel 

består av n kuer9 vil spredningsdiagrammet inneholde n punk 

ter, og disse ligger selvsagt fast. La oss tenke oss at vi 

har t~gnet inn en linje med koeffisienter a og b gjennom punkt 

svermen som vist på figuren. Hvis vi lar a variere vil linjen 

x =vekt'j kg 
0 

{ 
) 

a ~ 

X I I 

I I 

0 1 cm Y1= brystomfang, cm 

Fig. 12. Spredningsdiagram for sannnenhengen mellom bryst 
omfang og vekt med estimert regresjonslinje inn 
tegnet. 

bli parallellforskjøveto Lar vi b variere vil linjen bli 

dreiet. Ved å variere a og ber det altså mulig å få fram alle 

tenkelige rette linjer i planet" Minste kva::lraters metode 

går ut på å velge a og b slik at smnmen av kvadratene av de 

loddrette avstandene fra punktene til linjen blir.så liten 

som mulig. Dette kravet er oppfylt når a og b blir bestemt 

etter følgende formler~ 

(102) 
b = 

~ (xo-xo) (x1-x1) 

z::<x1-x1)2 
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(103) a = xo ~ bx1 

Minste kvadraters metode har vist seg å føre til esti- 

materer som har visse ønskelige egenskaper. Bl.a" vil vi ha 

at E(2) =funder nokså generelle betingelser. 

D. Korrelasjonskoeffisienten 

Når en har estimert en regresjonslinje (101)s er det 

vanlig å regne ut en størrelser som gjerne blir kalt korre 

lasjonskoeffisienten" Det ville være mer korrekt å bruke 

betegnelsen den estimerte korrelasjonskoeffisienten eller 

den empiriske korrelasjonskoeffisientenp r blir nemlig reg 

net ut på grunnlag av observasjonene i samplet9 og den kan 

i mange tilfelle betraktes som et estimat av en tilsvarende 

størrelse i universet som vi betegner med symbolet ( (gresk 

r 9 leses !:..Q). Det er /:J som bør kalles korrelasj onskoeffisi 

enten. For å skille den fra r kan en eventuelt bruke be 

tegnelsen den teoretiske korrelasjonskoeffisientenQ Vi skal 

i det følgende ikke oppholde oss ved f , men se litt nærmere 

på r" 

Den estimerte korrelasjonskoeffisienten r har alltid 

samme fortegn som b; og den tilfredsstiller alltid følgende 

uttrykk: 

( 104) 

Formelen for r kan skrives på følgende måte~ 

( 105) 
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r kan oppfattes som et mål for hvor tett punktene i fig. 

12 ligger inn til den estimerte regresjonslinjen. Hvis punk 

tene ligger tett inn til linjen er r nær ·1 hvis b er 

positiv og nær -1 hvis b er negativo Hvis punktene ligger 

spredt helt vilkårlig i planet vil både b og r være lik 

o. To estimerte regresjonslinjer som har samme a og samme 

b og som er estimert på grunnlag av det samme antall obser 

vasjoner vil ha forskjellig r hvis punktenes spredning om 

kring linjen ikke er like stor i de to tilfelle. I figo 13 

har en antydet noen situasjoner med forskjellig r. (r er 

ikke utregnet eksakt.) 

XOl\ 

0 

r = O 
xo~ - I XX 

X 

X X 

xo 

f X X 
= I X 

X 
X 

I 

x1 0 x1 

X 

= -1 
X 

X 

X 

r ==-0, 6 

X 

X 
r::::: o,~x 

-<f,.. X 

0 X 1 

xoj x r = 0,4 

·r ~X -~ 
X 

X 

0 0 0 

Fig. 13. Eksempler pa spredningsdiagram med estimerte regre 
sjonslinjer inntegnet og korrelasjonskoeffisienter 
oppgitt" 
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Av (102) og (105) ser vi at b og r har samme teller. 

Hvis er også b=O, og da er a=xc i følge (103)~ 

Det hender ofte at en regner ut r uten å regne ut a 

og b. Hvis det er en sterk positiv eller negativ samvaria 

sjon mellom x0 og x1 vil r bli nær 1 i tallverdi" Hvis 

det er liten samvariasjon i de to rekker av tall vil r være 

et tall i nærheten av O. 

E. Konfidensintervall for S . Hx.potesetesting 
I 

På grunnlag av visse forutsetninger er det mulig å be- 

regne et konfidensintervall for ;Bo Disse forutsetningene 

innebærer bL.a. at de betingede fordelingsfunksjonene som er 

omtalt i tilknytning til fig. 11 alle er normale og at para~. 

meteren uer den samme i dem alleo 

Konfidensintervallet kan beregnes ved hjelp av følgende 

formler: 

(106) 

( 107) 

Konfidensgrenser for 13: b + a sb 

f = n - 2 

( 108) 
2 1-r2 ~(x -i )2 1-r2 2_X2 

(zxo )2 

sb = -·-··.-· o o n-2 . 2 - n-2 
0 n 

I(x1-x1) ("l:x.l )-2 
.rx2 1 n 

Tallet a finnes i tabell I når vi går inn ned den ønskede 

konfidenssannsynligheten Q og f = n-2o 

Konf'idensintervallet kan brukes på vanlig må te til å 

teste hypoteser om f3 . Hvis vi har en hypotese 9 H
0 

som går 

ut på at f = f0, kan vi teste hypotesen på følgende må ce : 

Hvis fo viser seg å ligge mellom konfidensgrensene kan hypo 

tesen ikke forkasteso Ligger fo utenfor konfidensintervallet~ 
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må H0 forkastes. Signifikansnivået9 P er lik 1 minus 

konfidenssannsynligheten, Q. (HA forutsettes her å vt:;re to-sidig.) 

En hypotese av spesiell interesse er nullhypotesen 

H0:j3= 0. Når vi har beregnet et konfidensintervall bør vi 

derfor alltid legge merke til om konfidensgrensene har for 

skjellige fortegn. Hvis dette er tilfelle, er det ingen 

signifikant sammenheng mellom x1 og forventningen (be 

tinget forventning) f'or x
0
• Hvis x1, som i vårt eksempel, 

er å oppfatte som verdien av en randorn variabel x
1
, sier·. 

vi da også at det ikke er noen p~viselig korrelasjon mellom 

~1 og X0o 

Hvis ;0= O sier vi at det ikke er noen korrelasjon mel 

lom x1 og x0• I et slikt tilfelle vil også /1 være lik O. 

Siden r er et estimat av f, vil en r som ligger 

i nærheten av 0 kunne tyde på at 1°= 0 og S= O. En r 
I I 

som har stor tallverdi vil derimot tyde på at nullhypotesen 

må forkasteso r gir oss en god pekepinn~ men før vi trek 

ker en konklusjon bør vi foreta hypotesetesting som vist 

ovenfor. 

F. Mer om bruken av regresjonsanalvsen 

I praksis viser det seg at en ofte får forbausende gode 

resultater med simpel lineær regresjono En lineær regresjons 

fl.lllksjon må imidlertid oftest betraktes som en tilnærmelse 

til den egentlige regresjonsfunksjonen som kan være krumlin 

jet. Tilnærmelsen kan bli meget god når en har å gjøre med 

et relativt begrenset intervall av x1-verdier. Tar vi for 

oss regresjonslinjen i fig. 1l:, er det klart at den ikke har 

noen praktisk mening for brystomfang på O cm. Kuer med dette 

brystomfang vil ·· i følge figuren veie ,:L kg. 
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Når en anvender en estimert regresjonsfunksjon til å 

beregne est. E(~0/x1) bør en avstå fra å bruke x1-verdier 

som ligger utenfor det intervallet av x1verdier som er rep 

presentert i det samplet som estimeringen av regresjonsfunk 

sjonen bygde på. En skal med andre ord helst ikke ekstra 

polere en estimert regresjonsfunksjon. Det kan nemlig tenkes 

at den egentlige regresjonsfunksjonen avviker sterkt fra å 

være lineær utenfor det nevnte intervalleto 

Vi har hittil tenkt oss at x1 står for verdier av en 

random variabel x1• Regresjonsanalysen kan også brukes i 

mange tilfelle da x1 står for tall som vi selv har valt og 

som ikke er å oppfatte som verdier av en ran.dom variabel. 

Dette er typisk i mange eksperimentelle situasjoner. La oss 

tenke oss at vi har en rekke forsøksdyr av et bestemt slag 

og at vi ønsker å studere sammenhengen mellom x = tilvekst -o 
i en bestemt periode (kg) og x1 = tilførsel av et bestemt 

vitamin (internasjonale enheter pr. dag)4 I en slik situa 

sjon er det opp til oss selv å avgjøre hvilke vitamindoser 

vi vil anvende. Det er derfor Lkke naturlig eller hensikts 

messig å oppfatte x1 som verdier av en random variabel x
1
• 

I vårt foregående eksempel var forholdet an. .. nerledes. :Der had 

de vi ikke selv noen innflytelse på hvilke brystomfang vi kom 

til å observere da vi skaffet oss vårt sampel. 

Regresjonsanalysen blir den sanm1e enten x
1 

er verdier 

av en rand om variabel eller ikke. Vi skal j_midlertid merke 

oss at tolkningen av r blir litt annerledes enn før i det 

sistnevnte tilfellet" r blir fremdeles et mål for punkt 

enes spredning omkring den estimerte regresjonslinjen~ men 

kan ikke lenger oppfattes som et estimat av f" Størrelsen 
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av r vil bli påvirket av hvilke x1-verdier vi velger. 

Derfor bør vi være litt forsiktige med å trekke slutninger 

om f på grunnlag av r i en slik situasjon~ 

For å være sikker på å oppdage eventuell tendens til 

krunn.ung , bør en velge x1-verdiene slik at de dekker hele 

det aktuelle intervallet for x1• Hvis en kunne være sikker 

på at regresjonen var lineær, burde en velge x1-verdier som 

lå i ytterpunktene av intervallet. Da ville en få den beste 

estimeringen av f· 
Regresjonsanalysen brukes ofte til å estimere en stør 

relse pa grunnlag av en annen" men den brukes også til å 

studere år saks sammenhenger-, En bør være litt reservert når 

det gjelder å oppdage nye årsakssammenhenger ved hjelp av 

regresjonsanalyse" Tilfeldigheter kan føre til at en nopp 

dager11 ting som ikke er der" Regelen bør vel være at regre 

sjonsanalysen brukes til å bekrefte og tallfeste årsakssam 

menhenger som en på faglig grunnlag hadde mistanke om var 

der før data ble samlet inn. 
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XIII" Kji-kvadrat_test 

Den fordelingsfunksjonen som kalles kji-kvadrat-for 

delingen har mange anvendelser i forbindelse med hypotesetesting. 

Vi skal ved hjelp av eksempler beslCT'ive bruken av et par test 

metoder som går ut på å teste hypoteser om sannsyn1-igheter. 

Navnet kji-kvadrat kommer av at den testvariabelen vi 

bruker gjerne får betegnelsen:t,2, altså kvadratet av 1:. Den 
greske bokstaven'}. svarer til vår ch og uttales kji. 

A. Hypotetiske ... sannsynlj.gheter i et enkelt univers 

I et krysningsforsøk ble maisplanter med røde og melne 

korn krysset med planter med hvite og glasne korn. Hos avkornmet 

fant en da planter med E1= røde og melne korn? E2=. røde og 

glasne korn, E3= hvite og melne korn og E4= hvite og glasne 

korn. Antall planter med disse kjennetegn var~ 

447 140 ·132 49 

Vi ønsker å teste en hypotese som går ut på at P(E1 iU) = 9/16, 

P(E21U) = P(E31U) = 3/16 og P(E4!U) = 1/16c 

Testingsteknikken går ut på at vi regner ut en størrelse 

X 2 som rent praktisk sett kan oppfattes som et mål for hvor dår 

lig våre data synes å stemme overens med hypotesen. ErX..2 et 

stort tall7 forkaster vi hypotesen. Utregningen av ')(2 kan set 

tes opp i tabellform pa følgende måte: 
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Tabell 5. Utregning 

( 1 ) 

Kjennetegn9 Ei 

av X 2 f'r-r- et krysningsforsøk med mais 

(2) (3 )_ (.4} ( 5) ( 6) (7) 

zi Zi-npi 2 (Zi-npi )2 
pi npi (Z. -np.) 

l 1 npi 

E1=røde og melne 447 9/16 432 15 225 0,521 

E2=røde og glasne 140 3/16 144 -4 16 o, n 1 
E~==hvite og melne 132 3/16 144 -12 144 15i000 , 
E4=hvite og glasne 49 I /16 48 ·1 1 0?021 

11=768 1 "n=768 0 X 2 == =l~~~~== 

I kolomæ (1) i tabell 5 har en ført opp de forskjellige 

kategorier av avkom som kan forekommeo Disse kategoriene må all 

tid være uttømmende og ikke overlappende. Ethvert avkom må altså 

kunne henføres til en og bare en kategorio -~~tall kategorier 

(antall kjennetegn) vil vi betegne med m som er lik 4 i vårt 

eksempel. Kolonne (2) inneholder den observerte absolutte fre- 
m 

kvensen Zi for kjennetegnet Ei (i=·l 5 2, .•• ,m) o Summen i~
1
zi vil 

vi betegne med n som er lik 768 i eksempleto ner altså sampel 

størrelsen. De 768 avkom må nemlig oppfattes som et sampel fra et 

univers. U av avkom etter denne spesielle type krysning, Kolonne 

(3) inneholder den hypotetiske sannsynligheten 

universet u 
p. for E. i 
l. 1 

(i=1 '.i 2, ••• 1m). Summen av tallene i kolonne (3) må 

alltid være lik 1. Vi kan si at kolonne (2) beskriver vårt sam 

pel? mens kolonne (3) beskriver universet slik det er i følge 

hypotesen. 

I kolonne (4) har vi ført opp forventningen npi for antall 

avkom med kjennetegnet Ei (i=-1921 ••• ,m). I vårt eksempel er np
1 

et helt tall for alle i9 men slik er det ikke alltid. At np
1 

er 

en forventning er kanskje ikke umiddelbart innlysende for allej 

men intuitivt er det ikke vanskelig å være med på dette. Hvis vi 
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tenker oss en situasjon med bare to kjennetegn~ foeks. E
1 

og 

iE1 vil det vi har gjennomgått om binomialfordelingen gi oss det 

nødvendige bakgr-unnas tof'f for forståelsen. 

Legg merke til at sumrnen av kolonne (4) alltid blir likn" 

Kolonne (2) og (4) er altså helt sarnnenliknbare. Kolonne (2) giF 

oss den observerte fordelingen av de 768 avkom mens (4) gir oss 

den forventede fordelingen9 dvs. den fordelingen vi ville få i 

11gjennomsnitt11 for en uendelighet av sampler1 alle på n=768 av 

komo En testing av hypotesen vil derfor kunne foretas ved å sam 

menlikne kolonne (2) og kolonne (4). Det ville foeks. ikke være 

unaturlig å se på differensene mellom disse kolonnene. Dette er 

gjort i kolonne (5). 

Hvis hypotesen synes å stemme dårlig overens med våre data~ 

vil avvikene mellom observert og forventet resultat i kolonne (5) 

bli store i tallverdi. En nærliggende første tanke kunne være å 

summere disse avvikene og bruke su.rnrn.en som et mål for hvor dårlig 

hypotesen synes å stemme med våre data. Denne summen vil imidler 

tid alltid bli O. Hvis det blir for mange avkom i en kategori i 

forhold til det forventede antall, vil det nemlig alltid bli et 

tilsvarende antall for få i de øvrige kategorier. 

For å eliminere dette fortegnsproblemet kunne vi kvadrere 

avvikene som vist i kolonne (6)e Men heller ikke surrunen av tallene 

i kolonne (6) er noe godt mål for hypotesens tilsynelatende "dår 

lighet". I første linje i tabell 5 ser vi f.eks. at Zi-npi=15 

mens npi =432. Avviket på ~15 er kanskje ikke særlig stort; men 

hvis npi hadde vært f.eks~ 20, ville de fleste av oss ha sagt at 

et avvik på 15 er stort.. Det er altså rimelig å se avvikene og 

dermed ogsa de kvadrerte avvikene i forhold til det forventede 

resultat, np1• Dette er gjort i kolonne (7) hvor en har dividert 

tallene i kolonne (6) med np1" 
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Summen av tallene- 'l>-kolonne (6) er det søkte kji-kvadrat. 

Dette vil selvsagt alltid være positivtf·men forøvrig kan det ha 

en hvilken som helst verdi" Hypotesen kan tenkes å være riktig 

uansett hvor stort tallet X2erG Men det skulle være klart at e··~ 

stort '"X..2 gir oss større grunn til skepsis overfor hypotesen enn 

et lite 'x,.2G (Hvis x2 er et tall meget nær O, kan det være grunn 

til mistanke om regnefeil, falske data e~l.1 men vi ser bort fra 

slike ting her.) 

Spørsmålet er hvor stort x2 må være for at vi skal bestemme 

oss for å forkaste hypotesen. Kji-kvadratfordelingen gir oss et 

hjelpemiddel til å avgjøre dette. Under forutsetning av at hypo 

tesen er riktig kan det nemlig bevises at tallet x2 = 1,653 som 

vi har regnet ut er en verdi av en random variabel ~2 som er til 

nærmet fordelt etter kji-kvadratfordelingen. Grafen til kji 

kvadratfordelingen har et liknende forløp som grafen til F-for 

delingen~ med en lang "hale11 til høyre. Kji-kvadratfordelingen 

har en parameter f som kalles antall frihetsgrader. I den type 

problem som vi har å gjøre med i dette avsnittet blir f bestemt 

etter følgende formel: 

{ 109) f = m-1 

Vi skal ikke gjenta her prinsippene for hypotesetesting~ 

men viser til tidligere avsnitt. I vårt eksempel blir f= 4-1 = 3. 

Hvis vi har bestemt oss for å bruke signifikansnivået P=0,05, 

finner vi i tabell V at den kritiske verdien av X2 er a=7,815o 

Siden tallet x2 = 1,653 som vi har funnet er mindre enn a kan 

vi ikke forkaste hypotesen. Siden dette ikke er en null-hypotese, 

men en naturvitenskapelig hypotese som er stilt opp på grunnlag 

av Mendels lover, kan det da være grunn til å akseptere hypotesen. 

La oss til slutt ta med et lite forbehold. Den random vari 

able vi har å gjøre med er bare tilnærmet kji-kvadrat fordeltd 
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Tilnærmelsen blir gjerne ansett for å være god nok så lenge alle 

tallene np1 er i det minste lik 5. Hvis kravet ikke er oppfylt 

kan vi bøte på dette ved å slå sammen visse kategorier og be 

regne et kji-lcvadrat på grunnlag av et mindre antall kategoriero 

Hvis f.eks" npi i tabell 5 hadde vært 4 i stedet for 48, kunne 

vi ha lagt sammen Zi og pi for E3 og E4 og beregnet et nytt x.2 
hvor m var lik 3. 

B. Ukjente sannsynligheter som i følge hypotesen 

er de samme i flere universer 

Vi skal se på en type til av:k-2-test som det er svært nyttig 

å ha kjennskap til • 

I følgende oppstilling angir tallene Zij antall vaksinerte 

personer angrepet av kopper, ordnet etter antall år som har gått 

siden de ble vaksinert og etter graden av angrepet. 

.Antall år Hardt Lett 
siden angrepne angrepne Sum vaksinasjon E1 E2 

0-25 z11=163 z21=324 n1=487 

25-45 z12=483 z22=449 i12=932 

Surn 646 773 1419 

•, 

Vi ønsker å undersøke om det på grunnlag av disse data kan på 

vises at tiden som har gått fra vaksinasjonen til sykdomsan 

grepet, har noen betydning for graden av angrepet. 

Universet U av alle personer som er angrepet av kopper og 

som er vaksinert for 0-45 år siden kan deles i to subuniverser 

etter hvor mange år det er gått siden vaksinasjonen. I universet 

u1 er det gått 0-25 år og i u2 25-50 år. Fra u
1 

har vi et -(for- 
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håpentlig randorn) sampel på 11.1=487 personer og fra u
2 

et sam 

pel på ii2==932 personer. For å få besvart vårt spørsmål 
9 
stiller 

vi opp en null-hypotese som går ut på at F(E
1
/u

1
) = P(E

1
/u

2
)o 

(Hypotesen innebærer selvfølgelig også at P(E2' U 
1
) == P(E

2
j u

2 
.. ). 

E1 og E2 er nemlig motsatte kjennetegn. Det følger videre at 

P(E1 I u2) = P(I'i1 I U) og at P(E2! u2) = P(E2I U). Alt i alt kan vi 

si noe upresist at hypotesen innebærer at ta1-·r,,.., 

lene i de tre linjene i oppstillingen ovenfor kan ventes å ha 

en tendens til å være proporsjonale J 
Utregningen av :t2 for dette eksemplet kan foretas på 

1:iknende måte som i tabell 5, men vi må nå ha en dobbel tabell. 

Første del av den..71e tabellen bygger på tallene i første linje i 

oppstillingen (0-25 år), og andre del bygger på tallene i annen 

linje ( 25-45 år). 

Vi mangler sannsynligheter å sette inn i tabellene
9 

men 

disse estimeres på gru..7lnlag av sumtallene i siste linje i opp 

stillingeno Vi får: Est. P(E,f u) = P1 = 646/1419 = 0,45525 og 

est. P(E2fu) = ~2 = 773/1419 == 0,54475 

Utregningen for å finne)'.. 2 er vist i tabell 6. 

Tabell 6. Utregning av 'X. 2 for data over vaksinerte personer 
angrepet av koppero 

0-25 år: 

Kjenne- 
zi1 

A 1'~ A z - ,.. (Z. 1-;it}1 P~ )2 
tegn Ei pi n1p. i1-:r:.1pi ( Z. , -11, p. )2 2 f, J.. 1 1 1 XJ.1 i 
E1 163 0,45525 221, 70675 -58~70675 3446,48 15,545 
E2 324 0~54475 265')29325 58 ~ 70675 3446;48 12\1991 
- :':~ =487 1, 00000 487iOOOOO 0 25-4-5 å:r.: 1 

(Zi2-n2Pi Kjenne- 
zi2 "" "' zi2-n2pi (Zi2-n2pi )

2 
n.2~i tegn,E. pi n..2pi 

E 483 0,45525 424,29300 58,70700 3446,51 8, 123 1 
E2 449 0,54475 507,70700 -58,70700 3446,51 6, 78!2. 

n2= 932 1, 00000 932,00000 0 x2=43,447 
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Utregningen av ): 2 skulle ikke trenge nærmere kommentar. 

Også i dette tilfelle er det slik at et stort X.2 gjør oss mis 

tenkelige overfor hypotesen. Et stort 'X2 er nemlig et tegn på at 

linjene i den opprinnelige oppstillingen av våre data avviker 

sterkt fra å være proporsjonale. Dette kan leseren overbevise 

seg om ved et logisk resonnement eller ved å konstruere kunstige 

sett av data. Et sett av data hvor linjene er eksakt proporsjonale 

vil f.eks. gi et 'X.2 som er eksakt lik o. 
Det skulle være klart at jo mer de nevnte linjene avviker 

fra å være proporsjonale, desto dårligere kan vi si at våre data 

synes å stemme overens med hypotesen. 

Hvor stort :t2 må være for at vi skal forkast~ hypotesen 

blir avgjort på grunnlag av tabell V~ Det kan nemlig vises at 

under forutsetning av at hypotesen er riktig er tallet 'X.2 en 

verdi av en random variabel :x.2 som tilnærmet følger kji-kvadrat 

fordelingena 

Den metodikken vi nå har gjen11omgått kan brukes også i til 

felle hvor vi har flere enn to kjennetegn E
1 

og E
2 

og/eller flere 

enn to subuniverser m kjennetegn E. 
1 

og k universer, Uj' vil en tabell som svarer til tabell 6 måtte 

inneholde k deltabeller og hver av disse deltabellene vil inne 

holde m linjer. 

I oppgaver av denne type kan antall frihetsgrader bestem 

mes etter følgende formel: 

( 110) f = (k-1 )(m-1) 

I vårt eksempel får vi f = ( 2-1 ) ( 2- -1 ) = 1 . Bruker vi signi 

fikansnivået P = 0,055 finner vi i tabell V at a = 3,841. Vår 

'X 2 som er lik 43,447 er derfor signifikant og nullhypotesen må 

følgelig forkastes. Av den opprinnelige dataoppstillingen trekker 
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vi da den konklusjonen at det er relativt :flest hardt an 

grepne i den gruppen som er vaksinert for 25-45 år siden. 

Også ved denne typen x2-test må en stille det krav at 

n .• p. alltid skal være i det minste lik 5. J 1 

Den beregningsmåten for 2 
X som er vist i tabell 6 er 

nok ikke den enklest mulige, men den har den fordelen at den 

bygger på det samme grunnskjemaet som vi brukte i tabell 5 og 

som vi senere skal bruke i tabell 7. Som vi har sett gir 

beregningsmåten også et innblikk i hva 2 
X gir uttrykk for 

uten at vi behøver å innføre nye statistiske begreper. 

c. En hypotese om at en random variabel følger 

en spesiell f'ordelingsfunks,jon 

Den neste testmetoden vi skal se på minner sterkt om 

metoden som ble gjennomgått under punkt A. Forskjellen er at 

de hypotetiske sannsynlighetene må regnes ut på grunnlag av 

en hypotetisk :fordelingsfunksjon og at frihetsgradene derfor 

bestemmes anderledes. 

Vi vil bruke oppgaven på s. 61 og s. 68 som eksempel. 

På s. 61 stilte vi opp en frekvensfordeling for antall celler 

av et bestemt slag pr. prøve av en vevsvæske. På s. 68 under 

søkte vi om antall celler pr. prøve kunne antas å være en 

random variabel som fulgte Poissons fordelingsfunksjon. Vi 

sammenliknet derfor de relative frekvensene i samplet med de 

tilsvarende sannsynlighetene som ble regnet ut ved hjelp av 

Poissons fordelingsfunksjon. For å kunne regne ut sannsynlig 

hetene måtte vi ha et tall for parameteren m. Denne ble esti 

mert ved å sette m=X. Problemet var at vi ikke visste hvor 

god overensstemmelsen mellom de relative frekvensene og de 
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tilsvarende sannsynlighetene måtte være for å kunne karakteri 

seres som tilfredsstillende. Dette problemet skal vi løse nå. 

Vi setter opp en hypotese, H0 som går ut på at antall 

celler følger Poissons fordeling. Det kan bevises at denne 

hypotesen kan testes ved å regne ut et kji-kvadrat på en måte 

som svarer helt til det som ble gjort i tabell 5. Utregningen 

er vist i tabell 7. 

Tabell 7v Utregning av x2 for data over antall celler av 
et bestemt slag i prøver av en vevsvæskee 

• 

2 (z. -np.) 
2 1 l. 

X z. pi np. zi-npi (z. -np.) npi 1 1 1 l. 

0 6 0,0665 6,65 -0,65 o,4225 0,0635 

1 16 0, 1 803 1 8, OJ -2,03 4, 1209 0,2286 

2 24 0,2443 24,43 -o,43 0,1849 0,0076 

3 22 0,2207 22,07 -0,07 0,0049 0,0002 

4 23 o, 149 5 14,95 8 ,. 05 64,8025 4, 33t.,.6 
5 6 0,0810 8, 10 -2, 10 4,4100 0,5444 

6 og 
3 0,0577 5,77 -2, 77 7,6729 1,3298 større 

n =100 1 , 0000 100, 00 0 2 
x_==-~+i:Q§.Z_ 

Antall frihetsgrader bestemmes nå etter en formel som 

likner på formel (109), s. 143, nemlig 

( 1 1 1 ) f' = m-1-c 

hvor m som før er anta11 :frekvenser vi har brukt (antall 

linjer i tabellen) og c er antall parametre i den hypote 

tiske f'ordelingsf'unksjonen som vi har måttet estimere ved 

hjelp av observasjonene i samplet. I vårt eksempel har vi 

måttet estimere 1 ukjent parameter, nemlig m. Følgelig er 

c=l og :f=m-1-c=7-1-1=5. Hvis vi velger signi:fikansnivået 

p,;0,05 f'inner vi i tabell V at a=11,070. Det X 2 vi har 
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funnet er altså ikke signifikant. Hypotesen H
0 

om at antall 

celler :følger Poissons :fordelingsfunksjon (i hele universet 

av prøver) kan altså ikke forkastes. 

Også ved denne type av 

ikke skal være mindre enn 5. 

·/ -test er det et krav av npi 

I tabell 7 er den minste verdien 

av np. lik 5,77. Hvis vi ikke hadde slått sammen alle X-verdier 
l. 

:fra 6 og oppover, ville imidlertid np. ha blitt mindre enn 5 
1 

for disse verdiene. 

Denne testmetoden kan også brukes når vi har å gjøre 

med en kontinuerlig random variabel. I slike tilfelle vil 

tallene i 1. kolonne i tabell 7 ikke bestå av X-verdier, men 

av intervaller (klasser) :for X-verdiene. Sannsynlighetene p. 
l. 

vil være arealer som vi kan beregne ved integrering eller 

ved numeriske metoder (i noen tilfelle kan vi også bruke 

publiserte tabeller). 



FACIT TIL ØVELSENE OG OPPGAVENE 

• 

- 
Øvelse 2n s.13~ Ja~ Øvels~ J, So 13: To kjennetegn E

1 
og E

2 
som kan forekomme i et univers, U er uavhengige hvis og bare hvis 

P(E1E2ju) = P(E1/u) P(E2ju). (Uavhengig~etskriteriet kan også 

:formuleres på andre· måter.) Øvelse 41 s·a 1~: Både-og se-r.ningen, 

P(E1E2E3 [u) = P(E1 I u) P(E2 / UE1) P(E3 JUE1E2) ~- Ua~l-iengighets- 

kri teriet, P(E1E2E31u) = P(E1 IU) P(E2fu) P(E3lu}'0 Øvelse 51 s. 14: 

P ( E 1 I U) = 1 / 5 • P ( E 2 J U) = 11/20 ~ P ~ E 1 I UE 2 ) =3 /11 o P ( E 2 j ~ 1 ) =3 / 4. 

P(E1E2fU)=3/20o P(E2E1 JU)=3/20o Vi f'år 3/20=3/~0 i begge 

tilfelle. E1og E2 er ikke uavhengige kjennetegne _P(enten E
1 

eller_E2 eller E1E21u) = P(E1 ju)+P(E21u)-P(R,-E2ju)~ Øvelse 67 

s, 14; Vi har uavhengighet mellom alle de nevnte par av kjenne 

tegn. Hvis vi har uavhengighet mellom et av de nevnte par av 

kjennetegn i en slik situasjon vil alle linjene i tabellen bli 

proporsjonale og alle kol.onnene i tabellen vil bli proporsjo 

nalee Dermed vil vi automatisk f'å alle de uavhengighetene som 

er nevnt. Øvelse 7, s. 15: a) 1/2. b) 1/6. er) 3/4. Hvis 

ett.: og kun ett av m mulige alternativer må inntref':fe og hvis 

alle m alternativene har samme sannsynlighet ut :fra a priori 

betraktninger vil sannsynligheten for et kjennetegn være antall 

alternativer som er 11gunstige11 :for dette kjeni.J.etegnet dividert 

med m {den klassiske definisjonen av en sannsynlighet)!) 

Øvelse 8, s. 16~ Ta ut et sampel. Samplet bør være random~. 

Øvelse 91 s. 17: Nei. Sannsynligheten :for å gjette r.iktig 

ville bli 5/9 som er mindre enn 2/J som er sannsynligheten for 

å gjette riktig hvis jeg alltid sier at han er :fra landet. 

Øvelse 102 s. 23.: Ved 1. trekning er P(okse ju)=13/25=0,52. 

Ved 2. trekning er P(okseju okse 1! gang)=12/24=0,50 mens 

P{okselU kvige 1. gang)=13/24=0,55. Øvelse 11, s. 24: a) 

P3=0,2700. b) Po=o,0531. P,=0,2300. P2=0,3738. P4=0,0731. 

c) Summen er 1 fordi det ikke finnes andre muligheter. 

Øvelse 1 2 , s • 2 ,2 : 1/8~ Øvelse 131 s. 25: 0,0729. Øvelse 

14....z s. 2,2: a) 1/3240 b) 1/36. c) 38/3240 O;e32fi:ave z s • ~ 7 : 
a) 1/48. b) 7/24" c) J/4c Øvelse 1,22 .. s , 43: 2,08. 
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Øvelse 182. s •. 46: µ=1,6. 0 =0,640. b) 0,027. Øvelse 191 

s. 46: 0
2::0,9984.- Øvelse 19b, s. 46: Forventningen er 1 i 

alle tre til:felleo Standardavviket er henh.oldsvis J2/3 , 
~1/2 og o. Standardavviket er :forskjellig på grunn av at 

sannsynlighetene er :forskjellige i de tre universene. ØvAlso 

19c 2 s ~.~ 48: P(X~160 eller ~192) ~~, 25 o Øvelse 20b 2 s ') 48: 

P(u-a <X~µ+a )~1-1/a2• Her må a>1. 0pngave Bo 61a X=2,71. - - - 
s=1,47c Se også oppgave s. 68. 0PE~ave So 68: 

X 0 1 2 3 4 5 6 7 
z/n 0,06 0,16 0,24 0,22 0,23 0,06 0,02 0,01 
r(x) 0,0665 0,1803 0,2443 0,2207 0,1495 0,0810 0,0366 0,0142 

•. 

Øvelse 24, s" 92: 31,8 og 44,8. Øvelse 261 s. 97: Konf'i 

densgrensene :for forventningen :for differensen mellom vekten 

av venstre og høyre nyre er 0,34 og 2,32.,. Øvelse 272 s. 98: 

Det kan være ønskelig at vektene ik~·:::e varierer f'or nryø ( jevn 

kvalitet). Øvelse 282 .s. 1'02: -0,18 og 7,18. Øvelse 30, 

s. 104: 014862 og 0,5502. Øvelse 31II1 s. 104: 0,0168 og 

010530. Øvelse 31III, Se 104: -0,.57 og 0,82. Øvelse 31 IV, 

s. 104: 0,1 og 7,1. Øvelse 322 s. 121: H
0

~ Forventningen 

f'or lengden er den samme i alle tre gruppene. F=S,924. 

a=F0,05(2,J0)=3,32. H0 må :forkastes på 5%-nivået~ Øvølse 33, 

s. 128: F=69,3. a=F0,05(J,12)=3,49. F er signifikant på 5% 

nivået. H0 forkastes. Det er påviselig :forskjell på for 

ventningen f'or blomstringstiden for de 4 artene. 



Tabell 1 

Students t 

!f~~~ 

p 

f 

0,05 0,01 
- 1- .l!!UI @ti• • ~~~ 

1 12.706 63.657 
2 4.303 9.925 
3 3.182 5.841 
4 2.776 4.604 
~ 2.571 4"032 .,, 

6 2.447 3.707 
7 2.365 3.499 
8 2.306 3.355 
9 2.262 3.250 

10 2.228 3.169 
11 2.201 3.106 
12 2.179 3.055 
13 2.160 3. ot 2 
14 2 .145 2.977 
15 2 G 131 2.947 
16 2.120 2. 921 
17 2 .110 2.898 
18 2 .101 ~2. 87D 
19 2.093 2"861 
20 2.086 2~84-5 
21 2.080 2" 031 
22 2.074 2.819 
23 2"069 2.807 
24 2,064 2.797 
25 2. 060 2.787 
26 2.056 2"779 
27 2.052 2.771 
28 2.048 2.763 
29 2.045 2,756 
30 2.042 2.750 
40 2.021 2.704 
60 2.000 2.660 

120 1. 980 2.617 
1. 960 2"576 



Tabell II" Varianskvotienten F. P == 0,05 

- -·---- - ·-------~----~-----~------- ---~ ·------~ 4Dl .••• ilrli!lllfWT :ili~ll~WIM~ :w:IF.. ~ T •qll"JillDi!IIØ-.U ~ltllllliaCII IFI -_»øilil.,._~-WJ,t;~,_lli"!I-~ • \1r__. 
f for teller. 

~rtrr:wtz r .,....,........._,.~~~~~~~'!fl•.;,,ae¼LW .• ·u. •- •- .. -li'tilllllil•A-~ 

4 5 6 7 8 q 10 
- ~~---- -- ----~---- - • Ezl *- biiil -- 

1 161,4 199,5 215,7 22.4, 6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9 

2 18, 51 19, 00 19, 16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,3e- 19,40 
3 10, 13 9,55 9,2B 9, 12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8"79 
4- 7,71 6~94 6,59 6,39 6,26 6, 16 6,09 6,04 6,00 5,96 
5 6,61 5,79 5,41 5, 19 5,05 4,95 4,.88 4,82 4 ,Tl 4,74 
6 5,99 5, 14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4, 15 4, 10 4-,06 
7 5,59 4,'74 4,35 4, 12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 ;,64. 
8 5,32 4,46 4, 07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,'39 3,35 
9 5, 12 4,26 3,86 3"63 3,48 3,37 3,29 3 ,23, 3, 18 7: "1 4 ..) , l 

10 4,96 4110 3,7'! :; ,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,9a 
1 1 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,GO 2,85 
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3, 11 3,00 2, 91 2,85 2,80 2,75 
13 4"67 3,80 3 ,41 3, 18 3,02 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 

.., 
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2, 70 2,65 2,60 
15 4,54 3,68 - :;,29 3,06 2,90 2,79 2, 7'1 2,64 ') r~9 2,54 "'·' .-' 
16 4~49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 
17 4,45 3 59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 ' ' 

18 4 r 41 3,55 3, 16 2,93 2,77 ~,66 2 se 2,51 2,46 2,41 , ~ 
t 19 4J,38 3,52 3, 13 2,90 2,74 2,63 2,54, 2,48 2,42 ? -A 
\:al •... ., ,:) .. ..., 

f 20 4"35 3,49 3110 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2 3° 2,35 
~ ' .,I 

ill 21 4"32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2 .•.... 2,37 2,32 ,f!"lli,, !t' ·C.: .•.. 
t.. 22 4,30 3,.44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 

~- 23 4-,.28 3,42 3,03 2,80 2 64. 2,53 2,44 2,37 ') 3? 2,27 , . C,,,' •.•. 

' 24. 4,, 26 3,40 3 ,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 
25 4"24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 
26 4.,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 
27 4, 21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2,24 2, 19 
29 4, 18 3,33 2,93 2,70 2,54 t'J Il 3 2,35 2,28 2,22 2, 18 G. J' 4 

30 4, 17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2, 21 2, 16 
4.0 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2 "18 2,12 2,08 
60 4.,00 3115 2,76 2,52 2,37 2,25 2, 17 2, 10 2,04 1,99 

120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2, 17 2,09 2,02 1,96 1, 91 
00 3~84 2,99 2,60 2,'37 2,21 2,09 2 ,01 1, 94 1,88 1,83 

·,i 



Tabell II. Varia:nskvot.ie:n.ten :B1"' P == 0,05 

't ..•.. t li l ·· ØlqilQ -=rr . wu..,14' M LJ ..,..._, 

~ 

f for teller. 
,rør• mø:,u ~ ••••. _ ..._,. rct :tr • .,. ••- ot 1s lawtii&42 . .1sa 11trtrt• rt ~~ 

12 15 20 24 ;o 40 60 120 00 
·-1~.IIP!ltt--~~ 

1 243,9 245,9 248,0 249,0 250, 1 251,1 252,2 253,3 254,3 
2 19,41 19,43 19,4.S 19,45 19,46 19,47 19,48 19,4-9 19,50 
3 ~'774 8,70 8,66 8,64 B,62 8,59 8 .~'7 8,55 8 r-··· 

, J .J, ::>) 
4 5, 91 5,86 5,BO r 77 5,75 5,72 5,69 5,66 5 6 ·,; ,, ' , "" 

5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 '+,46 4 ,4-3 4,40 .1 ..• .,. t, )ti 
6 4-,00 3, 9-:i 3,87 3,84 :; ,81 3,77 3,74 ·3 70 3,67 . ,, 
7 3,57 3" 51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 -;z: ""3 ,,., f r::.: 

8 3,28 3 ,.,? 3, 15 3, 1i 2 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93 , t;.._ 

9 3,07 3 ,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,'71 
10 2, 91 2,85 2,77 2,74 2,10 2"66 2,62 2· 58 2.54 , . 
11 2,79 2,72 2,65 2, 61 2,57 2,53 2,49 2,4.5 2,40 
12 2,69 2,62 2,54 2,50 2 I Li7 2,43 2,38 2,34 2,30 
13 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 2,21 
1.1- 2,53 2,46 2,39 2 r 35·· 2, 31 2,27 2,22 2, 18 2,13 
15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2, 16 e,11 2,07 

• 16 2 ,4-2 2,35 2,28 2,24 2, 19 2,15 2, 11 2,06 2, 01 
17 2,38' 2, 31 2,23 2, 19 2,15 2, 10 2,06 2,0·1 1, 96 t_ 

~ 18 2, 34. 2,27 2, 19 2, 15 2, 11 '} ,..,6 2,0,2 i,97 1,92 C., \) 
s:· 19 2, 31 2,23 2, 16 2,11 2,07 2,03 1,9B 1,93 1 I flf3 
::> 
V 20 2,28 2,20 2, 12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,B4 

~·· 21 2,25 2, 18 ~~, 10 2,05 2,01 1,96 1, 92 1,87 1 ,81 
t., 22 2,23 2,15 ~?, 07 2,03 1, 98 1, 94 1,89 1 ,84 1 78 ':) , . 

,:.._ 23 2,20 2, 13 2,05 2,00 1,96 1, 91 1,86 1,81 1,76 
~ 24 2, 18 2, 11 2,03 1, 98 1, 94 1,89 1 ,84 1,79 1, 7~:S 

25 2, 16 2,09 2, 01 1, 96 1, 92 1,B7 1 ,82 1,77 1, 71 
26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69 
27 2, 13 2,06 1, 97 1, 93 1, 88 1,84 1,79 1,73 1,67 
28 2 12 2,04 1,96 1 , 91 1 ,87 1 ,82 1,77 1,71 1, 65 ' 29 2, 10 2,03 1,94 1,90 1 ,B5 1,81 1,75 1, 70 1,64 
30 2,,09 2,01 1, 93 1,89 1,84 1,79 1, 74 1,68 1,62 
40 2,00 1,92 1,84 1, 79 1 '71~ 1,69 1, 64 1,58 1, 51 
60 1, 92 1 , Slir 1,75 1,70 1, ~5 1,59 1,53 1,47 1, 39 

120 1,83 1,75 1,66 1, 61 1 , :i5 1,:50 ·1 ,43 1,35 1,25 
00 1,75 1 ,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 ·1 .oo 



i 
Tabell Dl.. Va.rianskvotienten :F ~ "P -· 0 01 

"'- - 1 

,. 
-· -- ---·~·----··-------~~~-"------·~- -:tø~ !W"'E:t:,..':.,t!l!!:U. 4, & t !Ull&·· :tir_ I J I •• r - -· 

f for tellet·, --- • • li. b &&LA . $VP5'11 :,lliJt .. 1'1173~ ~lai6EZI "IWll'W!l'li ,a· I_ t - 11!1 llll!i!Dw 11t·a -~ • aligJjl.l 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ~--· • ---.;_:&2Y .. " 
1 4052 4999,5 540; 5625 5764 5859 5928 5982 6022 
2 98,49 99,01 99, 17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27 ,91 27,67 27,49 27,35 
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 1 ~", 66 
5 16, :26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 1 o, 16 
6 13, 74 10,92 9,78 9, 15 8,75 8,47 6,26 s, 10 7,98 

,· 

7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7, 19 6,99 6,84 6,72 
8: 11,26 s,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6, 18 6,03 5 ,91 
9 10,56 8,02 6,99 6 ,4-2 6~06 5,80 5,61 5,47 5,35 .li 

10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5 ,~o · 5,06 4,94 
11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4, 19 

• 14 8,86 6,51 5,56 5,03 4j69 4,46 4-,28 4, 14 4,,0; 
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4-, 32 4,14 4,00 3,89 

• ~ 16 B,5.3 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 
QJ 17 8140· 6,11 5, 18 · 4,67 4,34 4, 10 3,93 3,79 3,68 
S!' 18 B,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3.,,84 3,71 3,60 
~ 
" 19 a, 1a 5,93 ~5 ., 01 4"50 4, 17 3,94 .3,77 3,63 ~ 52 ,,,. , 
~ 20 B, 10 5,85 4,94 4,43 4, 10 3,87 3,70 3,56 3,46 
t... 21 s,02. 5, '78 .. 4,87 4,37 4,04 ;,81 3,64 3,51 3,40 
0 
~ 22 7,94 5,72 4,82 4, 31 3,99 3176 3,59 3,45 3 3? , ' ... 

~ 23 " 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 
24 7 ,-82 · 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 
25 7,77 5,57 4,68 4, 18 3"86 3,63 3,46 3,32 3,22 
26 7,72 5,53 4,64 4, 14 3,82 3,59 3,42 3,29 3, 18 
27 7,68 5,49 4,60 4, 11 3, 78 , 3,56 3,39 3,26 3, 15 
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3, 12 
29 7,60 5,42 4,54- 4,04 3,73 3,50 3,33 :;,20 ;,09 
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3, 17 ;,07 
40 7, 31 5, 18 4 ,31 3,83 3,51 3,29 3, 12 2,99 2,89 
60 7,08 4,98 4, 1:; 3,65 3,34 ;, 12 2,95 2,62 2,72 

120 6,85 4,79 3:,95 3,48 3, 17 2,96 2,79 2,66 2,56 
" 00 6,64 4,60 3,78 3, 32_ 3,02. 2,80 2,64 2 51 2,41 , 
.. 



Tabell IV I Varia.11skvotie11ten F. P = 0,01 

4' - •••••..••••••. - U.!11: Ø ...- •••••. '.SlliMJ...._ TH ._.$'·ll'~'!<-ølii#iNW I TrriRI _.,,,...,.. T pnqr; - K 

~, f for teller. ------------------,~--~~-ll'aM!ll",r1- . 
V 2 \ 1 0 12 15 20 24 30 40 60 .,_,J g,Q__ 00,_. _, --··---~i); p ., . J ØL&4f 

6106 6157 1 6056 
2 

• 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

9 
10 
"11 
12 
13 
14 
15 

.• ~ 16 
w 17 
~ 
~ 18 
"'19 f: 

20 '- 0 21 
i:+- 22 
•..•.. 23 

24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
40 
60 

120 
, 00 

99,40 
27,23 
14,55 
10,05 
7,87 
6,62 

5,81 
5,26 
4,85 
4,54 
4,30 
4, 10 
3,94 
3,80 
3,69 
3,59 
3,51 
3,43 
3,37 
3,31 
3,26 
3, 21 
3, 17 
3, 13 
3,09 
3,06 
3,03 
3,00 
2,98 
2,80 
2,63 
2,4'7 
2,32 

99,42 
27,05 
14,37 
9,89 
7,72 
6,47 
5,67 
5,11 
4,71 
4,40 
4, 16 
3 ,96 
3,80 
3, 67 
3,55 
3,46 
3-, 37 
3,30 
3,23 
3, 17 
3, 12 
3,07 
3,03 
2,99 
2,96 
2,93 
2,90 
2,87 
2,84 
2,66 
,2,50 
2,34 
2, 18 

99,43 
26,87 
14,20 
9,72 
7.,56 
6,31 
5,52 
4,96 
4,56 
4,25 
4,01 
3,82 
3,66 
3,52 
3,41 
3,31 
3,23 
3, 15 
3,09 
3,03 
2,98 
2,93 
2,89 
2,85 
2,81 
2,78 
2,75 
2,73 
2,70 
2,52 
2,35 
2 .19 
2,04 

6209 6235 
99,45 99,46 
26,69 26,60 
14,02 
9,55 
7,40 
6, 16 
5,36 
4,81 
4,41 
4, 10 
3,86 
3,66 
3,51 
3,37 
3,26 
3, 16 
3,08 
3,00 
2,94 
2,88 
2,83 
2 r70 , 4~l 

2,74 
2,70 
2,66 
2,63 
2,60 

2,57 
2,55 
2,37 
2,20 
2,03 
1,88 

13, 93 
9,47 
7, 31 
6,07 
5,28 
.i, 73 
4,53 
ti, 02 
3,78 
3,59 
3,43 
3,29 
3, 18 
3,08 
3,00 
2,92 
2,86 
2,80 

2,75 
2,70 
2,66 
2,62 
2,58 
2, 5:i 
2,52 
2,49 
2,47 
2,29 
2,12 
1,95 
1,79 

6261 6287 
99,47 99,47 
26 ,50 
1 ·3 ,84 
9,38 
7123 
5,99 
5,20 
4165 
4,25 
3,94 
3,70 
3,51 
3135 
3, 21 
3, 10 
3,00 
r.·, 9,.., 
'- 1 " 

2,84 
2,78 
2,72 
2,67 

2"62 
2,58 
2,54 
2 50 ,_ 

2,47 
2,4-4 
2,41 
2,39 
2,20 
2,03 
1,86 
1 /70 

26,41 
13,75 
9,29 
7, 14 
5, 91 
5, 12 
4,57 
4, 17 
3,86 
3,62 

3,43 
3,27 
;, 13 
3,02 
2,92 
2,84 
2,76 
2,69 
2,64 
2,58 
2,54 
2,49 
2,45 
2,42 
2,38 
2,35 
2,33 
2,30 
2,11 
1,94 
1,76 
1,59 

6313 6;539 
99,48 99,49 
26,32 
1"5 6i:; .., , .,, 

9,20 
7,06 
5,B2 
5,03 
4,4-8 
4,08 
3,78 
3,54 
3,34 
3, 18 
3,05 
2,93 
2,83 
2,75 
2,67 
2 ,61 
2,55 
2,50 
2,45 
2,40 
2,36 
2,33 
2,29 
2,26 
2,23 
2, 21 
2,02 
1,84 
1,66 
1,47 

26,22 

13,56 
9, 11 

5,74 
4,95 
4,40 
4,00 
3,69 
3, 4-5 
3,25 
3,09 
2,96 
2 ,84- 
2, 75 
2,66 
2,5B 
2,52 
2,46 
2 ,4,0 
2,35 
2,31 
2,27 
2,23 
2,20 
2;17 
2, 14 
2, 11 
1,92 
1,73 
1,53 
1,32 

6366 
99, 50 
26, 13 
13,46 
9,02 
6,88 
5,65 
4-,85 
4,3i 
3,91 
3,60 
3,36 
3, 17 
3~00 
2,87 
2 7~ 1 ? 

2,65 
2,57 
2,49 
2,42 
2,36 
2, 31 
2,26 
e~, 21 
2, 17 
2, 13 
2, 10 
2,06 
2,03 
2,01 
·1 .ao 
1,60 
I ~3''.3 
1 .oo 

t 



'.rabell V" Kji-kvadrat 

' 
·~--'11,i·•u:1•• ::. ..• 

p 
f ~.1'-' 

0 99 0 95 Q.&.5 -· _ .,,. __ .. _ 0, 01 Ls .•• Pl•·.. • • u .•• ·• l-æ1 _..., ., 
1 0,000 0,004- 3,841 6 6~5 , .,,, 

2 0,020 o, 103 5,991 9ø210 
3 o, 115 0,352 '7,815 11 , 341 
4 0,297 0,711 9,488 13,277 
5 0,554 1,145 11,070 15,086 
6 0,872 1,635 1 r, L>92 16v812 c..' .• 
7 1,239 2,167 ·14 ,067 ·1s,475 
8 1,646 2 733 i 5,507 20,090 ' 9 2,088 3,325 16,919 21,666 

10 2,sse 3,940 18,307 23,209 
11 3,053 4,575 19,675 24,725 
12 3,571 5,226 21,026 26,217 
13 4,107 5,892 ::::2, 362 27,688 

•• 
14 4,660 6,571 23,6e5 291141 
15 5,229 7, 26"1 24-, 996 30,578 • 
16 5, 8'12 7,962 26 ~>06 :;2, 000 '·-.:;! . 

17 6,408 8,672 27, ~18'7 33,409 
18 7,015 9,390 ?e 869 34,B05 i ••. J' ,, 
19 7,633 10,117 30,14-4- 36,191 
20 8,260 10,851 31,410 37,566 
21 8,897 "11 , 591 '72 ;;71 38,932 _) - ,. '.J 
22 9,542 12, '.338 33,924 40,289 
23 10,196 13,091 35, 172 41,63B 
24 10,856 13 ,84-8 36,4'15 42,980 
25 1i,524 14,611 37,65~?. 44,314 
26 12,198 15,379 38,885 45,642 
27 12,879 16, 151 40,113 46,963 
28 13.565 16,928 41,337 4.8,278 
29 14,256 17,708 42,557 49,, 58.S 
30 14,953 18,493 43,773 50,892 
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