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PTorord tTil 192962 utr ~av2n

Dette heftet er en noe utvidet gjengivelse av forelesninger som Jjeg
holdt for veterinmrstudenter i virsemesteret 1969. Forelesningene bygger til
dels pd erfaringer fra et kurs 1 biostatistikk som jeg holdt for veterinsrer
ved Norges veterinsrhggskole hgsten 1968. Framstillingen er i stor grad og
pa mange mater pavirket av prof. dr. Per Ottcestods Torclesningshefter for
studenter ved Norges landbrukshggskole da jeg selv har undervist etter disse
hefter ved Landbrukshggskolen i flere &r. Symbolene som er brukt er stort
sett de samme som i prof. Ottestads hefter. Et viktig unntak er at jeg har
brukt understrekede symboler for random variable og de tilsvarende symboler
uten understrekning for verdier av random -variable.

Det er lagt stor vekt pd & forsgke & gjgre framstillingen enkel og
lettfattelig for lesere med smd forkunnskaper i matematikk, men en har
forsgkt & unngd & gjgre den upresis og flytende. Gjennomgdelsen av teorien er
i stor utstrekning knyttet til eksempler fra veterinsrmedisin og husdyrfag.
Pa passende steder 1 teksten er det skutt iqg gvelser som er ment & skulle
utdype og festne stoffet etter hvert som studiene gdr fram.

Heftet ble skrevet etter hiandskrevet manuskript direkte pd stensil
etter hvert som forelesningene ble holdt. Det ble derfor ikke anledning til
noen endelig omredigering etter at alt var skrevet.

Da det p.g.a. forskjellige sammentreff ble ngdvendig & bruke hele
fem forskjellige personer til maskinskrivingen og da skrivingen foregikk
under et visst tidspress, s2 en gjennom fingrene med en del uregelmessig-

heter ved skrivingensom ville ha blitt rettet ved en strengere korrektur.
Vollebekk, junl 1969

Ivar Kristianslund



Forord t il 1973 ~utgaven

I denne utgaven er det foyd til et nytt hovedavsnitt om
regresjon og et om kji-kvadrat test, Disse avsnittene er delvis
en gjengivelse av ot tillegg som jeg skrev i 1971 da timetallet
ble noe utvidet,

Den nye utgaven bygger »d de gamle stensilene, men noen
sider er skrevet helt om, og det er foretatt atskillige forandring-
er pd de gamle stensilene, Siktemdlet har spesielt vert & gjore
stoffet sd& lettfattelig som mulig, For & hjelpe studentene til
ogsd 4 kunne lese andre lzrebgker er det bl,a, feoyd til en kort
forklaring av visse symboler og begreper som brukes i mengdel&ren{

Det er foyd til flere nye oppgaver der hvor det har vert
ledig plass pad slutten av et avsnitt, Disse oppgavene er gitt_
nummerne b, ¢ osv, eller de er bare gitt betegnelsen "oppgave",
Bakerst i heftet er det nd tatt med en facit til oppgavene,

I en ikke alt for fjern framtid héper jeg & f3 anledning
til en mer fullstendig omskrivning av heftet enn det som har vert
rmulig innen rammen av de gamle stensilene, Jeg vil derfor vwré

meget taklnemlig for ethvert forslag til forbedringer,

s, april 1973

Ivar Xristianslund
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1. Innledning

Ordet statistikk brukes ofte om en stor samling tall

( jordbruksstatistikk, kriminalstatistikk, importstatistikk osv.).
Det vi kaller motematisk statistikk (ofte forkortet 4il stati-

stikk) har visse tilkmytninger til statistikk i den ovenfor
nevnte betydningen av ordet, men det er egentlig noe annet. i
gi en noenlunde presis definisjon av begrepet matematisk
statistikk er ;e iy ven keliq, Som en forste tilnermelse kunne
vi si at matematisk statistikk er lesren om hvorledes vi skal
inmrette oss ndr vi omgds tall. Denne definisjonen omfatter
imidlertid store deler av matematikken og fagomrdder som bok-
holderi o0.l. P4 den annen side er det viktige deler av stati-
stikken som faller utenom en slik definisjon.

For & gi et inntrykk av hva matematisk statistikk er mé vi
nevne noe av det faget omfatter. In viktig arbeidsméte i den
matematiske statistikken er & sette opp-en statistisk modell
som viser hvorledes et tallmateriale kan tenkes framkommet. En

slik statistisk modell er en tankekonstruksjon som kan uttrykkes

eksplisitt ved hjelp av matematiske og statistiske begreper og
symboler. Den statistiske modell er et metodisk hjelpemiddel
til & oppdage og kvantifisere mer eller mindre faste regler og
lovmessigheter i den virkelighet som omgir oss. I statistikken
arbeides det med typer av modeller som er s& generelle at de
kan anvendes pd en rekke helt forskjellige omréder innen viten-
skap og teknikk m.v. Statistisk teori og statistiske metoder
kommer til anvendelse b&de ndr vi skal skaffe oss viten om var
verden og nir vi skal ta praktiske avgjerelser péd grunnlag av
dehne,viteﬂ. Den matematisk: statistikk utgjer sdledes et
arsenal av nyttige begreper og metoder som fagmannen kan forsyne

seg av. Matematikk er et viziig hjelpemiddel innen statistikken,



men statistikken skiller seg likevel klart fra matematiklken.
Noe ev det som s@rmerker den matematiske statistikken er at
den anvendes pd fenomener hvor det inngér et element av usikker-
het og hvor denne usikkerheten blir tatt direkte hensyn til 1
selve behandlingen av problemet. Noen spredte eksempler péd slike
fenomener er terningkast, forsikringsvirksomhet, kvalitets-
kontroll ved stikkprover, politiske meningsmdlinger, represen-—
tative jordbrukstellinger, og sist, men ikke minst vitenskape-
lige forsgk av forskjellige slag.

La oss nd forseke & gi en brukbar definisjon av begrepet
matematisk stotistikk.

lotemstisk statistikk er en vitenskap som har & gjere med

problemer som oppstdr og metoder som kan brukes ndr vi skal

samle viten og treffe beslutninger under forhold hvor ded hersker

usikkerhet. Usikkerheten kommer som regel inn i bildet fordl vi

er nedt til & bruke vire kunnskaper om et begrenset antall til-
felle pd et storre antall tilfelle som vi vet lite om p& forhind.
Statistikken kan hjelpe oss til & innrette oss pd on formils-
tjenlig m&te i slike situasjoner.

Et eksempel vil hjelpe til & klarlegge vér definisjon.

En gruppe veterinmrer fAr i oppdrag & bekjempe en hittil ukjent
husdyrsykdom. De undersgker da et begrenset antall dyr for )
bli kjent med sykdommen. Videre foretar de en rekke eksperi-
nenter med behandlingsmdter og medisiner, og endelig setter de §

gang en praktisk bekjempelse av sykdommen ved hjelp av isolasjon,
vaksinasjon, hygieniske tiltak e.l. P& alle stadier i dette
programnet vil det herske usikkerhet. Etter hvilket prinsipp
bor en ta ut dyr til undersekelse? Hvorledes ber eksperimentene

legges opp og konklusjonene utledes av tallmaterialet? 1



hvilken utstrekning er konklusjonene gyldige under praktiske
forhold? Slike spersmdl blir behandlet systematisk i stati-
stikken pd et helt generelt grunnlag uten tilknytning til noe
bestent fagomréde som veterinsrmedisin, plantekultur, sosial-
gkononi osv. Derfor er statistisk teori og statistiske metoder
anvendelige i all empirisk forskning, dvs. forskning hvor vi
samler erfaring om variable fenomener 1 den virkelighet son
omglir oss.

Matematisk statistikk er i dag et meget stort og variert
fagonradde med flere spesialdisipliner, Paget er et uhyre viktig
hjelpemiddel 1 naturvitenskapelig og sanfummsvitenskapelig
forskning og p& en rekke andre heyst forskjellige omrdder., Den
egentlige natenatiske statistikk bygger pd sannsynlighetsregningen
som har retter helt tilbake til 1500-tallet. Det er inidlertid
i vArt &rhundre at statistikken har fatt en s& voldson vekst
i omfang og betydning. Utviklingen av faget har i stor ut-
strekning skjedd i tillkmytning til jordbruksforskningen. Fagets
relative betydning vil sikkert fortsette &4 gke betraktelig i

tiden framover, bl.a. pd grunn av njec muli:

Cemte . S -
LTS ED SOT QLG

-

tronisk databehandling,



II. Noen statistiske begreper

Den virkelighet vi lever i er uhyre komplisert. De prob-
lemer vi f8r & lese ved hjelp av statistiske metoder er derfor
ofte innflekte og sammensatte. Som regel mé vi derfor spalte
opp et problemkompleks som det vi stette p& i eksenplet ovenfor
i en rekke forholdsvis enkle delproblemer som lar seg beskrive
ved hjelp av statistiske modeller. Ved behandlingen av et siikt
staﬁistisk problen fir vi bruk for en rekke begreper som vi
skal definere 1 det folgende.

Som tidligere nevnt er statistikken et hjelpemiddel til )
skaffe oss viten. For & skaffe oss viten md vi foreta observa-
sjoner, dvs. vi md bruke vire sanser og registrere cgenskaper
ved de objekter vi er interessert i. Som regel vil et viktig
ledd i forskningsprosessen vere & ta for seg et begrenset
antall objekter av et bestemt slag og underseke disse etter tur.
Hvert av disse objekter blir kalt et gientak eller en telleenhet.
Skal vi f.cks. skaffe oss kunnskap om en hittil ukjent sykdom
hos sau m& vi ta for oss et antall sauer og underseke hver av
disse. Hver sau i dette cksenplet er et gjientak. Bt gjentak
behever ikke 8 vere et objekt. Oftc kin det bhedve “craliberiszeres
som ot fenomen, en situssjon, ot cisperiment, c.ls “kel vi
underseke om historien om sjeormen har noc for seg kan f.eks.
hver ny rapport om at sjeormen er sctt vere et gientak., Andre
cksenmpler pé& gjentak er grisekull, skéler med en bakteric-
kultur av et bestent slag, trekkprever med en bestemt hingst,
besetninger, land, veterinmrbesek, osv. Samlingen av gjentak
sor vi underseker i forbindelse med et bestemt problem (f.eks.

en samling pd& 30 sauer) blir kalt et sampel eller utvalg.



Det er hensiktsmessig & oppfatte samplet som et utvalg fra
en sterre samling av gjentak som vi kaller universet eller
populasjonen. Bt sampel som bestdr av 30 sauer kan f.ecks. opp-
fattes som et sampel fra et univers som bestdr av alle norske
saver. Alternativt kunne vi ha oppfattet universet i dette til-
felle som samlingen av alle ndlevende saver i hele verden,
eller som alle sauer i sin slminnelighet. Hva vi vil oppfatte
som univers nér vi i et konkret tilfelle starter en undersekelse
er til en viss grad gjenstand for valg, men det fidr konsekvenser
for hvorledes sanplet ber tas ut. Malet for var underseokelse
er 4 komme fram til utsagn, regler eller lovmessigheter som vi
kan ha hdp om er gyldige for hele universet, selv om de bare
bygger p4 en undersekelse av sanplet. Vi kan altsd si at
universet er samlingen av alle de gjentak som vi tar sikte pé
at vare resultater skal gjclde for. Samplet, som alltid er ocn
del av universct, er samlingen av alle de gjientak som vi
faktisk undersgker. Som regel cr det'praktisk eller gkonomisk
umulig & underscke hele universet, og det er nettopp dette
forhold som gjer at vi fi4r bruk for statistiske metoder.

Skjenatisk kan relasjonen mellom gjientak, sampel og

univers illustreres som i fig. 1.

T e RN

' - h *’-{—' —Gjentak

? Sampel

Fig. 1



Det kan stundom vare meget vanskelig eller umulig & trekke
opp konkrete gremser for et univers. Ofte er universet en ab-
strakt tankekonstruksjon som ikke har noe reelt motstykke. Like=
vel er universet et meget nyttig begrep som letter formuleringen
og analysen av vdre problemer., Hvis f.eks., gjentaket er en trekk-
prove med en bestemt hingst, kan universet bestd av alle trekk-
prever som kunne tenkes utfert med denne hingsten under nermere
spesifiserte forseksbetingelser (seletay, sko, veidekke, osv.
av en bestemt type).

Universet kan bestd av et begrenset eller et ubegrenset
antall gjentak. Av og til blir ordet univers brukt om ubegren~
sede universer, mens ordet populasjon reserveres for begrensede
universer, men sprakbruken er noe varierende., Vi vil her holde
oss til ordet univers for begge tilfelle., NA&r ikke noe annet
gdr fram av sammenhengen vil de universene vi f&r & gjeore med
i det folgende alltid vare ubegrensede.

Undersskelsen av hvert gjentak i samplet glr ut pad & ob-

servere og registrere et eller flere kjennetegn. Et kjennetegn

er en karakteristikk av en kvantit-tiv eller kvalitativ egenskap
som knytter seg til gjentaket., Kjennetegnet kan enten observeres
direkte ved hjelp av syn, hersel, lukt, smak eller felelse; ~ller
indirekte ved bruk av mer eller mindre kompliserte instrumenter,
apparater og metoder. Som eksempler pd kjennetegn kan vi nevne
"hann" nar gjentaket er en forsekskanin, "bolleformet jur" nér
gjentaket er en ku, "utemmet" ndr gjentaket er en hest, "spekk-
tykkelse 25 mm" ndr gjentaket er en gris, "9 grisunger" nir gjen-
taket er et grisekull, "all import av levende storfe forbudt" nar
gjentaket er et land, osv. Av og til bruker en betegnelsen be-
givenhet eller hendelse i stedet for kjennetegn ndr dette faller
naturlig, spraklig sett.

Et kjennetegn som naturlig kan uttrykkes ved hjelp av et



enkelt tall blir kalt et kvantitativt kjennetegn. Et kjennetegn

som ikke kan uttrykkes pé/denne mate blir kalt et kvalitativt

kjennetegn eller konstant kjemmetegn. Kjennetegnet "rode oyne"

hos gjentaket "kanin nr. 33" er et kvalitativt kjennetegn. Kjen=-
netegnet "levendevekt 519 kg" hos gjentaket "3286 Litago" er et
kvantitativt kjennetegn. Kvalitative kjennetegn kan alltid ut-
trykkes som om de var kvantitative ved at vi velger et tall for
hvert av dem. ©Oyenfarge kan f.eks. defineres ved at vi setter
bld =1, brun = 2, red = 3, osv. Vi skal senere se at et kvanti-
tativt kjennetegn ogsé& kan oppfattes som en verdi av en sakalt
random variabel.

Som regel knytter det seg en uendelighet av kjennetegn til
hvert gjentak, men alle kjennetegn er ikke av samme interesse.
Opplegget for en undersokelse forer naturlig til en gruppering
av kiennetegnene.

(1) Noen kjennetegn er felles for alle gjentak av den type
som er gjenstand for vir undersekelse i et gitt tilfelle. De
er med andre ord felles for alle gjentak i universet, og univer-
set kan defineres ved & regne opp alle disse kjennetegn. Hvis
f.eks., vart univers bestdr av alle kuer, kan universet i prinsip-
p?t defineres ved at vi regner opp alle kjennetegn som er felles
for alle kuer,

(2) Visse andre kjemnetegn brukes undertiden til en videre
klassifisering av gjentakene for analytiske formal. Sammen med
de kjennetegn som definerer universet definerer disse kjennetegn
et subunivers eller delunivers. I prinsippet kan vi f.eks. de=~
finere et subunivers av universet som omfatter alle kuer ved &
regne opp alle de kjennetegn som er felles for alle Kkuer av
rasen NRF,

(3) Det finnes ogsd kjennetegn som er av interesse fordi

de identifiserer det enkelte gjentak, eksempler er nummeret pa



den enkelte ku, e¢ierens navn og adresse, 08V.

(h) Endelig har vi de kjennetegn som vadr undersokelse
egentlig dreier seg om., Hvert slikt kjennetegn oppfatter vi
som et alternativ eller en verdi (hvis det er et kvantitativt

kjennetegn) av et sett av alternative kjennetegn, Kjennetegnet

"t14 eyne" er f.eks. et alternativ blant et sett av altermative
kjennetegn som omfatter alle forskjellige esyenfarger som fore-
kommer i vedkommende univers. KXjennetegnet "hankjenn" er et
alternativ i et sett som ogsid omfatter kjennetegnet "hunkjenn".
Kjennetegnet "8 grisunger" nar gjentaket er et grisekull er et
alternativ eller en verdi i et sett som omfatter alle naturlige
tall fra O og opp til, la oss si 20, Kjennetegnet "4rlig melke~
yvtelse 4120 kg" er en verdi i et sett som kanskje omfatter hele
tall-linjen fra O og opp til de ytelser vi finner hos verdens

rekordkuer. Vi ser altsd at hvert sett av altermative kjenne-—

tegn inneholder de mulige alternativer av_en egenskap som f.eks.

gyenfarge, kjenn, kullsterrelse, melkeytelse, o0sv.

Kjennetegnene md vere definert pd en slik mite at hvert

gjentak har ett og bare ett kjennetegn fra hvert sett av alterna-

tive kjennetegn som vi betrakter. Vi sier at de forskjellige

kjennetegn fra samme sett av alternative kjennetegn utelukker
hverandre, idet de ikke kan opptre hos ett og samme gjentak,

Vi sier ogsd at et gjentak md ha enten det ene eller det andre

(eller det tredje, osv.) av dem. NA&r det finnes bare to alterna~

tive kjennetegn i ett sett, kalles disse motsatte kjennetegn.

N&r gjentaket er en voksen hest, er kjennetegnene "hingst",
"hoppe" og "vallakk" alternative kjennetegn. IXjennetegnene
"dod og levende" er eksempler pad motsatte kjennetegn.

Ni&r et sett av alternative kjennetegn inneholder mer enn

to alternativer er det alltid mulig & innrette seg slik at vi



kan operere med bare to motsatte kjennetegn ved & gruppere
flere kjennetegn under en felles betegnelse, Dette er ofte
praktisk og kan lette visse definisjonsproblemer. I stedet
for & operere med forskjellige grader av sykdom, kan det f.
eks. vere hensiktsmessig 4 bare definere de to motsatte kjen-
netegnene "syk" og "ikke syk". Man stdr selvsagt fritt nar
det gjelder & velge hva man vil mene med "syk",

Nar to kjennetegn fra to forskjellige sett av alternative
kjennetegn kan opptre samtidig hos ett og samme gjentak, sier

vi at de to kjennetegnene ikke utelukker hverandre. Et gjentak

kan altsd da ha bade det ene og det andre kjennetegnet.

Terminologien blir tilsvarende ndr vi har 4 giere med mer enn
to kjennetegn fra mer emmn to sett av alternative kjennetegn.
Hvis vi f.eks. betrakter et univers av kuer, kan kjenne=—
tegnet "NRF" og kjennetegnet "melkemengde 5120 kg siste regn-
skapsdr" tenkes & opptre samtidig hos et gjentak., De uteluk-—
ker hverandre altsd ikke. Som vi ser, tilherer de to kjenneteg-
nene forskjellige sett. Det enc settet omfatter alle raser,

og det andre omfatter alle tenkelige melkemengder,



ITII, Matematisk sannsynlighet

Et helt grumnleggende begrep i statistikken er matematisk
sannsynlighet. En sannsynlighet kan defineres pd flere mater.
Ofte brukes en aksiomatisk framstilling hvor en gjerne ogsa
tar i bruk mengdelzre. I dette kurset skal vi definere matema-
tisk sannsynlighet p& en meget enkel og lettfattelig mdte. Det-
te oppndr vi ved & tenke oss at vi kan ta for oss alle gientakene
i hele universet (selv om dette er ubegrenset) og undersske hvert

enkelt av _dem. NA&r universet er ubegrenset er det selvsagt

umulig & underseke alle gjentak., VAr definisjon er derfor noe
kunstig og heller ikke matematisk stringent. Dette spiller imide-
lertid ingen rolle for vdr anvendelse av sannsynlighetsbegrepet.

Sannsynligheten for kjennetegnet E1 i et univers som vi beteg-

ner med U skrives som P(E11U) og er lik den brekdelen av alle

gientakene i universet som har kjennetegnet E1,

Vi har altsd

Antall gjentak med E{ 1 U
Antall gjentak i alt i U

(1) P(E,jU) =

Sannsynligheten for kjennctegnet "oksekalv" hos en nyfedt
kalv kan vi altsd, tecoretisk sett, finne ved & notere kjonnet
for alle kalver og dividere antall oksekalver med antall kalver
i alt. Siden en sannsynlighet er en brekdel av gjentakene i
universet innser vi lett at den md vare et tall mellom O og 1.

Eksemplet ovenfor viser vel umiddelbart at summen av sann-—

synlighetene for to motsatte kjennetegn er lik 1. Har vi et

tilfelle med mer enn to alternative kjennetegn, innser vi pa

tilsvarende mdte at summen av sannsynlighetene for et sett

av_alternative kjennetegn, ndr vi tar med alle alternativene,

er 1ik 1., Summen av den bregkdelen av gjentakene som har kjenne-

tegnet "hoppe" og den brekdelen som har kjennetegnet "hingst" og
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den brgkdelen som har kjennetegnet "vallakk" i et univers av
voksne hester er selvsagt lik 1.
Tar vi for oss mer enn ett, men ikke alle, kjennetegn fra et

sett av alternative kjennetegn, ser vi at sannsynligheten for enten

det ene eller det andre eller det tredje, 0sv. av disse kjennetegn

er lik summen av sannsynlighetene for de enkelte kjennetegn. Sa-

ledes er sannsynligheten for enten "hingst" eller "vallakk" i et
univers av voksne hester lik summen av sannsynligheten for "hingst"
og sannsynligheten for "vallekk". N&r vi tenker p& sannsynlighetene
som brekdeler av gjentakene i universet er dette innlysende. Den

setningen vi nettopp har referert blir kalt enten-eller setningens

Legg merke til at denne enten eller-setningen har & gjere med kjen-
netegﬁ som alle tilherer samme sett av alternative kjennetegn,
altsd for kjennetegn som utelukker hverandre. (Det finnes en mer
generell form av enten-eller setningen som gjelder ogsd for kjenne-
tegn som kan opptre samtidig.)

Vi kan ogsé& vare interessert i sannsynligheten for en kombina-
sjon av kjennetegn hvor kjennetegnene tilherer forskjellige sett av
alternative kjennetegn, f.eks. i sannsynligheten for "hingst" av
"vestlandsrase"., Kjennetegnet "hingst" tilherer et sett av alter-
native kjennetegn som ogséd omfatter "hoppe" og "vallakk", mens
kjennetegnet "vestlandsrase" tilhorer et annet sett, nemlig et sett
som omfatter hver enkelt av de aktuelle raser. Definisjonen av
sannsynlighet er den samme som fgr. Folgelig tenker vi oss at vi
teller opp alle hingster av vestlandsrase i hele univgrset og divi-
derer med antall gjentak i hele universet.

Av eksemplet ser vi ogsad at det kan dannes nye sett av alter-
native kjennetegn med utgangspunkt i gitte sett. Vart nye sett om-
fatter foruten "hingst av vestlandsrase" ogsé& "“hoppe av vestlands-
rase”, "hingst av g¢stlandsrase", osv, idet vi kombinerer alle alter-
nativene av de to opprinnelige settene. Summen av sannsynlighetene
for alle alternativene i det nye settet vil ogsa vere lik 1. Hvis

vi skal kombinere mer enn to sett, gjeres dette pd tilsvarende mate.



Eksemplet viser at vi md vere omhyggeligemed & presisere
hvilket univers vi tenker pd ndr vi snakker om en sannsynlighet.
I eksemplet kan jo universet bestd av alle hester, alle
hingster, alle norske hester, csv. Hvis U er universet av
alle hester, El = "hingst", E2 = "norsk' og E3 = "ygllakk",

bruker vi folgende skrivemdte.

P(EljU) = Sannsynligheten for "hingst" i hele universet
av voksne hester,

P(EllUE2) = Sammsynligheten for "hingst" i universet av
norske hester.

P(ElEle) = Samnsynligheten for bide "hingst" og "norsk" i

hele universet. (Dvs. den brekdel som norske
ningster utgjer av alle hester).

P(enten By eller EBIU) = Sammsynligheten for enten "hingst"
eller “fallakk“ i hele universet. (Dvs. den brok-
del som hester av hankjenn utgier av alle hester).

P(El]UiE = Saxmsynligheten for "hingst" 1 universet av ikke-

5)
norske (dvs. utenlandske) hester.

Sannsynligheten P(EltUEe) er en betinget sammsynlighet.

Det er sannsynligheten for El betinget av EZ. Dette er det
samme son sannsynligheten for El i det subunivers av U hvor
alle gjentak har kjennetegnet EZ'

Den sdkalte bade-og setningen gjelder for kjonnetegn:

(eller kombinasjonsr av kjonnetegn) som tilherer forskjéiiige
-~ S . - I3y ey oy Y, 1
s=%t 2v alternative kjennetegn. Dot er jo bare kjennetegn

P o ".""ﬂf’:A P 2
fre forskjellige cott ~om ken op.tre samtidig slik at det kan

bli snakk om et bade-og. Tar vi for oss to slike kjennetegn

og gir de : 5 i
g g m betegnelsene E1 og E2 kan bade-og setningen skrives

Pé& folgende mate:

(2) P(EEL|U) = P(E,|U) P(Fp |UE,)



- 13 -

Denne setningen brukes bl,a., ndr vi kjenner to av de
sannsynlighetenc som inngér i likningen (2) og onsker & finne
den tredje direkte uten 8 g& veien om opptelling i universet.

Vi skal ikke gi noe formelt bevis for setningen, men over-

later til leseren & illustrere den ved eksenplet i evelse 1.

Pgvelse 1.

La El vere kjennetegnet "ostlending® og E2 kjennetegnet
"ikke rogker". La universet U bestd av alle som for tiden er
registrert som studenter ved NLH, Bruk brekregningens regler 0g
forviss deg on at bAde-og setningen gjelder for dette eksemplet.
Lag om ngdvendig ct konkret talleksempel.

fgvelse 2,

Kan bdde-og setningen skrives pd felgende méte?
(3) P(E{E,1U) = P(E21U)'P(E11UE2)

Hint: Studer symbolene pé& begge sider av likhetstegnet.

i

Hvis P(EZlUEl) P(EZEU) far vi ved immsetting i (2):
(4) P(ElEZJU) = P(EllU)’P(Ez1U) ¥

Vi siexr da at El og E2 er uavhenzige kjennetegn. Begrepet

uavhengighet i statistikken er uhyre viktig., Legg nerke til at

uavhengighet i dagligtalen kan bety noe annet.

gvelse 3, _
Lag et tallekscmpel hvor P(EZJUEl) = P(EglU). Vis at
D UR = :
P(32 L“l)
kjennetegn El og E2 er vavhengige.

P(EleiEl). Formuler i ord hva som ligger i at %o

Pgvelse 4.

Forsek & generalisere bide-og setningen (2) og wavhengig-
hetskriteriet (4) til & gjelde tre kjennctegn El,E2 08 E3°
(Generaliseringen kan fores videre til et vilkarlig antall
kjennetegn) .
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Enten-eller setningen og b&de-og setningen méd ikke blandes
sarmen. ;Den enkle enten-cller sebtaningen vi har gjennomgétt har
4 gjere med kjennetegn (eller kjennetegnkombinasjoner) som til-
herer et og camme sett av alternative kjennetegn (eller kjonnetegn-
kombinasjoner). B&de-og sctningen gjelder kjennetegn (kjennetegn~-
kombinasjoner) som kommer fra hvert sitt sett av alternetive

kjennetegn (kjennetegnkombinasjoner).

@velse 5e

La oss tenke oss at vi har ct begrenset univers son
bestdr av 100 studenter og at vi betrakter to sett av motsatte
kjennetegn hvorav det ene har 8 gjere med alder og det andre
gjelder ckteskapelig status. Studentene er fordelt pd folgende
ndtes

B, ="fylt 23 8r" iE,="ikke fylt 23 &z"

2

El="gift“ 15 5 20

1E1="ugift"" 40 40 80
55 45 100

Skriv ned (son breker) felgende sannsynligheter: P(E,LU),

P(E ), P(E 'sz) P(E 'UEl) P(Eln21U) og P(E Eq 7)., Illustrer
rlktl sheten av bdde-og setningen skrevet pé fornen (2) og pa
formen (3). Ir El 0g E2 vavhengige kjennetegn? Forsek & lage en
utvidet enten-eller setuning son kan brukes til & finne felgendc
sanmsynlighet: P(enten E, eller E, eller ElEZIU)'

Fvelse 6.
Bytt ut tallence i evelse 5 med folgende tall:
E2="fylt 23 A&r" iE2="ikke fylt 23 &r"

b

E1="gift" 15 b 20
iE1="ugift" 60 20 80
75 25 100

Undersek on folgende kjennetegn cr uavhengige: (1) El og EZ“
(2) By og iE, . (3) iB, og B,. iE, og iEZ. Kormenter resultatet
0g tallene i tabellen. |
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IV, Litt on anvendelsen av sannsynlighetsbegrepect.

La oss se pd noen av de sporsmdlene son melder seg i
forbindelse med sannsynlighetsbegrepet. Vi har allerede forklart
hva som menes ned en sannsynlighet. Et n&rliggende sporsmdl er
da: Hvordan fimmer vi +tall for semnsynlighcter? 1 denne sanmen-
hengen er det viktig & skjelne mellon to forskjellige oppgaver.
P& den ene siden har vi den oppzaven & finne tall som vi, 1
hvert fall forclepig, oppfatter som eksakt riktige. Dennc opp-
gaven lar seg ikke alltid lose, ien sannsynlighetspegrepet
cr likevel nyttig fordi det gir et konkret uttrykk for hva vi
egentlig er ute cetter. I noen tilfelle loser vi oppgaven ved &
postulere sannsynligheter. Vi bygger da pd var forhéndsviten onm

universet.

gvelse 7.

Hvordan ville du postulerc sannsynligheten for & f&

(a) "krone" ved kast med et gitt pengestykke (b) "seks" ved
kast med en gitt terming (c) "galte" ved en tilfcldigtrekning
fra en grisebinge hvor det er 18 galter og 6 purker? Gjer rede
for hvorledes du kom fram til postulatene. Prev 4 formulere en
regel for postulering av sannsynligheter.

Den andre oppgaven vi kon bli stilt ovenfor er & finne
tall som vi ikke i noe tilfelle oppfatter som annet cnn til-
nerningsverdier for de tilsvarende sannsynligheter. Det 4 finnc
slike tall koller vi & estinere sannsynligheter. De tilnermings-—
verdiene vi kommer fram til kaller vi estimater. Estimeringen
bygger normalt pd en undersgkelsc av et sanmpel fra det universet

vi er interessert i.



gvelse 8

Hvordan ville du estimere de sannsynlighetene som er nevnt

i ovelse 7? Prev & formulere en regel for hvorledes samplet ber
tas ut nédr vi skal estimere en sannsynlighet.

I mange tilfelle hvor vi kjenner visse sannsynligheter
eksakt, blir vi stilt overfor den oppgaven 4 finne nye beslek-
tede sannsynligheter., Enten~eller setningen og bide-0g setningen
er da ofte til stor hjelp. En tredje meget nyttig formel er den
s8kalte binomialloven som vi skal gjennomgd senere.

Det er viktig & merke seg at en sannsynlighet er ot ut-

sagn om universet. Den sier hvor stor breokdel av gjentakene i

universet det er som har et bestemt kjennetegn eller en bestemt
kjennetegnkombinasjon. Hvis det er universet som interesserer
oss (og det er det som regel i forskningen), er kjennskapet til
sannsynligheter eller estimater av sannsynligheter av umiddelbar
nytte. Vi skal imidlertid merke oss at en sannsynlighet ogsé
har visse implikasjoner for et sampel, ja endog for et enkelt
gjentak (som er et spesialtilfelle av et sampel). Vi kan altsé
trekke slutninger béde fra et sampel til universet (estimering)
og den andre veien fra universet til et nytt sampel (prediksjon).
La oss ta et cksempel, Sett at sannsynligheten for at en
veterinarstudent er oppvokst pd landet er 2/3, Denne sannsyn-
ligheten er et utsagn om universet av veterinarstudenter. Jeg
stdr overfor et sampel av veterinzrstudenter (f.eks. en klasse
pa4 30 studenter) og f&r i oppdrag & forutsi (lage en prediksjon
om) hvor mange av disse det er som er oppvokst pd landet. Under
visse forutsetninger,(nemlig at studentene utgjer et random sam-
pel som er definert pd neste side), vil jecg da gjette pd 20.
Tilsvarende, hvis jeg stdr overfor en enkelt student vil jeg kane~
skje uten videre gjette pd at han er oppvokst pa landet., Under
samme forutsetning vil jeg da i det lange leop kunne regne med 3

gjette riktig i 2 av 3 tilfelle.



gvelse 9.

Ville det vere en bedre strategl on jeg i det siste
eksenplet, hvor jeg sto overfor en enkelt student, gjettct pé
at han var fra landet i 2 av 3 tilfelle? (Vi forutsetter altsé
at jeg blir stilt overfor en enkelt student gjentatte gangex., )

Bt viktig spersmdl er hvilke betingelser et sanpel né
oppfylle forat en gsannsynlighet skal ha visse klare inplika-
sjoner for dette samplet slik son vist i eksemplet ovenfor.

Svaret er at samplet md vere et randou gampel eller tilfeldig

utvelg (random = tilfeldig). I prinsippet er det lett & definere
et random sampel. Derimot er det ikke alltid sd lett i praksis

3 skaffe seg et slikt sampel. Et random sanpel er et sampel

gsom tas ut pd en slik néte at alle gjentakene i hele universet

har like stor sannsynlighet for & komme rmed i samplet. Vi skal

se' p& et eksenmpel. Hvis vi skal ta ut et random sampel pad n
gjentak (studenter) fra et univers son bestdr av N gjentak,
Xunne vi i prinsippet g8 fram pé foplgende mite: Gjentakene
numnereres fra 1 til N. Dessuten nunmererer vi N papirlapper
fra 1 til N, Leppene legges 1 en beholder og blandes godt.
Deretter trekker vi ut tilfeldig n lapper. Gjentakene ned de
tilsvarende nummer utgjer samplet.

T det hele tatt skaffer vi oss ofte et random sampel ved
en eller annen form for loddtrekming (randonisering). Populert
uttrykt kan vi si at randoniseringen cr et middel vi bruker til
& kummne stille oss helt "upartiske" ved uttakingen av samplet.
Alle gjentak i hele universet fir samme "sjanse" til 4 bli med
i vArt sampel. Derved kan vi ha best mulig hdp om at samplet 1
en viss forstand "representerer" eller "likmer" universet. Dette

gir oss igjcn et grunnlag for &4 vAge & anvende det vi vet om



universet pd samplet eller omvendt, alt etter hva oppgaven er 1
det enkelte tilfelle.

La oss illustrere betydningen av & arbeide med randon
sampler ved igjen & ta for oss eksemplet med veterinmrstudenter.,
Bvis jeg stdr overfor en klasse veterinsrstudenter, er det nulig
at disse kan oppfattes, i hvert fall tilnzrmet, som et randon
sanpel fra hele universet av veterinerstudenter. Det kon imidler-
tid ogséd hende at dette samplet ikke er et random sanpel fra
dette universet. Hvis f.eks., faget som det undervises i er
valgfritt, kan det tenkes at dettc faget ikke over samme til-
trekning pd alle kategorier av studenter. Samplet m8 da kanskje
oppfattes son et sampel fra et subunivers av veterinsrstudenter,
f.eks. et subunivers son bestér av studenter som kan tenke seg
& velge dotte faget. Hvis faget over helt ulik tiltrekning pé
landsungdon og byungdon, vil samplet ikke kumne brukes til 4
estimere sannsynligheten for kjennectegnet "oppvokst pd landet" i
hele universct av veterinerstudenter. Heller ikke ville en kunne
lose den .nmotsatte oppgaven, nemlig & forutsi hvor mange av
studentene i klassen som hadde kjennctegnet "oppvokst pad landet®
ien situasjbn hvor sannsynligheten for dette kjennetegnet i
hele universet av veterinsrstudenter var kjent. Vanskcligheter
av denne art md en alltid sske & ta hensyn til i forsknings-
arbeidet og i den proktiske anvendelsen av statistikken.

Hvis et randon sanpel bestdr av bare et eneste gjentak,

snckker vi om et tilfeldig gientak. Som nevnt kap en sannsynlighet

ha visse inplikasjoner ogsd for det enkelte gjentak. Riktignok
kan vi si o et enkelt glentak et enten har det et bestemt kjemne-
tegn, eller sa har det ikke dette kjennetegn. Hvorfor skal vi

da trekke inn en sannsynlighet? Svaret er at vi kan vere intercs-—

sert i 4 lage en prediksjon. Det kan hende at vi ikke har
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undersekt gjentaket enda eller at kjennetegnet hittil ikke har
gitt seg observerbare utslag. Forat en sannsynlighet skal gi
grunnlag for en slik prediksjon, ber gjentaket vere et tilfeldig
gjentak.,

Lo oss sc pd et eksempel. Sett at det var kjent at 1/3 av
allé norske menn der av hjertesykdommer, Sannsynligheten pa& 1/3
er et utsagn om hele universet av norske menn og den sier ingen
ting on hva jeg, son er et gjentak i dette universet, kommer
til & do av. Hvis jeg kan oppfatte neg selv on et tilfeldig
gjentak fra dette universet, har inidlertid sannsynligheten
visse implikasjoner ogsd for meg, selv on den ikke sier noe son
helst sikkert on hvorledes det vil zd meg.

Sett at jeg hele mitt liv har serget for riktig kosthold
og passende mosjon. Da kan jeg neppe oppfatte meg selv som et
tilfeldig gjentok. I stedet md jeg trolig oppfatte neg selv son
et gjentak fra et subunivers av norske nenn. I dette subuni-
verset kon den nevnte sannsynligheten vere mindre emn 1/3.

Vi har tidligere vert inne pd vanskelighetene ved &4 av-
grense et univers. La oss til slutt nevﬂe at det i mange til-
felle kan vere hensiktsmessig uten viderc 4 qpfatte det samplet
en her som et rondon sampel og & definere universet ved hjelp

av sanplet. En sier da at universet er det universet som

sanplet representerer i egenskap av et randon sampel. En slik

definisjon har vert brukt av professor Ottestad. (P.Ottestad,
Matenatisk Statistikk. Forelesninger ved Norges Landbrukshez-
skole. Oslo-Vollebekk 1962, s. 32.) Da universet bare er et
tankemessig hjelpeniddel er det ofte blde vanskellg og lite

pdkrevet & konkrctisere universet ytterligere.



- 20 -

Hvis gjentaket er et eksperiment, bestidr universet av et
ubegrenset antall eksperimenter utfert etter samme oppskrift.
En rekke eksperimenter utfort etter oppskriften vil da vere et
random sampel,

Vi vil né vise sammenhengen mellom var framstilling og
visse symboler og begreper i mengdelazren., (Resten av dette
hovedavsnittet kan overspringes uten at det gar ut over sammen-—
hengen.) Selv om vi ikke har definert en sannsynlighet som en
mengdefunksjon, er det ikke noe i veien for at vi kan bruke
nengdelzrens symboler. Sannsynlighetsregningens regler blir de
samme i alle tilfelle,

Til universet, U svarer mengdelzrens begrep, den universale

mengden som vi vil gi samme betegnelse, U. Til hvert kjennetegn
som forekommer i universet svarer det en delmengde av den uni-
versale mengden, nemlig mengden av alle gjentakene i universet
. som har kjennetegnet, Vi vil her bruke samme symbol for et
kjennetegn og den delmengden som svarer til kjennetegnet,
Sannsynligheten P(EqulU) kan med mengdelzrens symboler
skrives som P(Eang). Her star E nE2 for gnittet av mengdene E

/]
08 Ene Et annet nyttig begrep fra mengdel=zren er unionen av to

I]

mengder E, 0g E2. Sannsynligheten for denne skrives P(EquEE)
som betyr P(enten E,iE, eller iE,E, eller EqEle).

Nedenfor er vist et sékalt Venn diagram hvor den universale

mengden er representert ved et rekbtangel og mengdene E,1 og E2 ved
sirkler. Slike diagrammer er spesielt nyttige nar vi betrakter

kjennetegn som framkommer ved & kombinere mer enn to0 sett av mot-

satte kjennetegn, - iE,niE,

Oppgave: Prev & illustrere den
utv1dede enten-eller setnlngen

P(EE,)=P(E, )+P(E,)-P(E,NE { ;
ved h élp av Venn élagr me {
(Euler diagrammet) pa denne = ./
siden. 7 i
/ —
AN . ~ N
EuE, Eq By U



V. Binomigiloven

Vi skal ta for oss en viktig formel i sannsynlighets-
regningen som kan utledes ved hjelp av bdde-og setningen og
enten-eller setningen.

Sett at sannsynligheten for kjemmetegnet E i universet U
er 1lik P(EJU)=p. Sannsynligheten for det motsatte kjennetegnet,
iE vil vi betegne med q. Altsd er P(iL1U)=qg=l-p.

C La oss tenke oss at vi tar ut et random éampel Pad n gjlentek
fra universet U, Hva er da sannsynligheten for at X av disse
gientakene har kjennetegnet E og at altsd de evrige n-X gjentek

har kjennetegnet iE? Binomialloven gir oss svaret pd dette

sporsmdlet direkte uten at vi behover & gd veien on béde-og
isetningen og enten-eller setningen, Formclen som uttrykker
binomialloven er viktig fordi vi ofte steoter pd problemer av
denne type. Den kan ogsé& brukes som enAfordelingsfunksjon, noc
vi kommer tilbake til senere.

Vi skal gjennomgd et eksempel for & antyde hvorledes fornm-
elen kan bevises. |

La oss betrakte et univers, U som bestdr av alle storfe-—

fodsler. La B std for kjennetegnet "oksekalv" og iE for

"kvigekalv", La sannsynligheten for oksekalv vere p=C,52,
ESannsynligheten for kvigekalv blir da ¢=0,48. Anta at vi kan
skaffe oss et random sampel som bestlr av n=4 storfefoedsler.
Hva er da sannsynligheten for at X=3 av de 4 kalvene (fodslenc)
skal ha kjennetegnet "oksekalv"?

Den sgkte sannsynligheten kunne vi skrive som P(x=3!Un=4).
Vi skal ferst forklare hva denne sannsynligheten betyr. Fra

universet U kan det tas ut en uendelighet av forskjellige
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sampler pa n=4 gjentak (fedsler). La oss nd definere et

nytt univers Un=4 hvor hvert gjentak er et sampel pa 4

fodsler fra universet U, Universet Un=4 bestdr altsd av alle
mulige forskjellige sampler pd 4 gjentak som kan tas ut fra
universet U, Sannsynligheten P(X=3|Un=4) refererer seg til
universet Un=4, Den kan tolkes som den brgkdel av alle sampler

P4 n=4 gjentak fra universet U som har kjennetegnet "X=3",

Det vil lette framstillingen om vi tenker oss at et random
sampel p& 4 fedsler fra U tas ut pd folgende méte: Fgrst tar vi
for oss fedsel nr 1 (som altsd er en tilfeldig fodsel) og under-
sgker om resultatet er oksckalv eller kvigekalv. Deretter tar vi
for oss fedsel nr. 2 (som ogséd er cn helt tilfeldig fodsel fra U),
0sve Vi vil forutsette at sannsynligheten for at fedsel nr. 2
har kjennetegnet "oksekalv" (hva slags brekdel uttrykker denne
sannsynligheten?) er den samme, nemlig p=0,52, uansett om fodsel
nr. 1 hadde kjennetegnet "oksekalv" eller ikke, Av det vi har
lert i gvelse 3, s. 13 gar det da fram at kjennetegnene "okse=-
kalv ved fedsel nr. 1" og "oksekalv ved fedsel nr. 2" er uav-
hengige kjennetegn. Av dette folger det ogsd at f.eks. kjenne-
tegnet "kvigekalv ved fedsel nr. 2" og "oksekalv ved fegdsel nr,q"
er uavhengige. (Se ovelse 6, s. 14.) Vi summerer de forskjellige
uavhengigheter ved & si kort at fedsel nr. 1 og fedsel nr, 2 er
uavhengige. Tilsverende uavhengighet kan vises & gjelde for
alle par av fedsler blant de fire. Vi kan uttrykke‘dette kort wved
&4 si at de cenkelte fgdslene cr uavhengige. (Uavhengigheten er
altsd en folge av forutsetningen om at sannsynligheten p er den

samme ved alle feodsler. Hvis vi hadde startet med & forutsette

uavhengighet, matte vi derimot i tillegg ogsad ha forutsatt kongtant
p, da uavhengighet ikXke impliserer samme p ved hver ny fodsel. )
At var forutsetning kan ventes & vare oppfylt felger av det

fakbtum at-vi opercrer med et ubegrenset univers og et begrenset

random sampel. "Beholdningen" cv f. eks. okselkalver minker ikke

selv .om vi skulle slumpe til & f& mange: oksekalver etter hverandre.



Gvelse 10.

Tenk deg et endelig univers, f.eks. en kalvebinge son
inneholder 13 oksekalver og 12 kvigekalver og vis at
forutsetningen ovenfor ikke er oppfylt ndr vi trekker ut et
randon sampel av kalver fra denne bingen. (Den er oppfylt hvis
vi slipper hver kalv tilbake i bingen igjen for vi foretar
neste trekning).

Vi ken si at binomialloven gjelder for uttak av et random
sampel fra et uendelig univers. For ct endelig univers (gvelse
19, forste del) har vi en tilsvarende lov, dcn hypergeonetriske
lov som vi ikkc skal komme inn pd. Hvis vi hele tiden tenker
pd et cndelig univers (eovelselG) kan vi si ot den hypergeo-
netriske lov gjelder for trckning uten tilbakelegging og
binomialloven gjclder for trekning med tilbakelegging.

La oss nd vende tilbake til vart eksenpel, Det resultatet
vi var intercssert i, nemlig 3 oksekalver og 1 kvigekalv kan
vi f& p& 4 forskjellige méter, alt etter som on det er den
l.eller 2. eller 3. eller 4. kalven vi trekker ut som er
kvigekalv. Lar vi "o" std for oksekalv og " std for kvigekalv,
kan de rulige resultatene skrives som kooo okoo coko og 000k.
Bruker vi né vir forutsetning gant en utvidet form av
bade—og setningen (evelse 4) ser vi at sannsynlighetene for
hvert av resultatene kan skrives son henholdsvis Qppp PAPP PPOpog
pppa. Her er f.eks. qppp sannsynligheten for & f£a bade
kigekaly ved den forste fodselen og oksekalv ved den andre 0%
oksekalv ved den tredje og oksekalv ved den fjerde fodsclen.
Vi ser at sannsynligheten er den soume, nenlig p3q for alle de
fire typer av sampler som inneholder 3 oksekalver og en kvige-

kalv., Vi er interessert i & f4 3 okser og 1 kvige pd enten den
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forste miten eller den andre mdten ecller den tredje méten el-

ler den fierde mdten, I folge enten—~eller setningen blir det~

te Q?qu?gfpgqujg=%p3q og dette er svaret pd vér oppgave,
3 X n-X

Vi ser at resultatet, 4p”’q ogsd kan skrives som 4pTg .

Vi merker oss ogsi at tallet 4 stdr for antall mdter et sampel

péd 3 okser og 1 kvige kan bli trukket ut pa.

Hvis vi nd tar for oss det generelle tilfelle hvor n og

X er hvilke som helst tall som er forenlige med problemstil-
lingen, kan det vises at sannsynligheten, PX for & f& X gjen~
tak med E og n-X gjentak med 4iE i et random sampel pd n

gjentak kan skrives pd felgende mate:

ny, X n-=X n ! " X n=X
(5) Py =(yp'a " =xmxyT P A
; X n=X . .
Vi ser at leddet p q er det samme som i vart spesiel~

le tilfeile. Leddet (ﬁ) som leses "n over X" er et matematisk
symbol som ogs& kan skrives som §%TE:§7? . Her er igjen n! et
matematisk symbol som star for produktet av alle naturlige tall
fra 1 til n., (Dvs. n! = 1.,2.3....0.)

(;) er det generelle uttrykk for antall mAter vi kan f& X

gientak med E og n-X gientak med 1iE pad i et random sampel

pad n gientak.

Ovelse 11

(a) Bruk tallene i vart eksempel (p=0,52, q=0,48, n=4 og
X=3) og regn ut P, etter foriielen (5).

(b) Gjenta utregningen for hver av de svrige verdier av X
som kan forekomme nir n=l (X=0, X=1, X=2 og X=k).

(c) Summer verdiene av P for alle de 5 verdiene av X

X
og kommenter resultatet,
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Pvelse 12,

En meieristudent pdstir at han kan skille melk fro meleri A
fra nelk fra meieri B pd smaken., Vi gir ham i tre dager péd rad
et melkeglass som han ikke vet hvor er fra. Hver dag avgjer
vi p& tilfeldig mAte om melken skal anskaffes fra meieri A
cller fra nmeicri B. Sett at studenten i alle tre tilfelle
greier & bestemme hvilket av de to meierienc nelken er fra
etter & ha snmakt pd den. Hva er sannsynligheten for et slikt
regultet hvis vi forutsetter at han driver med ren gjetning?

Pvelge 1%.

En pelsefabrikant har grunn til 4 anta at 90% av de
niddagspelger fabrikken produserer inneholder nindre enn 6%
stivelse. For & underseke on dennc antakelse holder stikk ble
det tatt ut tilfeldigz 5 polser til analyse, og av disse var
det 2 som inneholdt minst 6% stivelse.

Hva or sannsynligheten for & f4 et slikt observasjons-
resultat hvis polsefabrikantens antakelse er riktig?
Forutsetninger: Vi ser bort fra alle praktiske problemer son

er forbundet med samplingen og den kjemiske analysen.

Pvelsce 14.

Sannsynligheten for at en hund som ikke vaksincres mot
hvalpesyke skal f8 denne sykdonmuen (for eller sencre) er 1/4
nens sammsynligheten for at en hund som er vaksinert skal f&
sykdonnen er 1/9., Sannsynligheten for at en hund som far
hvalpesyke skal de er 1/3 (uansett om den er vaksinert eller
ikke).

En nann eier to hunder som er stasjonert pd to forskjel-
lige steder slik at foren for smitte nellon den ikke er
annerledes cnn mellom hunder i sin alminnelighet. Den ene cr
vaksinert, den andre ikke.

a. Hva cr sannsynligheten for at begge hunder skal de
av hvalpesyke?

b. Hva er sannsynlighcten for ot bade den hunden somcer
vaksinert skal do av hvalpcsyke og at den son ikke er vaksinert
ikke skal f8 hvalpesyke?

c. Hva er sannsynligheten for at win i un av lundehe skal do .
hvalpesyke?
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VI. Rendom variable,

Vi skal nd forklare hva som menes med en random variabel.
Videre skal vi gjennomgd flere beslektede begreper og se pa noen
eksempler,

En random variabel er i‘mange lereboker definert pa en noe
abstrakt midte ved hjelp a; mengdels:re. Vi skal her forsoke & gL
en enklere definisjon.

la oss ferst undersoke hva som er forskjellen pd en verianel

1 matematikken og en random variabel 1 statistikken,.

En variabel i matematikken kunne vi f,eks, definere son en

storrelse som kan anta visse verdier innenfor et sett av verdier,
En variabel kan f.eks. anta alle verdier fra 0 til + 0o . I
matematikken sier vi imidlertid ikke noe om hvor sannsynlize de
forskjellige verdiene av den variable er,

En random variabel i statistikken skiller seg fra en variabel

i matematikken ved at vi ikke bare spesifiserer hvilke verdier
den variable kan anta (et sett av alternative verdier), men vi
har ogs& spesielt 1 tankene at de ulike verdiene opptrer ned
forskjellisg sannsynlighet. Disse sannsynlighetene behever ikke
alltid & vere kjente og spesifiserte, men de inngdr i alle tilfelle
som en viktig del av begrepet en random variabel,

Vi skjelner mellom to slags random variable. BEn diskres

random variabel kan bare anta visse atskilte verdier p&

tall-linjen, Et eksempel pé en diskret random veriabel er resul-
tatet (utkommet) ved et terningkast. Denne random variable kan
anta verdiene 1, 2, 3, 4, 5, og 6, altséd seks atskilte verdier

pé& tall-linjen, (Til hver verdi knytter det seg en sannsynlighet )

Antall oksekalver i et random sampel pa fire storfefwdsler er et
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annet eksempel pében diskret random variabel, Deanne kan anta
verdiene 0, 1, 2, 3 og 4. (Til hver verdi knytter det seg en
sannsynlighet som under visse forutsetninger kan regnes ut etter
binomialloven som antydet i evelse 11).

En kontinuerlig random variabel kan (i prinsippet om ikke

i praksis) anta alle verdier pd& tall-linjen eller p& et intervall
av tall-linjen. Vekten av en gris som er et tilfeldig glientak
fra et uendelig univers av griser kan oppfattes (tilnsrmet) som
en kontinuerlig random variabel. Denne random variable kan i
prinsippet anta alle verdier pd tall-linjen fra O og opp til
vekten av de storste griser i universet. Et annet eksempel pa en
kontinuerlig random variabel er melkeytelsen til en tilfeldig ru
fra et uendelig univers av kuer.

En random variabel er forbundet med et bestemt uaivers av
gijentak (f.eks, universet av alle terningkast med en bestemt

terning), Hvert gientak har et bestemt kvantitativt kjennetean

(f.eks. kjennetegnet "6") fra et bestemt sett av alternative

kvantitative kjennetepgn (f.eks. settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 ).

Hvert gjentak har altsd ett og bare ett kjennetegn fra dette
settet, (Vi er i denne sammenheng ikke interessert i kjennetesn
fra andre sett.) PForelepig vil vi tenke oss at vArt sett bestar
av et begrenset (endelig) antall kjennetegn. Dette svarer til
at vi bare betrakter diskrete random variable. Senere skal vi
utvide var definisjon til eogsf & gjelde kontinuerlige randoi
variable, Til hvert kjennetegn i v4rt sett av alternative kjenne-
tegn knytter det seg en bestemt sannsynlighet i det universet vi
betrakter slik at summen av sannsynlighetene for alle kjenne=-
tegnene 1 settet er lik 1. (Vi kunne f.eks. tenke oss at det
til settet 1, 2, 3, 4, 5 og 6 svarer sannsynlighetene 1/6, 1/6,

1/6, 1/6, 1/6, g 1/6).
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Med en diskret random variabel mener vi et slikt sett av

alternative kventitative kjennetesn som det knvtter seg hesigute.

sannsynligheter til, Hvert enkelt kvantitativt kjennetegn i

settet av altzrnative kvantitative kjennetegn blir kalt en yerd.

av_den randeom variable,

Det er uhyre viktig & f& helt klart for seg hva en randgomn
variabel er og & kunne skjelne den fra en variabel i matemstikiten.
Kar vi snakker om en random variabel tenker vi pd alle dens verdier
under ett idet vi samtidig erkjenner at hver verdi har sin besionve
(men ofte ukjente) sannsynlighet,

Rent praktisk kan vi si at verdien av en random variabel
gjerne er et resultat av en telling, veiing eller mdling av et
eller annet slag, Hvert fenomen som tellingen, veiingen eller
. m&lingen knytter seg til oppfattes som et (tilfeldig) gjentak i
et univers.

Vi skal se pd neen eksempler péd random variable,

Eks, 1, ©Ssam nevant er resultatet av et terningkast en
randoem variabel, Hvis terningen er riktig avbalansert, kan vi

lage felgende oppstilling:

Verdier av den random variable
(d.v.s. sett av alternative kvantitative

kjennetegn): 1 2 3 4 5 6

Tilherende sannsynligheter: 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Universet kan her vare et univers av alle mulige kast ned
denne terningen. (Det kunne ogsé& vere universet av alle mulige
kast med alle riktig avbalanserte terninger,) Gjentaket er devw
enkelte terningkast med denne terningei (eller med en riktig

avbalansert terning).
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Den random variable er antall eyne som kommer opp idet vi

underforstédr at det til hvert antall syne knytter seg en sani-
synlighet, Vi kan kanskje tillate oss & si at ordet yarizhel

har forbindelse med tallene 1, 2, 3, 4, 5 og 6 mens ordet rando:n
er en folge av at vi opererer med de seks sannsynlighetene pé 1/6,

Begrepet en random variabel er noe helt nytt i forhold til

det vi er vant til fra matematikken, Det er ikke lett & f& en
klar forestilling om hva det er uten & se for seg en hel tabell
(eller figur) som i eksemplet ovenfor.

I litteraturen brukes ofte samme symbol for en randonm

variabel som for verdien av en random variabel. Det blir overlatt

til leseren & avgjere av sammenhengen hva forfatteren har i tanlene.
For den som skal lere faget er det absolutt nedvendig & fore™”
forskijellen pd de to begreper. I nyere lmrebokslitteratur er daet
vanliész @& bruke fl.cks. fete typer for random variable og de til-
svarende vanlige bokstaver for verdier av random variable (avis
verdiene ikke er spesifisert som tall). Det er litt omstencdelig
& bruke denne skrivemdten, men den gir klarhet. i. begrépence:

Vi skal bruke den i alle sammenhenger hvor vi gunsiter & oppn& stor

presisjon i framstillingen. I stedet for fete bokstaver skal vi

da streke under symbolene,

Vi skal illustrere denne skrivemdten ved hjelp av eksenpliew
ovenfor., X star for den random variable, altsd for tallsettetl
1, 2, 3, 4, 5 og 6 idet vi underforstidr at det til hvert tall
knytter seg en sannsynlighet. X stdr for ett av tallene 1, 2, 3,
4, 5 og 6, men vi har enda ikke spesifisert hvilket.

N&r vi tar for oss et enkelt gjentak fra universet, finner

vi at den random variable har en bestemt verdi, X.
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I dette siste tilfelle har vi skrevet sannsynligheten for
de forskjellige verdier av X som on funksjon av X (ikke av X for
det er ikke mulig). I dette spesielle eksemplet er imidlertid
funksjonen uhyre enkel, nemlig en konstant funksjon, altsé egent-
lig ikke en funksjon av X,

Funksjonen f(X) blir kalt fordelingsfunksjonen for X,

Den kan selvsagt ogsd framstilles grafisk, f.eks., som i fig, 2.

£(X)
A

o=
}

e
—
)
a1
i
oot

v

Fig, 2

Fks, 2., Antall oksekalver i et random sampel pd 4 storie-
fedsler kan oppfattes som en random variabel, Vi kan f.eks, tenke
oss et univers som bestldr av alle tenkelige sampler pd 4 gjentax
fra et univers av storfefedsler (se s, 21-22), Hvert slikt sampel
er et gjentak., Hvis sannsynligheten for "oksekalv" ved en erkelte
fodsel er konstant 1lik 0,52 e¢p det lett & regne ut sannsynligheten
for alle mulige ontall oksekalver i felge binomislloven, Vi kan

da-lage felzcende oppstilling:



Verdier av den random
variable (dvs. sett av
alternative kvantita- : Sum

tive kjennetegn): 0 1 2 3 L

Tilherende sann-—
synligheter: 00,0531 0,2300 0,3738 0,2700 0,0731 1,0000

Denne oppstillingen kan vi si representerer den random

variable X som er antall oksekalver i et random sampel pa L

storfefadsler. Den random variable kunne ogsé ha blitt repre-—

sentert pa feolgende mite:

P(X = 0f{Un=4) = 0,0531 P(X = 1}m=4) = 0,2300

P(X = 2}Un=t) = 0,3738 P(X = F}yn=4) = 0,2700

P(X = hiUn=h) = 0,0731

P(X = X}Un=k) = 0O for alle andre X enn X=0, X=1,

X=2, X=3 og X=k.

Vi har tidligere lart & regne ut sannsynligheten for X
oksekalver i et random sampel pd n storfefedsler ved hielp
av formelen PX = (;)panux. Det er denne formelen som ble
brukt ved utregning av sannsynlighetene everst pd denne siden.

Da vi brukte formelen i sannsynlighetsregningen tid--
ligere, oppfattet vi X som et kvantitativt kjennetegn, og vi
var bare interessert i en eller noen f& forskjellige X. Som
vi nettopp har sett, er det imidlertid ikke noe‘i veien for at
vi kan ta for oss alle mulige X og oppfatte disse som verdier

av en random variabel X.



Vi kan da skrive:

—
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X _n=X
- X) = (g)pan for X = 0, 1, 2, 3, +eeyn

P(X =X) =0 for alle andre X.

it

Siden sannsynligheten p& venstre side er en funksjon av

X, kan vi ogsa skrive:

ny X n-x for X = 0, 1, 2 cesgnl
(X)p q ] ] ] 33 L]

(7) £(x)

£{X)

i

Q for alle andre X,

Funksjonen f£(X) er her fordelingsfunksjonen for X (ikke

for X). Den er en funksjon av X. n og p er parametre i for-
delingsfunksjonen. ( NAr p betraktes som parameter er ikke q
parameter da ¢ = 1=p.) En parameter er en sterrelse som er kon-
stant 1 et bestemt problem, men som kan ha forskjellige verdier
i forskjellige oppgaver., I eksempel 2 ovenfor har parameteren
n verdien 4 og p har verdien 0,52, Fordelingsfunksjonen for
antall oksekalver i et random sampel pd 4 storfefedsler er

derfor

(;)O,BZX 0,1484"X for X =0, 1, 2, 3 og &

(8) r£(x)

f(X) =0 for alle andre X.

Hvis vi setter inn verdiene 0, 1, 2, 3 og 4 etter tur
i denne formelen, fir vi de sannsynlighetene som er gjengitt
i oppstillingen ovenfor.

Merk at ndr en fordelingsfunksjon presenteres blir ofte
tilfgyelsen "f(X) = O for alle andre X" utelatt, da den blir

ansett som underforstatt.
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Begrepet fordelingsfunksjon er like viktig som begrepet
randsm variabel og er knyttet sammen med det., Vi tenker oss
gjerne at hver random variabel har sin fordelingsfunks jon,
uansett~ om denme funksjonen or kjent cller ukkjent, natemoatisk
handterbar eller uhandterbar,

Vi har hittil bare definert en diskret random variabel 0g

fordelingsfunksjonen for denne. N&r vi far & gjere med en

kontinuerlig random variabel er det vanskelig & bruke neyaktig
samme definisjen fordi en slik random variabel kan anta en uvende-
lighet av verdier, Siden settet av alternative kvantitative kjienne-
tegnh inneholder en uendelighet av alternativer, blir den brokdelen
av gjentakene i universet som har et bestemt alternativ forsvinn-
ende liten, Sannsynligheten for et bestemt kvantitativi kjennetesn
(dvs. for en bestemt verdi av den random variabvle) mé derfor seites
lik O,

Vi skal belyse disse prablemene nmrmere ved et par eksempler

0g vise hverledes vanskelighetene kan lgses,

Eks. 3. Den &rlige melkeytelse hos kuer i et bestemt uendelig

univers kan oppfattes som en random variabel. De forskjellige AT
elser fra 0 kg og opp til ytelsene hos rekordkuene i universedt
utgjor et sett av alternative kvantitative kjennetegn, Settet
inneholder imidlertid en uendelighet av kjennetegn slik at sann-
synligheten for et bestemt kjennetegn (melkeytelse med alle
tenkelige desimalers neyaktighet) m& settes lik O.

En mulig méte & lose problemet pd kunne vere & se péd inter-
valler av melkeytelser eg tilsvarende sannsynligheter glik som

nhedenfor:
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Intervaller for
verdier av den
random variable
(dvs., sett av

alternative kvan-

titative kjennetegn): 0  BOOO 4000 6000 2000 10000 12000
B St Ayt e’ S Moyt Saomya

Tilherende sann-

synligheter: 0,06 0,22 0,29 0,26 0,13 0,03 0,01

Dette er imidlertid ikke noen ged mdte & presentere en Lon-
tinuerlig random variabel pd, Den miten statistikerne har valgi
er mye bedre. Den gér ut pid & la sannsynlighetene som knytter sey
til hvert intervall vere reprosentert ved et areal. Dette er illu-

gtrert 1 fig. 3.

£f(X)

0,29 | 0,26
0,22 0,1%

i . | e

T T : =¥ - 14 - }
0 2000 2000 5000

~

2000 10000 412000 x

Fig, 3

Kurven er tenkt trukket p& en slik mite at sannsynligheten
fer en melkeytelse i et visst intervall, likegyldig hvilket, er
lik det arealet som begrenses av X-aksen, kurven og ordinatene i

intervallets endepunkter. S#ledos or P(20004£¢4000|U)=0,22,
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Hele arealet under kurven, men over X-aksen er 1lik 1.

Vi kan dele opp X~-aksen i vilkdrlige intervaller, De tilherendes
sannsynlighetene finnes alltid som aresler over intervallet, uen
under kurven. Hvordan vi kan komme fram +il slike kurver er et

spersmdl for seg som vi skal la ligge forelepig.

Vi-ser at med litt tilpassing kan var definisjon av en
diskret random variabel ogsi anvendes pi kontinuerlige randor
variable, Imidlertid m& vi da opere.. med intervaller 0og arenler
som vist ovenfor, Intervallene kan gjeores sé smd vi ansker, e
de m& ha en lengde som er storre enn 0. Har et intervall lengden
0, settes den tilsvarende gsannsynligheten 1lik O,

Nér vi har & gjore med en kentinuerlig random variabel (som
i fig. 3) fremstiller funksjonen f(X) ordinatene til kurven som v

har trukket opp. Ogs& i slike tilfelle vil i kalle funksjonen

£(X) fordelingsfunksjonen for E.

Det er en meget viktig forskjell pa fordelingsfunks jonen
for en diskret og en kontinuerlig random variabel. Tii Lver verdi
X av en diskret random variabel X horer det en bestemt sannsyi-

lighet £(X)., En fordelingsfunksjon f(X) for en diskret randol

variabel er altsd en funksjon som har de forskjellire verdiene

L av den random variable som argumenter og de tilsvarende sainn-~

synlighetene f(X) som funksjonsverdier,

N&r vi har 4 gjere med en kontinuerlig random variabel er

argumentene i fordelingsfunksjonen fremdeles verdier av den raadnon

variable, PFunksjonsverdiene er imidlertid ikke lenger BAILNG, L -

heter, De er simpelthen ordinater i diggrammet for fordeliiys=-
funksjonen, Sannsynligheter kan i det kontinuerlige tilfelle bhare
knytte seg til intervaller, og sannsynligheter kan ogsé bare finres
ved arealberegninger., Matematisk kan slike arealberegninger uifores

ved & integrere fordelingsfunksjonen cver et visst intervall.
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Svert mange av de random variable vi far & gjore med i
praksis er (tilnsrmet) kontinuerlige random varisble. Som
eksempler kan nevnes kroppstemperaturen hos dyr av et bestemt
slag, spekktykkelsen hos griser, tilveksten hos slaktedyr, om-
satt mengde kjett pr. ar i Norge, osv.

Til slutt skal vi si 1itt om terminologien i forbindelse
med de begrepene vi har gjennomgétt i dette hovedavsnittet (Kan
oversprirges). Denne er noksd varierende b&de p& norsk og engelsk,
I dette heftet har vi benyttet den terminologien som er i bruk ved
Norges landbrukshegskole, men vi skal kort angi noen andre noksa
vanlige varianter.

I stedet for random variabel brukes ofte betegnelsen

stokastisk variabel eller tilfeldig varisbel.

Uttrykket "fordelingsfunksjon" brukes ofte om en sakalt
kumulativ fordelingsfunksjon (et begrep som ikke er gjennomgdtt
her)., Hvis det er fare for misforstielser kan vi bruke betegnel-

sen eglementzr fordelingsfunksjon om de fordelingsfunksjonene vi

har gjennomgatt,
Vil vi markere hva slags random variabel vi har med &

gjoere, kan vi bruke betegnelsen sannsynlighetsfunksjon (proba-

bility function) for fordelingsfunksjonen for on diskret random
variabel (siden funksjonsverdiene er sannsynligheter) og betegn-

elsen bLetthetsfunksjon (density function) for fordelingsfunksjonen

for en kontinuerlig random variabel.

Oppgave: FEt medisinsk preparat, M kan inneholde varierende mengder
av et stoff, A, men pd grunn av en spesiell framstillingsméte vil
mengden av A i M alltid ligge mellom 2% og 8%.

La X vaere mengden av A i prosent i en tilfeldig preve av M.
Det har vist seg at X varierer fra preove til prove pa denne maten:

£(X) = a(X+3) (2¢x48) hvor a er en konstant.

a) Bestem konstanten a, b) Framstill funksjonen grafisk,
c) Finn sinnsynligheten for at 3<X<5, d) Finn sannsynligheten
for at X>4. -



VIT. Karskteristikker av fordelingsfunksjonen

for en random variabel

Hvis vi kjenner fordelingsfunksjonen for en rondom
variabel; vét vi implisitt alt av statistisk interesse om demmc
randor variable. Likevel snsker vi vanligvis & f&4 greie pa
fornelen for og gjerne ogsd verdien av visse spesielle
konstanter (momenter) som karakteriserer fordelingsfunksjonen.

De konstantene vi er mest interessert i kalles forvenitningen

og stondardavvikete Det er ofte hensiktsmessig & operere med

kvadratet av stondardavviket som kalles (den teoretiske) varisnsc
Ogsf hvis fordelingsfunksjonen er ukjent vil det vere

svert nyttig 4 vite noe om fo ventningen og variansen.

A. Forventningen

Populert uttrykt er forventningen giennomsnittet av

verdiene ov_den random variablce for alle gientak i hele

universet. Hvis den random variable er antall griseunger i et
univers av grisekull, kan altsd forventningen betraktes son
det gjennomsnittlige antall griseunger pr. kull i hele uni-
verset. Legg merke til at det i universet selvsagt kan vere
mange grisekull som bestdr av f.cks. 8 griseunger. Hvis for-
ventningen skulle beregnes etter den vanlige formelen for et
aritmetisk gliennomsnitt (surmen av verdicene dividert ned
antallet) métte derfor visse verdier, som f,eks, tallet 8 i vart
eksempel, komne ned ner enn én gong under sumrieringen.

Siden universet i naonge tilfelle er ubegrenset eller

abstrakt, er det naturligvis ofte umulig & regne ut
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forventningen etter formelen for det aritmetiske gjennomsnittet.
Den egentlige definisjonen av forventningen framstiller da
heller ikke denne som et aritmetisk gjennomsnitt, slik son
vi har gjort ovenfor, men bygger pd fordelingsfunks jonen for
den random variable. Det er nemlig en direkte korrespondense
mellom universet og fordelingsfunksjonen. Fordelingsfunksjonen
har & gjere med en bestemt random variabel og viser hvorledes
verdiene av denne rondom variable er fordelt, relativt sett,
blandt gjentakene i universet. (I ett og samme univers kan
vi tenke oss flerec random variable og sdledes flere for-
delingsfunksjoner, nen dette skol vi ikke komme inn pd na.)
Hvis fordelingsfunksjonen er kjent, eller kan forutsettes
kjent, er forsdvidt ogsd universet kjent. Det er jo da
tilstrekkelig godt beskrevet med hensyn til den random

ariable. Vi er newnlig vanligvis ikke interesscrt i det
absolutte, men i det relative antall gjentak son har en gitt
verdi av en random variabel eller som har en verdi som faller
i et gitt intervall. Dette gir fordelingsfunksjonen opplysning
Ol1. |

La oss her skyte inn noen betraktninger som ligger 1itt

p& siden av det vi n& behandler. Det faktum at fordelings-
funksjonen sd & si avspeiler universet gjer vi ofte bruk av i
den praktiske anvendelsen av statistikken. P4 grunnlag av
a priori viten og teoretiske overveielser kan vi ofte dridte
oss til & postulere at en randon variocbel som vi er interesscrt
i (f.cks. vekten av marsvin) har en bestent kjent fordelings-—
funksjon (f.eks. den sdkalte nornnle fordelingsfunksjon), dvs.
en fordelingsfunksjon som vi kjenner formelen for selv on vi

ikke kjenner verdiene av dens paranetre i det konkrete tilfelle.
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P4 denne miten kvitter vi oss til en viss grad necd de
vanskelighetene som er forbundet med univers-begrepet. Opp-
gaven i neste omgang blir da ofte & underseke ved hjelp av et
sampel om postuleringen kan sies & verc brukbar, samt &
estimere parancterne i fordelingsfunksjonen.

Siden fordelingsfunksjonen roumer olle opplysninger
av interesse om universet, er det klart at forventningen kan
beregnes med utgangspunkt i fordelingsfunksjonen hvis denne
er kjent. Porventningen kan foktisk betroktes son en karakteri-
stikk bade av universet og av den fordelingsfunksjonen vi
betrakter.

Da vi ovenfor forklarte hva forventningen er tok vi
utgongspunkt i universet. I var egentlige definisjon vil vi
ta utgangspunkt i fordelingsfunksjonen. Igjen kan vi definerc
forventningen son et gjlennonsnitt, nen denne gangen som et
veid gjennomsnitt. For vi glr videre vil vi derfor ved et
eksenpel ninne om hva et veld gjennomsnitt er. Fksemplet kan
santidig tjene til & repetere bruken av indekser og summétegn.

Sett at det til en Arscksanmen gis karakterer i 3 fag,
Fi (i¥1,2,3). Karakterene, som er tallkaraktcrer, betegnes
ned Xj (i=1,2,3). Karakterene i de enkelte fag har vekttallene
(vekiuene) Vs (i=1,2,3). Gjermomsnittskarakteren ndr vi bruker
vekttall cr egentlig det vi kaller et veid gjehnomsnitt.
Formelen for det veide gjennonsnittet i dette tilfelle er:

3
.2 ViX.

1 1 ,
i=1 VX +V X 4V X

17 272" ' 373
(9) Veid gjennomsnitt:ﬁvz

) Va4V 4V
v V. 1273
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I ord ken vi si at et veid gjlennomsnitt av en rekke
tall er swmmen av produktene (dvs. produktsumien) av tallene
og vektene, dividert med summen av vektene. Hvis summen av
vektene er 1ik 1 kan vi selvsagt se bort fra divideringen.

Nedenfor er det gjengltt et talleksenpel.

)
ki

F r

i 1 2 3.
g 2 .§1Xi
Xy 1,5 3,0 1,2 E&Xi =5,7 T =% = 1,9
1=l 3
vy 3 1 2 gv -6
Eq
% _
ViXs 445 3,0 2,4 iQTViXi = 9,9
= E.Ll —- 999 — l 65
v B_V 6 x-,-_—_.“
£y 3

La oss vende tilbake til forventningen. Forventingen,
p eller E(X) for en diskret randon variabel X kan defineres
pd felgende mite:
(10) L= EX) =z £(X)X

X
uw er gresk n og ninner on niddeltall, Symbolet I star for

"expectation” son betyr forventning., Nar vi skriver % mener

vi at swmeringen skal skje over dlle ulike verdier den

randort variable kon anta. Legg merke til at antall ledd i
sunnen vanligvis er nindre ernn antall gjentak i universet. Hvis,

sorr 1 vaArt tidligere eksenpel, hvert gjentak er et grisekull,
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vil det i universet vanligvis vere ner enn ett kull son
bestdr av f.eks. 8 griseunger. Likevel skal altsd tallet

X=8 tas mecd bare efA gang under swmeringen i (10),siden vi

bare skal ta med ulike verdier. Tallet 8 blir nenlig multi-

plisert ned tallet £(8) som er det relative antall kull i

hele universet son bestdr av & grisunger.

f(x%) er sannsynligheten for at den random variable X

skal ha verdien Y. Punksjonsverdiene :£(X) for de forskjellige

=r
2\

oppfattes som vekter, og swmen av vektenc, nir vi summerer

over alle ulike X som kan forekomme,er 1lik 1.

(11) z£(x)=1
X

Vi ser derfor at forventningen er et veid gjenmousnitt

av alle verdiene den randon variagble kan ha, De tilhgrende

sennsynlighetene er vekter,

Forventningen kan 21tsd oppfattes son et aritmetisk

X ke

gjennonsnitt ndr utgangspunktet er alle gjentakene 1 universet

og son et veid gjennonsnitt nér utgangspunktét er fordelings-

funksjonen, VAr dobbelte omtale av cksemplet hvor universet

bestdr av grisckull og hvor den randon variable er antall

griseunger skulle gjore det klart hvorfor det nd vere slik.

Porventningen er et uttrykk for "tyngdepunktet" i
X-verdiene i universet. I uttrykket for forventningen blir det
bdde tatt hensyn til hvilke X—verdier som forekommer 1
universet, og til hvor ofte hver X-verdi forckormer, relativt
sett. Lo oss f.eks., se pd den randon variable, antall gyne

ved terningkast. Situasjoncen er denne:

Verdier av den randon variable:

Tilhorende sannsynligheter:

1

oy =

2

o I

o2 W

o

o = W

ol o
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Porventningen for antall syne blir:

oy Z el ovLinal 01 21,1 o1 o 21
(12) ﬁf(}:)-jzf(-) X:'é l+‘€a2+€'03+'5‘14-+'635+3!6 = 6 - _3___’_5_

fvelse 15.

Pinn forventningen for antall oksckalver i et random
sampel pd 4 storfefeodsler (eksenplet ovenfor), Bruk formelen
(10).

Legg merke til at forventningen ikke er ecn sannsynlig-
~het, Den er heller & samnenlikne ned en X-verdi og har sarue
benevning. Porventningen er ikke det samme sonl den sannsynlig-
ste verdien av den random variable. Forventningen ken tvert
imot vere en verdi av X som ikke forekommer i universet
(se ekéemplet ned terningkast).

Forventningen for en kontinucrlig randon variabel X
defineres og %tolkes pd en tilsvarende nédte, men vi bruker

integral i stedet for summetegn i (10):

(13) b= (D) = Xh(x)m

B. Variansen

Vi sd ovenfor at forventningen er et uttrykk for
tyngdepunitet’ i verdiene av den random variable. Hvis alle
verdier av X var 1lik p , ville vi vite alt on den randon

. _né&r y var kjent, idet X
variable ——r— """ faok}isk viTle vare en konstont. I
alninnelighet finnes verdienc av X spredt oukring py i sterrec

eller nindre avstand fra p , og vi er interessert 1 34 fa



et slags gjennomsnittsmdl for avstanden fra, idet vi bade
tar hensyn til hvilke ulike verdier av X som forekommer i1
universet og hos hvor mange gjentak hver verdil forekommér,
relativt sett. En kunne i og for seg tenke seg 8 bruke flere
slags mdl av denne typen. Det en vanligvis bruker, fordi det
natenatisk sétt er gunstig, er variansen (den teoretiske
variansen) son for en‘diskret random variabel X er definert

pd folgende méte:

(14) 02 = vax(X) = }%f(x)(X—u)g

Kvadratroten av variansen betegnes ned o og kalles standard-
avviket. Symbolet o er en gresk s og bringer tanken hen til

et spredningsmdl. Ordet "varians" gir liknende assosiasjoner.

Var er &4 oppfatte som et operasjonssymbol.

La oss se hvorﬁedes vi rent praktisk kan tolke vari-
ansen, Det er naturlig & basere et spredningsndl pd differen-
sene X- u for alle gjentakene i universet, Vi kunne f,eks.
tenke oss A ta gjennqmsnittet av alle X-p i hele universet.
Dette gjennomsnittetlville inidlertid bli 0. Forventningen
er nemlig & oppfatte som ¢t gjennomsnitt av alle X i uni-
verscet., Fglgelig blir summen av X-m sumnen av en rekke talls
avvik fra deres gjenqomsnitt. Denne summen blir O fordi de
positive og negativejavvik opphever hverandre (eovelse 16).
Ved & bruke(X- u)° i stedet for (X-p) blir vi kvitt demne
vanskeligheten.

Hvis vi stude?er variansen nermere, ser vi at den

populert kan betraktés son gjennomsgnittet av(X- u)g for alle

gjentak i universet. Hvis vi tar utgangspunkt i fordelings-—

funksjonen, fér vi med bare de X som er ulike, dvs. at gientak



son har samne X kommer med bare én gang. Vi ser da av (14) at

variansen er et veid gjennomsnitti av (X-ru)z for alle ulike

verdier X den random variable X kan anta. Vektens er de

tilhorende sannsynlighetenc.

Ved & bruke standardavviket o i stedet for varianscn
02 opphever vi pd en méte virkningen av at vi har kvadrert
\

hver (¥~p ). Standardavviket ¢ har sanme benevning som X.

2

Bidde ¢ og o er i grunnen mdl for det samme, men 1 hver sin

ey

skala.

Veriansen for en kontinucrlig random variabel X

defineres og tolkes pd en liknende n&te som 1 det diskrete
|

tilfelle, men vi bruker integraler i stedet for swmectegn 1

(14),

(15) o2 = var(x) = J £(x)(x-u )2dx
X .

Pgvelsc 16,

Det aritmetiske gjennonsnitt f (leses Xbar) av en rckke
tall Xl, X2, XB”"""Xn defineres son

- LB ox,
(16) x= L™

n

Vis at summen 'av avvikene fra gjennonsnittet,
n _
5 (Xi—X) er 1lik 0 og kormenter dette.
i=1
@velse 17.

Vis ot standardavviket for antall gyne ved terningskast
|
ned en ideell terming er lik 1,71 (variansen er lik 2,92).



gvelse 18.

I ot bestent univers er sammsynlighetene, (f(X) for at
en drektig seoye skal f4 X levende fodte lam folgende (tallene
er valgt noe urealistiske for & gjiere regningen enkel):

£(X)
0,1
0,3
0,5
0,1

W N O s

a) Beregn forventningen, y 08 varlansen, g 2 for antall
levende fedte lan (X).

b) Vi her ot randon sampel pd 3 drektige seyer fra det
nevnte universet. Hva er sonnsynligheten for at 2 av de
tre sgyene fir bare dedfedte lan ?

gyelse 19.

Beregn variansen for antall oksekalver i et randon
sampel pa 4 storfefedsler etter fornelen (14). Bruk samme
forutsetninger som 1 evelse 15.

@velse 19 b.

La hvert gjentok vere to tvillingkelver, og la €ss
betrakte en rendon variabel, ¥ = antall oksekalver (X=0,1,2)
Vi vil tenke oss btre forskjellige universer hvor fordelings—
funksjonen for X er henholdsvis

px) =, 2@ === (§) oz £(X) - X - x°,

3 4 "

Sett opp tobeller av det slaget som er oppzitt 1 gvelse
18 og beregn med utgecngspunkt 1 disse forventningen og
standcrdevviket for X i1 hvert av de tre universenc, Hvorfor

er standordavviket forskjellig i de tre universene?
Pvelse 19 c.

La X vere cntell dyr som der pr. dog i en naturlig
koloni av et dyreslcg pd en oy, og enta ot fordelingsfunksjone

er £(X) = Salo. (X=0,142,3, o o o o

( 4}:)

Hva er scnnsynligheten for at minst to dyr der en bestemt dag?
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C. DIchebycheffs ulilknet.

La X vere en random variabel (diskret eller kontinuerlig)
med forventning p og varians o . Ia oss merke av , D&

tall-linjen slik som i fig. 4.

2
Sannsynlighet minet 1-—%
k
e e
} + i
H= R o btk
\\,»—""'*-, ‘:,r’ . -w.\_ ) m___,/-"”"'w‘_"‘“\_ P }‘:‘) e
" \ .//‘—'/ - . \\ r'.r 2 T
S Sannsynlighet heyst g_
2
R

Pig., 4

Vi merker ogséd av to punkter p& hver sin side av p i en avstand k
fra pu . Tallet & m& vere sterre enn G rren kon =for wevrig
velges helt fritt, Tchebycheffs ulikhet er en setning som gjelder
for en hvilken som helst random variabel uansett hvorledes dens

fordelingsfunksjon ser ut, Ulikheten kan skrives p& felgende mite:

(17) P(u-x < X & p+k 2 1- g?*
X
eller
(18) (X fu-keller X2 p+k) & o2
- )
X

Merk at vi her utel-tt univershetegnolsen U i (17) og (18). Dette

gjeres ofte ndr det ikke er feore for misforsvaclser,
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Av (18) ser vi at den brokdelen av alle gjentakene i universet
som har verdier av X utenfor intervallet frap- k tilu+ ki heyden
2
er lik g .

2
k

Selv om fordelingsfunksjonen for X er ukjent kan vi altsé,
ved hjelp av Tchebycheffs ulikhet, krymme med nyttige sannsynlighets—
utsagn hvis y og o er kjent, Hvis ogsd fordelingsfunksjonen er

kjent, kan vi imidlertid lage skarpere (mer innholdsrike) utsagn.

Pgvelge 20,

I et bestemt univers av voksne menn er legemshesyden X en random
variabel med forventning u = 176 cm og varians€72 = 64 m@_
(Konstruert eksempel.) Hva kan sies om sannsynligheten for legems-~
heyder mindre enn 160 cm eller sterre enn 192 cm i dette universet?

@velse 20 b.
Sett k=w.g- i Tehebycheffs ulikhet (o er en kounstont).

Hvorledes kan Tchebycheffs ulikhet shrives da? Tegn figur og
forklor hva scnnsynlighetsutsagnet betvr., Hvilket Zrev ma

18--
stilles til konstanton a?
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VIII., Noen begreper som brukes i forbindelse :2ed ot sampel

Hittil har vi for det meste hatt & gjere med hele universet.
Vi skal n& gjennomgd noen f4 av de viktigste begreper som anvendes
for & karakterisere et sampel. Slike begreper er nyttige for rent
beskrivende formdl, men viktigere er det at de inngér som sentrale
hjelpemidler i mange praktisk-statistiske metoder.

A, Gjennomsnitt, empirisk varians og frekvensfordelingl

For & gjere framstillingen sé 1ettfattélig som mulig skal vi
knytte den til eksempler.

En bonde har et &r 12 drektige seyer. I sine notater har
han nummerert segyene vilkédrlig fra 1 til 12. Resultatet av lam-

mingen ble felgende:

Tabell 1
Sgye nr.: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Antall levende
fodte lam: 2 0 2 1 2 0 1 2 2 2 3 1

Disse 12 lammingene kan betraktes som et sampel pd 12 gjen-
tak fra et univers av lamminger. Antall levende fedte lam er en
random variabel x og vi har altsd 12 observasjoner av x. Vi
skal bruke eksemplet til & illustrere noen viktige begreper og
formler som anvendes i forbindelse med sampler.

Det aritmetiske gjennomsnitt har vi stiftet bekjentskap med
tidligere. Verdiene av en random variabel i et sampel P& m gien—-

tak betegnes gjerne med X9 Xpy Xgy ceoey X Nummereringen Kan

n-
velges helt vilkarlig. Nar vi vil referere til en av verdiene
uten & spesifisere hvilken av de n verdiene vi har i tankene,

bruker vi symbolet X5 Her kan i oppfattes som en indeks som

"lgper" fra 1 til n. Vi indikerer dette ved 4 feoye til

(i = 1,2,3,-0',11).

11 dette avnsitt er det Pegea. skrivefeil brukt smd x-ex
i stedet for store som ellers i heftet.
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Det aritmetiske gjennomsnitt (eller bare gjennomsnittet) T

av de n verdiene defineres pd feolgende méte:

- , oy
(19) X = =
eller n
5%
(20) ¥ = 22 (1 = 1,2,3,.44,0)

I vadrt cksempel fér wvi:

(21) T = 2+2+1+2+i;2+2+2+3+1 _ %g =1,5

(Hvorfor m& ogséd seye nr. 2 og 6 telles med ved utregning av
gjennmomsnittet?)

Det aritmetiske gjennomsnittet (i samplet) svarer pd en méte
til forventningen (i universet) og oppfattes ofte som et estimat (en

tilnermingsverdi) av denne (se s, 38).

Den empiriske variansen V (i samplet) svarer pé& tilsvarende
mdte til den teoretiske variansen g2 (1 universet). Ordene
empirisk og teoretisk slegyfes ofte, men er nyttige 4 ta med nir
det er fare for forvekslinger.

Den empiriske variansen defineres péd felgende méte:

o (

= 2
3, (xg - X) _ |
(22) v = 1-'1 (i - 1,2,3,-..,11)

n-1

Hvis vi él@yfer et~-tallet i nevneren, blir vi stdende tilbake med
gjennomsnittet av (x - §)2 for alle gjentak i samplet. Denne
storrelsen kan sces & svare til den teoretiske variansen (se s. 44
nedérst). Grunnen til den vesle "uoverensstemmelsen" mellom O

og V som introduseres ved at vi trekker fra 1 i nevneren for V
skal vi komme tilbake til siden.

Variansen i vart cksempel blir:

2{(2“'1 55)2"‘0 . -+(1-1!5)2 - 0’82

_ (2-1,5)%+(0-1,5)
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(Merk at vi her m8 +ta med sgye nr. 2 og 6 ogsd i nevneren.)
V kan oppfattes som et estimat av O 2 eller ogsd som et mal
for hvor mye verdiene av E_varierer i samplet. KXvadratroten av

V betegnes med s og kalles middelavviket. Middelavviket s (i

samplet) svarer altsd til standardavviket. o (i universet).

Vi kunne sporre om det i samplet finnes noe som tilsvarer
fordelingsfunksjonen, som jo gjelder universet. Svaret er be-
kreftende., La oss belyse dette ved virt eksempel.

Lammeresultatet for de 12 seoyene kunne stilles opp pd en mer
oversiktlig méte enn i tabell 1, Dette er gjort i tabell 2. Vi
ser av tabell 1 at det finnes bare 4 ulike verdier av x i samplet.
Vi vil gi disse verdiene nummer fra 1 til 4 i rekkefslge etter_
sterrelsen og betegne en vilkdrlig av dem med’xj (3 =1,2,3,4).
Ved denne nummereringen far vi altsd at x; =0, %, =1, Xy = 2
0g X, = 3. Merk at f.ecks. % néd ikke betyr lammeresultatet for
sgye nr, 1 slik som tidligere. For & markere forandringen bruker
vi nd fotindeksen J til erstatning for i. I sin alminnelighet
vil vi la j lepe fra 1 il m (m = 4 i v8rt eksempel). Tallet m
er alltid mindre enn (eller i heyden 1ik) n.

Vi vil la Zj std for antall ganger verdien X forekommer ¥
samplet. I tabell 2 har en stilt opp de ulike verdier xj av' x
som forekommer # samplet idet en samtidig har angitt hvor mange

ganger hver verdi forekommer, absolutt og relativt.

Tabell 2
s
D,

i 5 =
0 2 2/12
1 3 3/12
2 6 6/12
3 1 1/12

4 7 T
L 7= n= 12 z A= 1
j=1J j=L n
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De to forste kolonner i tabell 2 utgjor tilsammen et ckscempel

pd en frekvensfordeling. In frekvensfordeling for en diskret

random variabel er en tabell over de ulike verdier av den random

variable som forekommer i et sampel og antall gjentak som har

hver verdi, Tallene % kalles absolutte frekvenser, mens tallene

%/h blir kalt relative frekvenser, Summen av de absolutte

frekvensene er alltid lik sampelsterrelsen.

n
(24) ZZ:} =
Jj=1
cummen av de relative frekvensene er alltid 1lik 1.
L, L
(25) Y=52%=1
=1 j=1

Vi har tidligere vist at fordelingsfunksjonen for en d&iskret:
random variabel kan skrives i form av cn tabelloppstilling
(se f.eks. s. 32-33). Kolonne 1 og 3 i tabell 2 er et eksempel
pé& en tilsvarende oppstilling for et sampel. Motstykket i samplet
til fordelingsfunksjonen som jo gjelder universet er altsd en

oppstilling av alle Xy med tilherende relative frekvenser Zj/n.

Hvis vi vil underseke ved hjelp av et sampel om en diskret:
random variabel x felger en gitt fordelingsfunksjon f(x), md vi
altsé'Sammenlikne f(x) med Zj/nefor alle x som kan forckomme i
universet. N4 hender det rett som det er at: det finnes verdier
av den random variable i universet som ikke forekommer i et gitt
sampel. I vArt eksempel kunne det f.eks. tenkes at det fore-
kommer sgyer med firlinger i universet, selv om det steorste antall
lam i v8rt sampel er 3, Vi setter da selvsagt frekvensen for 4
lam 1ik O i vért sampel. Derimot blir £(4) forskjellig fra O.

N&r vi summerer over slle verdier den random variable ken ha blir

sdvel summen av f(x) som summen av Z/n 1ik 1. S38 langt er altsa
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de to rekker sammenliknbare. ILa oss til slutt tilfeye at en
sammenlikning av de relative frekvenser i samplet med de til-
svarende sanngynligheter som antas 4 gjclde for universet selv-
sagt har liten interesse hvis samplet ikke er et random sampel.

Gjennomsnittet og variansen kan naturligvis beregnes med
utgangspunkt i en frekvensfordeling. I vért eksempel kan vi ‘
altsd bruke tallene i tabell 2 til & beregne de nevnte sterrelser.
Formlene er fglgende:

m
2.x m 2,

73 X.

(26) X = j=1 -z
n j=1

n -2

z 2y(x5%) ;n 25 ,
(27) V = j=1 = T (xj-.x)

Riktigheten av formlene skulle vere innlysende (og kan demonstreres
ved vart ekscempel).

Vi ser at det aritmetiske gjennomsnittet av X (i =1,2,3,..4n)
kan betraktes som et veid gjennomsnitt av X5 (3 =1,2,3,...,m) med
de relative frekvensene Zj/n som vekter. Hvis vi ser bort fra
et-tallet i nevneren for variansen kan variansen pd tilsvarende
méte betraktes som et veid gjennomsnitt av (xj - E)z med de samme
vekter. Siden vektene Zj/n i samplet svarer til wverdiene f(x)
av fordelingsfunksjonen, ser vi ogsd her at det aritmetiske
gjennomsnittet svarer til forventningen (se formel 10, s. 41) og
at den empiriSKGVVariansen gvarer til den teoretiske variansen
(se formel 14, s. 44).

Den random variable vi har brukt som eksempel i hele dette
avsnittet er en diskret random wvariabel. Né&r vi har & gjere med
en kontinuerlig random variabel kommer det visse forandringer inn

i bildet. Definisjonene (20) og (22) av gjennomsnittet og den
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empiriske variansen blir de samme som for, Det er imidlertid
1ite hensiktsmessig & stille opp observasjonene av en kontinuerlig
random variabel x i en frekvensfordeling hvor alle ulike verdier
av x 1 samplet er tatt med. Som regel finnes det nemlig relativt £4
like verdier av en kontinuerlig random variabel i et sampel, Perimot
finnes det ofte mange ulike verdier spredt med ujamn avstand
utover tall-linjen.

Nar vi skal ordne observasjonene av en kontinuerlig random
variabel i en frekvensfordeling, deler vi opp variasjonsomridet
for den random variable i intervaller. Gjentak som har verdier
i et gitt intervall sies & tilhere den tilsvarende klasse. In

frekvensfordeling for observasjoner av en kontinuerlig random

variabel er altsd en tabell over de forskjellige intervaller eller
klasser (gjerne ogsd klassencs midtverdier) og antall gjientak som
tilhorer hver klasse.

Vi skal se pd et eksempel., I tabell % har vi
gijengltt vekten av hver gris i et random sampel pd 60 7-ukers
grisunger.

Tabell 3

17,0, 22,5 17,7 38,0 19,4 15,7 21,1 12,8 12,8 12,6
22,2 25,6 20,8 19,9 19,6 22,2 16,2 15,0 16,0 16,5
°6,6 25,9 19,3 16,2 16,7 16,5 12,5 12,7 15,0 16,5
23,3 23,2 19,3 15,4 16,9 15,1 13,5 15,4 17,6 15,6
19,4 20,5 17,4 20,6 15,7 13,9 13,9 13,0 16,6 14,0
19,6 19,0 17,6 19,4 18,7 15,9 17,6 16,9 14,4 16,1

T tabell 4 har vi ordnet disse observasjonene i en frekvens-

fordeling,
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Tabell 4
Klasserr Xy Zj Klasser xj %i
12,0-12,9 12,45 5 20,0~20,9 20,45 3
13,0-13,9 13,45 4 21,0-21,9 21,45 1
14,0-14,9 14,45 2 22,0-22,9 22,45 3
15,0-15,9 15,45 9 23,0-23,9 23,45 2
16,0-16,9 16,45 11 24 ,0~-24,9 24,45 0
17,0-17,9 17,45 6 25,0-25,9 25,45 2
18,0-18,9 18,45 2 26 ,0-26,9 26,45 1

9 n=560

19,0-19,9 19,45

Den midterste verdi i intervall nr. j har vi betegnet Xj
eg antall gjentak i klasse nr. j har vi kal?t Zf* Med slike
betegnelser er formlene (26) og (27) for gjennomsnittet og
variansen tilnsrmet riktige ogsd for observasjoner av en kontinuer-
lig random variabel. De er eksakt riktige hvis midtverdien i hvert
intervall ogsé er lik gjennomsnittet av de observasjonene som
faller i vedkommende intervall. Denne betingelsen er imidlertid
neppe noen gang oppfylt i praksis. Nar vi skal regne ut gjennom-
gnittet og den empiriske variansen for observasjonene av en
kontinuerlig random variabel begr vi derfor ta utgangspunkt i de
opprinnelige observasjonene (tabell 3 i vadrt eksempel) og ikke 1
frekvensfordelingen (tabell 4) hvis vi vil ha neyaktige resultater,

En klasseinndeling ber alltid foretas pd& en slik mdte at
hver observasjon kan henfores til en og bare en klasse. For evrig
er det mye av et praktisk spersmél hvorledes en vil innrette scg.
Klassevidden er gjerne den samme for alle klasser bortsett kanskje
fra den cene cller begge ytterklassene.' Da hver klasse ved be-
rcgninger, grafiske framstillinger o.l. gjerne blir representert
ved sin midtverdi, er det en fordel at midtverdien har f4 desi-
meler, men at den likevel virkelig er i midten av intervallet.

(Hvis en skal vere helt neyaktig vil spersmélet om hva som blir
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& oppfatte som de cksakte klassegrensene og den egentlige midt-
~ verdien bl.a. avhenge av hvor mange desimalers neysktighet
observasjonene er notert med.)

Hvig vi har et random sampel av observasjoner av en konti-
nuerlig random variabel x og vi vil undersgke om fordelings-
funksjonen fdr x er en gitt funksjon f(x), m& vi som i’ det dis-
krete tilfelle sammenlikme Zj/n med sannsynligheter i universet.
Disse sannsynlighctene regnes imidlertid nd ut péd en annen méte
enn for. Hvis vi ikke har anledning til & integrere funksjonen
kan sannsynligheten som svarer til klasse j regnes ut tilnsmrmed;
som produktet av f(xj) og klassevidden v, PFramgangsmften er

illustrert i fig. 6.




B. Praktiske regneformler til beregning av gjennomsnittet

og den empiriske variansen.

N&r vi skal regne ut gjennomsnittet er det av og til hensikts-
messig & gjore dette pd folgende midte: Forst trekker vi et
passende konstant tall ¢ fra alle observasjonene. Hvis f.eks.
alle tall har forste siffer felles, kan vi altsd ganske enkelt
sleyfe dette gifferet. Deretter regner vi ut gjennomsnittet av
det som blir stéende igjen etter fratrekmingen. Til det gjennom-
snittet vi da f&r adderer vi tallet c. Svaret er da det sekte
gjennomsnittet. Skal vi regne ut gjlennomsnittsheyden for en rekke
personer kan vi f.eks., la c vere lik 1 meter., Riktigheten av
framgangsmdten skulle vere innlysende.

Den empiriske variansen for en rekke observasjoner blir
uforandret om vi trekker et konstant tall ¢ fra alle observa-
sjonene. Variansen er nemlig et spredningsmdl, og spredningen
blir den samme om observasjonsmassen som helhet blir forskjevet
f.eks. til venstre (hvis c¢c er positiv) pd tall-linjen. Ved &
velge en passende ¢ kan vi av og til lette regnearbeidet
betraktelig.,

Definisjonsformlene (22) og (27) for den empiriske varian-
gsen er som regel tungvindte & arbeide med. Regningen gér i de

aller fleste tilfelle raskere og mer feilfritt om vi omskriver

formlene pd felgende méte: n
z 2
n I . ¥Xs)
=\ 2 > (3=1 %i
(28) V = S2 = lz:l(Xl X) = i;;l Xl - 1
n-1 n-1
ul
m m X
24 Xiv2
Iog(xs - )% LI gL %8 =1 "3 79
(29) v ‘=82 3=1 J J J_-'—'l J J
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Den feorste omskrivingen kan bevises pd folgende mite:

(30) £ (X-%)2 = £ (X°- 2%x+¥ 9= 1 x°-2% 35 X+nk°
. - o2
= % X%-0%n% + n%2 =5 X°-nT? =y x° - 2K
n

¢, Giennomsnittet og den empiriske variansen oppfattet son

random variable.

La oss tenke oss et univers U som bestédr av alle voksne
menn. Hver menn er altsd et gientak og vi vil forestille oss at
universet er ubegrenset. Vi er interessert i en random variabel,
nemlig legemshsyden, X. Fordelingsfunksjonen for X er £(X) med
forventning E(X)=py og varians ver(X =(j§. Fordelings~
funksjonen, forventnzngen og variansen kan vere kijente eller
ukjente.

Vi tar et random sampel pad n gjentak (menn) fra dette
universet og obscrverer verdien av den random variable (hoyden)
for hvert gjentak., I slike tilfelle sicr vi ofte kort at vi har
et random sampel pd n obscrvasjoner av X.

La oss nummerere de n menn i en vilk8rlig rekkefelge fra 1
til n. De tilhgrende legemshoydene vil vi betegne ned Xllf le
vees Xq eller ogsé Xi”(i=1,2 eesy n). Disse X-ene er da
n verdier av den random variable X. Gjennomsnittsheyden for de

n menn vil vi betegne med il' Vi har da
n

R ]

1 X, = EL
(51) =
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Vi vil nd tenke oss at vi tar et nytt random sampel pd n menn
fra det samme universet. Ogsf denne gangen nummererer vi
gjentakene vilkarlig fra 1 til n. Legemsheydene til dissc n
nummererte menn betegner vi med henholdsvis X12, X22, X32, PPN

X Dettc kan ogsd skrives son XiZ (i=1,2,3,.40501)s Disse n

nz*
X-cne er n nye verdier av den random variable X. Vi far et nytt
gjennomsnitt som vi betegner med iz.

i

Zy Xio

(52) X, =
2 n

Vi kurne Tortsette pd samme mAte og ta nyc random sampler

pd n gjentek og beregne nye gjennomsnitter §3, X4, X oSV,

%’
Hvert gjennomsnitt er tenkt bercgnet pd grunnlag av et sett av
n verdicr av den random variable X. Disse n verdiene vil vanlig-
vis varicre fra sampel til sampcl. Derfor vil ogsd gjennom-
snittet varicre fra ssmpel til sampel. Vi skal néd innfere en
neget viktigz og nyttig betrakiningsmite, Hvert gjennomsnitt,

— -

Xl’ Xg, XB’ osv. Xan betraktes som en verdl av cn random

variabel som vi betegner med X. Mens vi tidligere opererte med
¢t univers U hvor hvert gjentak var cn mann, har vi nd & gjere
med et nytt univers hvor hvert gjentak er en samling av n
menn. Det nyc universet som er avliedet av det gamle universet U
er altsd ¢t univers av sampler. Hvert sampel eor et gjentak.
Tidligere har vi betraktet gicrnomsnittet X som en storrelse
som karskterisercr ¢t enkelt sampel. N4 har vi vist at vi ogsé
kan se pa& gjennomsnittet som en random variabcel g. Det gjennom—
snittet vi finner for et enkelt sampel blir & betrakte som en

verdi av demme random variablc.



Det er ofte nyttig & vite noe om fordelingsfunksjonen for Z.
Vi skal ikke g& i detalj her, men bare presenterec to uhyre viktige
resultater.
La den random variable X, sow nevant, ha forventning py 08
variamsozji. Det ken da vises at forventningen E(g)=4¢i ;g
= 5 A

variansen var(g):43£

, for I er gitt ved folgende formler:

(33) K

1541
i
F

2
2 0.
X eller O« =

<\
—

1P
It

(34)

n

:3 L%?

Disse to formlenc er helt generelle. De gjcldcer uansett
hvilken fordelingsfunksjon X har, og de gjelder for alle
endelige sampelstorrelser (verdier av n). I ord kan (33) og
(%34) kort uttrykkces sliks

Forventningen for giennomsnittet er 1lik forventningen for den

opprimnelige randon variable. Variasnsen for giennonsnittet er

1ik variensen for den opprinnelige random variable.dividert med n.

fvelse 21.

Forklar p& on praktisk mite hvorfor formelen (33) synes
4 vere riktig. Forklar ogsé& hvorfor en n i nevneren 1 formelen
(34) ikke synes & vere urimelig.

P8 samme mite som vi nd har vist at X er en verdi av en

random variabel X kumne vi ogséd vise at 52

2

for et gitt sampel er

en verdi av en random variabel s%. Det skulle vare unpdvendig &

gjenta hele resomnementet. Ogséd fordelingsfunksjonen for §2 er
av atskillig interesse. Her wvil vi imidlertid neye oss ned &

legge fram feolgende resultat: Uansett hvilken fordelingsfunksjon



X har og uansett hvilken verdi n har s8 kan det viges at for-

2

ventningen for s° er gitt ved folgende formel:

(35) B(g?) = 02

I ord kan dette uttrykkes slik: Forventningen for den empiriske

variansen er 1lik den teoretiske variansen.Hvis vi hadde bruvkt
n i stedet dr n-1 i nevneren da vi definerte den empiriske
variansen ville vi ikke ha fatt resultatet (35). Her har vi

altsd begrumnelsen for den tilsynelatende noe merkelige nevineren.

Oppgave:
_ Nedenfor er gjengitt antall celler av et bestemt slag i en
liten preve av en spesiell vevsveske. Det er i alt 100 prever.

4 4 3 4 0 1 3 3 3 3
4 0 1 2 1 2 5 2 4 4
4 4 1 o 0 4 4 3 6 1
6 7 4 2 5 4 3 3 2 5
3 2 € 2 2 2 1 4 1 2
5 4 5 3 1 4 2 1 2 2
2 3 3 4 > 4 2 1 4 1
4 1 2 5 4 3 3 3 4 2
3 1 1 3 1 3 2 3 2 2
3 3 4 2 0 1 5 3 2 2
&) Regn ut gjennomsnittet og middelavviket for antall celler pr.

prave,
b; Sett opp en frekvensfordeling fer antall celler pr. preve.

Regn ut gjennomsnittet og middelavviket pd grunnlag av
frekvensfordelingen.



IX.  HNoes

A, Generell orientering

Matematisk sett er en fordelingsfunksjon en vanlig funksjon

eller formel, De sterrelsene som kan inngd i en slik formel kan

deles 1 tre grupper. TFor det forste kan det inngd visse konstanﬁer

som f.eks., tallet 2, tallet m (= 3,14) eller tallet e (= 2,72).
Disse konstantene er selvsagt alltid de samme i en og samme for=—
delingsfunksjon, _ _

For det andre kan det inngd en eller flere parameire (s. 33), E
parameter i en bestemt fordelingsfunksjon er ofte pidlagt visse
begrensninger som f.eks. at den bare kan anta verdier som ligger
mellom O og 1 eller at den bare kan anta verdier som er hele posivive
tall. Por evrig kan verdien av en parameter velges fritt slik at
den passer til det konkrete fenomen fordelingsfunksjonen skal
beskrive 1 et gitt tilfelle, En parameter i en ferdelingsfunksjon
kan p8 mange miter sammenliknes med giret i en bil (fullfer
analogien selv), Det er parametrene i en fordelingsfunksjon soi
gjor at en og samme fordelingsfunksjon (f.eks, den normale fordel-
ingsfunksjon) ofte kan brukes til tilnsrmet & beskrive vidt for-
skjellige fenomener som f.eks. melkeytelsen hos kuer, "intelligeasen"
hos mennesker, feilen ved astronomiske m&linger, osv,

N&r vi har for oss en ganske bestemt fordelingsfunksjon og
sterrelsen av fordelingsfunksjonens parametre er fastlagt, er det
bare en sterrelse som kan variere, nemlig verdien X av den randon
variable, Vi er da i den situasjon at vi, om vi vil, kan sette inn
tall for X og finne verdien av f(X) som altsd er en sannsynlighes

(i det diskrete tilfelle) eller bare en ordinat i diagrammet (i det
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kontinuerlige tilfelle). NA&r en far & gjere med en bestemt for-
delingsfunksjon ber en alltid merke seg hvilke verdier den random
variable kan ha, Videre ber en aldri glemme at summen eller inte-
gralet av fordelingsfunksjonen over alle disse verdiene m& vare
lik 1,

Statistisk sett kan en fordelingsfunksjon oppfattes som en
modell (eller en del av en modell) som beskriver et fenomen vi er
interegsert i. Det finnes et utvalg av slike fordelingsfunksjoner
som har vist seg & kunne beskrive, med god tilnzrmelse, en hel
rekke vidt forskjellige fenomener., Forsividt kan vi plukke ut en
fordelingsfunksjon som passer til v&rt problem pd samme méte som
vi i konfeksjonsmagasinet plukker ut en dress som passer til vér
figur., Dressen har, grovt gett, to "parametre", nemlig arm-
lengden og benlengden. Selv om vi tilpasser disse "parametre",
er det imidlertid ikke sikkert at resultatet blir tilfredsstill-
ende, Slik er det ogs& i statistikken. En "skreddersydd" for-
delingsfunksjon er oftest & foretrekke, men det er langt vanske-
ligere & "skreddersy" en fordelingsfunksjon enn det er &4 fa
skreddersydd en dress,

Form&let med & ta i bruk en fordelingsfunksjon kan vere rent
beskrivende, Det kunne nevnes utallige eksempler péd dette,.
Sterrelsen av et bestemt organ hos et dyr av et bestemt slag
varierer fra individ til individ. Denne variasjonen kunne vi
tenke oss & beskrive for hele universet under ett ved hjelp av en
fordelingsfunksjon.

Det rent beskrivende er imidlertid ikke hovedsaken,
Viktigere er det at fordelingsfunksjoner inngér p& forskjellige
médter i alle de metoder vi bruker i den praktiske anvendelsen av
statistikken.

Vi har allerede nevnt at en bestemt fordelingsfunksjon som
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f.eks. den normale fordelingsfunksjon egentlig ikke bare er en
enkelt fordelingsfunksjon, men utgjer en hel "familie" av for-
delingsfunks joner, Hvert "medlem" av "familien" framkommer ved

at parametrene gis et bestemt sett av verdier. Vi snakker sdledes
om en 2-parameter familie av normale fordelingsfunksjoner,

La oss nevne at de fleste familiene vi opererer med ogsd er
i slekt" med hverandre. Ved at visse parametre i en fordelings-
funksjon gjeres tilstrekkelig sm&, tilstrekkelig stere, e.l. vil
denne fordelingsfunksjonen ofte bli identisk med en annen kjent
fordelingsfunksjon,.

Med utgangspunkt i en random variabel som har en bestemt
kjent fordelingsfunksjon kan vi ogsd forme en ny random varishel
etter en bestemt regel og vite at denne nye random variable da
har en annen kjent fordelingsfunksjon. Denslags manipulasjoner
er svert viktige ved den praktiske anvendelsen av statistiske
metoder,

Vi har her bare anledning til & nevne litt om noen av de

viktigete fordelingsfunksjonene.

B. Fordelingsfunksjoner for diskrete random variable

En slik fordelingsfunksjon kan framstilles grafisk ved et

stolpediagram, Se f.eks, fig., 2, s. 31.

1. Den binomiale fordelingsfunksjon.

Denne har vi stiftet bekjentskap med tidligere (s. 33).

Den kan skrives pd felgende mate:

(36) £(x) = (H)pfq F°% for X = 0, 1, 2,..., k
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Parameteren p mid vere et tall mellom O og 1. Hvis p =% er

stolpediagrammet symmetrisk (hvorfor?). Hvis p+ 0,5 er funk-
sjonen skjev den ene eller andre veien (forklar hvordan).

Parameteren k kan i mange anvendelser oppfattes som stgrrelsen av

et sampel, men den behever ikke vzre det. k mé alltid vere et
helt positivt tall.

Porventningen for en diskret random variabel kan alltid
finnes etter formelen (10), s. 41, Setter vi inn (3%6) for £(X)
i (10), er det mulig & vise at forventningen p for en binemialt
fordelt random variabel X blir: |

(k) X k-X

k
(37) p =B(X =2 £(X) X :XZO X pq X=kp

Riktigheten av det siste likhetstegnet er slett ikke innlysende
matematisk og mé& bare aksepteres 1 dette kurset,

Nar vi vil regne ut forventningen for en binemialt fordelt
random variabel kan vi altsd bruke den enkle formelenp = kp
som gjelder for denne spesielle fordelingsfunksjonen i stedet

for & g& den tunge omveien om den generelle farmelen (10).

Gvelse 22,

Los oppgaven i ovelse 15 ved hjelp av formelen H = kp.
Svaret skal bli det samme som for. Forklar ved hjelp av et
praktisk resonnement hvorfor formelen u = kp mé vere riktig.,

Variansen for en diskret random variabel kan generelt finnes
med utgangspunkt i formelen (14), s. 44. Setter vi inn (36) for
£(X) i (14) kan det vises at resultatet blir felgende:



2 | 2 k k; X k-X 2
(38) o = var(X) =2 £(X)(X=p) =XZ X'p q (X~p ) =kpq.

Det siste likhetstegnet er heller ikke her innlysende, matematisk
sett.

2

Formelen o = kPa brukes alltid nir vi skal regne ut

variansen for en binomialt fordelt random variabel, Det er

unedvendig &4 bruke den generelle definisjonsformelen (14).

@velse 23.

2 _
Los oppgaven i eovelse 19 etter formelen o kpq.

k
Verdiene av koeffisienten { X) for en gitt k og for de
forskjellige verdier av X fra X = 0 til X = k kan beregnes pé
vanlig m8te, men kan ofte finnes raskere ved hjelp av Pascals

trekant.

1 5 10 10 5 1

o8vV.

Trekanten formes ved at hvert tall gjeres lik summen av de to
som det stér midt under. Dessuten fyller vi ut med tallet 1

ytterst.



- 67 -

For en gitt k bruker vi bare en linje i trekanten, nemlig
den linjen som har k ved siden av 1-tallet., I vArt tidligere
eksempel var k lik 4. Vi bruker da linjen 1 4 6 4 1, Disse
5 tallene er da lik (i) for henholdsvis X=0, X=1, X=2, X=3 og

X=4 (kontroller!).

2. Poiagons fordelingsfunksjon.

Et annet eksempel pd en fordelingsfunksjon for en diskret

randem variabel X er Poissons fordelingsfunksjon, Den kan skrives

pé felgende méte:

-m X
(39) £f(X) = ¢ m for X=0, 1, 2, ...
X!

Verdiene ssm den random variable kan ha er alle naturlige tall
0, 1, 2, 3 osv. e stdr for grunntallet i det naturlige
lbgaritmesystemet (e = 2,72)., TFordelingsfunksjonen har én
parameter, m, Hvis vi setter inn (39) for f£(X) i de generelle
formlene (10) og (14), finner vi for denne spesielle fordelings-—
funksjonen at u = E(X) = m og c52 = var (X) = m. For denne
fprdelingsfunksjonen er altsd forventningen og den teoretiske

variansen alltid like store og lik m,
2
(40) p=EZX) =0 =var (X) =m

Poissons fordelingsfunksjon er "i glekt " med den binomiale
fordelingsfunksjon. La oss tenke oss at vi fra den binomiale
familien av fordelingsfunksjoner tar for oss en rekke av medlemmer
som er slik at hvert nytt medlem i rekken har mindre P men sterre

k enn det foreglende medlem, Samtidig skal kp vare samme tall,
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nemlig m, for alle medlemmer. Hvis vi pd denne mlten gjer p
liten nok og k stor nok kan det vises matematisk at den binomiale
fordelingsfuriksjonen vi ender opp med er lik Poissons fordelings-
funksjon (39)., I matematisk mer presise ordelag kan vi si at
Poissons fordelingsfunksjon framkommer av den binomiale ved en
grenseovergang hvor vi lar p—0 o0g k- samtidig som kop=m
(eller kp—m),

Mange biologiske fenomener kan antas i feolge tilnzrmet
Poissons fordelingsfunksjon. Til en viss grad kan vi resonnere
oss til dette ut fra vdrt kjennskap til hvorledes fordelings-
funks jonen framkommer. Antall tilfelle pr. &r i Norge av en
relativt sjelden ikke smittsom sykdom hos et bestemt husdyrslag
kan tenkes & folge Poissons fordelingsfunksjon, Resonnementet
er folgende: Alle dyr i Norge av vedkommende slag i et enkelt
&r kan oppfattes som et stort (k— o ) random sampel av dyr fra
universet av alle dyr av vedkommende slag., Sykdommen er relativt
sjelden (p = 0) og ikke smittsom (uavhengighet, se a3. 22).

I det lange lep vil gjennomsnittlig k-p dyr pr. ar f& sykdommen,

Slike resonnementer er gjerne noe omtrentlige ag md ikke
tillegges for stor vekt, PFordelingsfunksjonen har for evrig
ogséd mange anvendelser hvor et tilsvarende resonnement ikke kan
gjennomferes, og hvor den binomiale fordelingsfunksjonen ikke
kommer inn i bildet, Antall celler av et bestemt slag i en liten
preve av en viss sterrelse av en hestemt vevsvaeske er en annen type

fenomener som ofte kan antas & folge Poissons fordelingsfunksjon.

Oppgeve: Undersgk om Poissons fordelingsfunksjon synes 4 passe som
modell for observasjonene 1 oppgaven pd s. 61,
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¢, Fordelingsfunksionev far kontinuerdize randon variabla

Disse fordelingsfunksjonene kan framstilles grafisk som

kurver. Se f.eks. fig. %, o. 35.

1. Den naormale fordelingsfunkajon

Den normale eller Gauss-laplaceske fordelingsfunksjonen er
en uhyre viktig fordelingsfunksjon, Den kan skrives ph folgende

mate:

(41) (X)) =1, 2 for -0 € X € co
o 2%
Fordelingsfunks joenen har to paramcire £%m vi har betoesnet
med v f(gresk n, leses ny) og T (gresk t, leses iau),
Forveniningen og den teoretiske variansen for en randoan

variabel som felger den normale fordelingefunksjenen ksn i prin-

sippet finnes p& vanlig mite ved & seile inn (41) 1 (13) og (15),

Utledningen er ikke s& helt enkel, si vi seiter her bare orp

reaultatens,

i [, e
= e = f YVYAYAY = 1’2
(42  wp= E(X) ) (X)X4X y LI ’2 X@x = v
- ok . T\'@ﬁ
oo

oe
LD .
(43) o = var(X) = [ FLY (K~ v )zjx = 1
‘m

mee 27
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Resultatene er meget enkle. Vi ser at forventningen j er
lik parameteren ¥V mens standardavviket (~ er lik parameteren L
Vi kan derfor like gjerne bruke symbolene/u.og g 1 stedet for Vv

og T og skrive fordelingsfunksjonen pad folgende mite:

2
- (X~ i)
(44) £f(X) = 1 o 5 QVQ for ~o00 { X{ow

.

a-Var

Dette er den vanlige skrivemdten, eg vi vil bruke denne heretter,
Nar en random variabel X er normalt fordelt er altsd forventningen
M = E(X) en parameter i selve fordelingsfunksjonen. Videre er
da ogsé standardavviket ¢~ en parameter i fordelingsfunksjonen.
N&r vi vil angi kort at en random variabel X har fordelings-
funksjonen (44) gjor vi ofte dette ved & skrive X: N(ji, o).

Parameteren ﬁ& kan ha en hvilken som helst verdi 1 inter=-
vallet -CK><%A(,$¢. Parameteren (¢ kan ha en hvilken som helst
verdi i intervallet oO< 0" o ,

Kurven som framstiller denne fordelingsfunksjonen har én
topr, nemlig der hvor X =/u , 0g den er symmetrisk om dette
punktet. Kurven synker stadig nlr vi beveger oss bort fraxﬂt.

Den nermer seg asymptotisk til X-aksen ndr X —2-w eller X -5 oo,
Verdien avim.bestemmer plasseringen av toppen (og dermed av

hele kurven) p& tall-linjen. Verdien av parameteren ¢~ bestemmer
formen pd& kurven, Né&r ¢ er liten blir arealet under kurven
konsentrert omkring /L (kurven blir hey og relativt spiss).

Nar & er stor blir arealet under kurven spredt mer utover tall-
linjen (kurven blir lavere og flatere). O kan finnes igjen pé

kurven som avstanden fra f‘ til vendepunktet for kurven pd den

ene eller andre siden av A Kurver med samme O~ har ngyaktig
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samme form selv om/m er forskjiellig. De er bare flyttet langs
X-aksen i forhold til hverandre.

Svert mange av de statistiske metodene vi. skal gjennomgéd
bygger strengt tatt pd den forutsetningen at den random variable
vi har & gjere med er normalt fordelt. Dette kan synes & vazre
en meget dristig forutsetning, men det er to forhold som gjer at
forutsetningen tross alt ikke er s& hasardies. For det forste
kan det vises pad teoretisk grunnlag at den normale fordelings-
funksjon er en forholdsvis generell modell. For det andre har
empiriske undersckelser vist at de metodene det her er snakk om
ofte leder til tilnermet riktig konklusjon selv om fordelings-
funksjonen avviker noksi. sterkt fra den normale. Vi sier om
slike metoder at de er robuste overfor avvik fra forutsetningen o
normal fordelingdo

Det finnes mange tabeller av forskjellig slag over den
normale fordelingsfunksjonen, men vi skal ikke g& sd mye inn pé
dette her. Vi skal bare nevne noen tall i forbindelse med en
ganske spesiell normgl fordelingsfunksjon, nemlig den funksjonen
som har forventning O =g standardavvik 1. Denne funksjonen

i e e

kalles den gtandardiserte (eller normaliserte) normale fordelings-

funksjonen., Den er gjengitt i fig. 7. Denne fordelingsfunksjonen
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fa&r en bruk for i visse praktiske anvendelser av statistikken,
Problemstillingen, som vi skal begrunne nsrmere senere, er da
felgende: Vi ensker & finne et tall a som er slik at sannsyn-
ligheten for at den random variable X skal ha en verdi son

faller i intervallet fra =-a til a skal vere lik et oppgitt

tall Q. Mer sammentrengt kan vi skrive den betingelsen som a skal

oppfylle pé& felgende méte:

(45) P(-a < X < a) =Q

Q er gjenstand for valg. Som regel velges Q enten lik
0,95 eller 1lik 0,99, Q er en sannsynlighet og derfor et areal
i diagrammet for ferdelingsfunksjonen. Ofte opererer en ogsé
med en sterrelse P som er lik 1-Q, I stedet for & velge Q kan
en like gjerne velge P, og denne velges da gjerne lik 0,05 eller
0,01,

Heie problemstillingen er illustrert i fig. 7 hvor en har
valgt Q = 0,95 og dermed P = 0,05, Det skraverte arealet 1

hver "hale" av ferdelingen er lik P = 0,025 mens det uskraverte

N

omrédet i midten er lik @Q = 0,95. Hele arealet under kurven,
men over X-aksen er selvsagt lik 1, I dette tilfellet kan det
vises at a = 1,96, Dette tallet er funnet en gang for alle

og gjengitt i tabeller, Hvis vi hadde valgt Q lik 0,99 ville

a selvsagt blitt sterre, nemlig 2,576,
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2. Students t-fordeling.

Vi viste i avsnitt VIII,C at gjeanomsnititet og den empir-
iske variansen ogsé& kan oppfattes som random variable. Det
samme gjelder middelavviket som er kvadratroten av variansen og

altsd en funksjon av denne, IEn sterrelse som er en funksjon av

en random variabel er i alminnelighet selv =n random variabel.

Det samme gjelder hvis den er en funksjon av flere random variable,
Vi vil né& betrakte en random variabel X som er normalt for-

delt med forvenining Ji og standardavvik §°. Vi tenker oss at

vi skaffer oss et random sampel pd n observasjoner av X. Pa

grunnlag av dette samplet kan vi regne ut X og s. Ia oss definere

en steorrelse t som er en funksjon av X og s.

>
i

(46) t

I

]

™~
-q‘_

EH

Hvis vi p& grunnlag av vért sampel regner ut X og s, kan vi, hvis
fLer kjent, ogsad regne ut t.

Hvis vi tenker oss en uendelighet av random sampler, hvert
pd n gjentek, kan vi som vist i avsritt VIII,C g& over til &
betrakte gjennomsnittet og middelavviket som random variable.

Til hvert sampel svarer det en verdi av t. Det er derfor klart
at vi ogséd kan betrakte denne steorreisen som en random variabel.
Denne random variable vil vi betegne med t. Den er en funksjon

av de random variable X og S.

(47) t = ="M
s/ Vo

>

i
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Under vidre forutsetninger kan det vises at £ har en ganske
spesiell fordelingsfunksjon som kalles t-fordelingen eller
Students t-fordeling. (Navnet kommer av at W, S. Gosset, som
forst utledet fordelingen skrev under pseudonymet "Student".)
Fordelingsfunksjonen £(t) har en komplisert matematisk form, s&
det er liten grunn til &4 gjengi formelen her. I formelen inngdr
det en parameter f som kalles antall frihetsgrader, f md vere
et helt positivt tall. I de sammenhenger hvor vi skal bruke
fordelingen er antall frihetsgrader fastlagt av problemets natur,
og vi finner £ etter ganske spesielle regler eller formler. Ni&r
f.eks. den random variable t fremkommer som vist i (47), finner

vi £ av (48)
(48) f «n =1

Kurven som framstiller t-fordelingen er noe flatere enn
kurven for den standardiserte normale fordelingsfunksjon (s. 71),
men lilmer for gvrig denne. Den er séledes symmetrisk om E(t)
som er 1ik O (né&r f >1), Variasjonsomrddet for % g&r fra - oo
til 0o,

Hvis vi tenker oss en rekke t~fordelinger med voksende
verdier av £ vil fordelingene nsrme seg den standardiserte normale
fordelingsfunksjon. t-fordelingen faller helt sammen med denne
nar f = .,

I vére praktiske anvendelser av t-fordelingen er vi pa
samme méte'som beskrevet pd s. 71 interessert 1 & finne en a som
svarer til en valgt P eller Q og som tilfredsstiller sannsynlighetg-—

utségnet P(-a<t<a) = 4. Siden t-fordelingen er

flatere enn normalfordelingen vil disse a-verdiene vere sterre
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enn for normalfordclingen s& lenge £ { oxv . Til hver f svarer det
en bestemt t-kurve og derfor et bestemt sett sv a-verdier., I
hovedtabell I bak i heftet har en gjengiit inne i tabellen de
a-verdier som svarer til ulike f~verdier for P = 0,05 (Q = 0,95)
og for P = 0,01 (Q = 0,99). I nedre linje av tabellen (som alted
ogsé kan oppfattes som en tabell for den standardiserte normal-
fordelingen) finner en de tallene som er gjengitt pd s. 71.

Vi skal tz2 med et annet viktig eksempel pé& en sterrelse
som er fordelt etter Students t-fordeling. ILa oss betrakte %o
forskiellige universer U1 0g Ug. Til gjentakene i U1 knytter det
seg en random variabel X : N (/Al,cr‘) og til gjentaekene i U,
kaytter det seg en random variabel §2: I (fiz,crj. De to random
variable har alitsd begge normal fordelingsfunksjon med standard-
avvik (07, men forventningene er forskjellige.

Vi tenker oss at vi tar et random sampel pd n, observasjoner
fra U1 og et random sampel pa N, observagjoner fra UZ' Gjennon~
snittet og middelavviket for de n, observasjonene gir vi betegn-
elsene ﬁ1 0g &, mens vi for de tilsvarende sterrelsene 1 det
andre samplet bruker beregnelsene Ez 08 S5 (Legg merke til at
fotindeksene 1 og 2 forst og fremst refererer seg til universene
U1 0g U2, selv om de ogsé refererer seg til samplene fra de %o
universene, Y1 og ?2 er altsd gjennomsnitter for sampler fra to

forskijellige universer, mens vi 1 avsnitt VIII, C brukte symbolcne

ET og fz for gjiennomsnitter for sampler fre ot enkelt univers. )
Hvis vi né for hvert av de to universene gjemomforer samme

resonnement som i avsniitt VIII, C, dvs. at vi ser for oss en

uendelighet av tenkte sampler, er det klart at gjennomsnittene

og middelavvikene kan betraktes som random variable,
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I overensstemmelse med vir venlige skrivemdte gir vi disse

E]|

randon variable betegnelsene 19 Z;, 8, 08 85 Nar vi pd en
ganske spesiell médte former en ny random variabel som en funksjon
av disse fire random variable, kan det vises at den nye randonm
variable under vire forutsetninger er fordelt etter t-fordelingen.

Vi betegner den derfor med t og skriver den..pd felgende mdte:

(49) t =% = Ep = (=)
\ 1+,
§p -
)

Her er den random variable §p et veld gjiennomdgnitt av de to
random veriable s, 0g 8,:

2
o= (mm1) 8] + (1) - 1) s

(50) 8y

(n1 - 1) + (n2 - 1)

Nar den random variable 1 framkommer slik som vist i (49) og (50)

cr parameteren f gitt ved folgende regel:

(51) f = (n1 - 1) + (n2 - 1) = n, +n, -2

Hvis vi har bare et eneste random sampel fra hvert av de to
universene UT 0g U2, finner vi ved utregning en verdi av hver av
de random variable X, Xz, 81s Sp 08 8, nemlig verdiene X, ?é,
S1s S5 08 sp. Disse verdiene er i et konkret tilfelle tall som
vi regner ut. 5, finnes av (50) idet vi slegyfer understrekningen
under s-ene. Formlene {30) og (49) gjelder nomlig like fullt om
vi sleoyfer understrekningene under de random variable, Vi f4r da
formler til & finne verdiene sg og t av §§ og t i konkrete til—-

felle., For & finne t mé vi imidlertid ogsd kjenne differensen

mallonm }ij 08 M oo
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Ved praktiske beregninger (som vi kommer il senere) leaner
det seg ofte & skrive om telleren pd heyre side i formelen (50).
En eventuell omskrivning kan forctas ved hjelp av formelsn (28)

eller formelen (29) pd s. 57.
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X. Litt_om forsgpksplaner i biologien.

I biologisk forskning gjores det utstrakt bruk av forsgk
(eksperimenter). I veterinsrmedisinen er det f.eks, ofte aktuelt
& gjere forsek med forskjellige behandlingsmidter mot en bestemt
sykdom hos et bestemt dyreslag. For at forsgkene skal gi oss den
informasjonen vi gnsker md de‘planlegges omhyszelig, PForsoks-
planlegging og analyse av forsgksdata er et stort og viktig felt
innen statistikken. Vi skal her ﬂare kort omtale grunntrekkene
i to av de viktigste forszksplanene. Pramstillingen vil bli

knyttet til eksempler.

A, TPri rendomisering.

]

Anta at vi ensker & sammenlikne 4 forskjellige m&ter &
behandle voksne hester pd etter en bestemt operasjon (f.eks. etter
kastrering). Vi vil tenke oss a2t tiden som ga&r fra operasjonen
fram til full helbredelse (definert pé en bestemt mite) cr et
brukbart mél for hvor vellykket en bestemt behandlingsmite har
vert. De 4 behandlingsmitene vil vi betegne med T,, Ty T3 og
T4 eller generelt med Tj (3 = 1,2, ...,k). (T sté&r for treat-
ment = behandlingsmite eller féfézkslgdd. Symbolene j og k har
vi brukt tidiigere, men her star de for noe nytt) |

Vi tenker oss at vi har et randon sampel pi f,éks. N = 36
hester til réddighet for véare forsek. Vi kan kanskje tillate oss
4 oppfatte de 36 forste huster som kommer inn +il behandling som
et random sampel fra universet U av alle hester som det ken bli

aktuelt & operere,
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La oss tenke oss at vi bestemmer oss for & prove hver
behandlingsmidte pd 9 hester. Spersmélet blir da hvilket vrinsipp
vi skal folge nidr vi skal fordele de %6 hestene pad de 4 behand-
lingsm&tene., Hvisg vi velger prinsippet som kalles fri random-
isering, md vi fordele de 36 hestene helt tilfeldig psd de 4
behandlingsmidtene. Vi kan f.eks. ha cn beholder med 36 lapper:

9 som det stdr skrevet T, pd, 9 som det stir T5 pa, osv. Hver
gang vi fédr en hest il behandling trekker vi tilfeldig en lapp

for & bestemme hvilken behandlingsméte vi skal bruke,

Ved denne forsgksplanen oppndr vi at alle de 4 samplene pd

9 hester for operasijonen kan oppfattes som rendom sampler fra

et_og samme univers, U. Hvis vi i stedet hadde fordelt hestene

etter et eller annet kjernetegn, f.eks, slik at vi fortrinnsvis
lot de yngste hestene fa behandlingsméten T1 og de eldste
behandlingsméten T4, ville samplet som ble brukt til T1 vere et

sampel fra et subunivers av U, nemlig et subunivors av unge

hester. I et slikt tilfelle ville det netmest vere unulig & ave-
glere om eventuellc forskjeller i helbredelsestiden skulle til-
skrives behandlingsméten eller alderen. Nir vi bruker fri

randomisering kan de 4 samplene etter operasjonen oppfattes som

random sampler fra 4 subuniverser av U. Disse 4 subuniversene
atskiller seg fra hverandre kun pd en médte, nemlig ved at be-
handlingsmétene er forskjellige.

Na&r forsgket er gjemnomfert, oppfatiter vi observasjonene av
helbredelsestiden som observasjoner av 4 random variable, L5 X5,
EB og 54, enn for hvert subunivers. Porventningene for X~ene
betegner vi med }¢1, /ug’ /13 og /L4 og standardavvikene med
G?, Jé, (Té og (32.

Observasjon nr. i av random varisbel nr,. J betegner vi med X.

Tmd oy
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(1 =1,2,0000, 1y 3= 1,2, ...,k). T vars eksempel er n = G og
k =4,

dvis vi har den spesielle situasjonen at alle X=-ene har
identisk samme Tfordelingsfunksjon, vil dette si at alle behand -
lingsmitene har identisk samme virkning., Alle X-ene har da
samme forventning som vi vil betegne medip 0g samme gtandardavvik
som vi vil betegne med G, I en glik situesjon kan vi like
gierne si at vi har et random sampel p& nk = 36 observasjoner
av en enkelt random variabel X som 8 si at vi her 4 random sampler
P& n = 9 gjentak, et sampel for hver randon variabel gj.

I vart ekscmpel brukte vi like mange hester il hver
behandlingsmdte., Det kan vises at dette cr den beste miten &
utnytte et gitt antall hester pi. Det kan imidler: tid hende at

-

en hest eller to md slaktes sller faller ut av forsgket p& annen
médte. I slike tilfelle vil vi betezne antall hester som far
behandlingsmdte nr, j med nj (3 = 1,2, 40.,k),

Vi skal i sencre hovedavsnitt se eksempler pd hvorledes

observ asjonene fra forsek etter forskjellige forsgksplaner kan

analyseres statistisk,

B. Blokkplanen,

Sett at vi onsker & sammenlikne vekten av kyllinger som er
oppvokst p8 k = 3 forskjellige méter, ncmlig T T, ="inne pd bur",
T2 = "inne i binge" og TB = "ute". Det er ingen ting i veien for
at vi kunne bruke den samme forseksplanen her som i fore gaende
avsnitt, men vi skal n& illustrere en annen forseksplan som i

dette tilfelle antagelig er bedre,
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Forst skaffer vi oss et random sampel av "kyllingkull®
(kyllinger som er helsgsken). Hvert "kull® m& vere pd minst 3
kyllinger. Kullene ber vaere et random sampel av kull fra det
universet U av kull som vi gnsker & uttale css om. Fr2 hvert
kull plukker vi ut ved loddtrekning 3 kyllinger som fordeles
tilfeldig pa de tre oppalsmétene.

Denne forsegksplanen kalles bloklkplanen., Hvert kull eller

nke oss et

[0}

foreldrepar kalles en blcockk. Som nevwmt kan vi t
univers U av blokker. Siden kyllingene som tildeles de for-
skjellige oppalsstedene tilherer de samme blokkene oz er blitt
fordelt pd oppalsstedene ved lodditrekning, kan de 3 gruppene av
kyllinger oppfattes som sampler fra et og samme univers feor
forsgket settes 1 gang, nemlig et univers av enkeltkyllinger,

De 3 samplene av kyllinger er imidlertid ikke uavhengige av
hverandre da kyllingene i de forskiellige samplene jo er sesken,
Ved analysen av et slikt forsek mid en derfor bruke en annen
teknikk enn ved analysen av forsek etter prinsippet fri
randomisering.

De tre samplene kan ved forsekets slutt oppfattes som
sampler fra tre subuniverser av kyllinger. Disse subuniversene
atskiller seg fra hverandre kun ved at oppalsmdten har vert
forskjellig.

Ogséd ved dbruk av denne forsgksplanen kan observasjoncne,
nidr forseket er gjennomfert, oppfattes som observasjoner av k
random variable og betegnes med Xij (1 = 1,2,4...,n03 5= 1,2..,k).
Forventningen for den random variable gjbetegnes som for med}% 5
og standardavviket med 0O j.

Hvis de k random variable Xj har identisk szmme fordelings-
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funksjon slik at alts8 oppalsmétene er helt likeverdige kan vi
igjen si at vi har nk observasjoner av en enkelt random variabel

X med forventning J 08 standardavvik {3,

(Modellen for et blokkfsrsek er videre behandlet péd s. 94.)

C. Sammenlikning av planeng

Vi skal her bare kort pépeke at en forutsetning for at
det skal vazre noen fordel & bruke blokkplanen er at veriasjonen
i observasjonene fra blokk til biokk er stor sammenliknet med
varizsjonen innenfor en og samme blokk. I vart cksempel md
altsd vektforskjellen mellom kyllingene etier forskjellige
foreldrepar vaere betydelig sammenliknet med vektforskjellen
mellom kyllinger som er sesken,

I de fleste situasjoner lar det seg gjennomfere & bruke
en hvilken som helst av de to planene., I vart cksempel med
hester kunne vi f.,eks., latt forskjellige raser eller alternativt
forskjellige aldersgrupper utgjore blokkene., I cksemplet med
kyllinger kunne vi ogsd lett ha bruk?t planen fri randomisering,
Som regel er imidlertid eh av planene & foretrekke for et gitt
problen.

Hvilken plan en vil bruke i et gitt tilfelle er et spors-
mal som en kan avgjiere fritt etter & ha vurdert situasjonen pa
beste midte, NAr en har valgt en bestemt plan og har gjennomfert
forseket, ma& en imidlertid bruke de statistiske analysemetoder
sonm er forenlige med vedkommende plan, De observasjonene en far
vil Jjo selvsagt vaere forskjellige alt etter hvilken plon en har
brukt. A analysere et blokkforsek som om det skulle vare et

forsgk etter planen fri randomiscring, eller omvendt, er helt
utillatelig.,



XI. Estimering

Vi har tidligere (s. 15) nevnt 1itt om estimering av
sannsynligheter. Vi skal nd ta ned mer om estimering i sin alminne~
lighet. Estimeringsteorien er et av de sentrale felter innen

gtatistikken.

A, Punktestimering

Vi skal forst gjennomgd et eksempel for & belyse en av de
mange typer av problemstillinger vi moter 1 estimeringsteorien.

Sett at vi onsker & bestemme innholdet i gram pr. liter av
et kjemikalium A i en opplesning O som vi har f3tt tilsendt en viss
mengde av i en beholder. I forbindelse med den kjemiske analysen
foretar vi flere veiinger, mélinger, avliesninger, o0sv. 0y hver
gang er det muligheter for &4 gliore storre eller mindre feil., Vi
foretar derfor flere gjentatte analyser. I slike tilfclle vil
analyseresultatenc gjerne variere fra analysce til analyse selv
orm de egentlig skulle bli identiske. (Vi gdr her ut fra at ut-
takingen av prever ti1l analyse ikke er forbundet med feil og at
det ikke foregar fordampning e.l. fra beholdercn. Vi kan da si
at innholdet av A i beholderen i gram pr. liter er konstant og
at variasjonecne i analyseresultatene bare skyldes feil,)

Vi vil forutsette at den personen som foretar analysene
ikke har noen systematisk tendens til & arbeide pd en slik mate
at feilene glr i en bestemt retning. En tilsvarende forutsetning
vil vi gjorc om de metoder og apparater, m.v. som brukes. Vi

sier da at analyscne er fri for systeumatiske feil. De feilene son

forekommer er da tilfeldige feil som ved gjentatte analyser i det
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lange lgp opphever hverandre. Vi vil ogsd forutsette at feilene
ved gjentatte analyser er uavhengige av hverandre.

La oss skyte inn her at systematiske feil som det ikke er
mulig & eliminere ved justering av instrumenter o.l. ofte kan
neytraliseres p& den niten at de gjores om til & bli tilfeldige
feil ved hjelp av randomisering. Hvis en person har en tendens
til A&v%avlese pA skré' den ene veien, vil det gjerne finnes per-
soner son vanligvis "avleser pd skrd" den andre veien. Hvis vi
bruker et randon sampel av personer i stedet for en enkelt person
til & utfore analysene, vil slike feil kunne g over til & bli
tilfeldige feil som snart gdr i en retning, snart i en annen,

P8 tilsvarende mdte kunne vi ogsf tenke oss &4 bruke et randon
sampel av instrumenter e.l., for et bestemt formdl i stedet for et
enkelt instrument. Vanskeligheten i praksis er selvsagt at det
gierne er et meget begrenset antall personer og netoder osv. SO
stdr til var disposisjon.

I vart eksenmpel vil vi tenke oss et univers hvor hver ana-
lyse er et gjentak. Dette universet vil vi forestille oss er
uvendelig.

Resultatet av cn analyse kan betraktes som eun random
variabel X mens det sanne innholdet av A 1 gram pr. liter er en

konstant, u . Under vAre forutsetninger er

dat sanne innholdet av stoff A.

(52) E(X)= p

La oss n& innfere en del viktige begreper som vi si vidt
har vert borte i tidligere. Definisjonene vil bli gitt i til-
knytning til vArt eksempel, men brukes generelt 1 en rdkke andre

sarmenhenger,



Oppgaven med & finne et tilnwrmet riktig tall for det

sanne innholdet av stoffet A er et estimeringsproblem. Siden

oppgaven er & finne et enkelt tall, dvs. et punkt pd tall-linjen,

snekker vi om punktestinering i motsetning til intervallesti-

mering. Ved intervallestimering finner vi et intervall pd tall-
bt v’}

linjen hvor vi pastdr at den ukjente sterrelsen (i vart tilfelle

U ) befinner seg. Den ukjente steorrelsen, p som vi dypest sett
egentlig er interessert i kan vi kalle en estimand. I mange
estimeringsproblemer er estimenden en ukjent parameter 1 en for-
delingsfunksjon. I vart tilfelle vil silcdes /4 vere en paraneter
i den normale fordelingsfunksjon hvis X er nérmalt fordelt. Der-—
for brukes ofte betegnelsen parameter i stedet for ecstimond som
er lite brukt. Dstimanden beheover selvsagt ikke & vere en for-
ventning. I den generelle estimerimgsteoriem bruker en derfor
ofte & 1 stedet forl%L son betegnelse pd estimanden.

Utgangspunktet for estimeringen (det & finne en tilnsrmings-~

verdi for estimanden) er et random sampel péd n gjientak (n analyser
i vArt eksempel). Vi skaffer oss alts& n verdier, Xl, Xg, s ey
Xn av en random variabel X.

For & komme fram til en tilnmrmingsverdi for estimanden
tar vi vanligvis utgangspunkt i en funksjon av disse n observa-
sjonene (f.eks., gjennomsnittet av dem). Siden vi kan tenke oss
en vendelighet av sampler pd n gjentak, kan vi ogsd tenke oss
en uendelighet av verdier for dennce funksjonen (se avsnitt
VIII ¢). Funksjonen kan derfor oppfattes som en random variabel.
Funksjonen blir kalt en estinator. Nir vi ser bort fra

degenererte tilfelle er en estimator alltid en random variabel.




Enhver verdi av denne random variable er en funksjon av observa-
sjonene 1 et sampel. I den generelle estimeringsteorien blir en
estimator ofte betegnet med ﬁh. I virt cksenmpel kunne vi tenke
oss & bruke en rekke forskjellige estimatorer (gi eksempler).

Av grunner som vi skal komme tilbake til vil vi imidlertid bruke
giennomsnittet Z.

I et gitt estimeringsproblem tzr vi som regel ut barc et

eneste sampel. Vi fér da n verdier Xy, X,, X3, veey X av den

—
htd

andom variable X og disse kan vi bruke til 4 regne ut tallet X
som er en verdi av den random variable E. Tallet ¥ kaller vi
et estimat.

For & summere opp i tilknytning til eksemplet ovenfor, kan

vi altsd si at det samme innholdet av kjemikaliet A, f.eks.
’

f = 16 granm pr. liter er en estimand (en ukjent konstant)ﬁ
- ~
gjennomsnittet X = £ er en ggtimator (¢n random variabel) og

Lond Pl
tallet X = 8 = 18,83 gram pr. liter er et estimat (en verdi av

EAY
den random veriable & = X)

11

Vi kan som regel velge mellon flere estimatorer, of det'
gjelder da & velge en god estimator. De egenskapene son avgjor
o en estimator er god eller ikke er knyttet til cstimatorens
fordelingsfunksjon.

T vart eksempel valgte vi & bruke estimatoren E. Selv on
vi ikke kjenner fordelingsfunksjonen for I, vet vi (se (33),

s. 60 og (52), 8. 83) at forventningen for E er 1lik p . Forvent-
ningen for estimatoren E er altsd lik estimanden p . Denne
viktige egenskapen ved estimatoren hor vi et bestemt navn Pa.

Ea)

Vi sier generelt at en estimator iz,er forventningssrett

(unbiased) hvis forventningen for cstinatoren er lik estimanden

B , altsid hvis



(53) B 8) =8

Hvis E(%%)— & # O sier vi at 8 er forventningsskiev (biased) og

B( @ )= 8 blir kolt forventningsskjcvheten (the bies).

Popul=rt uttrykt kan betydningen av & bruke forventnings-—
rette estimatorer illustrercs pd felgende méte: Hvis vi alltid
bruker forventningsrette estimatorer, vil vi i det lange lop f&
riktige resultater 1 gjlennonsnitd.

Vi har tidligere ((34), s. 60) vist at var(g)zda/n. Det er
naturligvis en fordel at en estimator har liten varicns. Variansen
for»E er, som vi kumne vente, mindre nir n er stor enn ndr n er
liten. (Gjennomsnittsheyden for 100 mann varierer nindre fra
sampel til sampel enn gjiennomsnittsheyden for 2 monn). Hvor stor
vi skal gjore n i et gitt tilfelle vil bl.a. avhenge av hvilke
gkonomiskc ressurser som stir +til vir disposisjon.

Hvis vi har valget mellon en rekke estimatorer som alle er

forventningsrette, veclger vi gjerne den som har ninst varians

for den sampelstorrelsen vi vil bruke.

Det finnes ogsd en rekke andre gnskelige egenskaper ved
estimatorer, men vi har ikke tid til & korme inn pd disse her.

Vi har tidligerc (s. 52-53 og s. 56) vert inne pd at det
av og til er aktuelt & sammenlikne de relative frekvensenc i et
sampel nmed sennsynligheter i universet for &4 underseke om en
random varinbel ken antas & feglge en gitt fordelingsfunksjon, For
4 kunne regne ut sannsynlighctene mé vi kjennc fordelingsfunk-
sjonens parametre., Hvis disse er ukjente md de estimeres. Dette
kan bl.a. gjores ved at vi setter forventningen lik gjennom-
snittet og den teoretiske variansen lik den empiriske. Nar vi
f.eks. har & gjore med den normale fordelingsfunksioncn, fir vi

da de estimatene vi trenger direkte. Har vi derimot & gjore med



den binomisle fordelingsfunksjonen, fér vi to likninger til
bestermelse av estimatene, nemlig kp=X og kp(l—p)=32 (se (37)
5. 65 og (38) s, 66). Hvis vi kjenner den storste verdien X kan
enta kan Xk settes lik denne. Vi slipper da 4 estimere k og
estinerer da bare p ved hjelp av likningen kp=§. Parameteren m

i Poissons fordelingsfunksjon ken estimeres ved X,

B, Intervallestimering

Intervallestimeringen bygger pd de samme grumnleggende
prinsipper som punktestimeringen og blir gjerne foretatt i til-
knytning til og som en videreforing av denne. Problemstillingen
er folgende: Vi onsker & konstruere et intervall pd tall-linjen
som har cn slik bredde og plassering at det er en bestemty pﬁﬂ'
forhdnd valgt sannsynlighet Q@ for at intervallet skal falle slik
at det inneholder cstimanden 8 . Et slikt intervall dlir kalt

et konfidensintervall, og grensene for intervallet betegnes son

konfidensgrensene. Sannsynligheten Q blir kalt konfidenssannsynlig—

heten.
Det faktun at det er mulig & lage konfidensintervaller for
helt ukjente storrelser er et slfende eksempel péd hva en kan

oppnd ved bruk av statistiske metoder.

1. Konfidensintervall for forventningen for en mormalilt fordelt

random variabel.

Sett at vi er interessert i & beregne konfidensgrenser for
forventningen p for en normalt fordelt random variabel X. Vi

skaffer oss da et random sampel pd n observasjoncr av X. Hvis
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ogsd standardavviket o er ukjent, tar vi wtgangspunkt i den
randon variable t som er definert ved (47)35. 72. Denne er for-
delt etter Students fordelingsfunksjon med n-l frihetsgrader. I
hovedtabell I bak i heftet er det gjengitt saumenherende verdier
av a (inne i tabellen) og P som er lik 1-Q. Den definisjons-
messige samuenhengen mellom Q og a er gitt ved felgende sarm-—

synlizhetsutsagn om %:
(54) Pl-a <t < a)=Q

Dette er ogsd illustrert i fig. 8 hvor det skraverte arealet cr

lik Q.

- a 0 7

Pig, 8
Ved & sette (47) inn i (54) f8r vi da

o
(55) P(-al= ; < a)=

=\n

Dette er fremdeles et sammsynlighetsutsagn om I, men det kan 1

denne form ogsf oppfattes som ot sannsynlighetsutsagn om X 0g 8.



Det som stdr inne i parentesen 1 (55) er ulikheter eller
likheter som selvsagt kan omformes etter matematikkens regler
uten at dette forstyrrer riktigheten av sannsynlighetsutsagnet.
Hvis vi inne 1 parentesen forst multipliserer alle tre ledd med
%/?Hj, deretter trekker E fra alle ledd og til sist multipliserer
alle ledd ned -1 santidig som vi snur ulikhetstegnene og skriver

ulikhetene i motsatte rekkefeolge, far vi:
(56)  PEraghg <yt X'+ agg)=0

Sannsynligheten for at et intervall son strekker seg fra
X-ag/7 il Trag/\;- skal falle slik at det inmmeholder p  er
altsd 1lik Q. De to grensene for intervallet er random voriable
siden dec er funksjoner av de to random variable g og 8. for hvert
samnpel p& n observasjoner av X kan vi regne ut en bestent verdli
X av E og en bestemt verdi s av s. Dermed kon vi ogsd finne et
bestent intervall siden a ken finnes av hovedtabell I for
f=n-1 ag n er et kjent tall.

Til hvert sampel svarer det altsd et ganske bestemt inter-
vall, Intervallene vil variere fra seompel til sampel bdde i
bredde og beliggenhet, men i folge (56) vil en brekdel § av alle
tenkelige intervaller konstruert pé demne méten falle slik at de
dekker p som altsd hele tiden ligger fast p& tall-linjen,

Nar vi i et konkret tilfelle skal finne et konfidensinter-—
vall tar vi ut et rondom sampel av en valgt storrelse n. Idet
vi bruker den o som svarer til den § vi har valgt og til f=n-1,
finner vi konfidensgrensene ved hjelp av observasjonene Xl, X2,

eesy X, av X pd folgende méte:

-



(57) Nedre konfidensgrense: X - asﬂﬁf
57 ‘

@vre konfidensgrense : X + as/y

I folge (56) vet vi at en brokdel Q av alle slike inter-

valler dekker p . Sanmsynligheten for at det intervallet vi

finner ved hjclp at et enkelt vilklrlig sompel skal dekke M

kon derfor sics & vere lik Q.

Vi legger ncerke til at punktestimatet X danner nmidtpunktet
1 konfidensintervallet. Bredden B av konfidensintervallet er 1lik

gvre konfidensgrense minus nedre grense:

(58) B = Eas/;r

Vi skal illustrere metodikken ved et par cksempler:

Eks. 1. Sctt at vi foretar 6 wuavhengige analyser for &
bestemme innholdet av et kjemikalium A i en opplesning O. (VArt
tidligere eksempcl,) Vi ensker & finne ot konfidensintervall
for det sarne innholdet av A malt 1 gram pr. liter idet vi
bruker konfidenssammnsynligheten Q = 0,95, Vi forutsetter at
analyseresultatenc er fri for systematiskce feil og at de til-
feldige fell er normalt fordelt. Analyseresultatene og ut-
regningen av konfidensintervallet er vist ncdenfor:

Innhold av A,
gran pr. liter

Analvse nr. , X
1 e3 £%° = 2447
2 19 2 2 s o
5 55 (3X)2 =113°=12769
2

4 14 LT 108,166
5 16 I
6 f 9 o (20)°

IX = 11% 6% = 2L = 1

n-1
% = 18,8333 S2447-2128,166 _ (5 766g

5



s = \[63,7665

63,7668 = 7;9854 f= n-1=5
Nedre grense: X - as/ﬁi = 18,8333-2,571'7,98&M%g = 10,45

@vre grense : X + as/ﬁa = 27,23

Hvis vi péstdr =t det sanne innholdet av kjemikaliet A
ligzer mellom ca. 10 og ca. 27 gram pr, liter er altsd samnsynlig-
heten for at virt utsagn er riktig lik 0,95. Hvis vi skal oppgi
et enkelt tall for innholdet av A er ca. 19 gram pr, liter det
beste tallet vi kan bruke i dette tilfelle siden det er funnet

ved &4 bruke cn forventningsrett cstimator.

Vi steter ofte pd den oppgaven & estimere den sanne verdien
av en sterrclse pd grunnlag av et random sampel av mdlinger,
veiinger, e.l. Hvis variasjonen i observasjonene bare skyldes
tilfeldige feil som kan antas & vere tilnsgrmet normalt fordelt
kan cn g8 fram som i eksenmpel 1 ovenfor, Bade teoretiske over-
veielser og praktisk erfaring viser at slike m&lefeil ofte kan
antas & vere tilnermet normalt fordelt,

I eksenpel 1 var det kun feil av forskjellige slag sou
forte til at observasjonene varierte fra gjientak til gjentek. I
andre tilfelle kan variasjonen verc en del av selve det fenomenet
som observeres. Ogsd i slike tilfelle kan en oftc bruke den
teknikken som er gjennomgdtt ovenfor. Et aktuelt ekscmpel cr

gitt 1 evelse 24 nedenfor.
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Qvelse 24,

For & beregne den normale sterrelsen av hjertet hos voksne hanner
av et bestemt dyreslag, ble det tatt ut et random sampel pd 10
voksne handyr. Sterrelsen av hjertet hos disse

dyrene er gjengitt nedenfor i gram.

48 40 52 32 37 26 24 46 41 37
Vi vil forutsette at vekten av hjertet or en random variabel
med normal fordelingsfunksjon. Finn konfidensgrensene for
forventningen for vekten av hjertet. Bruk Q = 0,95.

gvelge 25.
Studer formelen (58), s. 90 for bredden av konfidensinter-
vallet og kontroller at valget av Q og n pévirker bredden i
den retning en skulle vente. Forklar ogséd hvorfor det synes
rimelig at s inngdr i formelen pd den miten den gjor.

Vi skal til slutt se hvorledes vi kan anvende de samme
formlene pd oppgaver av en litt annen type. Anta at vi har et
forsek etter blokkplanem med bare 2 forseksledd. I vart cksempel
P4 s. 79 kan vi f.eks. tenke oss at vi bare har med forseksleddene
T, = "inne i binge" og T3 = "ute".

Det vi forst og fremst ensker & finwne ut ved vart forsek er
hvor mye forv*erﬂ:‘nin.gen/*,4',.2 for vekten Ez av kyllinger som vokser
cpp inme i binge avviker fra forvenfningeg/AB for vekten X, av
kyllinger som vokser opp ute. Vi tenker oss altsd to universer
og to random variable. (I stedet for universer kunne vi her i
stedet snakke om subuniverser (se s. 80), men et subunivers er jo
ogsd et univers, s& vi sleyfer forstavelsen sub.)

La oss ogsé formulere problemet pd cn annen mdte. Vi husker
at to og to kyllinger hadde samme foreldre. Det kunne derfor vmrc
naturlig & se pd differensen mellom vekten for den kyllingen som
har vokst opp inne og den som har vokst opp ute. N&r vi betrakter

et univers av foreldrepar (blokker) kan denne differenscn oppfattes
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som en random variabel som vi vil betegne med X. Forventningen

for X vil vi Vbetegne med/b. Formulert pé& denne méte kan vi si at

problemet: egentlig er & estimere/ﬁL. Det kan for evrig lett vises - -

B M= M=y -

Bris vi néd kan tillate oss & forutsette at X er tilmermet
normalt: fordelt, ser vi at problemet formelt sett svarer helt ut
til det problemet vi leste i eksempel 1 ovenfor. Forskjellen er

Bare at det: nd er de observerte differensene som oppfattes som

verdier av en random variabel X. Vektene for de to sett av kyl-
linger kan vi of & si glemme helt etter at vi har regnet ut rekken
av differenser. Vi skal belyse metoden nermere ved ot tall-

eksempel med 10 blokker. Vektenheten er 10 gram.

Eis. 2.

Foreigfepar Xiz Xi3 Xi=‘i2_X13
I 27 ' 24 3
2 51 45 &
3 42 33 9
4 39 33 6
> £5 27 18
6 30 32 -2
7 33 33
8 39 30 9
9 39 42 -3

10 45 42 3
X=49
X=4,9
-2 (5X)°2 - 49°
2= 2X =R _ 589 - 15— _ 38,7667  s-6,206
n=-1 9
f=n~1=9 Q velges 1ik 0,95 a=2,262

Ved & sette inm i (57), s. 90 fir vi:

Nedre grense = 0,45 @vre grense = 9,35
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Legg merke til ath i det siste eksemplet var 1ik antall

differenger eller foreldrepar eller blokker og altsd 1ik Ralve—

parten av antall kyllinger som inngdr i forsgket,
De 20 individuelle kyllingvektene i eksempel 2 ovenfor
varierer av flere grunner., Vi skal nevne litt mer om dem

statistiske modellen for ct blokkforsgk i tilknytning til dette

eksemplet, selv om dette egentlig herer hjemme i ¢t annet avsnitt.
De random variable §2 0g 23 kan skrives som en sum av ledd pé&
folgende méte (symbolene betyr det samme som tidligere i dette

avsnittet):

(59) Xy =phy + L+ Wy +€

(60) zé =/£3 + 7+ EB + £

Uttrykkene (50) og (60) kan ogs& skrives under ett:
51 . = b . W.. =

(6 ) EJ /LJ + _z_ + EJ + § (:ﬁ 2:3)

Her er Z en random variable som har en verdi Z for hver blokk i
universet av blokker. (Symbolet Z ble brukt for noe helt annet

I hovedavsnitt VIII.) 2 gir uttrykk for det vi kaller blokk-
effekten eller 1 véirt tilfelle foreldrecffekten. ﬂj gtidr i vart
tilfelle for to random variable som knytter seg til blokkcne pé
samme mé&te som Z. Den random variable ﬂz kan nermest sies & "tre
i kraft" for kyllinger som vokser opp inme i binge mens ﬁ3 "trer

1 Eraft" for kyllinger som vokser opp ute. De random variable

W$ (j=2,3) gir uttrykk for det vi kaller samspillet mellom forseks-
ledd og blokk, i vadrt tilfelle mellom oppalsméte og foreldrepar.

g er en random variabel som har en verdi for hver kylling i hele
universct av- kyllinger. Forventningen for hver av de random
variable Z, W,, W, og £ kan settes Iik O da disse random variable
P4 hver sin mite gir ubttrykk for avvik fra/Lz og/u3 i (59) og (50).
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Hvis vi tar for oss em enkelt av de 20 kyllingene foreligger
det en bestemt verdi av Ey’ og dermed ogsd av Z, Wy og £ i (61,
Hvis vi bruker verdiene av de random varizble i stedet for de
random variable selv kan modellen (61) for blokkforsek skrives pa

feolgende métes

(62) Tig =ply + By + Wyg+ Eij. (i=1,2,..,n5 j=2,3)
For & belyse symbolene nmermere, la oss tenke oss at vi be-

trakter det tilfelle da i = 4 og J = 3. Vi har da 4 gjore med

den kyllingen etter foreldrepar 4 (i = 4) som vokste opp ute

(j = 3). Vekten av denne kyllingen er X I folge (52 kam X

43° 43

skrives pd felgende méte:

(63) X43 5/13 * Ty o+ W43 + 843

Av tabellen ovenfor socr vi attx43 = 33 yvektenheter. Ia oss tenke

oss at vi kjente leddene pd heyre side i (63) og at disse hadde

folgende verdier:}/b3 =36, 2, =-1, W3 = -5 og‘EAB =3, Da ville
vi kunne sette inn disse tallene i (53):
(64) 33 =36 ~-1~5+ 3

Vi skal forklare hva disse tallene kan tenkes & gi uttrykk
for. Tallet -1 for Z4 viser at kyllinger etter foreldrepar nr., 4
under ellers like vilkdr cr 1 vektenhet lettere enm gjennomsnittet
for kyllinger etter alle foreldrepar i universet. Dette kam bl.a.
skyldes visse genetiske forhold som er felles for kyllinger etter
dette foreldrepar og som gir seg samme utslag enten kyllingene
vokser opp ute eller inne. Tallet for W43 viger at kyllinger etter

foreldrepar nr. 4, ndr de vokser opp ute, under ellers like vilkér

er 5 vektenheter lettere enn gjennomsnittet for kyllinger etter

alle foreldrepar i universet., Dette kan f.cks. komme av at kyl-
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linger etter dette foreldrepar har en dérlig fjerdrakt som ferer
til at: de fryser og blir lette nér de vokser opp ute. WNar de
vokser opp inne behgver ikke denng fjordrakten & ha noen spesiell
virkning. Tallet 843\ = 3 kan bl.a, ha sammenheng med at den
spesielle kyllingen det: her gjelder er noe mer "grédig i matfatet"
enn kyllinger flest slik at den under ellcrs like vilkidr er 3
enheter tyngre enn glennomsnittet for alle kyllinger i det uni-
verset: det er snakk om. _

De eksempler pd Arsaksforhold vi har gitt for leddene pé
hoyre side i (64) er selvsagt sterkt forenklede, men illustrerer
pringippene. Uttrykket (62) viser at alle 20 observasjoner kan
skrives pd liknende méte. (61) og (62) kan ogsd uten videre
generaliseres til 4 gjelde mer enn to forsgksledd. Leddene pd
heyre side av (62) er aldri kjent i praksis. Vi er imidler@id
interessertt 1 & estimere visse funksjoner av /Lj (som f.eks.

/MI."/AZ i vart cksempel). Disse funksjonene kalles kontraster.

Videre er vi ofte interessert i & vite om ledﬁetrwij:virkelig
eksisterer eller om det kan settes 1lik O, da dette ofte avgjor
hvilkerr analyseteknikk vi bor bruke.

Grunnen til at vi tok med disse betraktningene om blokk-
modellen i dette avsnittet er at vi ville vise hva som skjer nér
vi former differensene Xi = XiZ - Xi3 slik som i eksempel 2
ovenfor. Bruker vi (62), ser vi at differensene kan skrives pd

felgende méte:
~
(65) 3= Mgt BatWly o & 3 o= (s +Wya+Es )

"//“2 Wy oW 3+ & 5= &5 5
=/l,ur(mrm-vvjj) + (Eiz-EiBQ (i=1,2,...,n)
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Vi ser at:leddeﬁrzi som gir uttrykk for foreldreeffekten har
falt bort. I siste kolonne i tabellen i eksempel 2 ovenfor har
vi altsd fjernet en kilde til variasjonm, nemlig leddet'zi. Det
er dette vi gener2lt sett oppnédr ved et blokkforsgi. Vi elimi-

nmerer en kilde til variasjom, nemlig blokkeffekten slik at: denne

ikke forstyrrer vér gammenlikning av forsgksleddene.

Observasjonene i eksempel 2 er et tilfelle av det: vi ofte

kaller parobservasjoner., Data fra et blokkforsek med to forseks-

Tedd er et viktig eksempel pd parobservasjomer, men det finmes
ogséd andre eksempler (se gvelse 26). Hvisg vi kan tillate oss &
forutsette at differensene mellom parobservasjonene kan oppfattes
som observasjoner av en random variabel X som er tilnermet normalt
fordelt, kan vi bruke den teknikken som er beskrevet i cksempel 2
til & beregne konfidensgrenser for E(X).

Hvis vi i eksempel 2 hadde brukt differensene Xi3 - Xi2

i stedet for Xi2 - Xi3 ville konfidensgrensene blitt -9,35 og
-0,45 i stedet for 0,45 og 9,35. En kan derfor komme fram til
samme konklusjorr uansett hvilken vei en tar difflerensene 1 slike

tilfelle,

gvelse 26.
Hos 7 dyr av et bestemt slag ble sterrclsen av
heoyre og venstre nyre " registrert. Vektene 1 gram er gjen-
gitt nedenfor.

Dyr nr, I 2 3 4 5 6 T
Heyre nyre 11,2 13,7 10,3 11,0 15,2 7,2 8,1

Venstre 12,5 13,5 11,3 12,1 16,1 9,1 11,4
nyre

Estimer forskjellenm mellom storrelsen av nyrene hos
vedkommende dyreslag. Presiser problemstillingen og gjer
rede for de forutsetninger som md gjeres.
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Jvelse 27,
Torklar hvorfor en praktisk bonde kunne vere imteressert I

& vite om standardavviket for 22 er forskjellig fra standard-
avviket for 53 ¥ vart eksempel med kyllinger ovenfor.

2, Konfidensgrenser for differensen mellom forventningene for

to random variable som begge har normal fordelingsfunksjon

Sett at vi er interessert i & beregne konfidensgrenser for
differensen g = Hq=Ho mellom forventningene By 08 o for %o
random variable Xl 0g 22 som begge har normal fordelingsfunksjon og
som knytter seg til hvert sitt univers {eller subunivers}. La oss
anta at vi har et random sampel pé nq observagjoner av El og et
navhengig random sampel pé n, observasjoner av 32. Hvis standard-
avvikene 05 00, €T ukjente, nen kan forutsettes 4 vere tilnermet
like (Cil—cjg—cf) kan vi ta vArt utzangspunkt i en random variabel
t som er definert ved (49) og (50) s. 75. Denne felger Students
t-fordeling ned nl+n2~2 frihetsgrader.

Vi vet da (sammenlikn s. 88) at folgende sannsynlighets-

utsagn md vere riktig for alle samhprende verdier av Q, nq.+n, 0g a:

X =Eo=(py = \ﬁn
(73) P(~a< o 271 72) L2 <a)=0
8 Vnq 4,
Etter 1itt matematisk omforming av det som stdr inne i parentesen

far vi da:

/nl%hzé <o Ny+1,
NIRTE Al £2+asp

(74) P(X,~% . ~a8s
-1 =2 -p
n-l" 112

Vi kan altsd regne ut konfidensgrenser for L p& folgende mite:
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i n.41

Nedre konfidensgrense: Xi—X2nasr \} 2
(75) AL
_ _ \ .f—n1+n2
gvre konfidensgrense : Xl—Kg+as \f
[ nyomy

I dette tilfelle er det punktestimatet Xl"ﬁ2 som danner
midtpunktet i intervallet og intervalletis bredde er

- +1n,
(76) 2es, | |22
e

La oss se p& et eksempel.

Fks., 3., Vi vil ta for oss det eksemplet vi beskrev da vi

~ gJjennougikk forsegksplanen etter prinsippet fri randomisering
(s.77-78). Vi vil anta at vi har med bare to behandlingsmiter

Tl og T2 i forseket. Videre vil vi tenke oss at 9 hester fikk
behandlingsméten Tl og at 9 fikk Tg, men at en av de 9 sistnevnte
hestene médtte slaktes. Hvis vi nd kan forutsette at X, og X,
(definert s.78) begge har normal fordelingsfunksjon og atCTi=CT;,
ser vi at vilkirene er;til stede for & beregne konfidensgrensene

for/xl—/kz ved hjelp av (75). Dette or gjlort nedenfor.

! 5

25 34 _ -

37 26 2Xy =290 22X, = 242
21 26 nl =9 112 =8

32 o7 - .

38 32 X, = 32,22 %, = 30,25
30 35

26 36

34 26

41
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w2 o
£X,% = 9604 X% = 7458
(le)z = 84100 (zx2)2= 58564
%)% (5x,)%
— - 9344 ,4 o =7320,5
%,-%, = 32,22-30,25 = 1,97 Q=0,95 . f=n +n,-2=15

2 2
5 (nl-l)u17+(n2-l)s2

28y -%) 5 £ (X,-% ) °
S = . .

P (1,-1) (n,-1) ny+0,-2
(2x)? (€x,)°
R e LA s
__ 0™ 2 " Dp  9604-9344,447458=7320,5
- | 5 9+8-2
?ll+1’12— ~
= 2L - 26,4733 sy = \[26,4733 = 5,145

? | 98

no+n ' |
as L2 - 2,131.5,145. fﬁiﬁ = 5,3%
P i 1’].1'].’12

172

_ 'hl+n2
Nedre konfidensgrense: X,-%X,-as |/ === = 1,97~5,33= ~ 3,36
p nl . n2 PR AN

R mma— T

gvre konfidensgfehse: K1-22+as =1,97+5,33=7,30

Py Byenp el

a=2,131
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Den metoden vi har gjennomgdtt i eksempel 3, s. 99 er vanlig brukt

analysere data fra forsgk etter planen fri randomisering, mens altsd fram-
gangsmaten i eksempel 2, 5.93 brukes for blokkplanen. Eksempel 3 er et
tilfelle av data som ikke er parcbservasjoner, men vi kan ogsa stgte pd slike

jkke-parobservasjoner som er framkommet pd annen mate enn ved forsgk (se

gvelse 28 nedenfor). Hvis de forutsetninger metoden bygger pa kan antas &
vare tilnzrmet oppfylt, kan en da bruke samme analysemetode som 1 eksempel 3.
At tallene i eksempel 3 ikke er parobservasjoner er for det fgrste
klart av det faktum at nl:# né. Men selv om n, 0g n, hadde vart like,ville
vi fremdeles lkke hatt parobservasjoner. Dén vertikale arrangeringen av
cbservasjonene 1 eksempel 3 er nemlig helt vilkdrlig. Vi kan foreta en verti-
kal omplassering av tallene i en av kolonnene uten at dette forandrer nce som
helst pd realitetene. Det er altsd svart mange mater & gruppere sammen en
observasjon fra Tl og en observasjon fra T2 pd. I eksempel 2, derimot, kan
vi ikke bytte om to tall i den ene kolonnen uten av vi foretar en tilsvarende
ombytting av tallene i den andre kolonnen. Tallene p& en og samme linje hgrer
sammen, og de knytter seg ogsd til et felles gjentak, 1 dette tilfelle til et
felles foreldrepar.
De. metodene til & beregne konfidensintervall som vi hittil har
gjennomgdtt er basert pd t-fordelingen. Disse metodene har heldigvis vist
seg & vare robuste bdde overfor avvik fra forutsetningen om normalitet og
overfor avvik fra den tilleggsforutsetningen vi mitte gjigre i avsnitt IX B 2

om at{?i =(Té. Den stgrrelsen vi 1 hvert tilfelle har forutsatt er t-fordelt

er altsd tilnsrmet t-fordelt selv om de nevnte forutsetningene ikke er oppfylt.

Fglgelig er altsd den konfidenssannsynligheten vi opererer med tilnsrmet

riktig selv om de nevnte forutsetningene svikter en del. Vi ser da bort fra

til

helt ekstreme tilfelle. Merk ogséd at n, og n, helst ber vere noenlunde

like hvis forutsetningen om like standardavvik ikke er oppfylt.
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gvelse 28.

Det prosentiske innhcldet av et stoff 5.1 et organ0 hle-bestemt
hos et random sampel pd 5 dyr av dyreslag A og hos 4 dyr av dyreslag B.
Observasjonene ble fglgende:

Dyreslag A 24,3 20,8 23,7 17,% 21,3 Sum: 107,5
Dyreslag B 18,2 16,9 20,2 16,7 Sum: 72,0

Finn konfidensgrensene for differensen mellom.’forventningene for
innholdet av stoff S hos de to dyreslagene. Bruk Q=0,95.

Qvelse 29.

Analyser formelen (76), s.99 for bredden av konfidensintervallet
p& liknende mite som nevnt for formelen (58) i gvelse 25, s.92.

3. Konfidensgrenser for en sarnsynlighet
La sannsynligheten for et kjennetegn E (f.eks. "kommer seg ikke")
i et univers U (f.eks. universet av de dyr som fir en bestemt sykdom) vare
P(EIU) = p. La videre Z vare antall gjentak med E i et random sampel pd
n gjentak fra U. Z kan da oppfattes som en random variabel som vil ha

forskjellige verdier fra sampel til sampel. Det samme kan sies om den rela-
Z

tive frekvensen re

Det er tidligere vist at Z er binomialt fordelt med forventningen
Z

np og standardavviket npq. Det kan ogsd vises at - har ferventningen p
Z Z

og standardavviket \JEE{. Siden forventningen for i

1t

D, er‘i en for-
ventningsrett estimator for p.

Spgrsmédlet er nd hva vi kan si om fordelingsfunksjonen for 1

= R RN

tillegg til det som allerede er sagt om forventningen og standardavviket.
Z

Nir n ikke er for liten, kan det vises at Z'=— er tilnsrmet normalt

fordelt. Forutsetter vi nd at g' er normalt fordelt med forventning p og

standardavvik \rEE, kan vi ved & trekke fra forventningen og dividere med

standardavviket, dvs. ved & standardisere, forme en ny random variabel X
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som fglger den spesielle fordelingsfunksjonen som er beskrevet nederst pa

s. 70 og p& s. Tl.

P~
1
N
-
ke

|

(77)

Av fig. 7, s.71 ser vi da at fglgende sannsynlighetsutsagn er oppfylt

for alle samhgrende verdier av a og Q:

Z'-p

(78) P(-a< £ a)=Q

oH

P& grunnlag av(?S)kan en lett ved litt regning komme fram til fglgende

formel for konfidensgrensene for p:

2 NP )
- z' (1-7')  a ]
en n 4n2 J

N

(79) Konfidensgrenser: —2—2 [
n+a

Nir vi bruker - foran I't¥tegnet, fér vi nedre grense, nir vi bruker
+ f&r vi #vre grense. Til Q=0,95 svarer a=1,96. Til Q=0,99 svarer a=2,576.

Nir n er stor kan en bruke fglgende forenklede formel:
- t 7t
(80) Konfidensgrenser: 2Z' . a\/z (;Ll Z')

En undersgkelse ga som resultat at 57 av 300 dyr ikke kom sef etter en
bestemt sykdom. Konfidensgrensene for dgdelighetsraten for denne sykdommen

finnes da pé fplgende madte ndr vi bruker Q=0,95:

. 2 : =
_-G&E ro’lg + _];Lgé.. + 1,96 O: 19 0181 + 1,962 ]
300+1,96 | 600 300 44300

Ved utregning finner en at nedre grense blir 0,15 og gvre grense blir 0,24,



gvelse 30.

Av et stort antall personer vaksinert met kopper, ble (etter 25 &r
eller mer siden vaksinasjonen) 932 angrepne av sykdommen og av disse 483
hardt angrepet. la E, = "angrepet" og E, = "hardt angrepet". Beregn konfi-
densgrensene for P(E2 |UE1). Bruk Q = 0,95.

gvelse 31

Studer bredden av konfidensintervallet (80) pa liknende mdte som i
gvelse 25, s. 92.

Pvelse 31 II,
N&r NRF~kuer insemineres med sed fra okser av kjsttrasen

Charolais, er det en tendens til at det oppstédr fedselsvansker pa
grunn av at kalvene er relativt store, Tor & undersgke hver alvor-
lige disse problemene er, ble det samlet inn opplysninger om i alt
366 fedsler etter slike inseminasjoner. Av disse 366 fedslene var
det 11 vanskelige fodsler.
a) Bstimer sannsynligheten, p for fodselsvansker ved slike fodsler.
b) Beregn et konfidensintervall for p. Bruk konfidenssannsynligheten
0,95.

gvelse 31 III.

Et foringsforsegk med kalkuner ble utfert ctter planen fri
rendomisering, 8 kalkuner ble foret etter forplan A og 8 etter
blanen B. I lepet av en bestemt tid ble det registrert felgende
tilvekster i kg lecvende vekt:

Plan A: 3,5 2,0 2,3 3,5 2,0 2,0 1,8 1,3
Plen B: 1,8 2,5 2,5 2,8 2,0 1,5 1,8 2,5

Beregn konfidensgrensene for differensen mellom Fforventningene for
tilveksten ved bruk av de to forplanene, Bruk Q=0,95,

gvelse 31 IV,

Et blokkforsegk med 5 blokker (grisekull) og i alt 10 zriser ble
utfert for & sammenlikne to forplaner for slaktegriser et sted i Afrilk
Kullene ble tatt ut tilfeldig blant dyrematerialet i vedkommende omrad

Tilveksten i kg levende vekt 1 lopet av forseksperioden ble felgende:

Blokk nr. 1 2 3 4 5

»r

Porplan A: 67 57 74 61 70 for differcnsen mellom

Forplan B: 62 51 75 58 65 forventningene for til-
e - veksten ved bruk av de

Bercgn knnfidensgrensene

teo planene, Bruk Q=0,95.
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XII. ngotesétesting

A Generelt
Vi skal nd g& over til et .amnet viktig felt innen statistikken, nemlig
testing av statiétiske hypoteser. Oppgavene vi fér & lgse er nsr beslektet med
de problemene vi arbeidet med 1 estimeringstéorien, men vi skal betrakte dem
fra en 1litt annen synsvinkel.
En hypotese ¢r et utsagn om virkeligheten, og det er et utsagn av

forelgpig, karakter, et utsagn som vi gnsker a undersgke narmere riktigheten av.

Statistiske hypoteser er hypoteser om sannsynligheter eller fordelingsfunksjoner.

o 2

De fleste statistiske hypoteser vi fir & gjgre med er hypoteser om parametre 1
fordelingsfunksjoner. Slike parametre har vi ogsd arbeidet med tidligere. T
eksempel 1, s.9d var vi f.eks. interessert i det sanne innholdet av kjemi-

kalium A, dvs. i forventningen for en random variabel. I eksempel 2, s. 92-93

var vi interessert i differensen mellom to forventninger,nemlig forventningene

for vekten av kyllinger som var oppvokst (1) inne i binge og (2) ute.

En hypotese representerer et metodisk hjelpemiddel som vi bruker til &
skaffe oss kjennskap til virkeligheten. Forskning bestdr i stor utstrekning i
en prgve- og-feile -prosess. En hypotese er en slags gjetning om virkeligheten,
ng vi er interessert 1 & undersgke om det er en god gjetning. Vi foretar derfor
‘observasjoner og undersgker om disse er i overensstemmelse med det vi skulle
vente hvis hypotesen var riktig. Er de ikke det, forkaster vi hypotesen og
prgver oss kanskje med en ny hypotese som vi da bgr undersgke holdbarheten av
ved hjelp av nye data. (Hvorfor kan vi ikke like gjerne bruke de observasjonene
vi har ?).

Prgvingen eller testingen av en hypotese bestdr i & avlede visse
konsekvenser av den og undersgke om disse ha?monerer med de observerte data.
En hypotese som vi har testet mange ganger ved hjelp av forskjellige sett av
data sg som vi aldri har kunnet forkaste vil vi etter hvert fatte stor tiltro

til, og kanskje eppfatte den som en lovmessighet.
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Ofte stgter vi pd uttrykket null-hypotese. En null-hypotese er en
hypotese som gdr ut pa at to eller flere parametre er like, dvs. at forskjellen
mellom dem er lik null. (Bller at en enkelt parameter er lik J.)

En null-hypotese er sarmerket ved at det ikke behgver & ligge noen
observasjoner eller tidligere erfaringer til grunn for den. Alle og enhver som
vet hva hypetesetesting er kan uten vanskelighet sette fram en nullhypotese.
Andre statistiske hypoteser, derimot, blir vanligvis satt fram pd grunnlag
av kjennskap til det fenomen hypotesen gjelder:. Nar vi framsetter en null-
hypotese, er hensikten ganske enkelt & undersgke om den kan forkastes. I safall
md vi jo godta dens alternativ, nemlig at det er en forskjell pa parametrene,
og det var kanskje det vi gnsket & pavise da vi framsatte null-hypotesen.

En null-hypotese kommer ogsd i en ssrstilling fordi vi vanligvis ikke
godtar demne. Det skal jo mye til at f.eks. to behandlingsmiter skal vere
ngyaktig like med hensyn til forventet helbredelsestid. Tor null-hypotesen er
situasjonen fglgende: Enten forxaster vi den, eller s& unnlater vi & forkaste
den, og vi sier da at det ikke er noen padviselig forskjell.

For & f& en felles terminologi for hypoteser i sin alminnelighet
(som det kan bli snakk om & godta) og null-hypoteser, skal vi i det fglgende
ikke bruke uttrykket godta om en hypotese. I stedet skal vi snakke om & unnlate
& forkaste. Hypotesetestingen kan etter dette lede til to tenkelige resultater:
(1) Vi forkaster hypotesen, eller (2) Vi unnlater & forkaste hypotesen.

Det er to menn ved navn Neyman og Pearson som spesielt har sren for
den moderne hypotesetestingsteorien. Vi kan ikke ta med stort av denne
teorien her, men vi skal nevne noen trekk av teorien.

Por & konstruere et kriterium for & teste en statistisk hypotese

er det alltid ngdvendig & formulere en alternativ hypotese. Vi skal heretter

bruke symbolet H0 for den hypotesen vi tester og HA for dens alternativ eller

alternativer. Det er nemlig som regel flere alternative hypoteser.
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Nér vi tester statistiske hypoteser kan vi komme i skade for & gjgre
to slags feil: (1) Vi kan forkaste HO selv om Ho er riktig. Dette blir kalt
feil av_l.slag (forkastningsfeil). (2) Vi kan unnlate & forkaste H, selv om HC

er feil. Dette blir kalt feil av 2.slag (forkastningsunnlatelsesfeil).

Situasjonen kan skisseres i en enkel tabell. Nar det gjelder virkelig-
heten, er vArt problem spesifisert slik at enten er Ho riktig eller sa er HA
riktig. Noen tredje mulighet finnes 1kke. Nir det gjelder var handling sd
gdr den ut pd enten & forkaste Ho eller 8 unnlate & forkaste Ho' Resultatet

av hypotesetestingen i1 et gitt tilfelle kan derfor settes opp i fglgende

tabell:
Virkeligheten
H_ er riktig Hy er riktig (Ho feil)
Var Forkaster H_ | Forkastningsfeil| Riktig handling
handling | Unnl. & fork. Ho Riktig handling Forkastningsunnlatelsesfeil

Vaér oppgave er & innrette oss slik at vi best mulig unngdr begge
typer av feil. Dette er imidlertid et meget kinkig problem. Nar vi minsker
sannsynligheten for & gjgre en type av feil er det i alminnelighet nemlig
ikke til & unngd at vi samtidig gker sannsynligheten for 3 gjigre den andre
typen av feil. Vi méd derfor foreta en viss avveining mellom ulempene ved &
gjédre de to typer av feill.

Vi skal belyse situasjonen ved et cksempel. Né&r vi skal teste en
hypotese, skaffer vi oss alltid et sett av data som oppfattes som observa-
sjoner av en eller flere random variable. Disse data stammer ofte fra forsgk,
men kan ogsd vare skaffet til vele pé annen mdte. Som eksempel pa et sett av
data kan vi ta tallene som er oppstilt i begynnelsen av eksempel 4 s.114.

De to fgrste kolonnene er de samme som i eksempel 3, s. 99. Imidlertid har

vi fgyd til 2 nye kolomner, idet vi nid tenker oss at hele 4 behandlingsmater



- 108 -

ble sammenliknet ved forsgket, slik som opprinnelig beskrevet pd s. 77-79.
Disse data eller observasjener er et produkt av "virkeligheten" og er et
resultat av en mangfoldighet av ukjente og kjente arsaksforhold. Blandt
disse a&rsaksforhold md vi ogsd innbefatte selve forsgksplanen nar det som
her er snakk om data fra et forsgk.

Av vdre data former vi et tall F etter en bestemt formel som vi skal
komme tilbake til i detalj 1 neste avsnitt. Under den egentlige hypotese~
testingen er dette ene tallet det eneste vi er interessert i nar det gjelder
observasjonene.

Dette var 1itt om observasjonene. La oss 8& se pd den andre siden
av hypotesetestingsproblemet, nemlig selve hypotesen. Foruten hypotesen har

vi gjerne et sett av & priori forutsetninger eller opplysninger om den

"mekanismen" som har frambrakt vire data. I cksemplet ovenfor er vire forut-
setninger f¢¥gende: (1) At hvert av de 4 samplene er et random sampel.
(Penne forutsetningen kumne vi la vare & nevne da den nsrmest er automatisk

oppfylt nar forsgket er riktig utfgrt etter planen som beskrevet pi s.78;

(2) At hver av de 4 random variable Kl’ §2, §5 og E# har normal fordelings-
funksjon. (3) & 07 =Gy =(T3 =(FL =(~, Selve hypotesen eller om vi vil
den hypotetiske forutsetningen, gér i vart tilfelle ut pa at

iyt =i P o

Hvis vi hadde gjentatt vdrt forsgk under tilsvarende forheld (dvs.

etter samme forsgksplan, med de samme forsgksledd, det samme antall gjentak,
osv.) er det klart at vi mdtte regne med § f& nye data, og dermed et nytt
tall F. Tenker vi oss en uendelighet av gjentatte forsgk, fir vi altsd ogsd
en uendelighet av tall, F. Noen av disse er store, andre er sma , Vi kan

altsd snakke om en random variabel F.
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De tre a priori forutsetningene og den ene hypotetiske forutsetningen
som er nevnt ovenfor gir tilsammen ut pd at alle observasjonene fra et og
samme forsgk er observasjoner av en enkelt random variabel X: NSﬁL,CT)

(se s.79). P& grunnlag av diése fire forutsetnirgene er det mulig & bevise

at F fglger en bestemt fordelingsfunksjon som gjerne kalles F-fordelingen til
sre for statistikeren R.A. Fischer. Vi skal ikke gjengi formelen for for-
delingsfunksjonen for F her, da den er forholdsvis komplisert og har liten
interesse for oss. F er en kontinuerlig random variabel som kan anta alle
positive verdier. Fordelingsfunksjonen f(F) har to parametre fl og f2 som er

hele positive tall og som vi 1 vare anvendelser vil kalle henholdsvis antall

frihetsgrader for telleren og antall frihetsgrader for nevneren. Nar fe > 2

(som den vanligvis er 1 vare anvendelser) er forventningen for F lik

(81) E(F) =

Forventningen er altsd 1ik 3 for f2:3 og avtar mot 1 hvis vi betrakter nye
medlemmer av "F-familien" med voksende £, Funksjonen har i grove trekk et

forlgp som skissert i fig. 9.

A Vi

£(F) //
/ NP

o AR—

b4

Pig. 9

Selv om formen pd F-kurven er forskjellig for hvert sett av parametre, har
alle P-kurver det til felles at de har en lang "hale" til hgyre.

I vére anvendelser av funksjonen er vi interessert i & finne et tall a
som er slik at sannsynligheten for at F skal vare stgrre enn eller lik a

er lik et oppgitt tall F.



(82) P(F >a) =P

(Symbolet P er brukt i to forskjellige betydninger i (82)). Sammenhengen
mellom P og a er ogsa illustrert i fig. 9. Som regel velges P = 0,05 eller

£, og a er gjengitt i hovedtabellene

P = 0,01. Sammenhgrende verdier av P, f o

1
II og III bak i heftet.

Hvert enkelt forsgk gir oss en enkelt verdi F av F, og denne F kan
selvsagt vare et hvilket som helst tall i variasjonsomridet for F, dvs. et
hvilket som helst positivt tall. Alle F er derfor forenlige med den antagelse
at hypotesen er riktig. (Fordelingsfunksjonen er utledet under den forutsetning
at hypotesen er riktig). Det vi gjerne burde ha er en serie av uavhengige
forsgk etter samme plan. Hvis da de F vi fikk fordelte seg langs tall-linjen
pé en mdte som samsvarte med den tilsvarende F-kurve, kunne vi ta dette som
et indisium pd at hypotesen var riktig. Hvis de derimot fordelte seg p& en
mate som tilsvarte en helt annen Xurve, ville vi fi meget sterk mistanke om
at hypotesen var feilaktig.

N& er det imidlertid noksd vanlig & trekke konklusjoner (i hvert fall
forelgpige konklusjoner) pd grunnlag av et eneste forsﬁk,og det er teknikken
for & gjgre dette pd beste mdte vi skal lare her. (Vi forstdr likevel at
verdien av et enkelt forspgk er noksa begrenset hvis resultatene ikke blir
etterprgvet ved nye forsgk.)

Det eneste spor "virkeligheten" har etterlatt seg er tabellen over
vare data, og den infermasjonen tabellen inneholder kan for vart formdl best
summeres i form av et enkelt tall F. Hvis denne F ligger i "halen" til hgyre,
vil dette forhold svekke var tiltro til hypotesen, sélv om en stor F som nevnt
aldri er direkte uforenlig med hypotesen. Skal vi 1 det hele tatt komme til
noen konklusjon, er vi imidlertid ngdt til & ta en viss risiko for & gjgre

feil. Det vi da gjgr nar vi tester en hypotese er fglgende: Vi bestemmer oss
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pd forhind for et tall P sem er lik sannsynligheten for & forkaste hypotesen
selv om den er riktig. Hvis den F vi finner pd grunnlag av tallene fra vart
forsgk er stgrre enn den a som svarer til P (se fig. 9.) forkaster vi

hypotesen. P blir kalt sannsynlighetsnivdet eller signifikansnivéet. Hvis vi

bruker P = 0,05 og resultatet blir at vi md forkaste hypotesen, sier vi gjerne
at vi forkaster den pd 5 % niviet. Vi sier ogsd da ati® er signifikant pa
5 % niviet. Det omrddet av F-aksen som fgrer til forkastining av H, altsa

omrddet til hgyre for a, blir kalt et forkastningsomréde for Hb eller et

kritisk omrdde for F. Til hver P svarer det et forkastningsomréde.

Nir F er stgrre enn a, tar vi altsd det faktum at vi har fummet et
tall P som er"uvanlig stort" under vir hypotetiske forutsetning som et
tilstrekkelig "bevis" pd at det m& vere noe i velen med hypotesen.

Hypotesetestingen gdr altsi ut pd at vi pd den ene siden regner ut
et tall F ved hjelp av vdre data og at vi pa den andre siden finner fram
til et tall a. Hvis F er stgrre enn eller lik a, forkaster vi hypotesen. Det
hele kan summeres i fglgende skjema hvor en pil kan leses "resulterer i"

eller "leder til":

Virkeligheten —» Data ~——>3 Tallet P

Sammen= Kenklu-
likning sjon
A priori forutsetninger) fglger % S
?'éﬂﬁ‘-fordelingen —>PE2 ) =P

Hypotetisk forutsetning) J

Det er bare ndr hypotesen (den hypotetiske forutsetningen) er riktig
at F fglger P-fordelingen. Hvis var hypotese: H, er feilaktig, fglger F en
annen fordelingsfunksjon. Sett at det er et bestemt alternativ HA til Ho som
er den riktige hypotesen. HA gar ut pa at forventningenefbbl "'/LL&

avviker fra hverandre med visse narmere angitte tall. I dette tilfelle fglger
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F en fordelingsfunksjon som vi vil betegne med f(F lHA) i motsetning til
F-fordelingen som vi nd vil betegne med f(F ]Ho) Situasjonen er iliustrert i

fig. 10 hvor vi har tenkt oss at vi kjenner f(F |HA)'

S e
£(F) \Q————f(F |5,)

_,_.—-‘"‘“""""\

S ﬁ(FIH)

L /3’&2/?”7-——«_—w—-
0 a \\P F

\»"

Fig. 10

Vi ser at det er en noksid stor sannsynlighet for & f4 en F stgrre enn a
hvis HA er riktig. I figuren er denne sannsynligheten representert ved det
horisontalt skraverte arealet. Stgrrelsen av dette arealet er 1 - P som blir
kalt teststyrken for alternativet-HA.

Uansett hvilken hypotese som er den riktige sd unnlater vi & forkaste
H nar vére data resulterer i en F som er mindre enn a og forkaster H népr vi

far en F stgrre enn a. Vi ser derfor at sannsynligheten for forkastningsunnlatelses-

feil er 1ik B (det vertikalt skraverte arealet i figuren). Slike feil gjigr vi
' 7 E—

jo bare nar H, er riktig, og fglgelig mé sarnsynligheten for & gjgre slike feil
regnes ut pa grunnlag av den kurven som gjelder nir HA er riktig. P& tilsvarende

méte ser vi at sannsynligheten for forkastningsfeil er lik P. Det er de to

arealene ﬁ og P vi gjerne skulle gjgre s& smd som mulig. Vi ser imidlertid at

hvis vi minsker P s& gker vi B og omvendt. Det er derfor vanlig i praksis &
i !

bestemme seg for en P og la }3 bli det den blir. Svert ofte velges P = 0,05
eller P = 0,01. Valget beror narmest pd en konvensjon, og pad det faktum at vi
har tabeller for nettopp disse P-verdiene.

Egentlig er vart eksempel enda mer komplisert fordi det ikke bare finnes

ett alternativ til HO, men en hel serie av alternativer, HA' Hvert alternativ
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resulterer i en fordelingsfunksjon for F og altsd i en kurve £(7 lHA) i var
figur. For & finne ut noe om hvilket forkastningsomréde en bgr bruke, kan en

i slike tilfelle studere teststyrken for de aktuelle alternativer. Den ideelle
situasjon ville vi ha om teststyrken 1 -;3 var lik 1 for alle alternativer

og at samtidig sannsynlighetsnivaet P var lik O. i finne et forkastningsomréde
som tilfredsstiller disse krav er umulig i virt eksempel og forgvrig ogsad i
alie andre praktiske tilfelle.

Vi skal senere begrunne ytterligere hvorfor vi lar omrédet til hgyre
for é vare forkastningsomréde for HO. I andre hypotesetestingssituasjoner kan
vl ha bdde et forkastningsomrade til hgyre og et til vensire.

Vi har nd gjennomgdtt noen grunntrekk av hypotesetestingsteorien 1
tilknytning til et konkret eksempel. Teorien er imidlertid helt generell. I
stedet for den random variable F opererer en i andre tilfelle med andre
random variable som f.eks. t som vi har gjennomgdtt tidligere ellerVX? som

vi har tabell over bakerst i heftet.

B. Variansanalyse og P-test

1. En-vels gruppering.

Vi skal n& gjennomgd i detalj det eksemplet vi brukte i foregéende
avsnitt da vi illustrerte hypotesetestingsteorien. Da vi allerede har forklart

problemstillingen og hovedtrekkene 1 analysen (s. 77-79 og s, 107-1 08), skal
vi her bare vise hvorledes vi regner ut tallet P, Dessuten skal vi si

litt om anvendbarheten av denne testen og om tolkingen av resultatene.

Hele apalysen av dette eksemplet (eks. 4) finner vi pd s. 114.--115,
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Bks, 4., Fire miter 4 behandle voksne hester pd etter en
operasjon (se s, 77-79)

T T T T

1 2 3 4
25 34 32 30
37 26 29 29
27 26 35 25
32 27 31 26
38 30 31 32
30 35 32 00
2 36 33 32
34 26 38 26
41 25 35
' k
Sé 290 242 297 257 sj= S = 1086
=1
332 84100 58564 88209 66049
k
n. 9 8 9 9 E{nj=N = 35
J J:l
5.2, x §.2
—L- 934.,4477320,50 9801,00 7338,78 & 3 = 33805
. 3
k n.
n. o 2
3y, .2 | , S OSY X% .= 34402
géi 150 9604 458 9365 4TS 218
n. \ :
T2 _ ¢ | L
1;1 d-lt} 'ﬁ"—a} s‘ 259756, 137556 64‘300 136y22
n. 2 7 g ! ,/; |
Sy 20 - .” i’ 4 2 2
11 I 85 752,45 719,64 18,00 [ 17,03 57 . 1086 _ 33697
nj—l N 35

X. 32,22 30,25 33,00 28,56
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Varia- |Frihets-~ : Varians F=zg
sjons— |grader Kvadratsum (SS) ' VR
Arsak (88) 7 7 DF

2

_ v N2 2 8°_ _
Total W-1=34 [EX(X;,-X)%=Z2X, 4"~ =34402-33697=705
Mell o <54° 8
e Q= S | - — — — AT S - T = =
gmpperk 1=3 an(ij ) an F=33805-33697=108 | Vg 360
1,87

Innen 'y _,_x . w2 7 V=19
gmppex;m k=31 §§(}\.ij Kj) =597 R ~7?

P er ikke signifikant. Null-hypotesen kan ikke forkastes. Det er ingen
paviselig forskjell pd forventningen for helbredelsestiden for de fire
behandlingsmétene.
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Vi vil nd forklare gymbolene vi vil Dbruke generel’d ogf
oppgl i parantes noe om hva symbolene stér for i eksempel 4. Antall forsgksSledd
(behandlingsmdter av hester etter en operasjon) betegner vi med k (k=4). Et
vilkdrlig av disse k forsgksledd betegnes med Tj Chservasjon nr. 1 av den
random variable gj(helbredelsestiden etter behandlingsméte nr. j) betegner
vi med xij. I tabelloppstillingen i begynnelsen av eksempel 4 er xij det
tallet som stér i linje nr. i og kolonne nr. j. Altsd star Xij for et vilkérlig

tall i tabellen. (XHE = 27). Antall observasjoner av den random variable Xj

betegner vi med ny. (n2 = 8). Antall observasjoner i alt betegner vi med

N = 521 J, Summen av alle observasjonene for Tj betegner vi med

nj 29:
= S’ =
S.j i=l Xij' (SE i=1 Xi}

= 297). Summen av kvadratene av alle observasjonene

n 9
J

i gruppe j skrives zi Xij' ( ;zi X142 = T475) Den empiriske variansen
i=1

V‘j for observasjonene i gruppe J er gitt ved fglgende formel:

n S.2
e JRR
o %y Ty
(83) v, = BT

Merk at dette er ngyaktig samme formel som formelen (28), s. 57. Vi har nd
bare brukt andre symboler. Gjennomsnittet av alle observasjonene i gruppe J
betegner vi med ij’ Gjennomsnittet av alle N observasjcnene, altséd %
betegner vi med X.

P& s.114 har en under selve observasjonsmaterialet satt opp pa
linjer en del av de stgrrelsene som hittil er nevnt. Deretter er noen av
disse linjene summert horisontalt. Dette blir da en summering fra J=1 til
j=k. Noen av de stgrrelsene som er tatt med pa s.114 er ikke ngdvendig for
utregningen av F, men vi kommer tilbake til dette senere.

P4 s. 115 har en satt opp i tabeliform selve utregningen av F som

vi nd skal forklare. F er lik forholdet mellom to empiriske varianser. (At
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disse virkelig er varianser av den typen vi er vant til skal vi forklare
senere da det ikke uten videre er klart av formelen). Den fgrste variansen
betegnes med VT og kalles mellom-gruppe variansen. Vi skal senere vise at

denne har sammenheng med variasjonen i gjennomsnittene ij fra gruppe til

gruppe .

[3V]

x s 2
Zn (X -X) z ‘rl]—
(84) SR = LA = B

k-1 k-1

Zim

Den andre variansen kalles innen-gruppe variansen og betegnes Vﬁ. Vi skal

vise senere at denne er et veid gjennomsnitt av gruppevariansene Vj-

n
E(X -x)
=] i=1

N-k

<3
I
r_l

(85)

For & spare regnearbeid er det vanlig & trekke inn i analysen telleren i den
empiriske variansen vl fir hvis vi oppfatter alle N observasjonene som
observasjoner av en enkelt random variabel X (se s.79). La oss betegne denne
variansen VT £ Formelen er gitt ved (28), s.57, men i vare ndvsarende symboler
blir formelen fdlgende:

_ 2
2Ze 0?5 A&

N-1 N-1

(3¢)

VTot

Telleren 1 hver av disse tre variansene er en kvadratsum. Vi snakker
sadledes om kvadratsummen for VT, kvadratsummen for VR og den totale kvadrat-
summen. Det er lett & vise at den totale Zvedrotoummen er lik gumnen

ev: de Lo anire. XAvadratsummen for V, an dericr beregnes av

fplpgende lilning:

—~—

o = 2 <« > ot 3
(87) 2 2%, ,-%,)"F ¥ - 8- '{2?{‘;‘%}

5 5 bt ° 7 4 PP
Nevneren i hver &v de tre varionceme {04)-{08) blir %alt



entell frihetsgrader for hvedratoummen i telleren. Jtgrrelgen

¥ finnes sor nevnd pl felgence mites

il

Har vi skel sl8 o952 i Lovedbabell II eller III for I finne

Lisce

1251

e md vi kjenne perameterne i fordelingsfurnksjonen for

finnen pd felgence m%te: 4intell frihelogreder for teller er

lik nevnerer i V, (VT er jo itelleren i F). 4intsil friheto-

grader for nevmer er 1likk nevneren i Vp (VR er jo  nevaneren i F).
Tiele frampangsmften ved anelysen er illustrert i eksempel 4.

Tet er vanlig & sette op» resultetene i tabellform olik gom &

i
@
i3
e
s}
@
)
[
-l

8. 115, men denne od»nstillingen er gjierne mer gam:
uten formler.,
LY V, er et veid gjiennomonitt av Vj med nj~1~som vekier

ran vigses »i fplgende mite:

LY
I (%, ,-2,)°
é_« n (n 1) 1= T457 It
- o L .= ! - b
2 2 (z,.-%.)° §=1 * (n, -1) 2 (my-1)7,
(29) V.= J=1 i=1 "33 " 37 _ 3 — 3=1
A 3 -7 § i
n .-k > {n,-1)
j=r 3 i 9

b 7, T

Vi skel nd fTorsglke 2 begrunne nrakiisk hvorfor det synes

ste T. nir F er gtor. Vi gkal da ten%ke o83 et

rimelig 3 forks N
W

tilfelle hver aolle n'j er like og 1lik n., Formlene Llir da noe

enltlere. Setter vi n_.=n blir formelen for V_  Iglgende:

J T
It %
s w12 = 51\2
> n{X -%) Z(Xj—X)
ji=1 J j=1
{90) V= = n
-1 k-1

Her vi ser bhort fre feaktorem mn er V_ em empirisk veriems for de
iy
t gruppegjennomgnittene. DLette per vi lett ved % cenmmenliline

{90) meéd (28), s. 37. V_ blir stor ndr cet er stor veriasjon

el
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= . -

i gruvnegiennomgnittene. X.: DTiden rrunnegienncrmsnititene XK.
&5 b “ Py (%) J

tegn pl ot det lenslije er

e+

er estimeter owv il ,er en gtor V, e
/73 7
noe i veien med Lypotesen ¢ aﬁ-aile/u4 er like. Falztoren n
d

ken vi praktislk cpplfette »8 Iplpgende mite: Vi

&

2 e s .
(384), 5. 82 »resenter’y formelen (G =n1)i « Hvig en tilcverende
formel hadde gyldiglet ogsd for emnirisTke voriasnger {dette er

itze tilfelile eligalt), m8tte vi multiplisere veriengen beregnet
for It giennomponitter med m {aontall observagsioner bek Lvertd
giennomonitt) for & bringe Zen op» »3 samme nivi sow veriengen

-~ ol

for en relklke enkeltobservagjomer. Utem 3 glore ZTrav p% ot dettle

%1
=

er noe elkpaizt resonnement,; kan vi derfor si at felboren

9C) bringer V_ o3m »% gamie nivd som en vanlig empirisk
T - oL

varisnse.

La ocs vige at ogoh VQ er & pemmenliZzne med en venlig
£

o

Lr de fplger

a

el

i3
)

emnirigk varicns. Vi getter nj=n i {8¢) og

2 (n-1)v, (n-1)5 7, Zvj
{s1) Vo= b - - =
* M-k Ie{n-1) k

Har njzn er alte’ innen-gruppe veariencen 1lik gilennonsnitiet eav

Ty T

grupvevariangene. Gruppevariansene gir i vird eligemnel utirykh

ma

r vericgjonen i helbredelgestiden for hegter gom hsr 343

by
[+)

gemme helhendlingem®te. Len varissgjonen agom giylces at Zeclene

har £°tt forskjellig hehendling fommer Torsgfvidt iltlke +il
ubtrykl i VR’ men cderimoet i VT. RESY VTer stor, tyder detie
2% et belhencdlingsn®tene gir forsikjeliig resulist. Nir vi
regner at F ken vi si et vi mbler VT med V, som milegtokl.
i o

et ZTen for gvrig viges et VTog?Qmer samnme forventning

=g
$te

Vi3

Hn.er riktig., Tidligere har vi nevat &t forventningen for VT/V

3 R

-

er noe otorre enn 1 under pamme ferutsetning. Tvis ¥ er stor



ayneg cet etier cedte rimelig & forkagte H%. Tabellene b2 i
heftet giv osc et middel til & ensl® hvor astor F =2 vere.

Eittil har vi bare sett »d gselve verisnsenelysen {dvs.

. - . AY -
beregninen av Evadraisunmer og vearianser) og F-tescten. Let er

8

imidlertid visse »roblemer sonx ken komme 11l i Fforbincdelge med
tollkningen av regultated og den eventuelle videre analyse. Vi
ken ikke ta med mer enn hovedionklugionene her, men viger for

gvrig til referater fra »rofesecr Otitesteds forelesninger ved

IHorgeas lendibrulishipgshele.

3
H

et Tan do tenkes ot

t

ifikent I,

13

Jett at vi finmer en gig:
.

cdette ikle gkyldes st det. er nce i veien ned 309 men et det er

noe i veien med vire & priori forutsetninger om normelited og

like svencarcavviZz. Ved & regne ut grupveverisnsene JT slik
J
som vi hor giort i eftgeimpel 4 Lan vi £% en vige indikegion =%
o cde tecretislke variansene erulilie for de forgkjellige forgpko-
ledd., Jet finmnes ogs’! testmetoder som Zan brultes til % under-

sgke dette, Foruilgetningen on normalitet shkeper sjelden vesent-

lige problemer, deg det her vist seg at. F=testen eor robus

o -

sverfor esvvik fra denne

=
)
|1
=
i
i)
3
€
£
[=H
3
e}
[¢]
<]
-

]

1

Hvig vi her Tommet til den romklusion =t forvent qi:;cne/A

er forgljellige, Zan det ha atskillig interecsse & cstimere

forskjellen mellom to cg to forvemntninger. Jett at vi gnslher &
finne et Xonfidensintervell for/i ﬁk i ekoempel 4. Vi Zan <a

g® freo slik gom viot 1 eltpeumpel 3, 8. 99 hvor vi her de somme

[#]
{0
[+]

date. Dligempel 3 kenm alt pfattes enten som et gelvstendig

I

¥

sle

sy
£,

B
4]

forsgl med bare to forgeg! elier som en videre anaslyge av

elgennel 4. P& tilgvarencde mite kunne vi cgod finne et Zonfidens-

intervall fo /ﬂa /M4, HIvig vi i tillegg ogel? ville bercgne ot
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konficenzsintervall for ng—}%g, Lan fed reises viesse tecrctiste

innvendinger not cdette fordi vi de bruker gruppegjiennomsniticne

&

3 og .. X4 og gruppevaericngene Vs og V,er enn en gang. Bodiriske
undersgielser ved profesger Ottestad tyder imidlerticd % at.
dette lilkevel ilke or sd ferlig. OStort sett aon vi derfor

estimere de Zeontrastene vi er interessert i etiter meioden i

at konfidenssenusyn-

(e

eltgempel 3 og lilzevel vare noks? trygge »n?2

lighetenikize er en annen enn den vi opererer med i fplge vire

tebeller.
Obgcervesjonence i eligemmel 4 er et tilfelle av cet vi kaller
en-vels grupverve cota. Observesjcnene fra et forgse® etter

1]

planen Iri rendeomigering er et viktig eltsenpel »p3 en-veig

grupperte data, men vi har ozsd ekgenpler »8 at glike cfate fram-—

=y

omzer p? ennen mdte enn ved forssk {se gvelze 32). Cgod 1

"

slike tilfeile ken vi bruke den anslysemetoden vi nf har gjennom-—
gftt hvis forutsetningene er til stede. IAr vi har en-veis
grupperte dete med bare vo foraplksledd e.l. hor vi det vi pf

s. 121 Ekelte iltlre-sarobgservasjsncr.

gveloe 32.
T

In tyne ormer blir Zlosgifigert i tre
gtrukturell karalkter,

Det ble tatt et random sempel pl 11 ormer fra hver grupne
og lengden ov hver orm Dle Lﬂit. Lengdene er giengitt nedenfor.,

Undersegk om det er ﬂlgnli LZont forskjell »2 lengden av:
ormer i de ire grupneme. Forkler ogo? kort hvilken hypotese

cet er gom testes og feorutsetningene Tor testmetoden.

apner etbter en

C“'l
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Ormegrupne

Tr. 1 Or. 2 Hr. 3

3,9 18,2 9,5

9,7 12,0 3,0

11,5 11,5 848

3,2 85,7 18,0

12,8 12,5 9,58

12,8 9,0 18,0

11,0 13,8 11,3

8,9 13,90 10,5

9,9 13,0 2,0

11,5 11,0 8,0

11,0 11,1 9,2

Lun 118,5 128,5 igg,8
Cum av kvadrater 1124,63 1304,49 29683 ,87

2. To~velg gruppering.

To-veig grupperte dets fremXonmuer bl.a. gom repultetd =v

forsgk etter blokknlanen {s. 73). 2t ecksemnel pd to-veis

2 T o

gruvperte data som ikle stemmer fre forgseX er gitt i svelge 83,
8. 126, H&r vi her bere to behendlingsméier e.l. cvarer to-veis
grupperte dote til det vi Lkelte varsbservacjomer »3% o. 87,

Vi vil ta for csg det eltgemplet vi brukie da vi gjiennougiklk

T

blok™nlenen (8. 79). Dette foreosk

©
e
e}
[*8
o
w
=
ct
3

=3 ferckjellige opnalsniter Tj for kyllinger. Vi Dbrulkte n=10

blokker {7

T

ereldrenar), B,y idet tre og tre Iyllinger hadde
samue foreldre., GLetaljer med Tiemagyn til gyambolbrul;, m. v.
finnes for spvrig »nd gs. 79-81.
Jen i tilfellet med en-velg gruppering er vi ogal nd fgrst
og frenmct intercgsert 1 & teste hypotesen Hﬁgfaj=/i’ (3=1,2,..%).

-

er soxm for ot minst en fbi er forechkjellig fra/u,.
’ u
e e

o+

iLlternative
0geld testingen kenm foretas »d liknence mite som da vi hadde
veia grupverte date (elkcempel 4, s. 114). OSymbolene er de

m

sarze, portcett frea at alle nj nd er like og lik n gom altald

-

her stir for entall blollter. I

o]
M-
o]

cle enalysgen er viet »% neste

& . i =
For vairit eZgecmnel {eksemnel 5).
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Eks. 5. Tre oppalsmiter for kyllinger (se s. 79-81)
T, T, T, 8,
3¢ 27 24 81
25 51 45 131
27 42 33 102
29 39 33 101 N=nk=10-3=30
30 45 27 | 102
31 30 32 93
25 33 33 91
28 29 20 97
25 39 42 114
36 45 42 4323
S, 304 390 341 1035= 3.
n > n E o B
gl X;y 9250 15696 12049 gﬂd%lxi y s 37095
n n
by sf: 109195 S sf
i=1 l=l]; = 36398
L X 5 82 1035° 35708
_Z 8" = 360797 Z sj N 30
J=1 —=— - 36080
Fri- -
hets Vari- FH—E
Varia-|gra- Kvadratsum ans 'Vﬁ
sjons- |der (88) (§§)
adrsak | (DF) o DR’
2
-.0 . ‘
Total |N-1=29 | 33(X; ,-X) =3 inje—%— =37095-35708 = 1387
Blokk -
(For- _ - se 82
eldre) |n-1=9 | k3 (X,;-X)"= —= - &~ = 36398-35708 = 690
For-
sgks-
faktor S;S 2 5
ggf‘ k-1=2 | n¥ (}"cjax)2= e - -;’— =36080~35708=372 1062 [186
méte) 10,28
- . qf. —-
Rest EE-B= 43-(7_‘13_}{,;
18 -X HK) = 325 (18,1
PEO:OS a0’05 (2: ]-8) = 3,55

F er signifikant. Null-hypotesen m& forkastes. Forventningen for vekten er

forskjellig for de tre oppalsmitene.
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og fimmer et tall t som er mindre enn -a cllor sterre cnn a (se
fig. 8, s. 88) mé HO forkastes hvis alternativet er at!$er'for-

sikjellig fra den hypotetiske verdien (to~sidig alternativ),

Nér vi har funnct et konfidensintervall forl er det imidler
tid ikke nedvendig & foreta denne beregningen av t. Alt vi har &
gjere er 4 sc ctter om den hypotetiske verdien ligger inncenfor

c¢ller utenfor konfidensintervallet. Hvis den hypotetiske verdien

ligger utenfor konfidensintervallet, ma hvootesen forkestes pna

100(1-0)% nivéct, Denne midten & testo hypotesen pd gir alitid

sarme resultot som nér vi regner ut t, En tilsvarende Pramgangse
méte zan ogsd brukos for andre typer av konfidensintervaller,
Nar vi har funnet et konfidensinteorvall, ber vi alltid undoer-

sgke om intervollet inneholder null, Hwvis konfid intervalilct

inneholder null, kon den tiisvarende null-hynoteson ikke forkastos,

(Vi forutsetter som fer at altormativet or to-sidig,) T okscmpel
3, s« 99=100 fant vi konfidensgrensene -3,36 og 7430 for differcns-—
on. fh =, mellom forventningene for helbredelsestiden ved bruk av
to behandlingsméter ctter en onerasion, Siden konfidensintorvallet

inneholder null, kan on null-hypotese om at de to behandlingsnatene

58

er like gode ilike forkastos »

5% nivéet, (Q=0,95, derfor blir P=0,C
Vi har hittil for det moste vert opptatt med hypoteser on for-
ventninger og differonser nellon forventningor, Nair en gnslker &
teste hypoteser om sannsynligheter, an en ofte gjere hrulk aov en
fordelingsfunlzsjon somn lralles kji-ivadrat Ffor rdelingen (X =fordelingen
I hovedavsnitt XIIT slial vi se hvordan detio ltan sieres, Der skol
vi ogséd vise hvordaon xz—fordolingen Zan brulzes til & toste om deot
er uavhengighet mellom Irjenncetegn og til & toste on hypotese om at
en frekvensfordeling som er funnet i ct sarmol tilsvaror on kjent
fordelingsfunizsjon, I hovoedavsnitt XII skal vi bruke studonts t
til & teste hypotescer i forbindolse =ed regresjonsanalyscn,
Det finnoes i det hole tatt ot stort antall testretoder som

passer til hver sine typer av problemer. Vi har bare anlednin:

OQ

til & gjenmomgéd ot lite utvalg,
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XII. Regresjon

A, Innledning

Béde i forskningsarbeid og i det praktiske 1iv er vi
ofte interessert i sammenhengen meilom %o eller flere ster-
relser. En statistisk teknikk som da ofte kommer il anvend-

else gadr under navn av regresjonsanalvse. Denne metodikken

er meget fleksibel og derfor uhyre viktig. Det kan f.eks.
nevnes at variansanalysen kan fremstilles pé en slik médte at
den blir et spesialtilfelle av regresjonsanalysen.

Vi skal her bare ta med noen elementzmre sider ved regre-
sjonsanalysen, og for & lette tilegnelsen skal vi knytte frem-

stillingen til et eksempel.

B. Regresjonsfunksjonen

Nar en skal stille opp fdrplaner for kuer, er det nyttig
& kjenne dyrenes levendevekt. Siden de farreste gédrdsbruk
disponerer en vekt som det kan wies kuer pd3, blir kuenes vekt
i praksis bestemt ut fra brystomfanget. Det er som kjent en
viss sammenheng mellom brystomfang og vekt. Tar vi for oss

et bestemt univers av kuer. f.eks. det universet U som bestir

av alle kuer som kan regnes & tilhere NRP-rasen, vil vi finne
at kuer med stort brystomfang som regel er tyngre enn kuer
med lite brystomfang. Det er imidlertid ingen eksakt matemat-
isk sammenheng mellom brystomfang og vekt slik at vekten

kan uttrykkes som en matematisk funksjon av bfystomfanget.
Nei, vi vet alle at to kuer med neyaktig samme brystomfang
kan ha heyst forskjellig vekt. Likevel har vi folelsen av at
det er en vekt som er typisk elier gjennomsnittlig for hvert
brystomgeng, og at denne typiske vekten stiger med brystom-

fanget. Hvorledes skal vi kunne formulere dette p& en eksakt
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méte? Ved & ta det statistiske begrepsapparatet i. bruk kan
vi sette opp en eksakt modell som gir en mulig forklaring pa
hvorledes sammenhengen mellom brystomfang og vekt er & opp-
fatte. Vi skal se 1litt nermere p& dette.

I universet U, hvor gjentakene er alle NRF-kuer, kan vi
oppfatte brystomfanget som en random variabel, X, 08 vekten
som en random variabel Xqe Hver enkelt ku har en bestemt verdi
av X, og en bestemt verdi av X,. La oss ta for oss et bestemt
brystomfang, X, . Alle kuer i U som har dette spesielle bryst-

omfanget kan vi si tilherer et subunivers av U, og dette sub-

universet vil vi gi betegnelsen U§1=X1, I dette subuniverset
kan det tenkes & vere kuer med nange forskjellige vekter. Vi
vil derfor tenke oss at det finnes en fordelingsfunksjon for
vekten av kuer som tilhgrer dette subuniverset. En fordelings-

funksjon i et subunivers blir gjerne kalt en betinget fordel-

ingsfunksjon, men den er av samue natur som en vanlig fordel-

ingsfunksjon. Den tilsvarende forventningen blir kalt en

betinget forventning, og vi kan si at den er betinget av at
X=X, Som en naturlig betegnelse p& denne betingede forvent-
ningen kan vi bruke E(EOIU§1=X1) som vi vanligvis vil avkorte
t1l E(x|x,).

I avsnittet ovenfor var det noksa vilkarlig hvilket bryst-
omfang vi tok for oss. Noe tilsvarende som det som er nevnt
for dette brystomfanget gjelder for et hvilket som helst alttu-
elt brystomfang. Vi kan derfor tillate oss & oppfatte X, som
en matematisk variabel som vi selv spesifiserer verdien av, og

vi kaller den en uavhengig variabel., Siden vi bruker brystom-

Tanget til & forklare vekten, blir brystomfange® ogsd kalt

en forklaringsvariabel. Vekten kalles avhengipg variabel.

Den modellen vi vil sette opp for sammenhengen mellom
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brystomfang og vekt spesifiserer at E(gOJU§=x1) er en funksjon

av x,. For hvert aktuelt brystomfang kan det tenkes & finnes

.
mange forskjellige vekter, men bare en betinget forventning

for wvekten. For hver gang vi tar for oss et nytt aktuelt bryst-
omfang far vi & gjere med en ny betinget forventning for vek-
ten. Vi tenker oss nd at den betingede forventningen for vek-

ten er en funksjon av brystomfanget i vedkommende subunivers.

Denne funksjonen kaller vi regresjonsfunksjonen for vekten

med hensyn pa brystomfanget.

x, = = -
E(zoi§1 x1) for

o Regresjonslinje
ventning for vekten, ,
ke J‘\ fﬁ?kg
I-f
I e R |
= ‘ i
B (x| 2% ) : ,
| I
‘ ) e = | i
E(Eo!?irxﬁ) A / ! o
,/ [, | Eoy
o3 '/ ! by
d i ! I '\
k,q > .
0 X9 X0 -1 em X7—2§?Stom ang,

Fig. 11. Tenkt regresjonslinje for vekt med hensyn pd bryst-
omfang.

Forholdet er illustrert nmrmere i fig. 11. For enkelthets
skyld har vi der tenkt oss at regresjonsfunkejonen er lineesr
slik at den fremstiller en rett linje. En slik linje blir

kalt en regresjonslinje. Som alle andre linjer har den selv-

sagt en matematisk likning, og denne kan skrives pd felgende

méte:

(98) E(Eoix1) =<i,+/gx1b

Koeffisienten‘ﬁ blir kalt regresicnskoeffisienten.
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I fig. 11 er x.

, o8 E(_}gO §.=X1) mdlt langs henholdsvis

i
abscisse-aksen og ordinataksen, og regresjonslinjen er tegnet
inn., Det stykket linjen skjerer av ordinataksen er lik ol og
linjens vinkelkoeffisient er lik f?.
Tar vi for oss brystomfanget X4y, Vil noen kuer med dette
brystomfanget ha store vekter mens andre har smd vekster.
Dette har en forsgkt o antyde ved &4 skissere en fordelings-
funksjon (i en litt uvanlig stilling), idet en tenker seg at
vi ogsd mAler faktiske vekter, X, langs ordinataksen. For-
ventningen for vekten i det subunivers hvor alle kuer har bryst-
omfange’t X4 €T 1lik E(§0[§?=X?1) som ogst er avmerket pad figuren.
Tar vi for oss et annet brystomfang, f.eks. brystom~
fanget x40 blir forholdet tilsvarende, som antydet i1 fig. 11.
Regresjonslinjen gir oss altsd alle sammenherende par av
x,=brystomfang og E(gofx?)zbetinget forventning for vekten.
Nar regresjonsfunksjonen antas 4 vare linemr, sier vi

at vi har o gjere med gimpel linesr regresjon., Det er imid-

lertid ingen prisipielle vanskeligheter forbundet med 8 ope-
rere med andre funksjoner som fremstiller krumme linjer, f.eks.

folgende funksjon av 2, grad:
_ : , 2
(99) E(goﬂ Xy )=y +ol,x, +obxl.

Vi sier da at vi har & gjere med krumlinjet regresion.

Vekten av en ku avhenger selvsagt iklre bare av bryst-
omfanget, men ogsd av en rekke andre variable som f.eks. leng-
den, kjettfylden og alderen. Det er ogsi mulig & ta hensyn
til disse variable. Néir vi tar med mer enn én forklaringsvari-

abel sier vi at vi har & gjere med multippel regresion. Vil vi

f.eks. ta med lengden, X, 1 tillegg til brystomfanget, X9

kan regresjonsfunksjonen skrives p. Telgende mite:

(100) E(-X-oiX1X2) =/90 +/81x1 +:,@2X2
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Likningen (100) fremstiller et plan i et 3~-dimensjonalt rom.
Ved & foreta hypotesetesting kan en avgjere hvilke ledd

som eventuelt ber fjernes 1 en gitt hypotetisk regresjonsfunk-

sjon. I det folgende skal vi imidlertid bare behandle regre-

sjonsfunksjoner av formen (98}.

C. Estimering av regresjonsfunksjonen

Hvis vi har en ku med kjent brystomfang, og skal

%11
Tfinne ut pd grunnlag av dette hva kua veier, er det rimelig
4 gjette pd at vekten = E(zojx?1) ={£.+/§x11. Problemet i
praksis er imidlertid at de konstante koeffisientene ol og &
praktisk talt alltid er ukjente. Den feorste oppgaven i regre-
sjonsanalysen blir derfor & estimere ¢ og ﬁ?. Egtimatene vil

vi betegne med henholdsvis a og b, og b vil vi kalle den esti-

merte regresjonskoeffisienten. Vi fir da en estimert regresjons-

funksjon som kan skrives pd denne mdten:

(101) est. E(;le1) =a+b x

Her star est. E(go}xq) for estimert betinget forventning for
X, betinget av x,. Vi md regne med at a # o og at b ¢=ﬁ?,
Derfor vil i alminnelighet ogsd est. E(golx1) i:E(gO!XT)F Vi
pnsker selvsagt at forskjellene skal bli smd. Derfor gjelder
det & bruke et godt estimeringsprinsipp.

Estimeringen av;j.og,g md& bygge pa samnenhgrende verdier
av brystomfang og vekt for et sampel av kuer. Hvis vi f.eks,.
er interessert i NRF-kuer. burde vart sampel helst vere et
random sampel fra universet av NRF-kuer. Etter at kuene er
m&lt og veid kan vi tenke oss at vi avsetter sam enherende

verdier av brystomfang og vekt i et sdkalt spredningsdiagram

eller punktdiagram som vist i fig. 12.
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Det prinsippet som vanligvis blir brukt til estimering

aV'oLpg f?gér under navnet minste kvadraters metode og kan
lettést forklares i tilknytning til fig. 12. Hvis vart sampel
bestédr av n kuer, vil spredningsdiagramnet inneholde n punk-
ter, og disse ligger selvsagt fast. la oss tenke oss at vi

har tegnet inn en linje med koeffisienter a og b gjennom punkt-

svermen som vist p& figuren. Hvis vi lar a variere vil linjen

onvekt9 kg
Y
pd x
/ e
p:d
By x
X 'y kg
. - ’./ X : l
~ [
/ X P
{] o
a 4 P
{ || .
,,'..J Pl
0 1 cm ¥¢= brystomfang, cm

Fig, 12. Spredningsdiagram for sammenhengen mellom bryst-
omfang og vekt med estimert regresjonslinje inn-
tegnet.

bli parallellforskjevet. Lar vi b variere vil linjen bli
dreiet. Ved & variere a og b er det altsd mulig & f& fram alle

tenkelige rette linjer i planet. Minste kvadraters metode

gar ut p&d 4 velge a og b slik at summen av kvadratenc av de

loddrette avstandene fra punkbtene til linjen blir s& liten

som mulig. Dette kravet er oppfylt ndr a og b blir bestemt

etter fglgende formler:

(102) b = 'Z(Xo-io)(x1_i1) _ 23621  _ n
5 (x.-%,)° o 3%y)°
1 i 2}{1 - T



(103) a =X = bX

Minste kvadraters metode har vist seg & fere til esti-
matorer scm har visse gnskelige egenskaper. Bl.a., vil vi ha

at E(b) =f2under noksa generelle betingelser.

D. Korrelasjonskoeffisienten

Nar en har estimert en regresjonslinje (101), er det
vanlig & regne ut en steorrelse r som gjerne blir kalt korre-
las jonskoeffisienten. Det ville vere mer korrekt & bruke

betegnelsen den estimerte korrelasjonskoeffisienten eller

den empiriske korrelasjonskoeffisienten. r blir nemlig reg-
net ut pd grunnlag av observasjonene i samplet, og den kan
i mange tilfelle betraktes som et estimat av en tilsvarende
sterrelse i universet som vi betegner med symbolet /°(gresk

r, leses ro). Det er'/)som ber kalles korrelasjonskoeffisi-

enten. For & skille den fra r kan en eventuelt bruke be-
tegnelsen den teoretiske korrelasjonskoeffisienten. Vi skal
i det feglgende ikke oppholde oss ved /3, men se litt nermere
P& r.

Den estimerte korrelasjonskoeffisienten r har alltid
samme fortegn som b, og den tilfredsstiller alltid felgende
uttrykk:

(104) -1

HA
TN

r 1

Formelen for r kan skrives pd felgende mite:

3x X
g(x -X )(x X ) EXOX? - -_%E—l—

(105) r =

n

V§(X -X, E(X -x ) \/[Z 2 3 0 }’“ (£X1):j
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r kan oppfattes som et mdl for hvor tett punktene i fig.

12 ligger inn til den estimerte regresjonslinjen, Hvis punk-
tene ligger tett inn til linjen er r ner | hvis b er
positiv og ner ~1 hvis b er negativ. Hvis punktene ligger
spredt helt vilkirlig i planet vil b3de b og r vare lik
O« To estimerte regresjonslinjer som har samme a 0g samme
b og som er cstimert pa grunnlag av det samme antall obser-
vasjoner vil ha forskjellig r hvis punktenes spredning om-
kring linjen ikke er like stor i de”to tilfelle., I fig. 13
har en antydet noen situasjoner med forskjellig r. (r er

ikke utregnet eksakt, )

Fig. 13. Eksempler pa spredningsdiagram med estimerte regre-
sjonslinjer inntegnet og korrelasjonskoeffisienter
oppgitt.
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Av (102) og (105) ser vi at b og r har samme teller.
Hvis r=0 er ogsd =0, og da er a:ic i felge (103).

Det hender ofte at en regner ut r uten & regne ut a
og b. Hvis det er en sterk positiv eller negativ samvaria-
sjon mellom X, 08 X, vil r bli ner 1 i tallverdi. Hvis

det er liten samvariasjon i de to rekker av tall vil r vere

et tall i nsrheten av 0.

E. Xonfidensintervall for £, Hypotesetesting
4

Pa grunnlag av visse forutsetninger er det mulig & be-
regne et konfidensintervall for fgu Disse forutsetningene
innebzrer bl.a. at de betingede fordelingsfunksjonene som er
omtalt i tillmytning til fig. 11 alle er normale og at para-
meteren § er den samme i dem alle.,

Konfidensintervallet kanr beregnes ved hjelp av folgende

formler:
(106) Konfidensgrenser for /Q: bIa Sy,
(107) f=n-2
2
(Tx )
5 11 E(XO—EO)Q 112 EXE -——151——
(108) p T 1o - \2 = n-2 > RV
Z(X1-X1 ) 2 (ix] )'_
2XT ———
1 n

Tallet & finnes i tabell I ndr vi gér inn ned den enskede
konfidenssannsynligheten Q og T = n-2,
Konfidensintervallet kan brukes pd vanlig méte til &
teste hypoteser om /9. Hvis vi har en hypotese, Ho som gar
ut péd at ﬁ?zjéb, kan vi teste hypotesen pé& folgende mate:
Hvis/QO viser seg 4 ligge mellom konfidensgrensene kan hypo-

tesen ikke forkastes. Ligger/SO utenfor konfidensintervallet,
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ma Ho forkastes. Signifikansnivi8et, P er lik 1 minus
konfidenssannsynligheten, Q. (HA forutsettes her & vere to-sidige)

En hypotese av spesiell interesse er nullhypotesen
Ho:f3= O. Nar vi har beregnet et konfidensintervall ber vi
derfor alltid legge merke +til om konfidensgrensene har for-
skjellige fortegn. Hvis dette er tilfelle, er det ingen
signifikant sammenheng mellom x, og forventningen (be-
tinget forventning) for X5- Hvis X4, som i vart eksempel,
er & oppfatte som verdien av en random variabel Xqs sier
vi da ogsd at det ikke er noen piviselig korrelasjon mellom
X, 08 X,.

Hvis /°= O sier vi at det ikke er noen korrelasjon mel-
lom x, og x,. I et slikt tilfelle vil ogsé.%?v&me lik O.

Siden r exr et estimat av /ﬂ, vil en r‘ som ligger
i nerheten av 0 kunne tyde pa at /Dz 0 og f?: 0. En r
som har stor tallverdi vil derimot tyde p2 at nullhypotesen
md forkastes. r gir oss en god pekepinn, men feor vi trek-
ker en konklusjon ber vi foreta hypotesetesting som vist

ovenfor,

¥, DMer om bruken av regresjonsanalysen

I praksis viser det seg at en ofte fir forbausende gode
resultater med simpel linesr regresjon. En linemr resgresjons-
funksjon m& imidlertid oftest betraktes som en tilnermelse
til den egentlige regresjonsfunksjonen som kan vere krumlin-
Jet. Tilnermelsen kan bli meget god nér en har & gjore med
et relativt begrenset intervall av x1-verdier. Tar vi for
oss regresjonslinjen i fig. 11, er det klart at den ikke har

noen praktisk mening for brystomfang péd O cm., Kuer med dette

brystomfang vil - i felge figuren veie dl kg.
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N&r en anvender en estimert regresjonsfunksjon til a
beregne est. E(§O|x1) ber en avstd fra & bruke x,-verdier
som ligger utenfor det intervallet av x?verdier som er rep-
presentert 1 det samplet som estimeringen av regresjonsfunk-
sjonen bygde pd. En skal med andre ord helst ikke ekstra-
polere en estimert regresjonsfunksjon. Det kan nenmlig tenkes

at den egentlige regresjonsfunksjonen avviker sterk:t fra &

vere lineszr utenfor det nevnte intervaliet.

Vi har hittil tenkt oss at X4 star for verdier av en
random variabel X4. Regresjonsanalysen kan ogsé brukes i
mgnge tilfelle da Xy star for tall som vi selv har valt og
som ikke er & oppfatte som verdier av en random variabel.
Dette er typisk i mange eksperimentelle situasjoner. Ia oss
tenke oss at vi har en rekke forsgksdyr av et bestemt slag
og at vi gnsker 4 studere sammenhengen mellem X, = tilvekst
i en bestemt periode (kg) og x, = tilfersel av et bestemt
vitamin (internasjonale enheter pr. dag). I en slik situa-
sjon er det opp til oss selv &4 avgjore hvilke vitamindoser
vi vil anvende. Det er derfor ikke naturlig eller hensikts-
messig & oppfatte X4 som verdier av en random variabel Xqe
I vért foreghende eksempel var forholdet annerledes. Der had-
de vi ikke selv noen innflytelse péd hvilke brystemfang vi kom
til & observere da vi skaffet oss vadrt sampel.

Regresjonsanalysen blir den samme enten X, er verdier
av en random variabel eller ikke. Vi skal imidlertid merke
oss at tolkningen av r Dblir 1litt annerledes enn feor i det
sistnevnte tilfellet. r Dblir fremdeles et mil for punkt-
enes spredning omkring den estimerte regresjonslinjen, men

kan ikke lenger oppfatites som et estimat av /Qq Sterrelsen
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av r vil bli pavirket av hvilke x1~verdier vi velger,

Derfor ber vi vere 1litt forsiktige med & trekke slutninger
om}ﬁ?pé grunnlag av r 1 en slik situasjon.

For & vere sikker pd & oppdage eventuell tendens til
krumning, ber en velge x1—verdiene slik at de dekker hele
det aktuelle intervallet for Xq1. Hvis en kunne vsre sikker
pd at regresjonen var linezr, burde en velge x1-verdier som
184 1 ytterpunktene av intervallet. Da ville en f& den beste
estimeringen av /9.

Regresjonsanalysen brukes ofte til & estimere en ster-
relse pa grunnlag av en annen, men den brukes ogséd til &
studere &rsakssammenhenger. En ber vere litt reservert nir
det gjelder & oppdage nye &rsakssammenhenger ved hjelp av
regresjonsanalyse. Tilfeldigheter kan fere til at en "opp-
dager" ting som ikke er der. Regelen ber vel vere at regre-
s jonsanalysen brukes til & bekrefte og tallfeste Srsakssam-
menhenger som en pa faglig grunnlag hadde mistanke om var

der fgr data ble samlet inn.
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XIII. Kji-kvadrat test

Den fordelingsfunksjonen som kalles kji-kvadrat-for-

delingen har mange anvendelser i forbindelse med hypotesetesting.
Vi skal ved hjelp av eksempler beskrive bruken av et par test-

metoder som gar ut pé & teste hypoteser om sannsynligheter.

Navnet kji-kvadrat kommer av at den testvariabelen vi
bruker gjerne far betegnelsen}:z, altsd kvadratet av X . Den

greske bokstaven % svarer til vBr ch og uttales kji.

A, Hypotetiske sannsynligheter i et enkelt univers

I et krysningsforsek ble maisplanter med rede og melne
korn krysset med planter med hvite og glasne korn. Hos avkommet
fant en da planter med E1= rede og melne korn, Eo= rgde og
glasne korn, E3= hvite og melne korn og E4: hvite og glasne

korn. Antall planter med disse kjennetegn var:

E E2 E B

3 4
447 140 132 49

1

Vi ensker & teste en hypotese som gdr ut pd at P(E,IU) = 9/16,
P(B,IU) = P(E5IU) = 3/16 og P(E41U) = 1/16.

Testingsteknikken gdr ut pd at vi regner ut en sterrelse
}12 som rent praktisk sett kan oppfattes som et m&l for hvor dir-
lig vire data synes 4 stemme overens med hiypotesen. Er'X? et
stort tall, forkaster vi hypotesen, Utregningen av‘k2 kan set-

tes opp i tabellform p& folgende méte:
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Tabell 5. Utregning avﬂX2 frr et krysningsforsek med mais

(1) (2) (3) (4)  (5) (6) (7)

(2. -np.)

e . 2 i i

Kjennetegn, B, Z; P4 np;  2i-npy (Zi—npi) i,

E,=rede og melne 447 9/16 432 15 225 0,521
E,=rode og glasne 140 3/16 144 -4 16 0,111
Ez=hvite og melne 132 3/16 144  -12 144 1,000
B,=hvite og glasne 49 1/16 48 1 1 0,021

n=768 1 - a=768 0O %2= 1,653

I kolomne (1) i tabell 5 har en fort opp de forskjellige
kategorier av avkom som kan forekomme. Disse kategoriene mi all-
tid vere uttemmwende og ikke overlappende. Ethvert avkom mé altss
xrunne henferes til en og bare en kategori., Antall kategorier
(antall kjennetegn) vil vi betegne med m som er lik 4 i vArt
eksempel. Kolonne (2) inneholder den observerte absolutte fre-
kvensen Z; for kjennetegnet E; (1=1,2,...,m). Summen f%&zi vil
vi betegne med n som er lik 768 i cksemplet. n er altsd sampel-
sterrelsen. De 768 avkom mi nemlig oppfattes som et sampel fra et
univers. U av avkom etter denne spesielle type krysning. Kolonne
(3) inneholder den hypotetiske sannsynligheten 18] for Ei i
universet U (i=1,2,...,m). Swmen av tallene i kolonne (3) md
alltid vere lik 1. Vi kan si at kolomne (2) beskriver virt sam-
pel, mens kolonne (3) beskriver universet slik det er i folge
hypotesen.

I kolonne (4) har vi fert opp forventningen np; for antall
avkom med kjennetegnet Ei (i=1,2,...,m). I vart eksempel er np;
et helt tall for alle i, men slik er det ikke alltid. At np; er
en forventning er kanskje ikke umiddelbart innlysende for alle,

men intuitivt er det ikke vanskelig & vmre med pd dette. Hvis vi
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tenker oss en situasjon med bare to kjennetegn, f.eks. E1 og

iE1 vil det vi har gjennomgitt om binomialfordelingen gi oss det

ngdvendige bakgrunnsstoff for forstuelsen.

Legg merke til at summen av kolonne (4) alltid blir lik n.
Kolonne (2) og (4) er altsd helt samaenliknbare. Kolonne (2) gir
oss den observerte fordelingen av de 768 avkom mens (4) gir oss
den forventede fordelingen, dvs. den fordelingen vi ville f& i
"gjennomsnitt" for en uendelighet av sampler, alle pd n=768 av-
kom., En testing av hypotesen vil derfor kunne foretas ved & sam-
menlikne kolonne (2) og kolonne (4). Det ville f.eks. ikke vere
unaturlig 4 se pa differensene melilom disse kolonnene. Dette er
gjort i kolonne (5).

Hvis hypotesen synes & stemme dirlig overens med vare data,
vil avvikene mellom observert og forventet resultat i kolonne (5)
bli store i tallverdi. Bn nerliggende ferste tanke kunne vmre &
summere disse avvikene og bruke summen som et m31l for hvor darlig
hypotesen synes & stemme med vAre data. Denne summen vil imidler-
tid alltid bli O, Hvis det blir for mange avkom i en kategori i
forhold til det forventede antall, vil det nemlig alltid bli et
tilsvarende antall for f4 i de gvrige kategorier.

For & eliminere dette fortegnsproblemet kunne vi kvadrere
avvikene som vist 1 kolomne (6). Men heller ikke summen av tallene
i kolonne (6) er noe godt mdl for hypotesens tilsynelatende "d&r-
lighet". I feorste linje 1 tabell 5 ser vi f.eks. at Zi-npi=15
mens np;=432. Avviket pd 15 er kanskje ikke serlig stort,; men
hvis np; hadde vert f.eks., 20, ville de fleste av oss ha sagt at
et avvik pa 15 er stort. Det er altsd rimelig &4 se avvikene og
dermed ogséd de kvadrerte avvikene i forhold til det forventede
resultat, np; . Dette er gjort i kolonne (7) hvor en har dividert

tallene i kolonne (6) med np, -
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Summen av tallene i-kolonne (6) er det sekte kji-kvadrat.
Dette vil selvsagt alltid vare positivi, men forevrig kan det ha
en hvilken som helst verdi. Hypotesen kan tenkes & vsre riktig
unansett hvor stort tallet X?er, Men det skulle vare klart at e’
stort'x2 gir oss storre grunn til skepsis overfor hypotesen enn

et lite }?, (Hvis‘x? er et tall meget ner 0, kan det vere grunn

til mistanke om regnefeil, falske data e.l., men vi ser bort fra
slike ting her.)

Sporsmidlet er hvor stortsz m2 vaere for at vi skal bestemme

oss for & forkaste hypotesen. Kji-kvadratfordelingen gir oss et
hjelpemiddel il & avgjgfe dette. Under forutsetning av at hypo-
tesen er riktig kan det nemlig bevises at tallet % = 1,653 som
vi har regnet ut er en verdi av en random variabel'§2 som er til-
nermet fordelt etter kji-kvadratfordelingen. Grafen til kji-
kvadratfordelingen har et liknende forlep som grafen til F-for-
delingen, med en lang "hale" til hoyre. Kji-kvadratfordelingen
har en parameter f som kalles antall frihetsgrader. I den type
problem som vi har & gjere med i dette avsnittet blir f bestenmt

etter folgende formel:

(109) £ = m—1

Vi skal ikke gjenta her prinsippene for hypotesetesting,
men viser til tidligere avsnitt. I vArt eksempel blir f= 4-1 = 3,
Hvis vi har bestemt oss for & bruke signifikansniviet P=0,05,
finner vi i tabell V at den kritiske verdien av 12 er a=7,815,

Siden tallet 12 = 1,653 som vi har funnet er mindre enn a kan

vi ikke forkaste hypotesen. Siden dette ikke er en null-hypotese,

men en naturvitenskapelig hypotese som er stilt opp pd grunnlag

av Mendels lover, kan det da vare grunn til & akseptere hypotesen.
La oss til slutt ta med et lite forbehold, Den random vari-

able vi har 4 gjere med er bare tilnmrmet kji-kvadrat fordelt.
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Tilnzrmelsen blir gjerne ansett for & vere god nok s& lenge alle

tallene np; er i det minste lik 5. Hvis kravet ikke er oppfylt
kan vi bete p&d dette ved & slid sammen visse kategorier og be-
regne et kji-kvadrat p& grunnlag av et mindre antall kategorier.
Hvis f.eks. np; 1 tabell 5 hadde vert 4 i stedet for 48, kunne
vi ha lagt sammen Zi 08 Dy for E3 og E4 og beregnet et nytt }12

hvor m var 1lik 3,

B, Ukjente sannsynligheter som i folge hypotesen

er de samme i flere universer

Vi skal se p& en type til av X°-test som det er svert nyttig
& ha kjennskap til.

I feolgende oppstilling angir tallene Zij antall vaksinerte
personer angrepet av kopper, ordnet etter antall &r som har gitt

siden de ble vaksinert og etter graden av angrepet.

Antall &r Hards Lett
siden angrepne angrepne
vaksinas jon E1 E2 Sum
0-25 Z11=165 221=324 n1=487
25-45 Z12=483 222=449 ﬂ2=932
Sum 646 173 1419

Vi gnsker & undersgke om det pd grunnlag av disse data kan pd-
vises at tiden som har gitt fra vaksinasjonen %il sykdomsan-
grepet, har noen betydning for graden av angrepet.

Universet U av alle personer som er angrepet av kopper og
som er vaksinert for 0-45 &r siden kan deles i to subuniverser
etter hvor mange &r det er gdtt siden vaksinasjonen. I universet

U, er det gdtt 0-25 8r og i U, 25-50 &r. Fra U, har vi et {for-

1



- 145

hépentlig random) sampel Pa m1=487 personer og fra U2 et sam-

pel pé ﬁ2=932 personer. For & f& besvart virt spersmil,

stiller

vi opp en null-hypotese som gdr ut pd at P(E1‘U1) = P(E1'U2),

(Hypotesen innebmrer selvfolgelig ogsé at P(E2{U1) = P(EglU

5o )

E1 0g Eg er nemlig motsatte kjennetegn. Det folger videre at
P(E,[U,) = P(B,|U) og at P(By|Upy) = B(B,|U). ALt i elt ken vi

si noe upresist at hypotesen innebsrer at tal~"

lene i de tre linjene i oppstillingen ovenfor kan ventes & ha

en tendens til & vare proporsjonale.)

Utregningen av 7[2

for dette eksemplet kan foretas pi

lTiknende mite som i tabell 5, men vi m8 nd ha en dobbel tabell.

Porste del av denne tabellen bygger pd tallene i forste linje i

oppstillingen (0-25 ar), og andre del bygger pd tallene i annen

linje (25-45 &r),.

Vi mangler sannsynligheter & sette inn 1 tabellene, men

disse estimeres pa grunnlag av sumtallene i siste linje i opp-

stillingen. Vi fir:

Tabell 6.

0-25 ar:

Kjenne~

Est. P(EilU)

A
= p'f =
est. P(B,|U) = B, = 773/1419 = 0,54475 1-B,.
Utregningen for & finne X2

er vist i tabell 6.

646/1419 = 0,45525 og

Utregning av 31 for data over vaksinerte personer
angrepet av kopper.

2
o {ZimBy)

P pre A N .
tegn Eg Zi? Py 1994 Z34q= 1P (Zi1ﬁm1p1 n, B,
E, 163 0,45525 221,70675 -58,70675  3446,48 15,545
B, 524 0,54475 265,29325  58,70675  3446,48 12,991
=487  1,00000 487,00000 0 o .
25245 &x: 1 (24pmn0B;
Kjenne- A A " ~ _ :
toan,B,  Zi2 B3 BpPy 2ip7PpPy  (Z3pmpBy )" oy
B, 483 0,45525 424,29300 58,70700  3446,51 8,123
E, 449 0,54475 507,70700 -58,70700  3446,51 6,788
n,= 932 1,00000 932,00000 0 W =43, 447
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Utregningen av 3(2 skulle ikke trenge nsmrmere kommentar.

Ogsd i dette tilfelle er det slik at et stort ?? gjer oss mis-
tenkelige overfor hypotesen. Et stort '12 er nemlig et tegn pd at
linjene i den opprinnelige oppstillingen av vire data avviker
sterkt fra & vare proporsjonale. Dette kan leseren overbevige

seg om ved et logisk resonnement eller ved & konstruere kunstige
sett av data. Et sett av data hvor linjene er eksakt proporsjonale
vil f.,eks. gi et'x2 som er eksakt lik O,

Det skulle vere klart at jo mer de nevnte linjene avviker
fra & vere proporsjonale, desto ddrligere kan vi si at vAre data
synes & stemme overens med hypotesen.

Hvor stort “xz md vere for at vi skal forkaste hypotesen
blir avgjort pd grunnlag av tabell V. Det kan nemlig vises at
under forutsetning av at hypotesen er riktig er tallet 362 en
verdi av en random variabel 22 som tilnmrmet felger kji-kvadrat-
fordelingen.

Den metodikken vi né har gjennomgdtt kan brukes ogsd 1 til-
felle hvor vi har flere emn to kjennetegn E1 og E2 og/eller flere
enn to subuniverser U1 0g U2. Har vi f.eks., m kjennebtegn Ei

og k universer, U., vil en tabell som svarer til tabell 6 mitte

J
inneholde k deltabeller og hver av disse deltabellene vil inne-
holde m linjer,

I oppgaver av denne type kan antall frihetsgrader bestenm-

mes etter fglgende formel:
(110) £ = (k-1)(m-1)

I vart eksempel far vi f = (2-1)(2-1) = 1. Bruker vi signi-
fikansnivaet P = 0,05, finner vi i tabell V at a = 3,841, Var
}:2 som er 1ik 43,447 er derfor signifikant og nullhypotesen mi

folgelig forkastes. Av den opprinnelige dataoppstillingen trekker



vi da den konklusjonen at det er relativt flest hardt an-~
grepne i den gruppen som er vaksinert for 25-45 Ar siden,

Ogsd ved denne typen xz—test md en stille det krav at
nj.pi alltid skal vere i det minste 1lik 5,

Den beregningsmaten for x2 som er vist i tabell 6 er
nok ikke den enklest mulige, men den har den fordelen at den
bygger pd det samme grunnskjemaet som vi brukte i tabell 5 og
som vi senere skal bruke i tabell 7. Som vi har sett gir
Beregningsméten ogsd et innblikk i hva xz gir uttrykk for

uten at vi behever & innfere nye statistiske begreper.

C. En hypotese om at en random variabel folger

en spesiell fordelingsfunksjon

Den neste testmetoden vi skal se pd minner sterkt om
metoden som ble gjennomgdtt under punkt A, Forskjellen er at
de hypotetiske sannsynlighetene md regnes ut p& grunnlag av
en hypotetisk fordelingsfunksjon og at frihetsgradene derfor
bestemmes anderledes.

Vi vil bruke oppgaven pad s. 61 og s. 68 som eksempel,

P& s, 61 stilte vi opp en frekvensfordeling for antall celler
av et bestemt slag pr. preve av en vevsvaske. P& s. 68 under-
sekte vi om antall celler pr. preve kunne antas & vere en
random variabel som fulgte Poissons fordelingsfunksjon. Vi
sammenliknet derfor de relative frekvensene i samplet med de
tilsvarende sannsynlighetene som ble regnet ut ved hjelp av
Poissons fordélingsfunksjon. For & kunne regne ut sannsynlig-
hetene midtte vi ha et tall for parameteren m. Denne ble esti~
mert ved & sette m=X. Problemet var at vi ikke visste hvor

god overensstemmelsen mellom de relative frekvensene og de
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tilsvarende sannsynlighetene mitte vere for & kunne karakteri-
seres som tilfredsstillende. Dette problemet skal vi lese na.

Vi setter opp en hypotese, Ho som gdr ut pd at antall
celler feolger Poissons fordeling. Det kan bevises at denne
hypotesen kan testes ved 4 regne ut et kji-kvadrat pd en méte
som svarer helt til det som ble gjort i tabell 5. Utregningen
er vist i tabell 7.

Tabell 7. Utregning av xz for data over antall celler av
et bestemt slag i prever av en vevsvaske,

2
(Zlﬁnpi)

, 2
X 2; py  wpy Zy-npy (Z;-npy) np;
0 6 0,0665 6,65 -0,65 0,4225 0,0635
1 16 0,1803 18,03 -2,03 h,1209 0,2286
2 24 0,2443 24,43 -0,43 0,1849 0,0076
3 22 0,2207 22,07 =~0,07 0,0049 0,0002
Y 23 0,1495 14,95 8,05 64,8025 4,3346
5 6 0,0810 8,10 -2,10 L4,4100 0, 5444
6 og
storre 3 0,0577 5,77 =2,77 7,6729 1,3298
=100 1,0000 100,00 O &%;ié;igél_

f=t—top et}

Antall frihetsgrader bestemmes nd etter en formel som
likner p& formel (109), s. 143, nemlig
(111) f = m=1-c
hvor m som f®r er antall frekvenser vi har brukt (antall
linjer i tabellen) og ¢ er antall parametre i den hypote-
tiske fordelingsfunksjonen som vi har mdttet estimere ved
hjelp av observasjonene i samplet. T vAart eksempel har vi
mattet estimere 1 ukjent parameter, nemlig m. Felgelig er
c=1 og f=m~1-c=7-1-1=5., Hvis vi velger signifikansniviet

2
=0,05 finner vi i tabell V at a=11,070. Det % vi har



funnet er altsd ikke signifikant., Hypotesen HO om at antall
celler felger Poissons fordelingsfunksjon (i hele universet
av prever) kan altsi ikke forkastes.

Ogsd ved denne type av x?-test er det et krav av np
ikke skal vaere mindre enn 5. I tabell 7 er den minste verdien
av np, lik 5,77. Hvis vi ikke hadde slatt sammen alile X-verdier
fra 6 og oppover, ville imidlertid np, ha blitt mindre enn 5
for disse verdiene.,

Denne testmetoden kan ogsid brukes nir vi har 4 gjere
med en kontinuerlig random variabel, T slike tilfelle wvil
tallene i 1. kolonne i tabell 7 ikke bestd av X-verdier, men
av intervaller (klasser) for X-verdiene. Sannsynlighetene Py
vil vere arealer som vi kan beregne ved integrering eller

ved numeriske metoder (i noen tilfelle kan vi ogsid bruke

publiserte tabeller).



FACIT TIL OVELSENE OG OPPGAVENE

gvelse 2, s,13: Ja. Pvelse 3, s. 13: To kjennetegn E. og E

1 2
som kan forekomme i et univers, U er uavhengige hvis og bare hvis

P(E1E2|U) = P(E,|U) P(E,|U). {Uavhengighetskriteriet kan ogs&

formuleres pd andre miter.,) @Qvelse 4, s, 13: Béde-og setningen,
P(E1E2E3[U) = P(E1]U) P(EZIUE1) P(EBIUE1E2). Javhengighets-

kriteriet, P(E1E2E3IU) = P(E1|U) P(E2|U) P(E3|U); gvelse 5, s, 1h:

P(E, |U)=1/5. P(E,|U)=11/20. P(E, |UE,)=3/11, P(E, [UB,)=3/4.
P(E1E2|U)=3/204 P(E2E1|U)=3/2o° Vi far 3/2o=3/go i begge
tilfelle. B,og E, er ikke uavhengige kjennetegn, P(enten B,
eller E, oller I.E,[U) = P(E1}U)+P(E2|U)-P(ETE2]U); Bvelse 6,
gé_lﬁf Vi har uavhengighet mellom alle de nevnte par av kjennce
tegn, Hvis vi har uvavhengighet mellom et av de nevnte nar av
kjennetegn i en slik situasjon vil alle lingjene i tabellen bli
propqrsjonale og alle kolonnene i tabellen vil bli proporsjo-

nale, Dermed vil vi automatisk f& alle de uavhengighetene som

er nevnt, @velse 7, s, 15: =a) 1/2, b) 1/6, e) 3/k, Hvis

ett og kun ett av m mulige alternativer md& inntreffe og hvis
alle m alternativene har samme sennsynlighet ut fra a priori
betraktninger vil sannsyniighetenl for et kjennetegn vere antall
alternativer som er "gunstige" for dette jiennetegnet dividert
med m (den klassiske definisjonen'av en sannsynlighet);

Ovelse 8, s, 165 Ta ut et sampel, Samplet ber vere random.

Ovelse 9, s, 17: MNei, Sannsynligheten for & gjette riktig

ville bli 5/9 som er mindre enn 2/3 som er sannsynligheten for
& gjette riktig hvis jeg alltid sier at han er fra landet.

gveise 10, s, 23: Ved 1, trekning er P(okseIU)=13/25=O,52;

Ved 2. trekning er P(okselU okse 1, gang)=12/24=0,50 mens

P(okse'U kvige 1. gang)=13/24=0,55, @Qvelse 11, s, 24: a)
P4=0,2700, b) P(=0,0531, P,=0,2300, P, =0,3738. P,=0,0731,

c) Summen er 1 fordi det ikke finnes andre miligheter,

@velse 12, s, 25: 1/8, @velse 13, s, 25: 0,0729, @velse

b, s, 25: a) 1/32h, b) 1/36. ¢) 38/324k, Oppgave, s. 37:

a) 1/48., b) 7/2k, ¢) 3/b. Ovelse 15, s 43: 2,08,
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gvelse 18, s. 46: u=1,6. 0°=0,640, b) 0,027. @velse 19,

s. 46z 02:0,998&; gvelse 19b, s, 46: Forventningen er 1 i
alle tre tilfelle, Standardavviket er hemholdsvis V2/3 ,
JT?E_ og 0. Standardavviket er forskjellig nid grunn av at
sannsynlighetene er forskjellige i de tre universene, gvelse

19c, sz 48: P(X2160 eller X2192)€0,25. @yelse 20b, s, U8:

P(u-a X<yta )21-1/a2. Her m& a1, Oppgave s. 611 X=2,71.

s=1,h7; Se ogsd oppgave s, 68, Oppgave s, 68:

X 0 1 2 3 L 5 6 7
z/n_ 0,06 0,16 0,24 0,22 0,23 0,06 0,02 0,01
£(X) 0,0665 0,1803 0,2443 0,2207 0,1495 0,0810 0,0366 0,0142

Gvelse 24, s, 92: 31,8 og Lkh,8, @velse 26, s, 97: Xonfi-

densgrensene for forventningen for differensen mellom vekton

av venstre og heyre nyre er 0,34 og 2,32, @Qvelse 27, s. 98:

Det kan vere onskelig at vektene ikte varierer for nye (jevn

kvalitet). @velse 28, s, 102 -0,18 og 7,18; @velse 30,

s. 104: 0,4862 og 0,5502, @velse 31IT, s, 104: 0,0168 og

0,0530, @velse 31III, s, 104: =0,57 og 0,82, @velse 31 IV,

s. 104k: 0,1 og 7,1. Qvelse 32, s, 121: H_: Forventningen

for lengden er den samme i alle tre gruppene; F=5,924,

a=F, 05(2,30)=3,32. Hy mé& forkastes pd 5%-niviet. Ovelse 33,
’

s. 128: F=69,3, a=FO,05(3,12)=3,M9. F er signifikant pd 5%-

nivéet, HO forkastes. Det er paviselig forskjell pd for-

ventningen for blomstringstiden for de L4 artene,



Tabell 1

Students ¢t

P
£
0,05 0,01
1 12,706 63,657
2 4,303 9.925
3 3,182 5. 841
4 2.776 4,604
5 2.571 4,032
6 2,447 3,707
7 2.365 3,499
8 2.306 3.355
9 2,262 3,250
10 2,228 3,169
11 2. 201 3,106
12 2.179 3.055
13 2.160 3,012
14 2.145 2.977
15 . 2.131 2,94
16 2.120 2.921
17 2.110 2,898
18 2,101 2,873
19 2,093 2.861
20 2,086 2.845
21 2.080 2,031
22 2.074 2.819
23 2,069 2,807
24 2,064 2.797
25 2,060 2.787
26 2.056 2.779
27 2,052 2,771
28 2,048 2.76%
29 2.045 2.756
30 2,042 2,750
40 2.021 2.704
60 2,000 2.660
120 1.980 2.617

1.960C 2.576



fFor nevmen

Tabell II. Varisnskvotienten F. P

& £ for teller.
AN 2 3 4 5 6 7 8 q 10
1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 23%6,8 238,9 240,5 241,9
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,36 19,40
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,890 8,85 8,81 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,006
7T 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
B 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,1
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
1% 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,83% 2,77 2,71 2,67
14~ 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 .3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,5 2,54
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45
18 4,41 3%,5%5 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,6% 2,54 2,48 2,42 2,38
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,32 2,35
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32
22 4,30 3,44 3,05 2,82 . 2,66 2,55 2,46 2,40 2,3 2,30
2% 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27
24 4,26 3,40 3,001 2,78 2,62 2,51 2,42 2,3 2,30 2,25
25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24
26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2,24 2,19
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,4% 2,35 2,28 2,22 2,18
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,1
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08
60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 1,91
o 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 2,01 1,9 1,88 1,83



Tabell II. Varianskvotienten ¥, P = 0,05
1 f for teller.
Vo
' 12 15 20 24 20 40 60 120 o0

1 243,9 245,9 248,0 249,0 250,1 251,1 252,2 253,53 254,3
2 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
3 §774 8,70 8,66 8,64 B,62 8,59 3,57 8,55 8,5%
4 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63
5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36
6 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67
7 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23
38 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93
9 3,07 3,00 2,94 2,90 2,8 2,83 2,79 2,75 2,71
10 2,9 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 2.54
11 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 2,40
12 2,69 2,62 2,5, 2,50 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
13 2,60 2,53 2,46 2,42 2,%8 2,34 2,3%0 2,25 2,21
14 2,53 2,46 2,39 2,357 2,31 2,27 2,22 2,18 2,13
15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01
< 17 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96
v 18 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
E 19 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 1,88
v 20 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
21 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87 1,81
.§ 22 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,78
23 2,20 2,13 2,05 2,00 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76
“ 24 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
25 2,16 2,09  2,0% 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71
26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,13 2,06 1,97 1,95 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 2,12 2,04 1,9 1,91 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65
29 2,10 2,03 1,94 1,90 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64
30 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
40 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
60 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39
120 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
oo 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,22 1.00



»

Tabell IV.. Varienskvotienten F. P = 0,01

e A N T e - e

f for teller,

2 5y 5 6 7 8 9

4999,5 5403 5625 5764 3859 5928 5982 6022
99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39
30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35
18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66
13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16

10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 6,26 8,10 7,98
9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91
8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35

7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94
7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,80 4,74 4,63

12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19
14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03

15 8,68 6,36
16 8,53 6,23

42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89
529 4,77 {,44 4,20 4,03 3,89 3,78

)(’ ﬁar TievrYrer

5

5
17 8,400 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79  %,68
18 8,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 . 3,71 3,60
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,17 3,63 3,52
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46
21 8,02.  5,78. 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40
22 7,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3435
23 , 1,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30
24 7482 5,61 4,72 4,22 34590 3,67 3,50 3,36 3,26
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,65 3,46 3,32 3,22
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18
27 7,68 53549 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15

28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,55 3,36 3,23 3,12
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 - 3,33 3,20 3,09
30 7,5 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
40 1,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89

7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72
120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56

6,64 4,60 3,18 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2441
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Tabell IV, Varianskvotienten F. P = 0,01
b
V £ for teller.
Yo\ 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
1 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 €313 6339 6366
2 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49 99,50
3 27,23 27,05 26,87 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13
4 14,55 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 17,46
5 10,05 9,89 9,72 9,55 9,47 9,38 9,29 9,20 9,11 9,02
6 7,87 1,72 7,56 7,40 7,31 7,23 1,14 1,06 6,97 6,88
7 6,62 6,47 6,31 6,16 6,07 5,99 5,91 5,82 5,74 5,65
8 5,81 5,67 5,52 5,36 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,85
9 5,26 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,57 4,48 4,40 4,31
10 4,85 4,71 4,56 4,41 053 4,25 4,17 4,08 4,00 3,91
1 4,54 4,40 4,25 4,10 4,02 3,94 3,86 3,78 3,69 3,60
12 4,30 4,16 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,45 3,36
13 4,10 3,96 3,82 3,66 3,59 3,51 3,43 3,34 3,25  %,17
14 3,94 3,80 3,66 3,5t 3,43 3,35 3,27 3,18 3,09 3,00
S5 3,80 3,67 3,52 3,37 3,29 3,21 3,13 3,05 2,96 2,87
& 16 3,69 3,55 3,41 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,75
o 17 3,59 3,46 3,31 3,16 3,08 3,00 2,92 2,8% 2,75 2,65
<8 3,51 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,75 2,66 2,57
¢ 19 3,43 3,30 3,15 3,00 2,92 2,84 2,76 2,67 2,56 2,49
¢ 20 3,37 3,23 3,09 2,94 2,86 2,78 2,69 2,61 2,52 2,42
o 21 3,31 3,17 3,03 2,88 2,80 2,72 2,64 2,55 2,46 2,36
.+_22 3,26 3,12 2,98 2,83 2,75 2,67 2,58 2,50 2,40 2,31
23 3,21 3,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,54 2,45 2,35 2,26
24 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,58 2,49 2,40 2,31 2,21
25 3,15 2,99 2,85 2,70 2,62 2,54 2,45 2,36 2,27 2,17
26 3,09 2,96 2,81 2,66 2,58 2,50 2,42 2,33 2,2% 2,13
27 3,06 2,93 2,78 2,63 2,55 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
28 3,05 2,90 2,75 2,60 2,52 2,44 2,35 2,26 2,17 2,06
29 3,00 2,87 2,73 2,57 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,0%
50 2,98 2,84 2,70 2,55 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 2,80 2,66 2,52 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1,%2 1,80
60 2,63 2,50 2,35 2,20 2,12 2,03 1,94 1,84 1,73 1,60
120 2,47 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,66 1,53 1,33
o« 2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,59 1,47 1,32 1,00
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Tabell ¥V, Kjii-kvadrat
P
0,99 0,95 0,05 0,01

1 0,000 0,004 7,841 6,5%

2 0,020 0,103 5,991 9,210

3 0,115 0,352 7,815 11,341

4 0,297 0,711 9,488 13,277

5 0,554 1,145 11,070 15,086

6 0,872 1,635 12,592 16,812
7 1,239 2,167 14,067 18,475
8 1,646 2,753 15,507 20,090

9 2,088 3,325 16,919 21,665
10 2,558 3,940 18,307 23,209
11 3,053 4,575 19,675 24,725
12 3,571 5,226 21,026 26,217
13 4,107 5,892 20,362 27,688
14 4,660 6,571 23,685 29,141
15 5,229 7,261 24,996 30,578
16 5,812 7,962 26,296 32,000
17 6,408 8,672 27,587 33,409
18 7,015 9,390 28,869 34,809
19 7,6%3 10,117 30,144 36,191
20 8,260 10,851 31,410 37,556
21 8,897 11,591 32,671 38,932
22 9,542 12,3%8 35,024 40,289
23 10,196 13,091 35,172 41,638
24 10,856 13,848 56,415 42,980
25 11,524 14,611 37,652 44,314
26 12,198 15,379 38,885 45,642
27 12,879 16,151 40,113 46,963
28 13.565 16,928 41,337 48,278
29 14,256 17,708 42,557 49,588
30 14,95% 18,493 43,773 50,892




