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II INNLEDNING 2

En skikkelig veiviser ber ogsf inneholde en advarsel til den
relsende om de forskjellige farer som reisen kan by p&, og hva
han kan gjere for & unngd dem eller bete pd skadene hvis ulykken
forst er ute,

Tittelen kan gi inntrykk av at dette er en veiviser for reiser
i matematikkens verden. De farer en slik reise byr pd er fi, og
ferer oftest til at den reisende enten avbryter reisen eller foretar
lengere opphold i omrdder med enkle og oversiktlige forhold. (Noen
f4 foretrekker & reise i sovevogn, men det viser seg erfaringsmessig
at disse som regel fdr vanskeligheter ved bilettkontrollen ved rei-
gens slutt. De fleste av disse mé reise om igjen og ber da velge en
mere krevende reisemite.)

Det er forst ndr en prover é bruke dette kompendiet som en
matematisk veiviser for utforsking av vdr egen verden, at spers-
médlet om farer blir mere pAtrengende. Alvoret ved disse farer blir
ikke p& noen mite uttrykt ved de noe uheytidelige linjer ovenfor.

Den naturvitenskapelige metode og matematikkens sentrale rolle
i denne ble forsekt anskueliggjort i kap. I. Den hypotetisk-deduk-
tive metode som representeres ved figuren pd side 8 inneholder et
element som 1 denne forbindelse er viktigere enn de andre, nemlig
overgangen fra det konkrete til det idealiserte, abstrakte sgstem
som danner grunnlaget for den matematiske modell., Mange effekter
og mindre detaljer md skjmres vekk og neglisjeres for at vi skal
kunne stille opp en tilstrekkelig enkel modell., Ved relativt enkle
systemer er ikke denne prosessen s®rlig problematisk, Det er oftest
uten videre klart hva som er vesentlig og hva som ikke er vesentlig
for forstédelsen av det enkle (enkelte) system,

llen for kompliserte systemer er det hele ganske mye mer proble-
matisk. Etter hvilke kriterier skal man forenkle? Noen prinsipper
er Apenbare:
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1) Bare egenskaper eller effekter som kan kvantifiseres kan bli
tatt i betraktning.

2) Et komplisert system blir spaltet opp i mindre delsmstemer som
er tilssrekkelig enkle til at de kan beskrives pd en tilstrekkelig
oversiktlig méte.

Dette innebmrer at helheten, altsd det totale system, lett
blir oppfattet enten som gitt eller som en sum av delene eller del-
systeimene., Men en innser fort at helheten alltid er noe mer enn en
simpel sum av delene, En befolkning er ikke bare en sum av enkelt~
individer, biltrafikk er ikke bare en sum av enkelte biler, like
lite som en skog bare er en samling trer. I en befolkning oppstar
forskjellige sosiale institusjoner, biltrafikken forArsaker trafiki-
kork og kollisjoner, og skogen som helhet skaper eller bidrar %il
et blologisk milje for andre dyr vg planter som er nedvendige for
skogens eksistens. Slike kollektive fenomener er kjent ogsd i fysik-
ken, De kjennetegnes ved at de bare kan forstds eller beskrives ved
en modell for helheten. Det er naturligvis ingenting iveien for &
lage en slik modell, men vi har sett at den matematiske-naturviter-
skapellige metode ikke direkte innbyr til det.

Menge effekter som er av mindre betydning for beskrivelsen av
og forstlelsen av delsystemene og som derfor blir neglisjert, kan
bli kolossale nir mange smé bidrag frs delsystemene adderes opp.

Et typisk eksempel er luftforurensningen p& grunn av biltrafikk, |
Eksosen fra en enkelt bilmotor er ubetydelig og bare skadelig i luk~ |
kede rom, Men de totale effekter er skremmende. F.eks. gir hvert

&r ca. 85 mill. tonn eksos opp i atmosferen fra bilene i USA, Det

er ikke vanskelig & finne flere eksempler.

Hvilke faktorer eller effekter som er viktige vil ofte avhenge
av formllet med modellen, Hvis vi har et fysikalsk eller et biolo-
gisk system, onsker vi gjerne & beskrive det for & kunne kontrollere
det og utnytie teknologisk dets muligheter. Denne mélsetting fast-
legger ofte hvilke faktotrer som er de essensielle og hvilke som kan
neglisjeres,

Dette er av liten betydning hvis det aktuelle system er en
- pendel eller en enkelt bakteriekultur. Men hvis det er et oljeraf-
fineri, en mlnerakett, samkjoringsnettet pd Oetlandet, produksjons-
prosessen i en bilfabrikk eller en ny storferase, vil konsekvensene
bli betydelige.
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Dette md ikke oppfattes dithen at matematikk og naturvitenskap
ex fullstendig ubrukbare hjelpemidler for analyse og beskrivelse
av systemer som innglr i den sosiale virkelighet. Tvertimot, sarlig
etter at elektroniske regnemaskiner er i alminnelig bruk, er om-
fanget og kompleksiteten av de systemer man kan behandle bortimot
ubegrenset. Men samtidig eker de sosiale og politiske konsekvenser
av de vitenskapelige avgjerelser man m& ta. Altfor ofte ser vi at
sogiale verdier som helse, arbeidsforhold, boligmiljeenes kvalitet,
stress etc. blir underlagt faktorer som effektivitet, skonomiask
produks jon, hey avkastning og rask vekst. Det burde vere omvendt,
0g de potensielle muligheter for & realisere dette gker med var
ekende kontroll over teknologiske og andre hjelpemidler., De poten-
sielle muligheter md ikke forveksles med de reelle muligheter som
avhenger av den virkelige fordeling av makt og ressurser i samfun-
net. - .
Ukonomien er et typisk eksempel. Nedvendigheten av forenklede
og praktisk brukbare modeller ferer ofte til atf man i praksis bare
betrakter smd delsystemer eller bare hovedtrekkene i tbtalsystemet.
Snevre privateckonomiske lennsomhetsbetraktninger far derved lett
dominere over de mere sammensatte sosiale lennsomhetskriterier.

1 tillegg blir delsystemene betraktet ut fra en gitt helhet, mens

1 virkeligheten er helheten ikke uavhengig av delsystemene, men
endres nédr delsystemene utvikler seg og medferer at de oppﬁlnnellgn
betingelser ikke lenger blir gyldige.

Lt enkelt regnestykke viser at det er raskere, men dyrere &
bruke egen bil enn & kjere med buss til arbeidet. Folgelig er det
mange som gjer det, Men da forandres helheten de regnet ut fra:

Det blir kork pd veiene, kjeretida blir lenger enn den ville ha
vert med buss hvis nesten ingen kjerte bil (som situas jonen var
f.eks. for og under krigen). Dessuten aynker trafikkgrunnlaget for
bussene og takstene glr opp. Snart er det like dyrt & kjere tuss,
og modellen blir da fullstendig gal.

At okonomisk lennsomhet blir begrenset til det kvantifiserbare,
det som kan mdles i kroner og ere, er vi vant til, men det beheovde
ikke vere slik, Arsaken er bl.a. kravet om matematisk behandling av
modellene,

La oss igjen studere firkanten p& side 8. Den er en modell av
den naturvitenskapelige prosess, og innebzrer derfor ogad forenk~
linger. Den framstiller bare det vi kan kalle naturvitenskapens
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indre dynamikk. Det den ikke viser er dens ytre dynamikk, eller
naturvitenskapens vekselvirkning med og integrasjon i det ssmfunn
vi lever i, Disse er selvfolgelig ikke uavhengige, men har utviklet
seg under pAvirkming av hverandre. Det er uten videre klart at den
ytre dyamikk er minst like viktig som den indre, I denne korte fram-
stilling m& vi imdlertid la dette temaet ligge 0g bare bemerke at
den naturvitenskapelige metode &penbart er blitt slik utformet at
den bidrar til og ikke motvirker mange trekk ved vitenskapens ut-
nyttelse som umiddelbart virker negative for oss.

Dette er selvsagt ingen tilfeldighet. Vitenskapen har gjennom-
gétt en historisk utvikling under pévirkming av samfunnets vekslende
maktforhold., Dens utnyttelse forer til forskjellige konsekvenser
for forskjellige samfunnsgrupper, Vitenskap er politikk selv om den
pretenderer 8 vsre neytral. Det er ikke noe prinsipielt til hinder
for &4 bygge opp en naturvitenskapelig metode og en naturvitenska-
pelig praksis som unngir bl.a. de negative sider som er nevnt foran.
Siden dette tross alt er en del av et kompendium 1 matematikk og
ikke en avhandling om vitenskap og politikk, skal vi avstd fra vi-
dere betraktninger over hvorfor detie ikke skjer.

Har n& dette som er nevnt her noen betydning for en vanlig
student ved NIH? I lepet av studietiden kommer studentene i kontakt
med mange forskjellige forskningsmil joer ved hegekolen, og noen vil
selv ta del i dem etter avsluttet studium, Ln forstlelse bare pd
grunnlag av firkanten pd side 8 av disse forskningsaktiviteter er
etter det som her er nevnt ufullstendig og bidrar ikke til & av-
klare hegskolens rolle i samfunnet og spesielt ikke overfor de for-
skjellige grupper i landbruksneringen, Interesserte kan lese f,eks.
Ottar Brox (red.): Norsk landbruk - utvikling eller avvikling?

(Pax 1969).
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VI FUNKSJONER AV PLERE VARIABLE

1, INNLEDNING.,

En generell definisjon av funksjansbegrépet er gitt av
lyborg pd side 11 foran.
| Det ble der nevnt at en viktig type dv funksjoner er funk- |
gjoner av {lere varlable., Vi éjentar definis jonen:

En funksjon P av flere variab1e~x1, Xogeeey Xpe €T €1
forskrift som til hvert sett av tall x,, Xppeeey X 1il=
ordner et entydig bestemt tall z, og vi skriver

2 = F(h, ¥, ,00)

Det er selvfelgelig mulig & studere egenskaper til disse
funksjonene ved 4 betrakie alle variable unntatt en som para-
metre og benytte seg av resultater fra teorien for funksjoner
av en variabel. I mange tilfelle er det imidlertid nedvendig
4 studere den pamtidige variasjon av flere variable, for eksem-
pel hvis problemet er & finne ekstremalpunkter for funksjonen.
Det er derfor nedvendig & utarbeide en mer generell teori for
funks joner av flere variable. Denne teorien wvil seivﬂmlg&lig
inneholde teorien for funksjoner av en variabel som spesialtil-
felle, og er bygd opp som en generalisering av denne,

I dette notater gjennomgdr vi endel av de viktigste ele=-
menter av denne teorien, et er ikke en fullstendig oversikt,
for eksempel er viktige begrep som grenseverdi og kontinuitet
ikke behandlet. Det legges mere vekt pA intuitiv forstfelse enn
pd matematisk stringens. For enkelthets skyld skal vi ogsé
begrense ogs til stort sett & diskutere funksjoner av io vari-
able, siden resultater for to variable som regel uten videre
kan generaliseres til et vilkérlig antall variable.

En mere fullstendig behandling er gitt i kap. 7, kap. 9,

§ 9 og kap. 10, § 4-5. Ogsd i Ayres er det nyttige avenitt om
funkejoner av flere variable,
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2, PARTIFELT DERIVERTE,

En funksjon F av to variable gitt ved z = F(x,y) kan gis
en grafisk (geometrisk) representasjon i et 3-dimensjonalt rom..
Hvis F er en kontinuerlig funksjon, dvs. at funksjonsmengden
eller mengden av funksjonsverdier er '"sammenhengende", vil dia-
grammet eller grafen av F vere en flate i x,y,z=-rommet (se fi~
guren). Det er denne geometriske interpretasjon som gjer det
fordelaktig & begrense diskusjonen til funksjoner av to vari-
able.

Som tidliger nevnt, kan man for noen formél betrakte
z = F(x,y) som en funksjon av f.eks, x med y som en parameter
som har en vilklrlig, men fast verdi, Anta at F er en deriver-
bar funksjon av x for denne verdi av y., Vi kan da innfere
den partielt deriverte av z m.,h.p. x og skriver .

‘ ‘ . g |
%-% = den derwerde o 2 m-hp. X rery haldes konstant

Tilsvarende definerer vi den partielt deriverte av z m,h.p. Vv

% = den deriVerti onr 2. mhp .y nde x holdes ksnstant.

Andre skrivemidter er

%% = B%F("fb’) #%&v} e Fely) .
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og tilsvarende for ‘bz/éy +» De to siste skrivemdter antyder at
vi med dette har innfarﬁ o nye funkajoneré“%aﬁ<ﬁgaﬁﬁy, ok}
gsamme méte som vi ved derivasjon av funksjonen £ gitt ved

y = f(x) etablerer funksjonen f' =df/dx, » Altsd

{6y er vurdien owr feenksjomen f L punktt %

F({,V) Y n | # F H re {”{ ‘#)
. F LR L
%’{(my) i T h | %—i ¢ ,

" " F
}\?ﬁxl‘f) fn % + s 4 g

Definisjonen av de partielt deriverte er felgelig (se side
20 i Nyborgs notat for definisjon ev df/dx og sammenlign}

o Loon Flerax,yy = F(Gy)

w T %0 Fa¥' 4 ‘
?%E: < . Flx,yrey) - Flay)
‘3y' é{j‘?ﬁ ¢3§f

Disge definisjonene kan uten videre generaliseres +til funk~
sjoner av vilkédrlig antall variable., For eksempel,

we FOGyz,w)

QU g Flesax,q,T,w) = 002, W)
. f;‘:;,a X7 | ..

For funksjoner av to variable kan vi gi en enkel geomet-

5 4 5 w”%’( W/B < H 5, 6 w4 A g
risk interpretasjon av og Y . (Se figur pl neste side.)
G jennom flatepunktet (xo,yo,ze) kan vi legge to plan parmllelle
med hhv. xz-planet og yz-planet,., Ligningen for et plan gjen-
nom (xa,yg,za) parallelt med yz-planet er

fordi alle punkt i dette planet og ingen andre tilfredstiller
denne ligningen. Tilsvarende har det andre planet gjennom

punktet parallelt med xz~planet ligningen y = Vg Planet y =Y



2= FOoy)y
(XeYo)i2e)

%o

]‘i// ¥q Iﬁr 4
Yo

skjerer flaten z =F(x,y) langs en plan kurve K, som har lig~
ningen | |
Z= F(XJY") ’

og fra interpretasjonen av den deriverte vet vi at vinkelkoef~
fisienten kz for denne kurven i punktet (xo,yo,za) er den deri-
verte av z m.h.p. x i dette punktet, altsd

kx = %‘5("0"/«)
Tilsvarende er vinkelkoeffisienten for kurvenKy 1 samme punkt
AR
ky = %’9(-""%)

De partielt deriverte ag/bx og 3%;’ gir derfor stigningsfor-
holdet 1 hhv. x-retningen og y-retningen for flaiten i hvert
punkt pd flaten.

1 det felgende antar vi atzw?ék op‘bﬁﬁy‘er kontinuerlige,
Tangentene t1l de to kurvene Kx og Ky i punktet (xc’fa’zc)
definerer et plan som da er tangentplanet +il flaten i punktet.
Da er det ogsd mulig & definere den deriverte i en vilkérlig
retning uttrykt ved 2F/ox og 3€fﬁ{ , 0g en kan f.eks., finne
den retning som har en oppgitt vinkelkoeffisient. Dette er noe
de fleste gjer bruk av ndr de skal kjere pd ski ned en bratt
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fijellside,
Hvis f.eka. y holdes konstant og x gis en liten tilvekst
dx, vil tilveksten Asz,til 2z vmre tilnmrmet gitt som

Az, s Flxedey) - Fley) = S50y dic .

For en funksjon av n variable gz = F(l&,xz)**-‘; X ) er likem
dan ;

&Zﬂ% F(Kpdx,,’fz,"-»*’ﬂ - F(}ﬁ,ﬂg,‘“;xﬁ\)
~ %E(’fux»'":xﬂ) dx }

der Az.a, gr tilveksten til z nér X gis tilveksten dx1 og alle
de andre variable holdes konstent., Heyre side av denne lig-
ningen ken kalles det partielle differensisl av 2z m,h.D. Kqe

Vi har imidlertid ogsd bruk for & kumne finne en tilvekst-
formel som gjelder ndr glle variable fAr (smf) tilvekster sanm-
tidig. Analogt med differensialet dy = £'(x)dx for en funksjon
av en varisbel, defineres det totale differensial dz for
z = F(x,y) ved

dz = SExwyax + FECw) ay

gom er summen av de to partielle differensialer. Det kan vises
at for gmd +tilvekster dx og dy gjielder tilvekstformelen

oz o de

ellsr

F(x-'ﬂ»x,way') = Fxy) + %f(r,y)m * ggﬁ&y) ﬁy .

FPeilen i denne tilnmrmelsen er for smé Ax og A y av annen
orden 1 & x og &y (dvs, av formen NW%*(&&MAH + 3?‘(&2??‘ s

Ved en figurbetraktning kan man overbevise seg om at dz
representerer tilveksten til tangentplanet og A 2 tilveksten
til flaten, analogt med situasjonen for en funksjon av &n va-
riabel,
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for en funksjon av flere enn to variable defineres likedan
det totale differensisl som summen av alle de partielle 4if-
ferensial, og det representerer ogsd i dette generelle tilfelw
let en foerste ordens tilnermelse til tilveksten til funksjonen.

3¢ EXKSTREMALVERDIPROBLEMET FOR FUNKSJONER AV FLERE VARIABLE,

Av teoretiske grunner og ikke minst med tanke pd prake
tiske anvendelser er det nedvendig & utvikle en metode for
& finne maksimalw- og minimalpunkter for funksjoner av flere
variable.

For eksempel utferes praktisk talt all industriell pro~
duksjon med et onske om & oppnd maksimal profitt. Dette opp~-
nds ved & minimalisere produksjonsomkeostningene, finne den
nest skonemiske omsetningsform, de mest gunstige priser eic.

En metode for & oppnd dette er & lage en matematisk mo-
dell for preduksjon, omsetning eller salg, dvs. ligninger som
gir forventet fortjeneste som funksjon av en eller vanliszgvis
flere varisble, 88 som priser, interne produksjonsforhold,
lenninger, antall arbeidere osv,., Hvis modellen er geod, vil de
optimale forhold som finnes matematisk stemme overens med de
virkelige optimale forhold, _

Vi skal i det felgende se pd den matematiske side av saken,

Et_maksimalpunkt, lokalt masksimum, eller relativt maksi-
num for en funksjon er et punkt der funksjonsverdien er sterre

enn for alle andre punkter som ligger tilstrekkelig ner, Mini-
malpunkt, lokalt minimum eller relativt minimum defineres til-
gvarende som et punkt der funksjonsverdien er mindre enn i alle
andre punkt som ligger tilstrekkelig ner. Begge typer punkt
betegnes som ekstremslpunkt,

Uten bevis pdstér vi nd at ekstremalpunkt for en funksjon
kan forekomme i felgende slags punkter:
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a) I et punkt der alle de partielt deriverte av funksjonen
er null.. For en funksjon av to variable folger dette
av den geometriske interpretasjon av de partielt deri-
verte som er gitt ovenfor, men det kan ogsd bevises
analytisk 1 det generelle tilfelle med n variable,

b) I punkter p& randa av definisjonsomrddet,
¢} I punkter der funksjonen er diskontinuerlig.

d) I punkter der en eller flere av de partielt deriverte
er diskontinuerlige,

P& den annen side er det klart at ikke alle randpunki er eks-
tremalpunkt, og alle de partielt deriverte i et punkt kan vare
null uten at funksjonen har ekstremalverdi 1 punktet. Betine
gelsene a) - d) ovenfor er derfor nedvendige, men ikke tilstrek-
kelige for at funksjonen skal ha ekstremalverdi.

Hvis vi ser bort fra punktene b), c), d), har vi altsi:

Heodvendig betingelse for ekstremalpunkt for funksjonen ¥
gitt ved z = P( Xy, %2, -+« , Xn )} 1 et indre punkt av de-
finisjonsomrddet er

a;(.yuxz)..“}x“) w & p 55/;2,""; 4"

o,

{(Et indre punkt er et punkt i definisjonsomridet som ikke lig-
ger pd renda.)

Disse betingelsene gir n 1ignihger hvis lesning gir et
eiter flere mulige ekstremalpunkter., Hvert enkelt punkt méd =i
undersekes spesielt for 4 finne de virkelige ekstremalpunkter
og om disse er maksimal- eller minimalpunkter. Bare for n=2
er det praktisk & angi generelle tilstrekkelige kriterier
(se Ayres: Calculus, side 279), Ved praktiske problemer fol-
ger det ofte av problemets art om de funne punkter er ekstre-~
malpunkter eller ikke,

Det vil fere for langt her & gi noen metode for under-
sokelse av randpunktene, bdde fordi det genereit er et venske-
lig problem og fordi det vanligvis er av mindre interesse 1
prektiske problemer. Vi neyer oss derfor & referere til ek~
gemplene nedenfor,
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1 dette avenittet skal vi gi en del eksempler ph& den teo-
rien for optimalisering som er gitt foran, og tilslutt et ek
sempel pd en viktig type problem der demne teorien ikke kan
benyttes.

1) Vi skal ferst underseke eventuelle ekstremalpunkter
for funksjonen gitt ved

Z. = Flny) = xy*sx*y = xy(xey)
i omrddet gitt ved
Xz=~1, y &l

dva, omr&det som er skravert

pd figuren,
Vi underseker ferst de
indre punktene, og fir

Den eneste lesning av ligningene

%g% =0, %ﬁ? = O

er punktet ¥X=m Y= 0 y altsd origo, med funksjonsverdi
&=0 ., Por & underseke om dette virkelig er et ekstremale
punkt, beregner wvi

% ua
o= 1§J§
7 S
%,
S 3

= mr - 27(4—'2Y ;

‘&’w‘%j;i’zx

=2Y“

oz finner at

&> r ,,49(x¢¥0},_4ﬁxy =0 Jfor xX=y=0.
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Denne meteden gir derfor ikke noe svar i dette tilfellet.
Men hvis vi ser pd funksjonsuttrykket, ser vi at z ikke har
fast fortegn omkring origo, dvs. z kan f& b&de positive og
negative verdier for vilkérlig smd verdier av |[x| og |y}.
Origo er derfor ikke ekstremalpunkt.

La oss s8 studere randa. Flatens snittkurve med det ver-
tikale planet x = -1 er

Z==ly(=1+y) = ylt-y) = y-y*

Denne kurven er en parabel med maks,punkt for

3.-;:‘ I-Zja-a ) s . 3"£‘

For & underseke om dette er maks.punkt for flata (innenfor
definisjonsomrddet) beregner vi 3zybx i dette punktet., Vi fé&r

Fhty s-1+f =% <o,

Av tilvekstformelen fédr vi da, siden %5(“’; "'.) =0 4

F(-tvax, $+ay) - F(-1 #) = BEC1L ) ax +35(-L) &y
= - % ox .

Innen definisjonsomréddet m& vi ha QX?O, og det felger at for
smf OK,d8Y i definisjonsomrédet er tilveksten negativ,
felgelig er (~1,%) et maksimalpunkt.

Flatens snittkurve med det andre planet ¥y = 1 som avgren-
ger definisjonsomrédet er

z = x(I*x) = x+x*
Dette Br ogsd en parabel med min.punkt for

ﬁ%w I+2% =0 ,ews. XT=F,
Helningen av flaten vinkelrett pd planet i dette punktet (-%,1
er -

%?(—-f,l) -7

Vved en diskusjon som ovenfor finner vi at

Flegrax, Hay) = FC-4,1) = -3 oy
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Siden ﬁ‘«f €0 i definisjonsomrédet er derfor alle funksjons-—
verdier i punkter omkring (=%,1) som tilherer definisjonzome-
ridet sterre enn F(=},1), og dette punktet er et minimalpunkt
for funksjonen,

Det eneste punkt som gjenstdr er hjernepunktet (~1,1).
Tilvekstformelen gir

Fl-l+on, l+ay) = F=/,1) = ~&x -4y

I definisjonsomridet er dX 20, 4AY€0, og tilveksten har der-
for ikke fast fortegn i punktet, Dette punktet er derfor heller
ikke ekstremalpunkt.

Alle punkter i definisjonsomrddet er n& undersekt, og
resultatet er et lokaltmaksimum i (~1,%) og et lokalt mini-
mum 3 {~F,1).

Prev pd grunnlag av de analytiske resulatene ovenfor &
skisgere flata omkring de undersekte punktene!

2) Minste kvadraters metode.

aj Anta en sterrelse x er mAlt n ganger med méleresultat
Xy 1= 13 245440, For eksempel kan x vare avstand%ﬁ‘mﬂllmm
to punkter i terremget. Vi ensker & gi et eatimat ¥ av den
sanne avatand =z. Mingte kvadraters metode er en metode til &
gl et slikt estimat. Noen begrunnelse for metoden kan vi ikke
gl her, det er et problem som vil bli nmrmere behandlet i sta-
tistikken, ~
Ifelge minste kvadraters metode finnes estimatet ¥ av
storrelsen x ut fra mfleresultatene Xy som den verdi som gir
minimumsverdi for summen

Sy (X-%) w (X=X2) o v (x-2n)"
A

- 5
= (X-X) .
Imy
¥i ensker altsd 4 bestemme estimatet slik at summen av Xvadra-—

tet av avstandene mellom den mdlte verdi op estimatet blir
minst mulig,.
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Ved derivasjon finner en at det sokte estimat er gitt ved

AN
A ——
Y : '
som er middelverdien av m&leresultatene.

b) Vi skal se p& en annen anvendelse av metoden. Anta det
er mdlt en rekke samherende verdier av to sterrelser x og v,
med méleresultat X 08 ¥y 1= Te 2455530, For eksempel kan x
vere velastningen p& en bjelke og y den tilsvarende nedbsyning.
5% lenge nedbeyningene er smd, er det rimelig & anta at ned-
boyningen er (tilnzrmet) proporsjonal med belastningen, selv
om en vet at denne sammenhengen ikke kan vare ubgfgr&naei gyl~
dig (f.eks, vil bjelken brekke ved en viss belastning).

Vi antar altsé

:{ = AxX +R
A VA
og ensker & gi estimater A og B &av A og B pé grunnlag av

de mé&lte verdier X; 08 ¥y Ut fra minste kvadraters metode vil
vi bestemme estimatene slik at summen av kvadratet av de ver-
tikale avstander mellom de observerte punkter og den retie

linja y = Ax + B er minst mulig (se figuren). Alts&, finne mi-

ytéx*%

nimum for

S(AR) = (AX By, +(A)(;*B~y,,)"-r T (”""*B'Yﬂm
n
= 2 (Arces-yi)
¢34

Ved partiell derivasjon felger



;az = X (A’XM& Yc}?kg(&yx*'g Ya.) % ~+2X,-,(A¥.‘&‘@ )
= 24 2.’(&, *QBZ X; - 22 X\e

L= (1]

2(AXEB) + 2(A By + -+ 2(Adnt B-Yn)
,&ﬂzx’ﬂ ""2-35'\ ZZ y;, .

Lo (€

r1
ﬁm

For enkelthets skyld innferer vi

€,
) - =
= K = X
e *

y, e
R Y,

L=

" J—
fhi:%fx“ﬂ = X{,
LS o 3
ﬁz_xg, = X7,

€=)

w—— — N
Nerk at X™ + X ! Minimum finnes da for de verdier av A
og B som tilfredstiller

e }s; P
5A *° . 58 =0.
eller

i

o o
3{3“ @ + X Eﬁ > Ey s
i -
LA + B Vi
Av den giste av disse lignignene ser vi at linja glr gjiennonm

punktet (X,v). Det er da tilstrekkelig & bestemme vinkelkoef-
fisienten A, Lesning av lignignene gir

4. T-%Y

L

som estimat for A, At dette virkelig gir minimum for 5 kan en
se p& forskjellig vis.,
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¢) Minste kvadraters metode kan ogsd benyttes ved ut~-

Jevning av feil, Ante f.eks. at felgende heydeforskjeller er
mélt ‘

De sanne heydeforskjeller H1, HE' H3, Ho mé tilfredstille

Hiv Hey v He = Ho .

P4 grunn av m&lefeil vil de m8lte verdier vanligvis ikke til-
fredstille denne betingelsen. Det er derfor nsdvendig & ut=
jevne m8lefeilene for & f& konsistente resultat, dvs. de ut-
Jevnede verdier mé tilfredstille ligningen ovenfor. La css an~
ta at alle heydeforskjellene er m&lt med samme usikkerhet.

Etter minste kvadraters metode m& vi finne minimum for
funksjonen

S(H Ha, Hy, o) = (“e"h!f*’ (”t“ﬂ;)"‘*(ﬁrfﬂsf%(_ Ha- Aa)&

med bibetingelsen

‘u;’t “&*"’3 = Hﬁ .

Vi lar H?’HE’HE vere de 3 uavhengige variable, og far ved de~
rivasjon

%’% = 2(Himhi) * 2(Homho) 4.

Ligningene til bestemmelse av minimumspunktet blir
o+ Hy= hithe |
H, + Hy = “z*hv )
Hg& ”a = h‘!*ho .



&1

Losningen finnes lett og gir estimatene

“ L

By = hy - g€

)

A

Hy = hs - g€,

~

’Jh = zﬁu *'%;4£ s

& = ‘”*Az*"\?“ku “

%) Linemr programmering.

Det siste eksemplet er hentet fra det viktige omrédet
linesr programmering, som gdr ut pd & finne ekstremalverdier

for linemre funksjoner av flere variable i et omride gitt ved
linewre bibetingelser, For linesre funksjoner er de partielt
deriverte konstante., Det blir derfor ingen ekstremalpunkt 1
det indre av definisjonsomriddet, dvs. ekstremalpunktene lig-
ger alltid pd randas,

N&r antall usvhengige variable er < 3, kan linemre pro-~
grameringsproblemer leses geometrisk. For et sterre antall
variable er de vanlige optimaliseringsmetodene il liten hjelp,
opg det har vert nedvendig & lage en egen teori for lesning av
linexrre programmeringsproblemer, siden dette er av betydelig
interesse innen skonomiske analyser, transPartanalyser, pro-
duks jonskontroll osv.

Net folgende er et enkelt eksempel pd linemr programmering
som kan leses ved konvens jonelle metoder fordi det bare er to
uavhengige variable,

n fabrikant produserer tre forskjellige artikler a, b, c.
Han regner med & kunne selge 14 ganger =8 mye av a 0g av ¢ son
av b til fastsatte priser. Vi kaller mengdene av artiklene
AB,C, og fortjensten pr artikkel er

{“_a z 'fﬁ' = b y {£ = /.

forventet fortjeneste er proporsjonal med

FebA+RB+3C = 3(24+4B+C)



Han kan produsere totalt 1000 eksemplarer pr. uke:
A+Be+( =loto |
Han vil lage flere av ¢ enn av b
Re C

Han vil lags minst 100 av hver av a og b:

A2100 , B2 /(0o ,
Han vil lage mellom 200 og 500 av c:

20 &£ C & 500 |

Disse betingelsene kan skrives
BecC
B+ € 900
R 2l
200 £ ¢ € 50D

og er oppfylt 1 et visst omréde i B,C planet (skravert pd fi-

guren) ., ¢ :
00 afue =
q@‘lh
Foo &
2060 e a-
11
rd
,/ ioi& 200 400 2
¥ y % el .

N&r A elimineres er F en funksjon av B og C. Det sokte
maksimumspunkt finnes 1 et av hjernene av randpolygonen, og
ved direkte utregning finnes maksimal fortjeneste i hisrnet P:

Fe 3(2&%?2@“&) = max. jor Bele= 450 ,
A= top -2 = (6D,

Den sikalte simplexmetoden for lesning av det generelle
line®re programmeringsproblem er en generslisering av denne
geometriske metode, men er for komplisert +il & komme inn pé
her,
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X TAYLORS FORMEL

e Eolvmombilnsrmelse.

De opprinnelige fire regningsarter er néd blitt tilfeyd to nye,
ferivasion og multiplikasjon. Demme utvidelse av begrepsapparatet
muligeier en tilsvarende utvidelse av matematikkens anvendelsesomride,
Yed hielp av elektroniske regenmaskiner omfatter dette praktisk talt
plle omrfdder som kan beskrives ved kvantitative sterrelser. Men ikke
#lle har en elektronisk regnemaskin (mange xan ikke engang bruke en
regneatav!), og da kommer vi fort tilkort.

P&y man f.eks.en differens mellom to nesten like tall, ghr ofte
nange siffers neyasktighet tapt (se oppgave 7.13). Det blir da ned-
vendig & regne med mange f{lere siffer enn det som kreves 1 svaret.
Venlige tabeller blir ikke alltid neyaktige nok.

Andre ganger gir integrasjoner nye funksjoner som ikke kan ute
tryvkkes ved de velkjente "elementere® funksjoner, Et eksempel er
funks jonen

X £t
ple) ® Jeﬁ' dt
L1

son forekommer bl. a. i statistikken., Vi trenger derfor metoder som
setter en person med alminnelige kunnskaper i matematikle istand til
& beregne verdien av slike funksjoner.

0fte er ogsd de funksjoner som framkommer som lesning av spe-
sifikke problemer s& kompliserte at det erEwnskelig & kunne approke
simere (tilnmrme) dem med enklere funksjoner. De enkleste funksjo-
nene vi kjenner til er polynomer, bl.a, fordi de kan beregnes ved
hijelp av de fire elementere regningsarier,

Vi sldr derved to fluer i ett smekk, har vi ferst tilnmrmet en
funksjon med et polynom, kan vi ogséd beregne funksjonsverdien.
Tilvekntformelen (kap.5) er et eksempel pd dette, den bestér i $il-
nmrmelse med et ferstegradspolynom,.

lMen tilvekstformelen hadde to svakheter: Vi kunne ikke forbedre
noyaktigheten, og det var ikke mulig & angi hvor stor feil som ble
begfitt, Begge disse svakheter skal vi nd rette pé.

Praktisk talt alle de funksjoner vi benytter oss av har fel-
gende egenskaper:



1) De er ubegrenset mange ganger deriverbare.
2) Punksjonene selv og deres derlverte kan beregnes ekesakt 1
viase gpesielle punkter,

Vi gkal av disse grunner foreta polynomtilnsrmelsen ved & kre-
ve at funksjonen og polynomet er "mest mnlié like" i ett punkt.
Dette er ingen presis matematisk formulering, hva menes med "mest
milig like'™ ?

Et polynom P, av n-te orden (n er heyeste potens) kan vi askrive

BUeY T Qoo @x s aga s apx® (1)
Dette polynomet har meget enkle egenskaper 1 punktet x = C, fordi
' L]
Pa(eYe ap , B, (0)=a, , Pa(0) =2a, , aw.

T andre punkter fr vi mere kopliserte formler. £t polynom med enkle
egenskaper 1 et vilkirlig punkt a skriver vi heller

Balk) = o + @, (%-4) ¢ @g (0-aY ¢ + Qu(x-aY". (23

Da her vi

Pala)= Qﬁo pﬂ(“) tQ, , P (“)’ 2“&. ) 3%

In egenskap til ved P m& nevnes: Alle de heyere deriverte fra
og med nr. nt1 er identisk 1ik 0. (Vis det for Pty e [+ =g dxt)

War vi presgiserer "mest mulig lik" pd felgende mldte, kaller vi
det polynomet vi kommer fram til for et zgylar_gglzpom.

Taylor polynomet P av n~te orden til en funksjon f omkring
punktet x=0 finnes ved 4 kreve

Paley = fl0),
n(o): §'(ey,
Bltey = £'(o,

#;53(0} e fm(e) ,

3)

T gy

eller kortere

'ﬁik}{@) e ;}m(a) , k=020, {é




{Hva mener vi med den mullte deriverte av £7?)
N&r vi bruker formen (1) for P er utregningen av a , &4,
osv. enkel (Sydsmter kap., 10, §1) eg gir

B)= %m# {loyx « f—! $10) b 0 7}? ‘flm( 0 x™, (%)

{Kontroller at betingelsene (3) er oppfyli. Hvorfor neyer vi cas
med disee nt+1 betingelsene?)

Vi har grumnn til & tro at Pn(x) vil vere en god tilnmrmelse
41 £(x) omkring x=0, og at tilnmrmelsen blir bedre jo stsrre n sr.
{Regn oppgave 7.3 eller se Sydseter fig. 10.1.)

Det kan imidlertid ogsd vere aktuelt & tilnmrme omkring andre
punkter enn x=0, siden det er liten grunn til & vente at polynomet
{5) gir nocen brukbar tilnmrmelse langt vekk fra origo. Helt analogt
med definisjonen ovenfor definerer vi:

‘Taylorpolynomet Pn av n-te orden til en funksjon f omkring
punktet x=a er gitt ved

Pﬁm) (&.‘) = ;fn)(m) ) k“ 0, ‘tz")'” a, (@)

Dette stér ikke direkte i lereboka. Vi bruker nd formen (2) for P -
Vi £8r da

Palx)s Heay + Flayte-ay+ FIAOTCST ,-f-!-{'” (»)(x-ay .

(Kontroller denne formelen for n=3,) .

Det er serlig en egenskap. ved Taylorpolynomene som er nytiig.
Hvig vi eker graden av polynomet, vil dette ikke forandre pd de
leddene vi allerede har. F.eks,.

- 9 s

Poly = Pylxy+ I&f (my(x-a)’,

Det er denne egenskap som gler Taylorpolynomene praktisk brukbare.
Resultatene hittil kan sammenfattes i formlene

{r= flor frxs G0 os 0N & Rante), (8)

fe1= ey ¢ F@fe-w) g ap0eaeos Moy te-afs Ruste), (9)
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cer den ukjente funksjomen R . er feilen vi begfr ved & approksi-
pere fmed P . Vi betegner gjerne R, som restleddet. Merk at (8) or

et apaai&ltilfalle av (9). Det eneste vi forelepig ken si om R,
at det er rimelig & vente at R, blir mindre (i tallverdi) nér n
slker og ndr =x-a Dblir mindre.

For &4 foretd formlene (8) og (9) er det ikke minst viktig &
ce sirukturen i dem, serlig fordi det brukes sd mange forskjellige
skrivemfiter. La osas skrive dem som tilvekstformler:

ooy~ foy= 1030+ 4" (0 ¢ Lf™Mo) k" + Ry 60y,
“,,,“}-» ﬁ(@.) - {.(a)(x-ay Hf @y(x-ay" h«-*%p{d)w‘ﬁ} + E‘m{

Strulcturen 1 disse ligningene ser vi av felgende figur:

OCRBINAT STORRELAGR
Firke Tilnarmet (luekitt Fasy
{elumicsd
},«ﬂwm Lan P - ety
¢ t 2
1=4C ) =400 D54 ()0 Yo B0 }M%‘i”m{)

M"’\

vacrdaloell ‘é‘h&t‘ Janinloeld pit, - fmf PR
puakt pusst (am?uwu&?mm parg Wisn!)
ARCIKE STERRELIER
Pig. 1

De samme aterrelser fimmer vi igjen pa& Pig. 2,



?
|
|
\ i
l S
| |
fﬁi( g ém‘e&%é@
pke. astéand et
vee, pitt, - fast pkt.

HB: Dot er avstanden mellom det veriable punkt og det
ruvkt som mh vere liten og som oppirer som dem variable i polvnemci.

Felgende skrivemdter er alle riktige (n=2):

) = o+ flade-a) + £ (@)(x-)" + Ry

fle) = £y « $100) (x-%0) 4§ (¥e) (x-40) + R+
%{aw; e flay eflayx + £ $(a)x® + Ry S S
favh) = {ay +f'(a)h + £ $'(a) h® + Re S ST
flosagye oy + {layaxs §{@yax®e Ry 5 ax v
flxeaxy ==y + $(x> 8%+ £ §(x) axteRy v ax s

-
S
8
b
e
=
%&m

[l

0

%
-

(Sammelign med figurene og finn faste og variable punkter i hvert

enkelt tilfelle, Pla ogsd tilbake til s. 42-44 og se at tilvekat-—
formelen er et spesialtilfelle av formleme (8) og (9) ovenfor,)
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Alle disse formlene er ekvivalente. og vi kan i hvert enkelt til~
felle bruke den formelen som er den mest hensiktsmessige.

Lksempel: Vi kan nd finne et tilmmrmet uttrykk for /1,%2 . Vi mi da
velge

&) funksjon

b) avstanden (som m& vere liten)

¢) det faste punkt,

Disse tre valg er ikke uavhengige.
La oss ferat velge £ gitt ved

fooy= ™.

Som fast punkt kan vi velge a=1, eller et ennet fast punkt ner 1,32
som vi kjenner kvadratroten av. Bruker vi lign (9), har vi altsé

Hey = x* | a=l,
og vi md sette inn x=1,3%2 i polynomet.
Regningen kan vi sette opp slik:

%‘*} x'& ' ‘“‘) = |/ P
Fos g™, $ne 4,
%- (» "“"&K P § U)“ -
B6 ? ehe
{’ (%)= gx ’: AOE
Dette gir, innsatt 1 lign. (9)
4 I | s
SN RE 1) B 16 S R SR

2l Liw

L 14

1 %
a2 o [ ofp - é..:;.’- * ﬁ%" = lib - 0.0128 + 000208
- in !?qzs‘

3,
Riktig svar med 7 desimaler er 1,32% = 1,1489125, dva, feilen er
ca. 3,4:107%,

Vi kunne ogs& ha valgt funksjonen



et

Flry= ( l+x}y"

Pe wh vl velge a=0 og x=0,32, Regningene blir nesten identiske, men
'M ken vi bruke lign., (8) siden a=0.

Bheye (ler)™ | Flo) st
Fitnys & (foﬁ Flloy= 3.
% n “’L(H’K)E F”{h}ﬂ‘é ¢

E¥wey= mﬁe(_lﬁs) , F"o)s ~ %

com gir N .
1 <

(fe)® = Jedx-§xte L
Inneetting av x=0,32 gir det samme som ovenfor.

Vi }mrme ogsé ha valgt et annet punkt nermere 1,32 som det faste

mnkt. La oss velge g=1,21 = 1 1‘3. Vi fér da x~a = 0,11 og

{teye }ﬂ%“ ay= ht,

A } # )

£ - . '
«v-»magx% » feye £

f
4 2
82 “E [ .-L.
“'géi}: "éx ¢ f (“)g --"i ,' ‘ 2
§ .
LI Sk o s
j {@:}3 g }( . { (“) -] I.I‘ .
Dette ser komplisert ut, men akkurat i dette tilfellet gdr det bra
Likevel: _L . 3
thy, Y
é.’;%?g! gl4---'~"'éll - -L*i:—- 9.” . z“" /

z [1e 0085 ~ 0.000H3LY + 0, 0000568
e [IY8T14,

Sraret blir néd neyektigere, feilen er bare ca. 10"6, men vi m& he-

tale med mere komplisert regning. Somregel lenner det seg & bruke
av de to forste metoder og heller ta med flere ledd i polynonet.

s
te LA

Til slutt 1 dette evsnittet skal vi behandle symmetriegenskaper.
Jn gymmetrisk funksjon S er en funksjon som tilfredstiller

e o 4k



SG-x) = S0¢).
in entisymmetrisk funksjon A tilfredstiller
A(-1) = = A(x) .
Typiske diagrammer for 5 og A er g g
For 5 har vi ved derivasjon "”‘-\\\N"”w”/ﬂ"\\‘
~Slwy= Sy , 5 SYo) =0 ,
$'(=xy= §"(xy ,
-$M-x) s §(=x), 2 8"(0) 0,

altad

(2net)
s¥ (o)
Taylorpolynomet for 5 er derfor av formen
an
S(K) % Qo+ QX + Qg T4+r* Qg X

Tilsverende finner vi for A(x) (gjer det!)

1 '3 Anel
AlR) % QX+ Qg +agK ¢+ RamX

Kjennskap til disse egenskapene pd forhénd forenkler ofte regningene.

Fksempel: sinx er en antiaymmetrisk funksion og har Mclaurinpolynomet

. ‘! ?mvé
Shax = %= 5 4 5— 4ee @) X
. 2nn)
mens c¢osx er symmetrisk, og
-5 & ey X
LAY O -—gq- e et (=1
~ { @ ) (@an)!
Jiden tgx er antisymmetrisk, har vi
nei

%ﬁ w X *ﬁ'gx‘**?g)cs%m-r Qane X .

Koeffisientene kan vi bestemme ved ubestemte koeffisienters metode
fra ligningen tgx cosx = sinx. Ved symmetribetrakiningen sparer vi
halve arbeidet.



2, Taylors formel, Restled&sbatraktniggerc

Strengt tatt kan vi ikke vite at Taylorpolynomene virkelig er
brukbare approksimasjoner fer vi i hvert enkelt tilfelle har undere
oekt restleddet R . Restleddet uttrykkes oftest ved den sdkalte
Lagranges restleddsform (Sydseter kap.10, § 2)

?n = }% }"“(wo(x-ﬂ) (xma‘)“ , (16)

som innsstt i lign. (8), (9) gir hhv. Maclaurins formel (8') og

Tavlors formel (9'):

(net} ¢
‘gét!.} {(é) f(ﬁ)""""‘{%)x -a-m#n,é {g)x (mmg fex)xn(;)

%5@% f(a) + { (&) fe-a) +, f”(a)(x-a)ea-m-ow{ (a) (e-a)" +
F})': [ " arapen) (e-ay™ (2

Det siste leddet i hver formel er restleddet R 1 Starrelaen & er
et (ukjent) tall mellom O og 1. Det folger da at

Ox  Ugeer melom O &g %,
a+@(x-ay —b — a oy

Det kan bevises at det alltid (hvis £ er tilstrekkelig mange
ganger deriverbar) finnes minst en verdi av @ i intervallet
s1ik at ligningene (8'), (9') er oppfylt. (Dette minner om skjsring-
setningen pd side 30, Se etter i Sydsmter om beviset har noe med
cljeringsetningen & gjere!)

Siden vi ikke vet hvilken verdi © har, kan vi ikke regne ut
restleddet, vi kan bare estimere det. Vi gdr da fram slik: For gitte
verdier av a og x er R , gitt ved lign. (10), en funksjon av 6,

Qﬂ ® Rﬂ(é)
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ARa(6)

. B e e e aae

Vanligvis er Rn(o) ogsd definert M
for =0 og €=1, dvs. 1 L[O,1].

RR(O) har de et maksimum og et
minimum i dette intervallet

< Ra(0) e M, v .

m & —
Feilen ved approksimasjonen er / 1 ,
da m

|Rn| < Max(Im{,IM1)

Som oftest opptrer m og M i endepunktene av intervallet.

Eksempel: La oss underseoke restleddet i Maclaurins formel for funk-

sjonen !
ey = Cl+x) f.

Ved n gangers derivas;ton og innsetting (gjer det!) fér vi

ve (B (1roey™t n
C{:) 20 en  leinomial Kocfpisiant (Je formalinmtiog, )

Vi md underseke faktoren

-n+f l
m(0) = (1+6x) = T 9&)'\-{ ,
Hvis x» 0 har vi

mi®) < |.

i< )] <"

gom er det neste leddet i polynomet. Hvis -1 &£ x & 0 er

ey < (l lxl)"‘
%< () 7 ',’f,i)n.i

Ibegge tilfelle kan det vises at

Ph>0 nir n> o pr [x|< .
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Det betyr at vi kan f4 s& god tilnzrmelse vi ensker bare vi tar med
tilstrekkelig mange ledd. I eksempelet foran var x=0,32 og derfor

IRy| < l(ﬁ)( ot = 4.0t

(Den virkelige feil var som vi s4 = 3, 4*10"4 < 4:107%,) ved h581p
av restleddet kan vi altsd selv finne nayaktigheten uten & sammen-
ligne med en tabellverdi.

For bruk av Taylors formel gjelder:

Tor at Taylorpolynomene skal gi en tilnsrmelse til funks jonen,
er det helt nedvendig at restleddet kan gleres tilstrekkelig lite

nidr n egkes, dve. at l1im R_ = 0O,
R0 I

Hvis vi onsker en feil mindre enn € , mi vi ta med s& mange

ledd at
|Rnnl < €.

Det er da n ledd i polynomet., Vanligvis m& n finnes ved preving og
feiling,

Eksempel: Anta vi m4 beregne e med en feil mindre enmn 10'8. Maclau-
ring formel for e er

l+‘-}z"x *.Q'i*v_x * e’“' N

o
R = e ¢ x"m-

For x=1 er

ox ® . 3
€ = ¢ < ¢< 3’,"3-_ ‘an <:. nt -

Vi nd velge n sd stor at

-§
(n+)! <,

(n*e)! > 308
Ved preving ser vi at 2
ni € 3t o2) 53100,

Vi mA altsd ta med 12-1 = 19 ledd i polynomet, og er da garantert
en feil nmindre enn 10"8.
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3. Polynomtilnmrmelse av sammensatte funksjoner.

Ved sammensatte eller kompliserte funksjoner er formlene (8)
og (9) til liten hjeélp fordi de deriverte ofte blir altfor kompli-
serte. Prov f.eks. 4 finne Maclaurinpolynomet for funksjonen gitt

e GG = (l+x+x‘){

pa4 demne miten. Etter noen fA& gangers derivasjon md man gi opp.
I dette avenittet skal vi nevne uten bevis tre setninger sonm
kan vere til nytte i slike tilfelle.

La £ og g vere to funksjoner med Taylorpolynom P, 08 q,
kring et felles punkt a. :

1) Taylorpolynomet P, for produktfunksjonen F(x)=f(x).g(x) er

Palx) = Pnl®) - galx)

der n-en over likhetstegnet betyr at alle ledd med potens
heyere enn n skal utelates.

2) Hvis konstantleddet i q, er null, er Taylorpolynomet Q,
for den semmensatte funksjonen G(x)=f(g(x)) gitt ved

Qni¥) = Pa(galx) .

Jetningene kan bevises ved & bruke derivasjonsreglene for produkt
og sammensatte funksjoner,

Fksempel 1): La oss finne Maclaurinpolynomet P3 for funksjonen
I-rx
Fioy =y .

Fra formelsamlingen har vi

>
Yier = l+gx=glelx,

! 3t
T Lrix e ple e,

felgelig
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B0 = U+{x t" +,bx )(_l**x*ﬁx *EKS)
[ € g% = tx* e mx’
+ %x + {;t -?ng’ g—x"'
| LR TN 2
. AR Bl RN

2535
= | +x *é‘_x‘*%’(s‘

Merk at f.eks. 4.ordens leddene ikke er fullstendige. Apenbart blir
det problematisk & drive regningen il heye potenser.

Tkgempel 2):

o A
Punksjonen Q(x)=(1+x+x°)? er en sammensatt funks jon.
Haclaurinpolynomet til kjernen x+x2 er rett og slett x+x2. Vi fér

% 3
[+ £(xex®) = d0ean®) + E—é(_z-mﬁ’)
¢
| v dx+tx . v
e _ 1% 1y
b 2R LI &

§.x"+.&x-v x®

d 3
ATt "'eb ib

g 2 3%
l*éx‘??’x ",K .

Oged 1 dette tilfellet er 4,.,grads leddene ufullstendige.
Taylorpolynomene kan ogsd integreres (og deriveres),

%) Hvis gn(x) er Taylorpolynomet for f£(x), si er
%

P x) = {paterat

.
Taylopolynomet av grad n+i for

H(x) = THI{-M:&
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Han kan ogsd bruke ubestemte integrel og bestemme integrasjonskon-
stanten etterpd.

Eksempel 3): Ved hjelp av denne setningen og setning 2) kan vi
iett finne Maclaurinpolynomet for Arctg. Vi har

§ o = Arctax +C

{ex?®

Dessuten er

non
Loy [exextax e e (1) X",

4%
felgelig
! %, 0" ( n
— e [mxFAx et D) X
+x*
Ved integrasjon fér vi
- U3 A ITN ¥ (o wewnn 2 % .
Rrulax % X-3X +g B e

For x=0 skal polynomet og Arctg ha sammenfallende verdier. Siden
Arctgl=0 fir vi C=0,
Med bestemt integral ser det slik ut

X
ok
preige = { 0%
m ([ e el €] st
e . " thel T
- t.(:.,*e‘!-y}?-l'n--r(vh_i‘,{"ﬂt I
o < a1 el
v x-%x‘«r éx oo b (1) lmx .

lierk at det er hiplest & finne noe uttrykk for den n-te deriverte
av Arctg. Vi kan behandle Arcsin pd samme méte (gjer det!).

Ved & kombinere setningene 1) - 3) kan man p4 denne méten fin-
ne relativt enkelt (iallfall de ferste leddene i) Taylorpolynomene
til ner sagt enhver funksjon. En ulempe ved denne metoden er at det
vanligvis byr pd problemer & finne et uttrgkk for restleddet. Hvis
funksjonen er symmetriak/antisymmetriak, kan vi spare oss & regne
ut leddene med odde/like potenser, da disse blir null.
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4. laylor rekke.*

Por de fleste funks joner som er uendelig mange ganger deri-
verbare 1 et punkt gdr restleddet mot null ndr n gir mot uende-—
lig 1 et interval omkring dette punktet, Formelt kan vi da skrive

oy sfere flarteay oo e LfNareeag ween

dvs. vi skriver f(x) som en uvendelig rekke, Fer vi har definert
hva en rekke er, har denne ligningen ingen mening. Vi md definere
hva summen av uendelig mange ledd skal bety.

Anta at vi kan summere de n+1 forste ledd, og la oss kalle
summen S : (Vanligvis kan vi ikke utfore sunmas jonen og finne en
enkel, sluttet form, men vi kan alltid tenke oss det gjort ndr n
er endelig,)

S“ =§'b “"fo *{z*”“‘f&.
{iomn Sn = S ..

h=}ed

Hvis né&

sier vi at rekken
“ "
2 fx = foefiefaros fuson )
K=o | |
konvergerer eller er konvergent og har sum S
o
' S : z fK »
Ked -

I motsatt fall sier vi at rekken divergerer eller er divergent.
In divergent rekke er ikke noe tall eller noen funksjon.
Ligning (9) kan vi skrive

* Den definisjon av rekker som gls her er ikke den mest generelle,
En grundigere framstilling er gitt 4 Sydsemter kap., 10, § 7.
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Al Ry = fy S @) oay e ¢ e (e

Hvis 1im Rn(x) eksisterer, er Taylorrekken
L ]

Z -;(L, {m(a) (x-a)k v .f(n)-r.f'(a)(r-a) 400 ';'-!""’(a)(rm)“*m
kso '’ -

konvergent., For a=0 fér vi tilsvarende Maclaurinrekka., For en del

vanlig brukte funksjoner er Maclaurinrekka og dens konvergensom-

rAde gitt i formelsamlinga. Fksempler pa utledning av Maclaurin-
" rekkene er gitt i Sydseter kap., 10, § 3.

Merk at bare hvis %%&oﬁn(x) = 0 er summen av rekka lik f(x),
og bare da er ligning (10) oppfylt. For alle funksjoner av prake
tisk betydning er dette tilfelle i rekkas konvergensomride,

To setninger om rekker er nevnt i Sydsmter kap.10, § 7, s. 384,
len en viktig setning er ikle nevnt:

Hvis det for rekka (11) gjelder:
1) leddene har alternerende fortegn,
2) hvert ledd er mindre enn det foregfende i tallverdi,
84 er
a) rekkas konvergent, :
b) feilen (hvis rekka brytes av etter n ledd) mindre enn
det forste utelatte ledd,

setningen er illustrert p4 figuren nedenfor,

Se 51.5? S Ss Ss Sl

| 4 NL‘>1

—

B
\.\
w,ud

¢+ <
5% ftz-.—a\-
nY -

e ,
{5 = |forote whelatts
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5. Anvendelser av Taylors formel.

Menge anvendelser er nevnt i de foreglende avsnitt, Fksempler
finnes ogsd i oppgavesamlingen,

Anvendelse avenitt her oppgave
1) Polynomtilnsrmelse 1, 3 Tel~Te4, 8,3
2) Numeriske beregninger 1 Te5=T.13
3) Tilnsrmet lesning av ligninger Te14=T.16
4) Lesning av dif.ligninger Te17
5) Tilnmrmet integrasjon 6.10
6) Ubestente uttrykk (Sydsmter kap, 10

§ 6, Ayres kap.22) 7.18

7) Tabellinterpolasjon.
a) Trigonometriske tabeller, Anta vi ousker & beregne
cos16, 30 s 0g vi bare har tabell over cos og sin til hele grader,
Tabellen gir

‘ cos16® = 0,96126, cos17° = 0,95630.
. Vanlig linemr interpolasjon gir da
CoSb.s” = cosll® +0.3(LrIT*~ A’ ) = 0.95977

Riktig svar er 0,95981, sd feilen er 0,00004, dvs. bare fire rik~
tige desimaler, mindre neyaktighet enn tabellen gir.

Med Taylors formel kan vi oppnd samme neyaktighet som tabellen
gir med ubetydelig mere arbeid. Taylors formel for cosx gir

Y = iR - (x-a)fina. - L(x-aY cota + Ry,
R, = 3‘5""’9 Sm(k¢b(z-a)) |,
.
» 1Ryl < §%“l*““f .
Inmsatt f8r vi for a~16°, x=16 3°, x~2=0, 30 gy?aaoosa¥. Herk at

dette er et lite tall, s& vi trenger ikke regne med sé mange desi~
maler. Videre

~ -
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Swll’ = 6.27567 b » 0.9602.0

/

coalo, 3" s 09116 - 627-0.27563-/0" -4 520" 096124 16~

« 0.%I/26 ~ 0.00tYY - 0.000¢/
e 0.9598/ ,

som er riktig med 5 desimaler, Dette er det beste vi kan oppné,

siden tabellen ikke er mere neyektig. Utregningene kan gjeres med
regnestav siden korreksjonene er smi.

Pordeler: Nesten like enkel regning,

mulig & vurdere neyaktigheten,
sterre neyaktighet,
regnestavberegninger,

b) Eksponensisltabeller, La oss beregne e2’°% nar tavellen gir

P .
e 2,02, et e 13.voy

Vi har at

\$ oo 28 ‘
g"tf e we (leoevefoort+ Ry)

Det lenner seg & multiplisere ferst, si summere. Hvorfor?

0.0
Ry < gie roov® a s

2.5 ;
2 ¢ Ry 107

2.3y |
€ = (2,082 + 0.04.12,182 + 0.0008.72.182

© (2,182 + O.NQ] + 0.0/0

= ll.b?? .

Riktig svar er 12,680, (Hvorfor fir vi likevel en feil?) Med li-
newr interpolasjon fir vi

QQ.SY o 12,082 + 0. (13.406Y-12,182) = 12.6%5
Svaret er for stort som vi kunne vente, og feilen er 0,015, dvs.
10 ganger sterre enn ovenfor?



