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Sammendrag

HIV/AIDS har veert en av de storste bekymringene til helsevesenet i mod-
erne historie og er fremdeles, 30 ar etter sin oppdagelse, en av de stgrste
helsebekymringene i samfunnet. Det har, naturlig nok, blitt utformet mange
matematiske modeller, med forskjellig innfallsvinkler og antagelser for & beskrive
epidemien HIV/AIDS. I denne oppgaven tar jeg utgangspunkt i en allerede
etablert matematisk modell, bestaende av et system av ordinzere differensial-
ligninger, for sa & innfgre en tidsforsinkelse for & gjore systemet mer realis-
tisk. Jeg bruker modellen Kgosimore og Lungu kom frem til i sin artikkel [5].
De har i denne artikkelen etablert en teoretisk modell for seksuelt overferbar
HIV/AIDS som ogsa involverer vaksinering av mottakelige individer og be-
handling av HIV-positive.

Jeg diskuterer rundt modellen og kommer frem til at den blir mer reell ved &
innfgre en distribuert tidsforsinkelse med hensyn pa kjgnnsmodningspe-rioden.
Siden systemet kun omfatter den seksuelle overfgringen av sykdommen, an-
tar jeg at ingen blir fgdt smittede. Denne tidsforsinkelsen blir derfor innfert
i gruppene av de som er mottakelige. Videre benytter jeg metoden ”Linear
Chain trick” for a gjgre systemet, bestaende av seks differensialligninger med
en tidsforsinkelse, til et system med atte ordineere differensialligninger uten
tidsforsinkelse.

I Kgosimore og Lungu’s artikkel [5] lgser de systemet analytisk. Siden
dette blir en umulig oppgave etter innfgringen av tidsforsinkelser, velger jeg
a lgse mitt problem numerisk. Jeg innfgrer dermed reelle verdier for parame-
trene, for a gjennomfgre en numerisk stabilitetsanalyse. Siden jeg allerede har
en del informasjon om stabilitetsegenskapene til systemet uten tidsforsinkelse
fra artikkelen til Kgosimore og Lungu, tester jeg mine numeriske resultater
opp mot teorien de har kommet frem til. Jeg fant ut at man ikke kan bruke
den analytiske lgsningen og teorien til modellen for a teste modellen. Mod-
elltesting er noe annet enn teori og jeg peker pa flere bevis som viser dette.
Jeg konkluderer videre med at teorien i Kgosimore og Lungu’s artikkel [5] kan
brukes til & trekke konklusjon med, men for & oppna dette matte jeg ta en del
urealistiske antagelser og resultatene bgr sjekkes eksplisitt.

I siste del av oppgaven gjennomfgrer jeg selv en stabilitetsanalyse pa sys-
temet med en tidsforsinkelse og finner ut at stabilitetsegenskapene til systemet
blir bedre etter innfgringen av denne. Konklusjonen blir da at modellen bade
blir mer realistisk og mer robust ved innfgringen av denne tidsforsinkelsen.






Abstract

HIV/AIDS has been one of the biggest health issues in modern history. It is
still, 30 years after its discovery, one of the biggest health challenges we face.
Naturally, it has been designed a plethora of mathematical models, with dif-
ferent approaches and assumptions to describe the epidemic HIV /AIDS. This
thesis takes its out spring in an already established model, which involves
a system of ordinary differential equation. I then introduce a delay in this
model, to make it more realistic. The model I used was the model that Kgosi-
more and Lungu established in their article [5]. This is a theoretical model
for sexual transmitted HIV/AIDS that also involves vaccination of susceptible
individual and treatment of HIV/AIDS positive individuals.

I discuss the model and conclude that it will appear more realistic if I in-
troduced a distributed delay in the maturation period. Since the system only
deals with the sexual transmittance of the disease, I make the assumption that
nobody is born infected. Because of this assumption I incorporate the delay
in the groups of susceptible. I then use the method of Linear Chain trick to
convert the system of six differential equations with a delay, into a system of
eight ordinary differential equations without a delay.

In Kgosimore and Lungus article [5] they solve the system analytical. Since
this is an impossible task after the delay is incorporated, I choose to solve the
problem numerically. I then introduce real values for the parameters in the
model to complete a numerical stability analysis. Since I already have some
information about the stability properties for the system without the delay
from Kgosimore and Lungus article, I start by testing my numerical results
against the theory from the analytical solution. From this analysis I found out
that the analytical solutions and the theory described in the article could not
be used to test the model. Model testing is different from theory and I have
employed several proofs to show this. I also conclude that the theory found in
Kgosimore and Lungus article [5] can be used to draw conclusions, but to gain
this result I had to take some unrealistic assumptions and the results must be
checked explicitly.

In the last part of the thesis I completed a stability analysis on the system
with an incorporated delay. The analysis reveals that the stability properties
have been improved after incorporating a delay in the system. The conclusion
is that the model has become more realistic and more robust when the delay
is incorporated.
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1 Innledning

1.1 Historikk

Tidlig aret 1981 kunne The New York Times rapportere om et utbrudd av en
sjelden form for kreft som oppstod hovedsakelig mellom homoseksuelle menn
i New York og California. Denne "gay cancer”, som den ble kalt, ble senere
dept om til Kaposis Sarcoma, og er na det vi i dag kjenner som HIV (human
immunodeficiency virus), som forer til AIDS (acquired immunodeficiency syn-
drome). Dette var begynnelsen pa den stgrste bekymringen til helsevesenet i
moderne historie og er fremdeles, 30 ar senere, en av de stgrste helsebekym-
ringene i samfunnet [IJ.

Etter at sykdommen ble kjent har den spredt seg i suksessive bglger til ulike
regioner i hele verden. I 2003 var et totalt antall pa 60 millioner mennesker
smittet med HIV, hvorpa en tredjedel dgde. Dessverre er ikke det katastrofale
potensialet til AIDS epidemien enda fullt ut realisert. HIV og AIDS fortsetter
a spre seg uttover i verden, merkverdig i Afrika sgr for Sahara. Smitten er
ogsa akselererende i andre land og regioner, inkludert Kina, India, deler av @st-
Europa og sentral Asia [2]. T 2009 levde ca. 33 millioner mennesker med HIV,
som er en gkning fra 8 millioner i 1990. Den generelle veksten til epidemien
har begynt & stabilisere seg de senere arene. Det arlige antallet av nye HIV
smittede har stabilisert seg og etter hvert som det har veert signifikant gkning
i mennesker som mottar antiretroviral terapi (medisiner som hindrer HIV til
a utvikle seg til AIDS), har nummeret av AIDS-relatert dgd ogsa avtatt [3].

1.2 En matematisk modell

En teoretisk matematisk modell representerer vanligvis en idealisering av et
aspekt av virkeligheten. Hvis en situasjon i den virkelige fysiske eller biolo-
giske verden kan analyseres matematisk s& innebeerer det at den kan gjores til
gjenstand for matematisk modellering. Vanligvis ma disse situasjonene eller
prosessene idealiseres. Det vil si & forenkle det reelle problemet; man kan for
eksempel se bort fra aspekter som ikke har sa stor innflytelse pa situasjonen.
Helt konkret betyr det & modellere et problem at en situasjon beskrives av en
eller flere matematiske ligninger [4].

Jeg vil ta for meg utviklingen av HIV/AIDS i en befolkning. Det finnes
utallelige matematiske modeller for denne problematikken. For eksempel i ar-
tikkelen til Kgosimore og Lungu [5] antar de en teoretisk modell for seksuelt
overfgrbar HIV/AIDS som ogsa involverer vaksinerte av mottakelige mot HIV
og behandlede av HIV-positive individer. De spgr seg selv ”In a situation
i which vaccination and treatment are available to a proportion of the pop-
ulation, what conditions must be met for the success of the vaccination and
treatment programs?”. Dette er forskjellig fra andre modelleringer igjen. For
eksempel Hsu Schmitz [19] tar hensyn til genetisk variasjon i mottakelige og
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smittsomme individer. Hsu Schmitz [I9] antar ogsa for det forste at vaksiner-
ing bare blir gitt til individer som er i en risiko sone, og for det andre at alle
som blir infisert ogsa mottar behandling. Disse antakelsene gjgr at modellen
til Hsu Schmitz [19] for eksempel passer til land hvor helsetilbud er tilgjengelig
for de fleste innbyggere.

Hyman og Li ([20]) diskuterte fordelene med god seksuel attferd i arbeidet
deres om attferdsforandring i SIS (susceptible-infectivesusceptible) STD (sex-
ually transmitted disease) modeller med selektiv miksing. Analysen deres er
basert pa det basiske reproduksjonsnummeret, Ry, og ut i fra denne har Hy-
man og Li [20] utledet at infeksjonen kan reduseres hvis mennesker modifiserer
deres adferd i grupper med hgy risiko for smitte. Dette vil si hvis individer
reduserte deres seksuelle kontakt, c;, praktiserte sikker sex, eller byttet part-
ner sjeldnere.

Jeg vil ikke her ta stilling til hvilke metoder eller modeller som er best.
Mitt overordnede mal med denne oppgaven er a velge en allerede etablert
modell og videre prgve a gjgre modellen mer virkelighetstro ved a innfere
en tidsforsinkelse i noen av variablene i modellen. Jeg tar utgangspunkt i
Kgosimore og Lungu sin artikkel, " The effects of Vaccination and treatment
on the spread of HIV/AIDS” og vil videre i oppgaven bruke referansen [5]
for & forenkle forklaringene mine. I denne artikkelen ser de pa det ordinsere
differensiallignings systemet:

Xo = bN —cAXo— (¢4 )Xo

X1 = ¢Xo—c(l —9)AX] —pXy

Xy = eAXg— (a+p+v1)Xo (1)
X3 = c(1—y)AX1 — (0 + p+10)X3

Xy = aXo40X3— (u+v3)Xy

X = 11 Xo+1nX3+ 13Xy —0X5.

Hvor N er:

N = (b — /,L)N —1nXo +1n X3+ 13Xy (2)

1.3 Oppgavens struktur

Jeg begynner med en kort formulering av modellen, videre vil jeg, ved hjelp
av annen litteratur, legge frem teorien jeg stgtter meg pa i mine beregninger.
I siste del av oppgaven anvender jeg denne teorien pa systemet presentert
tidligere. Jeg innfgrer en valgt tidsforsinkelse for a gjgre modellen mer virke-
lighetstro, samtidig som jeg sjekker resultatene jeg far mot den allerede etablerte
modellen. Siden systemet mest sannsynlig blir umulig a lgse analytisk etter



1.3 Oppgavens struktur

innfgringen av en tidsforsinkelse har jeg i min oppgave valgt a legge vekt pa
numeriske lgsninger. Jeg finner reelle tall for parametrene i modellen fra [5].
Videre gjor jeg en numerisk stabilitetsanalyse med det opprinnelige systemet,
for a sjekke mine resultater opp mot de analytiske resultatene i artikkelen til
Kgosimore og Lungu [5], for sa & gjennomfgre den samme analysen pa sys-
temet der jeg innfgrte en tidsforsinkelse.

Jeg vil hele tiden prgve a diskutere rundt resultatene jeg oppnar ut fra
mitt overordnede mal: Hvorfor innfgre tidsforsinkelse?






2 Notasjon

2.1 Generell notasjon

R er mengden av alle reelle tall.

C er mengden av alle komplekse tall.

Z ={0,£1,4£2,43, ...} er mengden av alle heltall.
C(R) er alle kontinuerlige funksjoner pa domenet R.
B betyr slutt pa eksempel.

¢ betyr slutt pa bevis.

D betyr partiellderivert.

ODE star for ordninser differensialligning.

DDE star for differensialligning med tidsforsinkelse (delay).

Re) betegner de reelle egenverdiene til et system.

2.2 Notasjon tilknyttet modellen

(Xo), (X1), (X2), (X3), (X4) og (Xo)
¢
A
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N

Bo, B1 og P2

o og o

Vi,V 0g V3
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b ogq

gogk
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a
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3 Modellen og innfgring av tidsforsinkelse

3.1 Formulering av modellen

I modellen fra [5] deles det inn i to mottakelige grupper: Normale (Xy) og
vaksinerte (X7), tre smittsomme grupper: Normale (X32), vaksinerte (X3) og
behandlede (X4) og de som har fullt utviklet AIDS (X5).

Vi antar at en brgkdel ¢ av mottakelige er vaksinert, videre antar vi at nor-
male mottakelige blir smittet med HIV med en rate pa cAX( mens vaksinerte
mottakelige blir smittet, og faller under gruppen smittsomme, med en rate pa
0(1 — ’}/)5\X1

Der:

A\ = gjennomsnittet av hver innbyggers risiko for & bli smittet.

¢ = gjennomsnittet av nye seksualpartnere i en tidsenhet.

~v(0 < v < 1) = gradene av redusert mottakelighet av alle vaksinerte.
Vaksinen er perfekt hvis v = 1.

Vi antar at A kan bli kalkulert som produktet av to faktorer: sannsyn-
ligheten for overfgrelse per partnerskap og brgkdelen av de seksuelle aktive i
populasjonen som er smittet og smittsomme. Det vil si:

BoXa  B1X3  [BaXy
N + N + N (3)

Hvor N er den totale seksuelt aktive populasjoen gitt av:

X:

N=> X. (4)

Der By, 81 og B2 er sannsynligheten for & bli infisert dersom en har seksuel
omgang (per partnerskap) med henholdsvis en normal, vaksinert og behandlet
infisert.

En brgkdel o av X5 og en brgkdel o av X3 mottar behandling og blir en ny
gruppe med smittsomme som er behandlet (X4). De normale, vaksinerte og
den nye gruppen, behandlede smittsomme, utvikler HIV/AIDS med konstant
rate pa v, o 0g 13 og gar sa inn i klassen av personer med fullt utviklet AIDS.
Fornyelse av mottakelige i populasjonen gker med en rate pa bV, hvor b er
den naturlige fodselsraten. Dgdsraten er p, for alle, bortsett fra gruppen med
fullt utviklet AIDS (X5). Disse har en konstant dgdsrate pa 6 > p.

Alle parametere i modellen er positive konstanter.

Dynamikken i sykdommen kan da bli beskrevet av et system av ordingere
differensialligninger slik:

11



3 MODELLEN OG INNFORING AV TIDSFORSINKELSE

Xo = BN —eXXo— (¢4 )Xo

X, = #Xo — c(1 — Y)AX1 — puXy
XQ = CS\XO - (a +u+ V1)X2 (5)
Xg = c(l—'y)j\Xl — (U+M+V2)X3
X4 = @XQ + 0'X3 — (,u + I/3)X4
X5 = nXo+1rXs+13Xy—0Xs.
Hvor N er:
N =(b—pu)N —11Xs + 15 X3 + 13X,. (6)

Videre i [5] bestemmer de modellens reproduksjons nummer pa fglgende
mate:
Definisjon Den spektrale radiusen

Rur(a) + 9e—2— Ry (o) (7)

R
b+ ¢

T bt

definerer antallet av sekundeere infeksjoner i nserveer av en vaksinasjons strategi
(¢) og behandlings strategi o og o, og blir her brukt som modellens effektive
reproduksjonsnummer.

Ryr(a) og Ryr(o) blir definert som

b «

Rurle) = g=oRo+ =0 Ror
b o
i

og er henholdsvis reproduksjonsnummeret av uvaksinerte smittsomme som
har veert gjennom en behandlingsstrategi a og reproduksjonsnummeret av
vaksinerte smittsomme som har veert gjennom en behandlingsstrategi (o).
Reproduksjonsnumrene Ry = %, og Ry = %, definerer nummeret av
sekundeere infeksjoner i fraveer av tiltak og nummeret av sekundeere infek-
sjoner til smittsomme som har fatt behandling men som fremdeles har forblitt
smittsomme. Ry, = % definerer nummeret av sekundaere infeksjoner grunnet

smittsomme, som ble vaksinert mot sykdommen som mottakelige.

3.2 Innfgring av tidsforsinkelse

Ordingere differensialligninger (her forkortet med ODE) er vanligvis den fgrste
tilneermingen til det reelle problemet. I mange tilfeller, for & fa4 en bedre
tilngerming til virkeligheten, ma man i tillegg ta hensyn til tidligere fakta fra

12



3.2 Innfgring av tidsforsinkelse

systemet. Det vil si at et mer realistisk system burde bli modellert av differ-
ensialligninger med en tidsforsinkelse: en delay (her forkortet med DDE).

Et enkelt eksempel pa at tidsforsinkelser er viktige nar man lager mod-
eller fra virkeligheten er treplanting. For en skog som er kuttet ned og gjen-
plantet vil det ta minst 20 ar for traerne har fatt noen stgrrelse av betydning.
Dermed ma en matematisk modell av denne prosessen helt klart inneholde
tidsforsinkelser for & veere realistisk. Eksempelet er hentet fra Kuang’s bok
[6], s. 3.

Det neste steget i min modellering av HIV/AIDS problematikken er &
finne de variablene i systemet fra [5] der det er naturlig a tilegne denne tids-
forsinkelsen.

3.2.1 Kjsnnsmodningsdelay hvor de nyfgdte ikke deltar i den ho-
risontale overfgringen av sykdommen

Det er naturlig & anta at nyfgdte og barn opp til en viss alder ikke inngar
i verken en mottakelig gruppe eller en smittsom gruppe nar man diskuterer
en modell med horisontal overforing av sykdommen (smitte gjennom seksuell
kontakt med en infisert). Dermed kan det vaere relevant a diskutere en tids-
forsinkelse i kjgpnnsmodningsfasen. Dette er diskutert i [7] og [§].

Busenberg og Cooke antar i [7] en modningsperiode med lengde T' > 0,
hvor de nyfgdte ikke deltar i den horisontale overfgringen av sykdommen. Ft-
ter denne modningsperioden, 7', blir de som overlever involvert i den horison-
tale overfgringen. Disse antakelsene fgrer til en modell som inkluderer gruppen
av modne smittsomme I(t) ved tiden ¢, gruppen S(t) av modne mottakelige
individer ved tiden t, og disse samme funksjonene evaluert pa tidspunkt ¢t —T'.
Modellen inneholder ogsa en gruppe mennesker som blir ”fjernet” fra systemet,
det vil si som har overlevd sykdommen og gatt inn i en klasse av immune; R.

For & komme frem til eksplisitte dynamiske relasjoner i modellen sin, gjor
Busenberg og Cooke fglgende antakelser:

(i) Modne smittsomme og mottakelige forsvinner, ved dgd eller immunitet,
med henholdsvis en konstant rate 7’ og r. De umodne individene blir fjernet
med en rate pa henholdsvis r* og r*.

Alle ratene er ikke-negative.

(i4) De modne mottakelige har en konstant ikke-negativ fodselsrate: b,
mens de modne smittsomme har en konstant ikke-negativ fodselsrate: o'
Raten av tillegg av individer til den modne mottakelige gruppen ved tiden
t, kommer av hvor mange barn som er fgdt av mottakelige ved tiden t — T" og
er be " TS(t —T) =bS(t — T), hvor b =be™"" T,
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3 MODELLEN OG INNFORING AV TIDSFORSINKELSE

Forskjellen fra modellen i [5] og denne er at Busenberg og Cooke antar at

det finnes en vertikal smittefare (smitte fra mor til barn). Dermed antar de
her at en andel p, hvor 0 < p < 1, av avkommene til smittsomme foreldre
er mottakelige, mens den komplementaere andelen ¢ = 1 — p er smittsomme.
Raten av tillegg i individer til smittsom gruppe ved tid ¢, grunnet fadsel av
smittsomme foreldre ved tid t — T er b/ I[t — T) = g/ TI(t — T)
Det totale tillegget av individer til den mottakelige gruppen ved tid ¢, grun-
net fodsel av bade mottakelige og smittsomme foreldre ved tid t — T, er
pb'I(t —T) + bS(t — T). Parameteren p inkorporerer vertikal overfgring av
sykdommen i modellen og nar p = 1 har vi en modell med kun horisontal
overforing. (hvis p = 0 blir alle avkomene som blir fgdt av smittede automa-
tisk smittsomme).

(7i7) Raten hvor mottakelige blir smittet ved tiden t er antatt a veere en
funksjon g av S(T') og I(T). Her antar de altsa ingen tid mellom det a bli
smittet og det & veere smittsom. Hvis populasjonen er uniformt mikset, kan
vi ta g(S,1I) = kSI, hvor k er en konstant.

Nar det ikke er noen romlig spreding av populasjonen, fgrer antakelsene over
til folgende DDE’er for S(T') og I(T):

S(t) = —rS(t)+bS{t—T)+pbI(t—T)—kSt)I(t), t>0
Ity = —r'I(t)+qb'I(t—T)+kS(t)I(t), t> 0.

S(t) = So(t), I(t)=1Iy(t), —T >t>0.

Hvor b = be ™71, i/ = be ™7, og initialbetingelsene So(t) og To(t):
[—T,0] — [0, 00) blir antatt a vaere kjente kontinuerlige ikke-negative funksjoner
som spesifiserer nummeret av modne mottakelige og smittsomme péa interval-
let [T, 0]. Disse ligningene kan fremstilles som i Figur

Siden vi i modellen fra [5] har delt opp mottakelige (S(¢)) i to grupper:
normale (Xy) og vaksinerte (X1), og smittsomme (I(t)) i tre grupper: normale
(X2), vaksinerte (X3) og behandlede (X4), kan vi dele S(t) og I(¢) inn fplgende:

S(t) = XU -+ X1
I(t) = X9+ X3+ X4.
Hvis vi tar utgangspunkt i artiklene [7] og [§] ser vi her at det kan vaere
reelt & innfgre denne modningstidsforsinkelsen i variablene Xg — X4. Hvis vi

antar kun en horisontal smitte, det vil si at man bare blir smittsom ved fgrst
a veere mottakelig, vil denne modningstidsforsinkelsen kun opptre i Xy og X;.
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3.2 Innfgring av tidsforsinkelse

| v
Modne kSl Modne r'l Modne
S | R

bS qb'I(t-T)

Umodne Umodne =1 Umodne
S. | R

[ )
r*s

Figur 1: Viser strukturen i modellen med en kjgnnsmodningstidsforsinkelse, der de
nyfadte ikke deltar i den horisontale overfgringen av sykdommen. De rgde linjene
indikerer fgdsel og de bla linjene viser til overgangene av individer fra en epidemiolo-
gisk gruppe til en annen. S er gruppen med mottakelige, I gruppen med infiserte og
smittsomme og R er gruppen med de som har hatt sykdommen, blitt friske og na er
immune.

3.2.2 Innfering av tidsforsinkelse i modellen

Jeg vil na preve a innfgre tidsforsinkelsen jeg har diskutert over i systemet av
ODE fra [5]. Jeg velger a se pa en modell som kun tar hensyn til den horisontale
smitten av sykdommen. I denne modellen innfgrer jeg en kjgnnsmodningstids-
forsinkelse, slik som i [7], [8]. Det vil si at jeg tenker meg at nyfgdte barn og
barn opp til en bestemt alder, ikke kan bli utsatt for smitte. Siden jeg antar
kun horisontal smitte, ser jeg bort fra smitten mellom mor og nyfgdt. Dette
kan faktisk vaere en reell antagelse ut fra nyere forskning:

”Det globale fondet for bekjempelse av aids, tuberkulose og malaria, lanserte
den 8. mars sin resultatrapport 2010. I rapporten hevdes det at hivsmitte fra
mor til barn kan elimineres innen fem ar, forutsatt at verden fortsetter a gke
bevilgningene til formalet.”[9]

Jeg antar dermed at alle nyfadte gar inn i en klasse av umodne mottake-
lige, for de gar over til modne mottakelige ved en viss alder (i mange land,
som i Norge, er denne alderen 16 ar).

P& grunn av antagelsene ovenfor velger jeg a innfgre tidsforsinkelser pa vari-
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ablene: Xy og X; (de normale mottakelige og de vaksinerte mottakelige).
Dermed blir modellen fra [5] slik:

Xo = DN —eAXo(t—T) — (¢ + p)Xo(t = T)

X1 = ¢Xo(t—T)—c(l=)AX1(t = T) — pX1(t = T)
Xy = AXo(t—T)— (a4 p+11)Xs

X3 = ¢c(1—)AX1(t=T) — (04 p + 1) X3

Xy = aXo40X3— (u+13)Xy

X5 = 1 Xo+1Xs+ 13Xy —0X5.

Jeg har valgt a innfgre tidsforsinkelsen i alle variablene Xy og X1, siden vi
her tar utgangspunkt i en modell som baserer seg pa de kjgnnsmodne i popu-
lasjonen. Systemet ovenfor inneholder en konstant tidsforsinkelse X (t—T), der
det er naturlig & tenke seg at denne tidsforsinkelsen er den seksuelle lavalderen
i en populasjon. (Som nevnt over sa vil denne veere 16 ar i Norge).

Det er ikke en realitet at alle individer i populasjonen blir kjgnnsmodne
etter en bestemt tid. Modningsnivaet er ofte individuelt og dette kan vi inkor-
porere i modellen var ved a bytte ut den konstante tidsforsinkelsen med en dis-
tribuert tidsforsinkelse. Denne tidsforsinkelsen bestar som oftes av en funksjon
pa formen:

/0 " 2(5)G (1t — ) ds.

Du far dermed med et mer avansert bilde av kjgnnsmodningen i populasjo-
nen. Hvis vi velger en distribuert tidsforsinkelse vil systemet se slik ut:

Xo = BN —cAXo— (64 1)Ko

X1 = ¢Xo—c(l—9)AX] — pXy

Xy = eAXo— (a4 p+v1)Xo (8)
X3 = c(1—y)AX] — (0 + p+10)X3

X, = aXo+o0X3— (1 +v3) Xy

Xs = 11 Xo+1nX3+ 13Xy —0X5.

Der X og X; er funksjoner pa formen:

/Oooa:(s)G(t —s)ds. 9)

En utdypning av de forskjellige formene disse ligningene kan ta er presen-
tert i kapittel
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4 Differensialligninger med en tidsforsinkelse

Dette kapittelet bygger pa kurset ” Differensialligninger med en tidsforsinkelse
og anvendelser”, gitt av Arkadi Ponossov pa Universitetet for miljg og bioviten-
skap [12].

4.1 Definisjon og eksempel pa DDE

ODE er differensialligninger hvor alle de ukjente funksjonene og deres deriverte
blir evaluert pa samme tid, t. En mer generell type differensialligninge, som
ofte blir kalt funksjonelle differensialligninger, er hvor de ukjente funksjonene
forekommer med ulike argumenter.

Eksempel 1:
z(t) = —2z(t—1)
i(t) = a(t)— x(%) bt —1)
i(t) = z(t)z(t —1)+ t2z(t + 2)eller
@(t) = —x(t)—x(t—1) — 3sinx(t) + cost.

Den enkleste og kanskje mest reelle av disse er differensialligninger med en
tidsforsinkelse: DDE. Dette er en ligning som uttrykker noen deriverte av x
ved tiden t i form av x pa t og et tidligere tidspunkt. Den forste og den siste
ligningen i eksempelet over er av denne typen. [10]

4.2 Et eksempel relatert til biologi

Tidsforsinkelse er helt ngdvendig i systemer med ”feedback”.
Eksempel 2:

Vannet i en dusj eller en vask har ikke alltid den temperaturen som er
gnskelig. Dusjer vi, gnsker vi oss varmere vann enn om vi fyller et glass med
vann for a drikke det. Da far vi et system med feedback. Ta for eksempel en
person i en dusj, som ikke er helt forngyd med temperaturen pa vannet:

Beskrivelse:
T4 - Den gnskede temperaturen.
T,, - Den faktiske temperaturen.
h - Tiden det tar for vannet & ga fra mikseren og til personens hodet.

17
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Mikser

Kaldt Varmt

Figur 2: Eksempel pa et system med feedback er en dusj. Man regulerer vannet
ved hjelp av kranen. Kaldt til hgyre og varmt til venstre. Pa grunn av at vannet
ma "bevege” seg en strekning fgr det nar dusjhodet blir dette en forsinkelse av den
gnskede temperaturen.

Da far vi ligningen:
AT,, = kA« k er en konstant
— Tm = ka.

Hastigheten pa rotasjonen av handtaket er ’l x avviket i vanntemperaturen’.
[ blir liten hvis personen er mer flegmatisk.

Dette forer til folgende system av DDE:

at) = —l[Tn(t—h)—1Tq
T = —lk[Ty(t—h)—Ty.

Der (t — h) opptrer som tidsforsinkelsen i systemet.
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4.3 ODE vs. DDE

4.3 ODE vs. DDE

Oppforsel: Til og med de enkleste DDE’ene kan ha sveert forskjellige lgsninger
enn ODE’ene. Hvis vi ser pa i(t) = —z(t — §), kan vi se at denne
forste orden linesere homogene DDE’en med reelle koeffisienter kan ha os-
cillerende lgsninger (for eksempel med cos(t) eller sin(t)), mens tilsvarende
ODE med reelle koeffisienter har aldri oscillerende lgsninger. [I1]

Starverdiproblem: Det fgrste matematiske spgrsmalet som kommer opp nar
vi har en differensialligning er hvordan form startverdibetingelsene skal
ha, hvis det er noen, for & oppna en unik Igsning av ligningen.

ODE:

der q og B er konstanter. For forklaring se eksempel 5. Denne ODE’en
har startverdibetingelsen

z(tg) = xo.

Det mest naturlige svaret pa spgrsmalet om startverdibetingesler for
DDE er at man bgr spesifisere en startfunksjon pa et intervall med lengde
r, for eksempel [ty — 7, to]

DDE:
_gqu(t-r)
vi far da startverdibetingelsen
z(t) = 0(t) to—r <t <to.

Hvor 6 er en gitt funksjon.

Vi antar altsa at den tidligere historien er kjent, og representert av 0,
uten at denne historien ngdvendigvis oppfyller differensialligningen med
tidsforsinkelse. Videre gnsker vi en kontinuerlig forlengelse av 6 inn i
fremtiden, til en funksjon x som oppfyller differensialligningen var for
t>1o

Eksempel 3:

ty =0
z(t) = —cx(t—r)
x(t) =46(t) (—r <t<0)
x(t) :m(O)—c/O O(s—r)ds 0<t<r
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4 DIFFERENSIALLIGNINGER MED EN TIDSFORSINKELSE

og siden z(0) = 6(0) far vi:
t
x(t) :1:(7“)—0/ x(s—r)ds r<t<2r.

Hvor x(s-r) er kjent. Ved hjelp av "Method of steps” (diskutert i [5.1])
far vi utviklingen vist i Figur

Figur 3: Vi antar at den tidligere historien er kjent, og representert av 6, som ligger
mellom [—r < ¢ < 0], uten at denne historien ngdvendigvis oppfyller differensiallignin-
gen med tidsforsinkelse #(t). Videre gnsker vi en kontinuerlig forlengelse av 6 inn i
fremtiden, til en funksjon x som oppfyller differensialligningen var for ¢ > 0.

Konklusjon:

For & oppna en unik lgsning pa DDE’er trenger vi ikke en starverdi
slik som for ODE’er men en startfunksjon pa [tg —r, o], hvor r er bundet
stor nok slik at tg —r < t — f;(t) for alle j'er og for t € [to,b]. Dette
betyr at istedenfor & jobbe pa et endelig dimensjonalt vektorrom (slik
som i linesere OD’er, hvor den generelle lgsningen til et n’te order skalar
ODE kan bli uttrykt som en lineserkombinasjon av n linesere uavhengige
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lgsninger), jobber vi her med et utellbart uendelig dimensjonalt vektor-
rom for & fullt ut karakterisere den generelle lgsningen til DDE’en. Dette
er en av grunnene til at det er vanskelig & karakterisere DDE’er analytisk
[11]. For visualisering se Figur

Figur 4: Viser det sammen som i Figur [3| Vi trenger en startfunksjon pa [tg — 7, o]
som ikke ngdvendigvis er en lgsning pa differensialligningen men som kan forlenges
inn til en funksjon x som oppfyller differensialligningen.

Baklengs lgsning: For ODE’er kan man regne seg ”baklengs” frem til lgsningen
pa startverdiproblemet. Dette er ikke alltid tilfelle for DDE’er.

ODE:

Hvis vi har problemet:
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kan vi regne baklengs for & komme frem til Igsningen pa starteverdiprob-
lemet:

< IA

DDE:

For DDFE’er er ikke dette en selvfglge at stemmer. Ser pa:

z = ax(t)+bx(t—r) —2r<t—r<-—r
z(t) = k (—r <t <0).

Gjor det baklengs med —oo < t < —7.
Da far vi:
=0 = z=k
0 =ak +bx(t—r).

Setter t — r = 7 og far da:

ak
.f(’]'):—? —2r <7< —r
Dette betyr at den eneste maten man kan oppna en kontinuerlig funksjon
er hvis —% =k.
Kontinuitetsbetingelsen er dermed:

a = —b.

Konklusjon: Hvis a # —b kan systemet ikke lgses baklengs. Det kan
finnes en lgsning, men det kan hende at denne lgsningen ikke er unik.

Tilnserming av Taylor rekker: I motsetning til ODE er det ikke sikkert at
en tilnsgerming av Taylor rekker fungerer for DDE.

r >0
1 1
x (t—r)~a(t) —ri(t) + =rk+ ..+ (=)™ —rmz™(t).
2 m!
Eksempel 4:
Vi har fglgende:
i) x(t) = —2x(t) +z(t—r) r er liten
2
i) i) = —2z(t) + x(t) — ri(t) + %i‘(t) m=2.
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Hvor ii) er en tilnserming til i) ved hjelp av Taylor. Spgrsmalet bli da
om dynamikken til 7) og i) er neerme hverandre?

Lgsning:

i)

Vi kan vise ved hjelp av den karakteristiske ligningen til i) at alle lgsningene
vil oscillere og 0-lgsningene vil bli stabile. Se Figur

Figur 5: Lgsningen oscillerer og blir stabil med ligning s.

ii) Ved a lgse den karakteristiske ligningen ser vi at i dette tilfelle vil alle
0-lgsningene g& mot oo nar t — oo og lgsningen er ikke lenger stabil. Se

Figur [6]

1
p(A) = 57“2/\2 —(r—=1Ax-1

1
A= —1—-Xr+ 51"2)\2
z(t) = eM = oo
Dynamikken til 7) og ii) er ikke nserme hverandre og moralen her er at

en tilnzerming ved hjelp av Taylerutvikling ikke alltid fungerer like godt
som det gjor for ODFE’er.

23



A’ﬁ\ A>0 A

Figur 6: Alle lgsningene av den tilnszermede ligningen ¢ gar mot uendelig og er
dermed ikke stabile.



5 Metoder for a lgse DDE’er

Dette kapittelet bygger pa kurset ” Differensialligninger med en tidsforsinkelse
og anvendelser”, gitt av Arkadi Ponossov pa Universitetet for miljg og bioviten-
skap [12].

I oppgaven vil jeg diskutere to forskjellige tidsforsinkelser: konstant og
distribuert. Naturlig nok finnes det forskjellige fremgangsmater & lgse DDE’er
ut i fra hvilke tidsforsinkelse de inneholder.

5.1 The method of steps

En metode a lgse DDE’er med en konstant tidsforsinkelse er ved hjelp av
”The method of steps”. Jeg tar uttgangspunkt i et eksempel for & vise frem-
gangsmaten til denne metoden:

Eksempel 5:

Vi tenker oss en tank som inneholder B liter med saltvannsblanding. Friskt
vann renner inn pa toppen av tanken med en fart pa q liter per minutt, mens
den miksede lgsningen forlater tanken gjennom et hull nederst med samme
rate. Miksingen av saltvann og friskt vann er hele tiden jevnt fordelt. Se

Figur

Vi har:
B - volumet av tanken,
q - mengden vann som renner inn/ut av tanken per. min.,

x(t) - Mengden salt i tanken (i kg),

% - Konsentrasjon av salt, ( zﬁir)

q%(t) - Hastigheten av forandring i saltmengde.

Ut i fra dette far vi differensialligningen:

, qx(t)
z(t) = — .

(1) = -2

Dette vil ikke veere reelt, fordi miksingen i tanken ikke til enhver tid kan

veere jevn og konsentrasjonen av saltvann som forlater tanken pa tidspunkt

t vil veere lik gjennomsnittlig konsentrasjon pa et tidligere tidspunkt t-r. Vi

antar her at r er en positiv konstant. Differensialligningen for x blir da en

DDE:

Setter ¢ = — 4 og far:
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Ferskt vann
q /

Saltvann
q
/

Saltvann

Figur 7: Saltvannstank: Friskt vann renner inn pa toppen med en fart pa ¢ liter per
minutt. Miksingen av saltvann og friskt vann er hele tiden jevn og denne lgsningen
forlater tanken gjennom et hull nederst med samme rate som friskt vann renner inn.

Hvor (t — r) er tidsforsinkelsen.

Jeg har over diskutert at startverdi betingelsen til denne differensiallignin-
gen bgr veere en kjent funksjon. Derfor antar jeg at den tidligere historien
til saltkonsentrasjonen i tanken er kjent og representert av 6. La oss i dette
eksempelet si at 6(t) = 6y, en positiv konstant. Vi antar at det er 6y kg salt
blandet rundt i tanken fgr tidspunkt tyg. Pa tidspunkt ¢y apner vi slusene som
gjor at friskt vann kan renne inn pa toppen og at saltvann kan renne ut i bunn.

Med den konstante startfunksjonen var kan vi lgse differensialligningen pa
[to, to + 1], dette fordi ligningen var ganske enkelt blir:

a:(t) = —6(90.
Med startbetingelser x(ty) = 6p.

Lgsningen pa differensialligningen blir da:

x(t) ZQO_CHO(t_tO) for to<t<tg+r.
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5.2 Linear chain trick

Na som x er kjent opp til tg + 7, kan vi ga videre ved & se pa intervallet
[to + 7, to + 2r]. Vi far da differensialligningen

@(t) = —cly + 20p(t —r — to)

med starverdibetingelsen xz(to + r) = 6y — crfy som kalkulert over.
Siden z(tg 4+ r) = 09 — crbp er kjent kan den nye differensialligningen lgses og
ved a fortsette pa denne maten kan vi etter hvert finne en kontinuerlig lgsning
sa langt vi matte gnske. Denne metoden er kaldt ”the method of steps”. [10]

5.2 Linear chain trick

I andre DDEs kan det vaere mer realistisk & innfore en distribuert tidsforsinkelse.
Det vil si en tidsforsinkelse pa formen:

Tt = flz@t),z(t —u), .., z(t —upm))

S = fa), / 2(F)G(t — 7) dr. (10)

—oo(=—h)

Hvor h = maxz{u;} og hvor G(t —7) er kjernefunksjonen til tidforsinkelsen.
Denne er en vektet faktor som, for eksempel, indikerer hvor mye vekt som skal
gis til tidligere populasjoner for & bestemme den naveaerende ressurstilgjenge-
ligheten. Den er vanligvis normalisert slik at:

u) >0

1) G(
(o9}
2) / G(u)du =1 (normalisert).
0
Eksempel 6:
Har differensialligningen med en distribuert tidsforsinkelse pa formen:

T = f(m,/ z(1)ae ) dr)

—00

hvor ae= =7 = G(t — 7), & > 0 og a er normaliseringskonstanten.
Sjekker normaliseringen:

0 1
/ ae Mdy = —aq—e
0 u=0

= 1— lim e "5,

U—00
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siden a > 0 vil e™** = 0 og vi far,
o1,
Se Figur
G
a -

Z7

Figur 8: G(u) blir kalt kjernefunksjonen i en distribuert tidsforsinkelse og er nor-
malisert. Som vist i figuren betyr dette at arealet under grafen summerer seg til 1.
Hvor a er normaliseringskonstanten.

Her kan vi ikke bruke ”Method of steps” av den grunn at tidsforsinkelsene
ikke er like (konstante). For a lgse DDE’er med distribuert tidsforsinkelse
bruker vi ”"the Method of solution = Linear chain trick” for a gjere DDE’en
om til et system av ODE’er.

Vi ser pa fglgende DDE:

x(t) = f(z,7) z = x(t) (11)
z(s) = ¢(s s<0
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hvor

t
z(t) = / z(T)G(t — 1) dr. (12)
—0o0
Teoretisk kan vi integrere fra —oo. Den tidligere historien blir da som i
Figur[0] For a veere mer realistiske velger vi & integrere fra en —h. Hvor h > 0,
da vil forhistorien bli som i Figur

Figur 9: Figuren viser hvordan forhistorien vil se ut om vi velger a integrere den
distribuerte tidsforsinkelsen fra —oo, noe man kan gjore om gnskelig.

Videre definerer vi kurven G(u) fra ligning (12 som folger:

p+1,p,—au
Glu) = GB(u) = %. (13)

Se Figur
Ligning [T1] blir da:

(1) = (), / 2(7)GP(t — 7) dr). (14)

—0o0

Vi innfgrer videre nye variabler pa formen
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-h 0

Figur 10: For & veere mer realistisk velger vi & integrere den distribuerte tids-
forsinkelsen fra —h, hvor A > 0. Forhistorien vil da se ut som figuren viser.

ajj(t):/ NGt —7)dr,  j=1,2.p+1 (15)

—0o0

for & redusere [141
Dette fgrer til det folgende systemet av ligninger:

t

n(l) = / 2(F)GO(t — 1) dr

—00

2o(t) = / 2(F)GL(t — ) dr (16)

Tpy1(t) = / z(T)GE(t — 1) dT.

Den deriverte av G5(u) = a[GL ' (u) — GB(u)].

For vi deriverer system [I6] vil jeg bevise fplgende teorem:
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5.2 Linear chain trick

G(u)

Figur 11: Figuren viser den generelle kurven til kjernefunksjonen G(u) = GP(u) =

ap+lupe—au

p!

Teorem:

La
R={(z,y)la <z <bc<y<dj,
anta at f(z,y) og Daof(x,y) ligger i C(R).
La p og g veere to funksjoner som har endelige deriverte p, ¢ pa intervallet

[c,d] og anta at a < p(y) < q(y) < b for hver y € [c, d].

Definer F' med ligningen:
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5 METODER FOR A LOSE DDE’ER

Bevis:

La
x2
G(w1, 29, 73) Z/ f(t,x3)dt, z1,%2 € [a,b];23 € [c, d].
1

Da er

kompositt funksjonen og den deriverte av F(y) blir:

F(y) = DiG(p(),a),y)p + D2G(p(y),a(y),)d(y) + DsG(p(y), a(y),)
d [

D\G(x1,29,23) = an f(t,x3)dt = —f(x1,23)
a e
DyG(x1, 2, 23) = d2s f(t,x3)dt = f(x2,73)
d x;ﬁg )
D3G(x1,29,23) = dzs f(t,!E?))dt:/ Dy f(t,x3)dt.
x1 xr1

Dermed far vi:

q

F(y) = —f(a1, 22)(y) + f(22,23)d(y) + / (1D f (1, x3) dt.

p(y)
¢
Setter:
T1,T2 — X, T3 Y
qy) = t t=
ply) = -—oo; p=0,
og hvis ¢ — 7 og y — t far vi:
f(z,y) = 2(1)Gh(t — 7). (17)

Altsa

Do{z(r)GL(t —7)} = %{w(T)Gﬁ(t —7)} = ax(n)[GEH(t —7) = GE(t — 7).
Ved a bruke dette teoremet pa systemet (16| far vi:
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5.2 Linear chain trick

x1(t)

&2(t)

T3(t)

d t
7 z(r)Go(t — 1) dr =

—0o0

z(t)Gq(0) + /_ o(1)[~aGq(t — 7)) d7 = a(a(t) — 21(t))

d t
e z(r)GL(t — ) dr =

—0o0

z(t)GL(0) + /Oox(T)i{GCIL(t —7)}dr =

a/_ o(7)[Ga(t = 7) = Ga(t = 7)]d7 = a(w1(t) — 22(1))

d t
T x(r)Gz(t —7)dr =

t
s(0GE0) + [ o) GHGE— )} dr -

a/_ S(P[GLE — 1) — G2(t — 7)] dr = a(wa(t) — ms(t)).

Til slutt:
t
() = % [ 2GR ) dr =
— 2060+ [ gl -nir = (8)

= a/_t z(T)[GP7Ht — 1) — GP(t — 7)]dr =

= alaylt) — 2 (1),

Da ender vi opp med folgende system:

hvor

a1(t) = a(z(t) — z1(t))
io(t) = a(wi(t) — x2(t)) (19)
Tpy1(t) = alzp(t) — zpra(t)),
(t)
1‘1(75)
' D+ 2.
Tpy1(t)
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5 METODER FOR A LOSE DDE’ER

For a avslutte ”sirkelen” inkluderer vi|14] til systemet Vi ser at z(t) =
xp41(t) og far da at:

i(t) = f(2(t), zpy1(t)). (20)

Inkluderer vi denne ligningen til [19| far vi en (p + 2) X (p 4+ 2) matrise, og
det nye systemet ) inneholder ikke tidsforsinkelse.
Istedenfor & lgse et system av DDE’er ([L1)), kan vi na lgse et system bestaende
av kun ODE’er (19[).

Startverdibetingelsene for systemet av ODE’er blir som fglger:

z(0) = ¢(0)
0
z1(0) = / H(T)GY(— T—a/ B(T)e dr

0
22(0) = / O(1)Gy(—7) dr = u/_ooqb(T)Te‘” dr
0 a3 [0
z3(0) = / ¢(T)GZ(_T) dr = 2!/_OO¢(T)726‘” dr (21)

- aPtHl
2pi1(0) = (-1

0
; / o(T)rPe" dr.
b: —o0

Generalisering av kurven G(u)-historiefunksjonen G(u) = Y 7', axGE(u)
er en lineserkombinasjon av G5 (u).

I dette tilfelle vil verken z;, j = 1,2,..m + 1, systemet startverdi-
betingelsene eller ”the chain” forandre seg, men den siste ligningen i vil,
fordi

o) = /t 2(T)G(t —7) d¢=/_t ZB(T)f:akG’;(t—T)dT:

= Zak /t z(T)GX(t —7)dr = Z@k$k+1(t)
—0 S k=0
slik at:
z(t), Z akz11(t)) (22)
k=0
[12].
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5.2 Linear chain trick

G(u) Glu) |

LY

(a) "Weak delay kernel”: Dette er den (b) ”Strong delay kernel, her settes p = 1.
enkleste formen kjernefunksjonen kan ha,
der p = 0.

Figur 12: En visualisering av ”Weak delay kernel” og ”Strong delay kernel”.

Dette er en generalisering av ”Linear chain trick”.

Kjernefunksjonen - G (u)

To tilfeller av kjernefunksjonen er ”Weak delay kernel” og ”Strong delay ker-
nel”. Hvis vi for eksempel tar for oss et problem som bygger pa en populasjon
indikerer " Weak delay kernel” at den maksimale vektede responsen av veksten
ligger i den navaerende befolkningstettheten, mens senere befolkningstettet har
mindre a si (synker eksponensielt). Pa den andre siden indikerer ”Strong de-
lay kernel” at den maksimale innflytelsen av vekstresponsen pa et tidspunkt t
kommer av befolkningstettheten pa et tidligere tidspunkt (t-T). Se Figur

Weak delay kernel - GY(u)

Gu) =) apGh(u)
p=1

hvor:
abt1lyP
aBu) =
p!

/ Gh(u)du = 1.
0

Dette fgrer til at nar p = 0:

GO = ae™ ™, (23)
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5 METODER FOR A LOSE DDE’ER

Strong delay kernel - G (u)

Gl(u) = a*ue ™
Go(0) = Gy(o0)
L =% ™ — gPue ™ =0
1
u =
a

1) Ga(0)=a
2) GP(0)=0 p>1
3) Gloo) =0 (24)
4) %Gg = —aG®
5) iGﬁ =aGE™! — aGP p> 1.
du

Hvor 5) kommer av teoremet presentert tidligere i kapittelet.
Eksempel 7:

La
t

(1) + 2(t) — 4 / 2()e=0=9) ds = 0.

—00

Ved & bruke ”Linear Chain Trick” fremstill differensialligningen med en
tidsforsinkelse som et system av ordinsere differensialligninger.

Lgsning;:
Vi har
t

i(t) = —a(t) + 4 / z(s)e” %) ds. (%)

—00

Dette kan skrives pa formen

der



5.2 Linear chain trick

og hvor

QY = (=9 —p=0.

som gir:

() = / 25— s)ds (= 3(1)).

—00

Deriverer denne ved hjelp av teoremet utledet over og far:

#1(t) = z(t) — 21(t).

Til slutt legger vi til (x) og far fplgende system av ODE’er:

B1(t) = z(t) — a1(t)
B(t) = —a(t)+ 4z (2).
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6 NUMERISKE LOSNINGER AV DIFFERENSIALLIGNINGER

6 Numeriske lgsninger av differensialligninger

Analytiske verktgy kan dessverre lgse veldig fa realistiske modeller fra naturen.
Nar dette slar feil ma man bruke numeriske beregninger. Dette betyr ikke at
analytiske lgsninger ikke er viktige, ofte hviler lgsningene pa differensiallignin-
gen som kommer av numeriske beregninger tungt pa de analytiske innblikkene.
Man vet som regel en del om lgsningen for man overhode har begynt & lgse
dem. Slik kunnskap kan utnyttes nar man lgser et problem, eller ved & sjekke
at lgsningen man har beregnet er en rimelig approksimasjon av den virke-
lige lgsningen pa problemet. Datakoder for ikke-trivielle problemer inneholder
nesten alltid metoder for & sjekke validiteten av en beregnet lgsning, noe som
er viktig. [13]

For a forsta hvordan numeriske beregninger fungerer begynner vi med a se
pa det forste orden skalar startverdiproblemet:

y=f(t,y), y(to) = Yo, to <t <ty+T.

Vi antar at dette problemet har en unik lgsning pa det gitte t-intervallet.

Malet vart er a utvikle en algoritme som genererer en ngyaktig tilnserming til
lgsningen y(t).
En numerisk metode begynner ofte med & definere en partisjon pa formen
to < t1 <ty < ..<tny-1 <ty =tyo+ T pa t-intervallet [to,to + T]. Ofte
har denne partisjonen jevn linjeavstand, det vil si at punktene i partisjonen
er definert av:

T
t, = to + nh, n=20,1,2,..., N, hvor h:N.

Partisjonsavstanden, h = %, blir kalt steglengden(the step length). Pa
hvert partisjonspunkt, t,, vil den numeriske algoritmen generere en tilnserm-
ing, yn, til den eksakte lgsningsverdien, y(¢,). En numerisk lgsning av differ-
ensialligningen bestar av punktene: {(to,vo0), (t1,v1), ..., (tn,yn)} hvor

Yn = Y(tn), n=0,1,..,N.

Startverdiene gir oss et eksakt startpunkt (fg,70). En god numerisk al-
goritme er en som genererer punkter (¢,,y,) som ligger naer deres eksakte
Igsnings motparter, (tn,y(,)) for n =1,2,..., N. [14], kap. 7.
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7 Likevektslgsninger

En likevektslgsning er en lgsning som er konstant med hensyn pa tid. Generelt
betyr dette at hvis vi ser pa den autonome differenisalligningen

v = f(y)

vil likevektslgsningen veere den konstanten som oppfyller

fly) =0.

Ergo, hvis det reelle tallet 8 er en rot av ligningen f(y) = 0, sa er den
konstante funksjonen y(t) = f en lgsning av § = f(y). Og omvendt, hvis den
konstante funksjonen y(t) = § er en lgsning av § = f(y), sa ma [3 vaere en rot
av f(y) = 0. Konstante lgsninger pa en autonom differensialligning blir kalt
likevektslgsninger.

Det er mulig for differensialligninger som ikke er autonome & ha en konstant
lgsning. For eksempel y(t) = 0 er en lgsning av ¢ = ty + siny og y(t) = 1 er
en lgsning av § = (y — 1)t2 [14]. Jeg vil videre omtale alle konstante lgsninger
pa differensialligninger som likevektslgsninger.

Eksempel 10:

FEn matematisk modell blir aldri perfekt, det er derfor den alltid vil forbli
en modell, men modeller kan gjores mer realistiske. A ha en konstant popu-
lasjonsrate er kanskje det letteste med tanke pa & lgse et problem, men som
oftest ikke det mest realistiske. Populasjonsraten avhenger av populasjonen
selv og det er naturlig & anta at nar populasjonen nar et bestemt punkt, vil
vekstraten reduseres, ofte drastisk. En mer realistisk modell av populasjon-
sraten er gitt av den logistiske vekstligningen (”the logistic growth equation”).
Introduserer na den sakalte logistiske modellen:

: P
P=r(1—-—=)P.
(1-%)
Hvor r > 0 er vekstraten som vil oppsta i fraveeret av begrensingsfaktorer
og hvor K er baereevnen til for eksempel omradet populasjonen oppholder seg
pa. Hvis vi na velger r = 1 og K = 10, da vil den logistiske vekstligningen bli

2
som fglger:

P=2(1 )P.

10

Hvor retningsfeltene vil se ut som i Figur [T3]
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7 LIKEVEKTSLOSNINGER

Ly vy

/
/

Figur 13: Retningsfeltene og noen lgsninger pa den logistiske vekstlingningen; P =
r(1—£)P, der r = 1 og K = 10.

Fra denne ligningen og Figur [I3]ser vi tydelig at vi har konstante lgsninger
for differensialligningen nar P = 0 og P = 10. Dermed er likevektslgsningene
for den logistiske vekstligningen her 0 og 10. [16]
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8 Linearisering

Det er kun lgsninger til linesere systemer man kan finne eksplisitt. Prob-
lemet er at reelle problemer fra virkeligheten som oftest blir modellert av ikke
linezere systemer. Da kan vi kun beskrive systemet globalt. For a undersgke
stabilitetsegenskaper til et ikke-linesert system, brukes en teknikk som blir kalt
linearisering. Her vil jeg ta for med senarioet nar n = 2, men metoden kan
utvides til a gjelde for generelle n-dimensjonale autonome systemer. La

— xe
vo=| o]

vaere en likevektslgsning av y = f(y). I komponentform ser y = f(y) ut
som fglgende:

z = f(z,y) (25)
y = g(z,y).

For et ikke-linesert system, slik som er det nesten umulig & oppna en
eksplisitt lgsning. I mangel pa en eksplisitt lgsning, ser vi etter en tilnserm-
ing eller forenkling som gir oss kvalitativ innsikt i stabilitetsegenskapene av
likevektspunktene y..

Problemet med stabilitet rundt likevektspunktene er at de er bestemt av
oppfgrselen til lgsningene sveert neer likevektspunktene. Hvis en lgsning i
nzerheten divergerer bort fra likevektspunktet er det et ustabilt likevektspunkt.
Hyvis alle lgsninger i nzerheten kan bli passende begrenset, er likevektspunktene
stabile.

Vi begynner med observere at punktet (z,y) er i nerheten av likevekt-
spunktene (z¢,y.), da vil de forste leddende i Taylorserie utvidelsen av f(x,y)
og g(x,y) veere en god tilnsermelse i naerheten av likevektspunktet:

fo) = S+ LG gy Aty
09(Te, Ye) 09(Ze, Ye)

g(m,y) = g(l'evye) + T(m - xe) + T(y - ye) + .
Ut i fra dette gjgr vi fglgende observasjoner:

1. Siden (¢, ye) er likevektspunkter, f(ze,y.) = g(Ze,ye) = 0. Dermed
forsvinner det fgrste leddet i Taylorserie utvidelsen.

2. Feilen gjort i avkortingen av serien (slik at vi kun beholder de linesre
leddene slik som pa hgyresiden i Taylor utviklingen over) kan vanligvis
bli bundet av et multiplum av ||y — ye||?> = (z — ze) + (y — ve)?.
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8 LINEARISERING

Hvis Taylor utvidelsen blir brukt i differensialigningene i[25] kan vi skrive
systemet i matriseform pa fglgende mate:

y(t) =

[ Of(ze,ye) Of (Te,ye)

0 5]
dg(tewe)  Dglzeme) ](Y () = ye) + .
ox oy

Dette er en konstant matrise siden de partiellderiverte er evaluert i likevekt-
spunktene. (I Kalkulus, kalles denne matrisen av forste orden partiellderiverte
Jacobian matrisen til f(y).)

Linearisering bygger pa folgende to ideer:

1. Siden y. er en konstant vektor, kan y(t) pa venstresiden av Jacobian ma-
trisen erstattes av [y (t) — ye.

2. Hvis vi ser pa lgsninger naerme nok likevektspunktet av den mening at vi vil
bestemme stabilitetsegenskapene, da vil leddene av hgyere orden typisk
vaere sma i forhold til de linezere leddene, y(t) — y.. Pa grunn av dette
kan vi uten store avvik se bort i fra disse.

Videre introduserer vi en ny variabel, z(t) = y(¢) — ye. Da blir kun det
linezere leddet i Jacobian matrisen igjen og dette fgrer til det korresponderende
lineariserte systemet:

8f(ge»ye) 8f(ge7ye)
2(t) = 8g(wex7ye) 8g(mey,ye) z(t).
ox oy
Legg merke til at dette systemet er et homogent konstant linesert system og
at z = 0 er et likevektspunkt av det linesere systemet. Stabilitetsegenskapene
til z = 0 er lett & analysere siden vi eksplisitt kan finne den generelle lgsningen
til systemet.

De underliggende premissene av linearisering er at stabilitetsegenskapene

til z = 0 for det lineariserte systemet skal veere det samme som stabilitets
egenskapene til y = y.. [14]

42



9 Stabilitetsanalyse

Dette kapittelet bygger pa kurset ” Differensialligninger med en tidsforsinkelse
og anvendelser”, gitt av Arkadi Ponossov pa Universitetet for miljg og bioviten-
skap [12].

Videre gnsker vi a undersgke effekten av hva en liten forandring i lgsningsverdien
kan fgre til. Vi sper oss: Hvis en spesifikk lgsning Z er gyldig pa det semi-
uendelige intervallet [tg — r,00), vil en liten forandring i verdiene av & pa
[to — r,to] fore til en ny lgsning som fremdeles er gyldig pa hele intervallet
[to — 7,00) og som alltid ligger neer z7

Hvis dette er tilfelle sier vi at lgsningen T er stabil. Stabilitetsanalyse
hjelper oss & forsta hva som skjer nar vi har forstyrrelser i et system.

9.1 Generelle definisjoner av stabilitet

Vi har den ordineere differensialligningen:

T = f(t,l‘), (26)
hvor Z(t) er en lgsning av [26| og hvor ¢ > 0.

Definisjon av stabilitet

Vi sier at Z(t) er en stabil lgsning av hvis det for enhver € > 0 finnes en
0 > 0 slik at

|z(0) —2(0)| <6
det vil si

sup |z(t) — Z(t)] < e.
t>0

Definisjon av asymtotisk stabilitet
En stabil lgsning Z(t) av 26| er asymptotisk stabil hvis i tillegg
Jim ((t) — (1)) = 0

for 2(0) som ligger tilstrekkelig neer z(0).

9.2 Definisjoner av stabilitet for DDE’er
La oss na se pa differensialligningen med en tidsforsinkelse.
Tz = F(t,x¢) (27)
z(t) = o(t), —r<t<0
og hvor Z(t) er en lgsning av[27)som tilfredstiller () = (), —r <t <0.
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9 STABILITETSANALYSE

Definisjon av stabilitet for DDE

Z(t) er en stabil lgsning av hvis det for enhver € > 0, eksisterer en § > 0
slik at

sup |o(t) — o(t)| < 6
—r<t<0
som innebserer

sup |z(t) —z(t)| <e.
—r<t<oco

Definisjon av asymptotisk stabilitet for DDE
En stabil lgsning Z(t) av 27| er asymptotisk stabil hvis i tillegg

lim |$(t) — ¢(t)] = 0

t—o00

for ¢’er som er tilstrekkelig nserme ¢.

9.3 To mater a studere stabilitet pa

”Lyapunov’s first method” og ”Lyapunov’s second method” er to metoder for
a analysere stabilitet av systemer av ordingre differensialligning. Disse er opp-
kalt etter A.M Lyapunov [1892], og har blitt utvidet til a gjelde for systemer av
differensialligninger med en tidsforsinkelse av for eksempel Kraskovkii [1959)].
[17]

Lyapunov’s first method

ODE og stasjonsere lgsninger:

Ser pa

8
|
~
—
I &
Q
N
N

8
I

~~
—~
5]
N~—
|
<o 8w

hvor C er enn konstant.

Da blir Jacobian matrisen som fglgende:
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9.3 To mater a studere stabilitet pa

oh of1
ox1 oot Oy
J(T) =
Ofn Ofn
ory ° ° ° Ozn =7

Hvis Re); < 0 for alle egenverdiene av J(Z), da er & en asymptotisk stabil
lgsning av

Eksempel 11:

Vis at systemet nedenfor er asymptotisk stabilt:

- L o 2 9D

= - 22— 2
T 236 + 2y 5
y = —z2 -y 42

Systemet har en stasjonser lgsning nar z = g = 1.

@ (G )l (s )

)
)\172 =—-14+2i = Re); <0.

Det vil si at nar £ = §y = 1 sa er systemet asymptotisk stabilt.

Lyapunov’s second (direct) method

" Lyapunov’s second (direct) method” lar oss bestemme stabiliteten til et sys-
tem uten a forst lgse det. Metoden er en generalisering av ideen om at hvis det
er et "mal av energi” i et system, sa kan vi studere endringsraten til energien
i systemet for a fastsla om det er stabilt eller ikke. Lyapunovs grunnleggende
teorem for stabilitet er presentert under.

Theorem: Grunnleggende teorem av Lyapunov

La V(x,t) veere en ikke-negativ funksjon med den deriverte V.

1. Hvis V(x,t) er lokal positiv bestemt og V (x,t) < 0 lokalt i z og for alle
t, sa er systemet lokalt stabilt (Lyapunov-stabilt).
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9 STABILITETSANALYSE

2. Hvis V (x, ) er lokalt positiv bestemt og avtakende, og V (z,t) < 0 lokalt
i x og for alle ¢, da er systemet uniformt lokalt stabilt (Lyapunov-stabilt).

3. Hvis V(x,t) er lokalt positiv bestemt og avtakende, og —V (z, ) er lokal
positiv bestemt, sa er systemet uniformt lokalt asymptotisk stabilt.

4. Hvis V(z,t) er positiv bestemt og avtakende, og —V(m,t) er positiv
bestemt, sa er systemet globalt uniformt asymptotisk stabilt.

Betingelsene i teoremet er summert opp i Tabell

Tabell 1: Sammendrag av det grunnleggende teorem av Lyapunov

Betingelser pa V(z,t) Betingelser pa —V (x,t) Konklusjon
1 lpdf > 0 lokalt stabil
2 pdf > 0 lokalt uniform stabil
3 Ipdf avtakende Ipdf uniform asymptotisk stabil
4 pdf avtakende pdf global uniform asymptotisk stabil

Teoremet gir tilstrekkelige betingelser for stabilitet. Det det ikke gjgr er a
gjore rede for hvordan man velger Lyapunov funksjonen V(x,t). Seken etter
denne Lyapunov funksjonen, som etablerer stabilitet av likevektspunkter, kan
bli sveert krevende.

Det er greit a merke seg at teoremet ogsa fungerer baklengs:

Hvis et likevektspunkt er stabilt, sa eksisterer det en funksjon V' (z,t) som til-
fredsstiller betingelsene til teoremet. Nytten av dette er imidlertid begrenset
i mangelen pa a finne en teknikk for a generalisere funksjonen V'(z,t).

For forklaringer og definisjoner av uttrykkene i teoremet se [17].

9.4 Oppsummering av stabilitetsanalyse

Teorem
La A veere en reell invertibel n xn matrise. Det autonome linesere systemet
y = Ay har et unikt likevektspunkt y. = 0. Dette likevektspunktet er

(a) Asymptotisk stabilt hvis alle de reelle egenverdiene til A er negative.

(b) Stabil men ikke asymptotisk stabil hvis egenverdiene til A kun er imag-
ingere.

(c) Ustabil hvis minst en reell egenverdi til A er positiv.

[14]
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10 Modellgsing

Jeg gnsker & innfgre en kjgnnsmodningsdelay i systemet mitt, men som nevnt
over kan dette bli svaert komplisert. Det er mye man skal ta hensyn til og
mange valg som ma gjores. En modell blir aldri perfekt, men man ma jobbe
mot a finne balansen mellom det som er realistisk og det som er lgsbart. I min
oppgave begynner jeg med a innfgre en kjonnsmodningstidsforsinkelse pa den
enkleste mulige méaten. Jeg vil videre finne likevektspunktene til systemet og
gjennomfgre en numerisk stabilitetsanalyse for bade det ”gamle” og "nye” sys-
temet. Fortlgpende vil jeg foreta en diskusjon der jeg setter disse to systemene
opp mot hverandre og tar for meg spgrsmal som: Er dette reelt i forhold til
virkeligheten? Hvilke antagelser ma gjores? Og hvordan pavirker innfgringen
av en tidsforsinkelse systemets stabilitetsegenskaper?

11 Distribuert tidsforsinkelse og ”delay kernel”

Ved a innfgre en distribuert kjgnnsmodningstidsforsinkelse i systemet fra [5]
far vi fglgende system:

Xo = bN —eXXo— (¢4 )Xo

X, = #Xo — c(1 —Y)AX1 — pX1

Xy = eAXp—(a+p+v1)Xe (29)
X3 = c(1—y)AX| — (0 + p+10)X3

Xy = aXo+0X3— (u+13)Xy

X5 = nXo+1sXs+uv3Xy—0Xs5.

Der Xy og X, er funksjoner pa formen:

t
/ X(s)G(t — s)ds.
Se kapittel [5.2] for utledning av denne.

Jeg antar at den distribuerte delayen til Xy og X er like. Det vil si at jeg
antar at vaksinering ikke har noe & si pa kjgnnsmodningsperioden. Videre,
som nevnt tidligere, gnsker jeg a starte med den enkleste mulig modellen med
en tidsforsinkelse. Dermed antar jeg at den distribuerte delayen er pa formen:
”Weak delay kernel” (se[5.2). Dette forer til den distribuerte tidsforsinkelsen:

Xo=X1=X() = /t X(s)G(t —s)ds = /t X(s)ae 9 ds.  (30)
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11 DISTRIBUERT TIDSFORSINKELSE OG "DELAY KERNEL”

11.1 Linear Chain trick

Jeg har fglgende differensialligning;:
) ¢
X, = f(X(), / Xi(s)ae*t=Nyds  i=1,2. (31)

au

Hvor p = 0 og dermed G = ae™

Sa innfgrer jeg en ny variabel pa formen:

t
X;(t) = / X(s)GI7Ht — s)ds j=1L2.p+1

Siden p = 0 sa vil j =1 og jeg sitter igjen med:

Xy() = / X(5)GY(t — 5) ds(= X (1)). (32)

(Ikke forveksl denne Xj’en med X; fra systemet av DDE’er, dette er en
generell notasjon for a vise hvordan jeg gar frem).

Fra teoremet i 5.2 deriverer jeg[32] og far:

Xi(t) = a(X(t) — X1(1)). (33)
For a slutte "sirkelen” legger jeg til den opprinnelige differensialligningen,

na med den nye X;’en istedenfor tidsforsinkelsen.
For systemet mitt blir det:

Xalt) = alXolt) - Xa(t)
Xo(t) = bN — C/_\Xa<t) — (¢ + ) Xa(t).

Xll
Xp(t) = a(Xi(t) — Xp(1))

Xi(t) = ¢Xalt) —c(l —7)AXp(t) — pXa(t).

Systemet av DDE bestaende av seks variabler vil né bli et system av ODE
bestaende av atte variabler:
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11.1 Linear Chain trick

a(Xo — Xa)

a(X1 — Xp)

ON — cAXq — (¢ + 1) Xo

$Xo — c(1 —)AXp — pXp
AXy — (@ + p+v1)Xo

(1 = )AXp — (0 + p+12) X3
aXo+0X3— (n+1v3)Xy

1 Xo + 15 X3+13X4 —0X5.
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12 SKALERING

12 Skalering

Begynner med a innfgre en ikke-dimensjonal variabel z; = % fori =0,1,2,...,4
og far:

1 . .
N(Xi — ziN). (35)

i =

Det & innfgre en ikke-dimensjonal variabel kalles for skalering. Det er en
matematisk enkel mekanisk prosedyre, men & bruke skalering pa en riktig mate
i forhold til problemet er ofte veldig krevende. Ideen med skalering er a er-
statte en variabel som har en fysisk dimensjon, med en dimensjonslgs variabel
som det er lettere a bruke nar man lgser problemet. [13]

Siden variabelen X5 ikke forekommer i de forste fem ligningene av sys-
temet fra [5] er det tydelig at gruppen med fullt utviklet AIDS ikke pavirker
dynamikken i systemet. Videre antar de i [5] at v; = vy = v3 = 0 for a gjore
problemet lgsbart samtidig som de bevarer de grove trekkene ved modellen.
Denne antagelsen eliminerer AIDS gruppen og fgrer til det reduserte systemet
(for skalering av Xy — X4 se Vedlegg A):

b = azo—(a+b— p)za

tg = ax1—(a+b—prg

o = b—(b+ ¢)ra — cxo(Bora + frx3 + Poxs)

1 = Qwa — cVe(Bowz + P13 + Poza)rp — b (36)
ty = cxo(Bore + Bros + Pfaxy) — (b4 a)r2

3 = cYewg(Borz + Brx3 + Paxs) — (b+ 0)x3

Ty = axo+ oxg— bry.

I er x, og xg regnet ut pa folgende mate:

Omformer skaleringsvariabelen og far

Xi :N.j?i—l—N.Z‘i

der

og
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Ved a anvende dette pa de to nye variablene X, og Xz far jeg:

Xa

Nig + Nxa
Nig

Tq

og pa samme maten:

T

a(Xo — Xa)

aXy—aX,

aNzg —aNzy — (b— p)zg
azo — (a + b — p)xa,

a(X1 — Xp)

aXy —aXg

aNzi —aNzg — (b— p)zg
ary — (a+b—p)xgs.

Modellen er fortsatt en variabel populasjonsmodell og det orginale malet
med a undersgke effekten av vaksinering av mottakelige og behandlet smittede
kan fremdeles gjelde og har ikke tilsynelatende blitt pavirkningen av forenklin-
gen av antagelsen som fgrte til 5]
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13 UTFORMING AV LIKEVEKTSPUNKTER

13 Utforming av likevektspunkter

Fra [5] har vi at utforming av likevektspunktene til det opprinnelige skalerte
systemet (uten tidsforsinkelse) blir:

De lar
V- Y1thos
(b — th123)
for a forenkle lgsningen, hvor
1 = bta
Y2 = b+¢
Y3 = b+o
Ye = l—v
b > a5

og x5 her er en lgsning av tredjegradsligningen:

$§{Bl$§2 + BQ$§ + Bg} = 0.

By, B> og Bs er gitt som:

2
B, = Mzzw{bmw + Ve hin2 — Yem3tha}
By, = b {26 + 2byedv hing — Pstha(byemis — Yetb1t3)}
P31y
2
By — %fbg b+ eyt — Vi)

I artikkelen omformes denne tredjegradsligningen til & gjelde for de defin-
erte variablene pa fglgende mate:

a3 {0 (R — 0)ab? — 2y (R — RO)a} + B*(R— 1)} =0, (37)

hvor

0 = v.Ryr(«a)

er det skalerte reproduksjons nummeret for en uvaksinert populasjon som
utsettes for behandling, og R” er gitt av

b(9+1)—’}’6’¢}2_1 b+¢
% = 5{%(RUT— T)‘"l}'

RC =
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Lgsningen x5 = 0 gir det frie likevektspunktet:

b ¢
0 * Kk % % %
= ) ) ) ) = 777707070' 38
& (zg, 77, 3, 73, 7)) (b—i— b+ o ) (38)
Mens for x5 # 0, far de

V3R — 0)x? — 2b1 (R — R) s+ b*(R—1) =0

som gir det endemiske likevekstspunktet z' = (2, 2%, 23, x5, 23), uttrykt
ved hjelp av %, hvor z; for i =0, ...,4 er som vist nedenfor (Se Vedlegg B for
utregning):

. b
Ty = m
. bo
1= (b4 YeeA*) (2 + cA*)
) ben*
Ty (2 + cA*) (39)
o bgb'Yecj‘*
T Us(b + yeeh) (W2 + ")
* oy b0¢')’ecj\*
CL'4 =

+ = —.
bbb+ Yech*) (12 + cA*)
Jeg velger a bruke samme fremgangsmate for & utforme likevektspunktene

for mitt system

Setter

5\* _ "¢1¢2$§
(b —1x3)

for a forenkle lgsningen. Jeg omdefinerer parameterene pa folgende mate:

Y1 = b+a
a(b+

yy = 2050
a+b—p

Y3 = b+o

Te = l-v

b > ¢11‘§

Jeg har valgt a beholde den ikke-negative konstanten a, som beskriver det
som har skjedd i fortiden, i systemet mitt. Denne lar meg gjennom hele utreg-
ningsprosessen ga tilbake til det opprinnelige systemet for & sjekke resultatene
mine mot det ordingere systemet. Ser vi pa tidsforsinkelsen
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13 UTFORMING AV LIKEVEKTSPUNKTER

X(t):/_ X(s)GY(t — 5)ds

hvor G(u) = ae~**=%) vet vi, pa grunn av Diracs delta funksjon, at nar
a — oo vil:

¢ ¢
X(t)=a / X(s)e =9 ds = X(t) (= / X(s)8(t — 5)ds).
Jeg kan med dette hele tiden fglge utregningene mine ved & la a — oo.

Videre for a finne likevektspunktene setter jeg de deriverte lik 0 og far:

. axro
T lavbop
- aXq
= a+b—pu

Allerede her kan jeg sette at a — oo og se om jeg da ender opp med
systemet med bare fem variabler:

azo azg
lim z, = lim T lim — & = o
a—00 a~>oo(a+ —H) a~>ooa_|_a_g
Det samme gjelder for zg:
axy @
lim zg = lim —— = lim —3%—— = x4.
a—00 B a—>oo(a—|—b—/,¢) a—)oo%+g_%

Det vil si at nar a — oo vil 2, og x forsvinne og vi vil sitte igjen med det
skalerte ODE systemet med fem variabler som antatt over.

13.1 Likevektslgsningene

Som vist over har vi at

ZTq:
. az
= ) 40
L — (40)
Zp:
ary
i S 41
e a+b—p (41)
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13.1 Likevektslgsningene

De andre variablene vil da bli:
Q-

b—(b+ @)ws —cxsA = 0

. cAa
b=tary = 0 = 0

som fgrer til:

. bla+b—p)
o= (a+b—p)ps + cA*a’ (42)

Z.

Pxo — C’)/ej\wg —bxg = 0
daxg cYelazy baxq

a+b—p a+b—u_a+b—u

som fgrer til:

ox0 _ obla+b— p)
YN +b (A +b)((a+b— p)s + cA*a)

x] =

xTo:

ch(a+ b — p)\*
(a+b— p)ps + cA*a

*1#11‘; = 0

som fgrer til:

. cb(a+b— p)A\*
= Y1((a+b— p)g + car*)’ (44)

ZI3:

cYeb(a + b — @) X*
(cveA* +b)((a+ b — ) + ca¥)

— ¢33§‘§ =0
som fgrer til:
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13 UTFORMING AV LIKEVEKTSPUNKTER

. chyep N (a + b — 1)
T3 = Y3 (cyeA* +0)((a+ b — p)s + car*)’ (4)

T4

ars +oxg—bry = 0
« _  ary+oxy
Ty = —
som fgrer til:
azxh ocbyep N (a + b — )

* + _ _
= b big(cyeA* +0)((a + b — pu)hs + car*)

Nar o3 = 0 far vi systemets frie likevektspunkt ¥ = (27, T, 5, TT, T3, 5, xy) =

ab aé blatb—p) ¢(at+b—p)
(@ era) @r-wera awre) b 0 00)

Igjen kan vi her kontrollere svaret opp mot [5] ved a sette a — co. Fra for vet vi
at To = xo 0g T3 = 1 nar a — oco. Dermed vil resultatene til z}, og xg bli like

zf og % og falle bort. Vi far da at 20 = (af, 23, 23, 235, 25) = (ﬁ, %,0,0,0)
som blir det samme som det opprinnelige ordinzgre differensialligningssystemet
uten tidsforsinkelser.

For z% # 0 far vi de endemiske likevektspunktene x

som vist nedenfor:

1 * * * * % * *
- (mouxﬁ’ Lo; x17x27x37x4)

* az
Yo T G¥b- ,u
BTy +b—p
. bla+b—p)
‘ (a+b—p)ps +cha
5= (;éxo _ _ ob(a+b— p) _ (47)
YN+ b (e +D)((a+b— p)e + ch*a)
. cb(a +b— p)X\*
2T U@t b— )i + cax)
= Cb’)’e(z);‘*(a +b—p)
’ Pa(cyeX +0)((a + b — p)hg + car”)
* OZ.Z‘S UCb’yeQb;‘*(a +b— :U’)
Ty =

b bz (cye* +b)((a + b — p)s + car*)’
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14 Linearisering av systemet

Jeg starter med a linearisere ODE systemet fra [5] generelt ved a derivere
hgyre siden for & finne Jacobian matrisen som fglger:

—(b+ ) — A 0 —cBoxo —cPizg —cfaxy
§é —CYeA — b _6’76501'1 _C’Veﬂlfnl —CYe 211
J= cA 0 cBoxo — (b+ ) cB1xg cBaxg
0 CYeA —cYeBor1 —cvebizy — (b+0) —cyefazy
0 0 « o —b

Bruker denne matrisen til & linearisere systemet rundt de endemiske likevek-
tpunktene sine:

—(b+ @) — cA* 0 —cfBox; —cfxg —cfax}
? _076)‘* —b _C')’e/BOx)i< _07651=TT _6765233>{ .
7= CA* 0 cBoxf — (b+ ) cbix; cBax) Z
0 CYeN* —cYeBox —cYef1x] — (b4 0) —cyefox]
0 0 o o —b

hvor Z her er Z = x — x*.

Videre bruker jeg samme prosedyre pa systemet av ODE med sju variabler.
Det lineariserte systemet om de endemiske likevektspunktene vil da bli en 7x 7-
matise pa formen:

[ —(a+b—p) 0 a0 0 0 0 7
0 —(a+b—p)0a 0 0 0
—(b+ @) — cA* 0 00 —cBox}k —cBxk —cfox?,
Z= (? —CYA =0 00 —C’Yeﬁofﬂ;; _C'Yeﬁlxz _67652«%:3 v/
cA* 0 00 chozl, — (b+ ) cBixl, cfBax?,
0 YA 00 eveboxy  cvebiag — (bt o) ovefary
L 0 0 00 o o —-b

hvor Z her er Z = x — x*.

Disse er nyttige nar jeg videre skal gjgre en stabilitetsanalyse numerisk.
Ved a finne de stgrste reelle egenverdiene til disse matrisene og undersgke om
de er mindre enn null kan jeg med en gang konkludere om systemet er stabilt,
asymptotiske stabilt eller ustablilt rundt de endemiske likevektspunktene.
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15 MODELLTESTING

15 Modelltesting

Jeg velger her a teste modellen numerisk i forhold til resultatet de har fatt i
[5] der de lgser systemet av ODE analytisk (se vedlegg D). Som jeg har nevnt
tidligere (se kapittel 6) ligger mye informasjon i teorien og den analytiske
lgsningen til systemet, men etter innfgringen av tidsforsinkelsen blir systemet
sapass komplisert at en analytisk lgsning her blir umulig & finne. Derfor vel-
ger jeg a innfgre reelle verdier for parametrene mine for & numerisk undersgke
systemet opp mot argumentene i [5] (den analytiske lgsningen). Videre prgver
jeg a bestemme hvilke av disse parametrene som har betydning for systemets
stabilitet ved & opprette et program i Matlab der parametrene varierer.

Ved hjelp av Wikipedia, wrongdiagnosis.com, AVERT.org og CNN Health
kom jeg frem til realistiske tall for parametrene mine. Disse verdiene ga neg-
ative variabler, og siden z§j — z} er grupper av mennesker og derfor skal vaere
strengt positive, matte det litt justering til tallene. Hvilke viser oss, slik som
jeg har diskutert tidligere, at modellen kun er en modell av virkeligheten og
ikke er et perfekt bilde av det reelle problemet. Dette betyr ikke ngdvendigvis
at modellen er en darlig modell, men at den er en modell og ikke et bilde av
det reelle problemet.

Jeg starter med a lgse tredjegradsligningen [37|for 235. Siden likevektspunk-
tene alle avhenger av x5, var det naturlig a finne for hvilke av parametrene en
av lgsningene til [37] var positiv, og velge denne (se vedlegg C1). Etter dette
provde jeg meg frem med de forskjellige parametrene. Dette skulle vise seg &
vaere en komplisert oppgave. Etter en del utprgving med Matlabprogrammet
(se vedlegg C1) kom jeg frem til at kun tre av parameterene har en avgjorende
betydning pa variablene i systemet. Forholdet mellom ¢ (nye seksualpartnere
per tidsenhet) og 7. (= v — 1, hvor v er graden av redusert mottakelighet av
alle vaksinerte) har stor betydning for hvordan variablene oppfarer seg. Er ¢
og e like er af, z7, 25, x5 > 0 mens z3 < 0. Okes ¢, for eksempel fra 0.0001
til 0.00011 mens v, = 0.0001, vil 3 bli positiv mens z; og x] blir negative.
(Merk: 7, = g i Matlabkodene) Parameteren b har ogsa stor pavirkning, enten
ved a gke/senke verdiene til variablene, men har ingen betydning for forteg-
nene. Forandringer i verdiene til ¢ gir ogsa betydelig utsalg pa variablene.
Resten av parametrene har liten eller ingen betydning pa variablene.

Jeg valgte dermed en ny innfallsvinkel. Malet mitt med denne analysen
var a teste mine numeriske resultater opp mot resultatene fra Kgosimore og
Lungus artikkel [5], sa jeg begynte med a definere parametrene slik at R > 1.
Da vil p > 0 (se vedlegg D) noe som Kgosimore og Lungu har kommet frem til
som et kriterium for stabilitet (se teorem vedlegg D). I programmet (vedlegg
C2) har jeg latt ¢ veere ukjent og gke med 0.1 for hver gang programmet kjgrer
gjennom lgkken. Videre har jeg brukt ”while”-kommandoen for a stoppe pro-
grammet i det gyeblikket R > 1. Jeg fant da ut at ¢ > 2500 for at R > 1 og
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for at alle variablene skal ta positive verdier. Dette er ikke reelt, ettersom den
ukjente parameteren c er nye seksualpartnere per tidsenhet.

Dette er den fgrste indikasjonen jeg finner pa at den analytiske teorien de
har kommet frem til [5] ikke er realistisk. Siden variablene ikke blir positive
eller R > 1 for reelle verdier av parametrene viser det oss at det er noe som
ikke stemmer med teorien. Modelltesting er noe annet enn teorien som ligger
bak modellen. Som jeg her har erfart stemmer ikke teoremet med realistiske
verdier noe som er et klart bevis pa hvorfor teoretiske beviser ikke kan brukes
til & teste modeller.

Tallene jeg kom frem til og har jobbet ut fra blir da:

¢ = 0.3
c = 2500
Y = 0.001

Bo = 0.01 [ =0.0001 pBy=0.005
a = 038 oc=0.8
b = 23 w=12 og &=18.
For at a fra [5] (se vedlegg D) ikke skal bli 0 ma v; og vy ogsa ta andre

verdier enn 0, siden dette er et skalert problem setter jeg de lik v;1 = 1 og
vo = 1. Dette har ingen pavirkning pa a’s fortegn.
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16 STABILITETSANALYSE AV DE ENDEMISKE
LIKEVEKTSPUNKTENE

16 Stabilitetsanalyse av de endemiske likevektspunk-
tene

Videre vil jeg se hvordan modellen responderer til forstyrrelser neer de en-
demiske likevektspunktene til systemet.

16.1 Stabilitetsanalyse i forhold til resultatene i [5]

Jeg vil i dette avsnittet prove & sammenligne mine numeriske resultater med
resultatene de kom frem til i [5]. Jeg tar her utgangspunkt i teoremet pre-
sentert i vedlegg D og verdiene presentert i forrige kapittel. Disse oppfyller
punkt (¢) i teoremet, altsa kriteriene for stabilitet (a < 0 og 0 < p < J). Etter
den numeriske stabilitetsanalysen av det opprinnelige systemet bestemmer jeg
verdier for parametrene som gjor det opprinnelige systemet stabilt /ustabilt og
undersgke hvordan stabilitetsegenskapene forandrer seg etter innfgringen av
en tidsforsinkelse.

Videre vil jeg teste ut punktet (ii) i teoremet som sier at hvis a > 0, sa er
det ustabil endemisk likevekt naer 20 for —6 < p < 0. Jeg vil med dette tvinge
a til & bli positiv ved & sette en eller flere av parametrene i modellen negative.
Dette blir dermed ikke reelt siden ingen av parametrene jeg har definert over
i realiteten er negative.

16.1.1 Sammenligning av punkt (i) fra teoremet

Ved a holde noen av parametrene ukjente prgver jeg a fa et overblikk over
stabilitetsomradet til modellen. Siden systemet bestar av mange parametre
og jeg har erfart at ikke alle har like stor innflytelse velger jeg & gjennomfgre
analysen med de parametrene som hadde stor pavirkning pa variablene mine.
@, ¢,Ye. og b har tydelig mye a si for selve modellen og blir dermed et naturlig
valg.

Holder ¢ ukjent

Jeg startet med & holde parametren ¢ ukjent, for sa a bruke ”Symbolic Matlab
Toolbox” for a finne en x4 uttrykt ved ¢. (Se vedlegg C1 for denne z3%). Jeg
velger det resultatet av x5 som er positivt og som gir positive zj —z} variabler.
For at dette skulle bli en realitet matte jeg bruke x5 = F' (o) (for notasjon se
vedlegg D). Dette er forskjellig fra hva de konkluderte med i artikkel [5], hvor
de pastar at x5 = F_(e). Med x5 = F_(e) endte jeg opp med negative vari-
abler, og kan derfor ikke gjennomfgre en reell stabilitetsanalysen med denne
lgsningen for x3.

Dette viser igjen at teorien til en modell er noe annet enn selve modell-
testingen. Skal jeg kunne utfgre en reell stabilitetsanalyse for dette systemet
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16.1 Stabilitetsanalyse i forhold til resultatene i [5]

blir jeg ngdt til a ga videre med 235 = F' (o) som er storre enn x5 = F_(e).

Videre programmerte jeg et program i Matlab der jeg lar ¢ lgpe fra [0.1, 2]
med en steglengde pa 0.1. Ut fra dette finner jeg de storste reelle egenverdiene
til systemet som er linearisert rundt de endemiske likevektspunktene sine. Jeg
plottet disse, p og a(fra [5]) mot verdiene ¢ tar (se C3 for Matlabkode).

Resultatet jeg oppnadde er presentert i Figur Ut fra denne figuren ser
vi at systemet er asymptotisk stabilt for alle 0.1 < ¢ < 1.6, som defineres
som stabilitetsomradet til ¢. Legg ogsa merke til at sa lenge p > 0 er de
stgrste reelle egenverdiene til systemet, altsa den rgde grafen, negative. I det
gyeblikket p synker og blir negativ, skjer det et drastisk utfall for de reelle
egenverdiene og de begynner til slutt & stige hurtig. Dette er en indikasjon pa
at mine numeriske resultater stemmer overens med teoremet de kommer frem
til i [5].

1200

ReEig

1000} — — Rhot
Rho-

b

800

600 b

400 h

ReEig

200 h

-200 b

-400 1

-600 : : :
0 0.5 1 15 2

phi

Figur 14: De reelle egenverdiene til systemet plottes mot forskjellige verdier for den
ukjente parameteren ¢. Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla prikkete
grafen indikerer p = R — 1 > 0, den svarte indikerer p = R — 1 < 0 og den grgnne
viser verdiene til a. Systemet er stabilt for alle 0.1 < ¢ < 1.6. Fra ¢ = 1.6 blir p
negativ og de reelle egenverdiene stiger hurtig.

Holder ¢ ukjent

Gjennomfgrer den samme prosedyren, bare na for parameteren c. Figur [15]er
en visualisering av dette resultatet. Systemet er asymptotisk stabilt nar p tar
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16 STABILITETSANALYSE AV DE ENDEMISKE
LIKEVEKTSPUNKTENE

positive verdier, noe den gjgr nar ¢ > 2342.5 (ikke helt presist da dette tallet
er lest ut av Figur . Det er vanskelig a se detaljene fra Figur sa jeg
la med et neerbilde av overgangen fra stabilt til ustabil i Figur [I6] Ser man
ngye pa denne figuren ser man at p skifter fortegn akkurat i det ¢ tar verdien
2342.5 fra negativ til positiv. Stabilitetsomradet for den ukjente parameteren
¢ blir dermed nar ¢ > 2342.5. Samtidig viser dette igjen at det at systemet
blir asymptotisk stabilt er ekvivalent med at p blir positiv.
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Figur 15: De reelle egenverdiene til systemet plottes mot forskjellige verdier for den
ukjente parameteren c. Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla prikkete
grafen indikerer p = R — 1 > 0, den svarte indikerer p = R — 1 < 0 og den grgnne
viser verdiene til a. Systemet er stabilt for alle ¢ > 2342.5. Nar ¢ tar verdier mindre
enn 2342.5 blir p negativ og de reelle egenverdiene positive.

Holder b ukjent

Nar jeg lar b veere ukjent far jeg folgende resultat:

Stabilitetsomradet for parametren b er 0.1 < b < 24.58 (lest ut fra Figur
. Ser man ngye pa Figur [18| ser vi ogsa at p pa et tidspunkt skifter fra a
vaere positiv til & bli negativ (ved b = 24.4), men i motsetning til de andre
tilfellene er dette ikke ekvivalent med at systemet blir ustabilt. Dermed er
dette resultatet med pa & vise at min numeriske lgsning ikke uten videre fglger
teoremet som Kgosimore og Lungu [5] kom frem til i sin artikkel.
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Figur 16: Neerbildet av resultat nar ¢ er ukjent. Den rgde grafen viser de reelle
egenverdiene, den bla prikkete grafen indikerer p = R — 1 > 0, den svarte indikerer
p =R —1<0 og den grgnne viser verdiene til a. p gar fra negativ til positiv nar
c = 2342.5 samtidig som egenverdiene blir negative og systemet blir stabilt.

Holder ~,. ukjent

Nar jeg kjorte programmet for . (denne er betegnet som g i Matlab) ble
resultatet at systemet er asymptotisk stabilt for alle v, > 0. p var positiv for
alle e.

16.1.2 Hvordan pavirker innfgringen av en tidsforsinkelse stabiliteten
til systemet?

Jeg gjentar det samme forsgket bare na med systemet av ODE med sju vari-
abler, som er et resultat av bruken av ”Linear Chain trick” pa systemet av
DDE. Jeg vil her undersgke om det a innfgre tidsforsinkelse i modellen har
noen pavirkning pa stabilitetsegenskapene til systemet.

For ikke & bli forvirret kaller jeg na parameteren a fra ”Linear chain trick”
for a’. (I matlabkoden heter denne al). Parameteren o’ kommer pa grunn av
tidsforsinkelsen og beskriver det som skjedde i fortiden.
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Figur 17: De reelle egenverdiene til systemet plottes mot forskjellige verdier for den
ukjente parameteren b. Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla prikkete
grafen indikerer p = R—1 > 0, den svarte indikerer p = R—1 < 0 og den grgnne viser
verdiene til a. Systemet er stabilt for alle 0.1 < b < 24.58. Nar b tar verdier stgrre
enn 24.58 blir systemet ustabilt men dette er ikke ekvivalent med at p blir negativ,
noe som skjer nar b = 24.4.

Systemet av ODE: stabilt

Jeg begynner med a velge verdier for ¢, ¢, b og v, hvor systemet av ODE med
fem variabler er stabilt. Setter derfor ¢ = 0.3, ¢ = 2500, b = 23 og . = 0.001.
Jeg lar o lgpe fra [0.01,100] for & undersgke for hvilke verdier for a’ systemet
blir stabilt. (Se vedlegg C4 for Matlabprogrammet for denne analysen). Ko-
den bygger pa samme prinsipp som vedlegg C3, der jeg finner de stgrste reelle
egenverdiene og undersgker om disse er negative. Forskjellen er en forandring
119 og at vi har to nye variabler: x, og xg. Resultatet er visualisert i Figur

Vi ser fra disse to figurene at systemet holder seg stabilt selv etter at jeg
har innfert tidsforsinkelse. Re < 0 for alle 0.1 < @’ < 100 og vi kan derfor
konkludere med at med disse verdiene for parametrene mine er systemet med
tidsforsinkelse asymptotisk stabilt. Ut fra dette resultatet kan jeg selviglgelig
ikke trekke en konklusjon om dette er reelt for alle parametre som gjgr systemet
av ODE stabilt og kan brukes som et generelt resultat, men det er en god start.
En annen observasjon som er verdt & legge merke til er at a <0 og 0 < p < §
fremdeles er oppfylt og at det videre kanskje hadde veert en mulighet & sjekket
om resultatet til Kgosimore og Lungu [5] ogsa stemmer for systemet med
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Figur 18: Neerbildet av resultat nar b er ukjent. Den rgde grafen viser de reelle
egenverdiene, den bla prikkete grafen indikerer p = R — 1 > 0, den svarte indikerer
p =R —1<0 og den grgnne viser verdiene til a. p blir negativ nar b = 24.4, dette
ikke stemmer overens med at de reelle egenverdiene gar fra & veere negative til & bli
positive.

tidsforsinkelse. (a syntes ikke i figuren, men er negativ for alle verdier av a’).

Systemet av ODE: ustabilt

For a se hvordan en tidsforsinkelse pavirker stabiliteten til systemet mitt val-
gte jeg videre verdier for parameterene mine som i tillegg til & gi positive
variabler (noe som er et kriterie for a kunne gjennomfgre stabilitetsanaly-
sen), ogsa ga ustabilitet for det opprinnelige systemet av ODE. Jeg valgte da
fglgende verdier: ¢ = 0.3, ¢ = 2600, b = 25 og 7. = 0.001. Ut fra min nu-
meriske analyse om stabilitetsomrade til de forskjellige variablene tidligere i
oppgaven, vet jeg at systemet av ODE er ustabilt nar parametren b > 24.58.
Resultatet er her visualisert i Figur |20

Sammenligner jeg denne grafen med resultatet jeg fikk nar jeg brukte
verdier som gjorde systemet av ODE stabilt (Figur , ser jeg liten eller in-
gen forskjell pa stabiliteten til dette systemet med sju variabler. En fristende
konklusjon & trekke blir da at ved & innfgre en tidsforsinkelse i systemet, gjor
dette at systemet far bedre stabilitetsegenskaper og derfor blir mer robust.
Det vil si at hvis det skjer en liten forandring i tallene til parametrene mine
har dette ikke noe stor pavirkning pa modellen og vi kan i fremtiden trygt
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(a) Resultatet med tidsforsinkelse nar sys- (b) Neerbilde av resultatet med tids-
temet av ODE er stabilt. forsinkelse nar systemet av ODE er stabilt.

Figur 19: De ukjente parametrene tar verdier som gjor systemet uten tidsforsinkelse
stabilt. De reelle egenverdiene er plottet mot tidsforsinkelses parameteren a’ (= al
i plottet). Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla grafen indikerer
p=R—1>0 og den grenne viser verdiene til ¢ (denne vises ikke i figuren men er
negativ). Systemet er stabilt for alle a’ og p tar kun positive verdier.
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Figur 20: De ukjente parametrene tar verdier som gjgr systemet uten tidsforsinkelse
ustabilt. De reelle egenverdiene er plottet mot tidsforsinkelses parameteren a’ (= al
i plottet). Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla grafen indikerer
p=R—1>0 og den gronne viser verdiene til a (denne vises ikke i figuren men er
negativ). Systemet er stabilt for alle a’ og p tar kun positive verdier.
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16.1 Stabilitetsanalyse i forhold til resultatene i [5]

forholde oss til denne.

Problemet med denne konklusjonen er at dette bgr sees pa som begyn-
nelsen til videre analyse. Det er ikke reelt a trekke en generell konklusjon ut
fra resultatet som er presentert over, fordi det kun er ett resultat og det vil
da bli for usikkert. Det er bedre & se pa dette resultatet som begynnelsen
pa videre analyse, der konklusjonen min om at systemet blir mer robust ved
innfgringen av tidsforsinkelser kan brukes som en hypotese man kan jobbe ut
i fra.

Jeg gikk et steg videre og lot b = 25, men valgte ogsa a la ¢ ta en verdi
utenfor sitt stabilitetsomrade: ¢ = 1.8. For at jeg skulle fa positive variabler
matte ¢ gkes til 3000. Ut fra tidligere stabilitetsanalyse vet jeg at ¢ = 3000 lig-
ger innenfor c sitt stabilitetsomrade. Resultatet jeg fikk er presentert i Figur

21
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Figur 21: De ukjente parametrene tar verdier som gjor systemet uten tidsforsinkelse
stabilt. De reelle egenverdiene er plottet mot tidsforsinkelses parameteren a’ (= al
i plottet). Den rgde grafen viser de reelle egenverdiene, den bla grafen indikerer
p=R—1>0 og den grenne viser verdiene til ¢ (denne vises ikke i figuren men er
negativ). Systemet er stabilt for alle a’ og p tar kun positive verdier.

Igjen ser vi veldig liten forandring i systemets egenverdier, noe som gir
meg bedre grunnlag til & pasta at det & innfgre tidsforsinkelser i systemet gjor
at systemet far bedre stabilitetsegenskaper. Man kan si at modellen blir mer
robust. Som jeg drgftet over bgr det gjgres en grundigere analyse enn kun
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med tre resultater. Men ettersom det er sa liten forandring i resultatene nar
parametrene varierer mener jeg at det er grunnlag til a pasta at det a innfare
en tidsforsinkelse har positiv virkning pa stabiliteten til systemet.

Som jeg har konkludert med tidligere i oppgaven gar systemet med en tids-
forsinkelse mot det opprinnelige systemet uten, hvis ' — oo. Jeg kan dermed
hele tiden teste om resultatene mine stemmer ved a la o’ gke til uendelig. Det
vil si at nar o’ blir uendelig stor skal systemet ga fra a vaere stabilt, som resul-
tatet i Figur [20| og til & bli ustabilt slik som det opprinnelige systemet blir
med disse verdiene (se . Jeg brukte programmet i C4 og satte a’ (i pro-
grammet er denne betegnet som al) stgrre for a undersgke om mine numeriske
beregninger stemmer overens med teorien som sier at det blir ustabilitet ved
grensen. Jeg registrerer ingen gkning i de reelle egenverdiene noe som forteller
meg at grensen som gir meg ustabilitet er urealistisk stor. Igjen viser dette
oss at modellen ikke er realistisk i forhold til problemet.

16.1.3 Sammenligning av punkt (ii) fra teoremet

Videre ville jeg undersgke neste punkt i teoremet opp mot min analyse. Punk-
tet (ii) sier at systemet blir ustabilt om a > 0 og — < p < 0. Jeg brukte
fglgende verdier for & "tvinge” parameteren a til & bli positiv:

c = 0.004
Y. = 0.0001
Bo = 0.01 £1 = 0.0001 B2 = 0.005
a = 0.8 oc=0.8
b = =27
p o= 12 §=18.

Her har jeg satt fgdselsraten til & veere negativt noe som mest sannsynlig
ikke er reelt i noen land eller populasjoner i verden. Igjen hadde jeg prob-
lemer med & fa variablene mine positive. Etter utprgving med flere verdier
for parametrene mine og ved a studere ligningene til variablene, kom jeg frem
til at hvis a > 0 ville ikke alle variablene bli positive. Selv om dette da ikke
ville bli reelt, gjennomforte jeg stabilitetsanalysen (med matlabkode C3), hvor
resultatet er presentert i Figur
Vi ser her at selv om variablene ikke er positive, stemmer resultatet overens
med punkt (i7) fra teoremet. Noe som igjen peker mot at teoremet er reelt og
kan brukes til a trekke konklusjoner videre.

Jeg velger a ikke gjennomfgre dette punktet for systemet med tidsforsinkelse,
ettersom variablene ikke ble positive og det derfor ikke er en reell analyse.
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Figur 22: Resultat nar a blir positiv og p tar negative verdier. De reelle egenverdiene
til systemet plottes mot forskjellige verdier for den ukjente parameteren ¢. Den rgde
grafen viser de reelle egenverdiene, den bla grafen indikerer p = R — 1 < 0 og den
gronne viser verdiene til a. 1 dette tilfelle blir de reelle egenverdiene positive og
systemet blir ustabilt for alle ¢.



17 KONKLUSJON OG VIDERE ARBEID

17 Konklusjon og videre arbeid

Malet med oppgaven var a velge en allerede etablert matematiske modell,
bestaende av et system med ODFE’er, for sa & innfgre en tidsforsinkelse i sys-
temet for & gjgre det mer realistisk. Siden et system av DDFE’er raskt blir
svaert komplisert a lgse analytisk, og i mitt tilfelle vil jeg strekke meg til &
si umulig, ble lgsningen a gjennomfgre en stabilitetsanalyse for systemet nu-
merisk. Modellen jeg valgte a se pa var kun lgst analytisk i [5].

Modelltesting;:

Teorien til et system er noe annet enn modelltesting av systemet. Hvis man
lgser et system analytisk, kan man trekke teoretiske konklusjoner, men hvis
man er interessert i a4 anvende modellen for a lgse det reelle problemet er det
viktig a forst teste modellen numerisk mot teorien. Dette fordi mye av en
modells egenskaper ligger i den analytiske lgsningen til modellen, men er man
interessert i a teste om modellen er realistisk og/eller om resultatet av teorien
stemmer, ma dette gjennomfgres numerisk. Jeg valgte derfor a innfgre reelle
verdier for parametrene for sa & gjennomfegre en stabilitetsanalyse numerisk,
for & teste resultatet opp mot det analytiske resultatet.

Tydelig bevis pa at modelltesting er noe annet enn teori er at den ukjente
parameteren ¢, som er nye seksualpartnere per tidsenhet, matte ta verdier
hgyere enn 2500 for at kriteriene for stabilitet i [5] skulle oppfylles. Dette er
ikke reelt i noen land eller populasjoner i verden, noe som viser oss at teorien de
her har kommet frem til ikke stemmer overens med virkeligheten. Neste bevis
jeg kom frem til var at de i artikkelen velger a bruke lgsningen x5 = F_(e), noe
som blir vanskelig nar jeg innfgrer reelle verdier for parametrene. Variablene
x, — x representerer folkegrupper og ma derfor vaere strengt positive. For a
oppfylle dette kriteriet matte jeg i min numeriske analyse bruke 2 = F (o),
som er stgrre enn x5 = F_(e). Det siste jeg oppdaget var at grensen som gir
meg ustabilitet i systemet med tidsforsinkelser ble urealistisk stor. Selv om
jeg teoretisk vet at systemet med en tidsforsinkelse skal g& mot systemet uten
en tidsforsinkelse nar a’ — oo, ble dette ikke en realitet ved min numeriske
analyse. Konklusjonen er at modelltesting er noe annet enn teorien til en
modell og en viktig del av utformingen av modellen hvis den skal brukes til
videre analyse av det virkelige problemet.

Numerisk stabilitetsanalyse for a sjekke teoremet i [5]:

Jeg kom frem til at mine resultater til en viss grad stemte overens med punkt
(7) i teoremet, selv om jeg brukte x5 = Fl (o). Bade med ¢, c og 7. ukjente kan
vi tydelig se at systemet er stabilt sa lenge 0 < p < §, og at Re\ gar fra a veere
negativ(stabilt), til & bli positiv(ustabilt) i det gyeblikket p < 0. Ut fra disse
tre parametrene ville jeg dermed konkludert med at den numeriske lgsningen
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min stemte overens med punkt (i) i teoremet og at teoremet kan brukes til
videre analyse av systemet. Problemet med denne konklusjonen oppstod da
jeg fant stabilitetsomradet for parameteren b. Fra Figur [I8ser vi at selv om p
gar fra a vaere positiv til a bli negativ (dette skjer rundt b = 24.4) er ikke dette
ekvivalent med at systemet blir ustabilt. Det er ikke for b = 24.58 at ReA > 0.
Mellom 24.3 — 24.58 finnes det et lite parti der teoremet ikke er oppfylt. Dette
viser oss, ut fra mine resultater, at man til en viss grad kan bruke teoremet
presentert i vedlegg D for & trekke konklusjoner om stabiliteten til systemet,
men at man ma sjekke overgangen +p eksplisitt.

Numerisk stabilitetsanalyse for systemet med tidsforsinkelse:

Selv om jeg ikke kan si noe generelt om systemet ut fra de tre resultatene
jeg oppnadde i[16.1.2] er de ikke mindre viktige av den grunn. Tvert imot
forteller de oss at systemet med tidsforsinkelse er asymptotisk stabilt nar det
opprinnelige systemet er stabilt eller ustabilt, med de parametrene jeg har
valgt. Et av mine overordnede mal for oppgaven var spgrsméalet om hvor-
for man eventuelt skal innfgre tidsforsinkelse. Jeg kan na svare ut fra mine
drgftinger og resultater i oppgaven. For det forste blir modellen mer realistisk
ved a innfgre en kjgnnsmodningstidsforsinkelse. Det tar en stund fra man blir
fgdt, til man blir kjgnnsmoden og gar inn i en gruppe av mottakelige. Det blir
dermed mer reelt & ta hensyn til denne ”forsinkelsen”. For det andre ser vi ut
fra stabilitetsanalysen at modellen far bedre stabilitetsegenskaper og dermed
ser ut til & bli mer robust etter innfgringen av tidsforsinkelsen. Som nevnt
over burde dette resultatet utforskes videre om man skal kunne konkludere
med dette for sikkert. Ut fra mine resultater vil jeg strekke meg til & si at
man kan se en tendens til at dette et tilfelle. Bade fordi systemet med en
tidsforsinkelse viste seg & veere stabilt uansett om det opprinnelige systemet
var stabilt/ustabilt, men ogsa fordi de tre grafene (se Figur og ser

ut til a veere tilnsermet like.

Merk: Jeg vil igjen trekke frem at dette resultatet blir bestemt av parame-
trene jeg har valgt, og at konklusjonen ma sees i lys av at disse er justert i
forhold til systemet.

Videre analyse

Analysen og utregningene her er langt fra fullfort. Punkter som gjerne kunne
jobbes mer/videre med er:

e A systematisere variablene pa den maten at det hadde veert lettere &
finne verdier for nar de var positive. Gjerne ved hjelp av en Matlabkode.

o Utfgrt en stabilitetsanalyse for reelle verdier. I min analyse satt jeg
¢ = 2500 for & oppfylle stabilitetskriteriet i teorien jeg sammenlignet
med, noe som ikke er reelt. Det hadde vaert spennende og utfert en reell
stabilitetsanalyse, med reelle verdier, for systemet.
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e Funnet flere eksempler pa om systemet med en tidsforsinkelse ble sta-
bilt /ustabilt for verdier som gjor systemet uten en tidsforsinkelse sta-
bilt /ustabilt, for sa a trekke en generell konklusjon om stabilitetsegen-
skapene til systemet med tidsforsinkelse vs. systemet uten.

e Hadde jeg hatt bedre tid hadde det ogsa veert interessant a se pa a’ og
hvor stor denne ma bli for systemet med en tidsforsinkelse blir ustabilt.

Dette kan for eksempel legges til grunn for en ny oppgave/prosjekt, der
man kan jobbe med resultatene jeg har kommet frem til her som en slags
hypotese til videre analyse.

72



KILDEHENVISNING

Kildehenvisning

[1] Cichocki M.: The History of HIV. Hentet 10. januar, 2011 fra: hitp :
//aids.about.com/od/newlydiagnosed/a/hivtimeline.htm (sist oppdatert
16. mai, 2010)

[2] Fauci, A. S.: HIV and AIDS: 20 years of science, Nat Med. 9(7) (2003)

[3] UNAIDS, Global HIV and AIDS estimates, end of 2009. Hentet 10.januar,
2011 fra hitp : //www.avert.org/worldstats.htm

[4] Aarnes J. F.: Matematiske modeller, Store norske leksikon. Hentet 09.
januar, 2011 fra http : //www.snl.no/matematisk_modell

[5] Kgosimore M. og Lungu E.M.: The effects of Vaccination and treatment
on the spread of HIV/AIDS, Journal of Biological System, 12(4)(2004):
399-417

[6] Kuang Y.: Delay Differential Equation With Application in Population
Dynamics, Mathematics in Science and engineering, 191 (1993): s. 3

[7] Busenberg, S. og Cooke, K. L.: Vertically Transmitted Diseases. Biomath-
ematics, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 23 (1993)

[8] Busenberg, S., Cooke, K. L. og Pozio, A.: Analysis of a model of a vertically
transmitted disease. J. Math. Biol. 17 (1983): 305-329

[9] Folkehelseinstituttet, = Verden kan snart beskytte de fleste
nyfgdte fra hiv, Hentet 11. januar, 2011 fra:(http
//www.fhi.no/eway/default.aspx?pid = 233) (forside —
tema — hiv og kjonnsykdommer) (Publisert 09.03.2010.)

[10] Driver R.D.: Ordinary and delay differential equations. Applied Math-
ematical Sciences, Vol. 20. (1977) Springer-Verlag, New York-Heidelberg-
Berlin, s. 225

[11] Lacoste-Julie, S.: Introductory Talk on DDEs. School of Computer Sci-
ence, McGill University, Montreal, Quebec, Canada (2001)

[12] Forelesningsnotater fra kurset ”Differensialligninger med en tids-
forsinkelse og anvendelser”. Gitt hgstsemesteret 2010 av Arkadi Ponossov
pa Univeristetet for miljg og biovitenskap, Institutt for matematiske realfag
og teknologi.

[13] Tveito, A., Cai, X., Langtangen, H. P. og Nilsen B.F.: Introduction to
scientific computing, Written for INF-MAT 2351, Universitetet i Oslo

[14] Johnson, L. og Kohler, W.: Elementary differential Equations, with
Boundary Value Problems, 2,288-300 og 471-491 (2006)

73



KILDEHENVISNING

[15] Asmar, N. H.: Partial Differential Equations, with Fourier Series and
Boundary Value Problems. 2 (2005): 515-532

[16] Dawkins, P.: Equilibrium Solutions, Hentet 27. januar, 2011 fra: http :
//tutorial.math.lamar.edu/Classes/DE | EquilibriumSolutions.aspx

[17) Murray, R.M., Li, Z. og Sastry, S. S.: Mathematical Introduc-
tion to Robotic Manipulation. Hentet 02. februar, 2011 fra: http
//www.cds.caltech.edu/ murray/courses/primer — f01/mls —

lyap.pdf

[18] van den Driessche P., Watmough J.: Reproduction numbers and sub-
threshold endemic equilibria for compartmental models of disease trans-
mission, Mathematical Bioscieces 180 (2002): 29-48

[19] Hsu Schmitz S.F., Effects of Treatment or/and vaccination on HIV trans-
mission in homosexuals with genetic heterogeneity, Mathematical Bio-
sciences 167 (2000): 1-18

[20] Hyman J.M og Li J., Behavior changes in SIS STD models with selective
mixing, STAM Journal of Applied Mathematics 57(4)(1997):1082-1094

74



Vedlegg

A Skalering av Xy — X,

Omformer skaleringsvariabelen og far

der

0og

Xi :Nﬁci—i—Na:i

Xi = N.CC,‘.

Skaleringen blir som fglger:

X():

Xo

Nz —I—NJ:‘()
Nig
Zo

T

<—

bN — XX — (¢ + 1) X

bN — cANzg — (¢ + ) Nxg

bN — cANxzg — (¢ + p)Nxg — (b — ) Nxg
b — c\xg — pxo — pxo — brg + pxg

b— (b+ ¢)wg — cAxg.

Siden A = o352 + B152 + Bt = Boxa + Bias + Pawy, far vi:

tg =b— (b+ ¢)xg — cxo(Box2 + Prw3 + Paxs).

X

N.fl—l-le
Ny

1

¢X0 - C(l - ’}/)S\Xl - [,LXl

¢Nzo — c(1 —y)ANz1 — uNaxy
¢Nxzg —c(1 —Y)ANzy — uNxy — (b — )Ny
dxo — (1 —y)Ax1 — pay — (b — p)wy
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A SKALERING AV Xy — X4

hvor 1 — v = 7, som

Ty =
X2 :
Xo
Nig + Nzo
Naxo
T2

som fgrer til:

T2

Xgl

som forer til:

3

Xy :

X4

Ny + N$4
Niy

T4

som fgrer til:

forer til:

¢xo — cYe(PBoxe + Brxs + Paxg)x1 — bxy.

eAXo — (a+ p+v1)Xo

(v1=0)

cANzg — (o + p) Ny

ANz — (a+ p)Nzg — (b — ) Nxo
cArg — (b + a)xy

<_

c(Poxra + Brxs + Paxa)xo — (b + o)xa.

C(l — ’y);\Xl — (O’ + M)Xg

c(1 —4)ANzy — (0 + ) N3
c(l1 —¥)ANzy — (0 4+ p)Nx3z — (b — p)Nag
c(1 —y)Axy — ox3 — bay

Ye(Bora + Lras + Poxg)xy — (b+ 0)xs.

aXs+o0X3— puXy

<—

alNzxy+ oNxs — uNxy
aNzg+oNxg — uNxy — (b— p)Nxy

axg +oxg — pxy — (b — p)s

T4 = «axo+ oxg— bry.
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B Endemiske likevektspunkter

Setter
5\* _ ¢1¢2$§
(b — t123)
for a forenkle lgsningen, hvor

Y1 = bt+a
Y2 = b+9¢
Y3 = b+o
Ye = 1—7

b > ’(/11.%'5

To:

b— (b+ ¢)zo — cxo(Boze + i3 + Baxs)
b — ozl — cxgA*

som fgrer til:

Ty

b+ e

¢To — cYeAT1 — b1y

dxo — YN T — b =

b

Fraw som forer til:

setter inn zj =

b

x] =

9.

cxo(Boxe + P13 + Poxy) — (b + )
crp\* — prwh

7

(cYeA* +b)(th2 + cA*)’



B ENDEMISKE LIKEVEKTSPUNKTER

setter inn zf = ﬁ, som fgrer til:
. cA*b
Ty =
27 (g + eA¥)

ZI3:

cvex1(Boxa + Pras + Paxs) — (b+ 0)xs
CYeTIA" — h3xy =

__¢b
(cyeA*+b) (Pa+cA*)’

setter inn z] = som fgrer til:

:1:* _ 0765‘*¢b
5 s(evet + b) (e + eAF)’

Xq.

axg +oxg —bry = 0

setter inn for x5 og x3, som fgrer til:

. QTh n bo dryecA*
Y70 bibs(b+ yeeh) (o + cX¥)

X
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C Matlabkoder

C1: Bestemme de reelle parameteren slik at variablene (x§— x7})
blir strengt positive

Begynner med a definere parametrene mine. (Merk at: g = 7., mu = pu og
d = 9). Finner verdier for x og velger den lgsningen som gir positiv z = x3.
P& denne maten finner jeg for hvilke parameterverdier variablene tar positive
verdier.

phi = 0.3;

c = 2500; % for utregning av denne se C2.
g = 0.001;

betal= 0.01;

betal= 0.0001;

beta2 = 0.005;

alfa = 0.8;

sigma = 0.8;

b = 23;

mu = 8;

d = 12;

psil = b + alfa;
psi2 = b + phi;
psi3 = b + sigma;

RO =c*betal/ b;
ROt = c* beta2/ b;

ROV = c* betal/ b;
Rut = (b*RO / (b+alfa))+ (alfa*x ROt /(b+alfa));
Rvt = (b * ROv / (b + sigma)) + (sigma *ROt / (b+ sigma));

R = (bxRut / (b + phi)) + (gx phi* Rvt/ (b+phi));
rho= R-1;

theta = g* Rut;
Rc = 1/2 * (gx(Rut-(b+phi)/b) + 1);

syms X
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C MATLABKODER

x = solve(psil”2x(R - theta)*x"2 + (-2*%b*psil*(R-Rc))*x + (b"2%(R-1)))

%Finner den lsningen av x som gir positive variabler og bruker denne
%videre.

x2 = 5343675486731273/10501629248366986
- 92746501472679956149310580439591"(1/2) /21003258496733972

%phi er ukjent:

%x2= (2265806026540768752041984*phi

+ 4143311657180856320000*phi* ((1020407589171097501696*phi~3

- 46915802793394671154364416*phi~2
538790169293166992787398389357*phi
12417004768719684070543470645632) / (1801439850948198400000000*phi
41433116571808563200000000)) ~(1/2)
95296168115159695360000% ( (1020407589171097501696*phi~3
46915802793394671154364416*phi~2
538790169293166992787398389357*phi
12417004768719684070543470645632) / (1801439850948198400000000*phi
41433116571808563200000000)) ~ (1/2)

- 98610817440904380416*phi~2
59327811132577296326590464) / (4881235463324767772477+phi

- 115259281749452266939969925) ;

+ o+ + L+ + o+ o+

lambda = psil*psi2*x2/(b - psil*x2);

x0 = (b / (psi2 + c*lambda))

x1 = (b*phi / (b+ g*c*lambda)*(psi2 + c*lambda))

x3 = (b*phixg*c*lambda / psi3*(b+g*c*lambda)*(psi2+c*lambda))
x4 = (alfa*x2/b) + ((b*sigma*phi*gxc*lambda)

/ (b*psi3*(b+g*c*lambda)*(psi2 + c*lambda)))
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C2: Matlabkode for a gjgre R > 1

Bestemmer R > 1 ved & bruke en While lgkke. (Merk at: g = 7., mu = p og
d = 0). Lar ¢ gke med 0.1 hver gang lpkken gar rundt. Jeg tvinger med dette
parameteren c til a ta en verdi som gjor at R > 1.

c 0.004;

g = 0.001;
betal= 0.5;
betal= 0.001;
beta2 = 0.1;
alfa = 0.3;
sigma = 0.8;
b= 10

< <

N =
| |

= o

for i =0.01:0.1:10
phi = i;
while R<1
c=c+ 0.1;

RO =cxbetal/ b;
ROt = c* beta2/ b;

ROv = c* betal/ b;
Rut = (b*RO / (b+alfa))+ (alfax ROt /(b+alfa));
Rvt = (b * ROv / (b + sigma)) + (sigma *ROt / (b+ sigma));

R = (bxRut / (b + phi)) + (g* phi* Rvt/ (b+phi))
rho= R-1;

theta = g* Rut;
Rc = (gx(Rut - (b+phi)/b) +1)/2;

psil = b + alfa;
psi2 = b + phi;
psi3 = b + sigma;
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C MATLABKODER

end
end
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C3: Matlabkode for a plotte de stgrste reelle egenverdiene

Med dette programmet plottet jeg de stgrste reelle egenverdiene opp mot ver-
diene for ¢, a og p, for a undersgke om punktet i teoremet fra resultatet i [5]
(se vedlegg D) stemmer med mine numeriske resultater. (Merk at: g = 7.,
mu = pu og d = J). Parameteren c tar her en urealistisk verdi pa 2500, men
dette er for at R > 1 slik at p > 0 se vedlegg C2)

% Stabilitetsanalyse ved sjekking av mine numeriske resultater
%opp mot artikkelen til Kgosimore og Lungu
% Phi tar verdiene [0.1, 10]

c = 2.5e+03;
g = 0.001;
betal= 0.01;

betal= 0.0001;
beta2 = 0.005;
alfa = 0.8;
sigma = 0.8;

b = 23;

mu = 8;

0.1:0.001:2 %1:1:10000

h
@]
H
[
Il

phi = 1i;

psil = b + alfa;
psi2 = b + phi;
psi3 = b + sigma;

RO =cxbetal/ b;

ROt = c* beta2/ b;

ROv = c* betal/ b;

Rut = (b*RO / (b+alfa))+ (alfax ROt /(b+alfa));

Rvt = (b * ROv / (b + sigma)) + (sigma *ROt / (b+ sigma));
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C MATLABKODER

R = (bxRut / (b + phi)) + (g* phi* Rvt/ (b+phi));

rho= R-1
a = —((bxc " 2xg*x (vl + v2))/psi2~2);

theta = g* Rut;
Rc = (gx(Rut - (b+phi)/b) +1)/2;

%phi er ukjent, c = 2.5e+03;

x2 = (2265806026540768752041984*phi

+ 4143311657180856320000*phi* ((1020407589171097501696*phi~3

- 46915802793394671154364416*phi~2
538790169293166992787398389357*phi
12417004768719684070543470645632) / (1801439850948198400000000*phi
41433116571808563200000000)) ~(1/2)
95296168115159695360000% ( (1020407589171097501696*phi~3
46915802793394671154364416*phi~2
538790169293166992787398389357*phi
12417004768719684070543470645632) / (1801439850948198400000000*phi
41433116571808563200000000)) ~ (1/2)

- 98610817440904380416*phi~2
59327811132577296326590464) / (4881235463324767772477+phi

- 115259281749452266939969925) ;

+ o+ + L+ + o+ o+

lambda = x2#*psil*psi2 /(b-(x2*psil));

x0 = (b / (psi2 + cx*lambda));

x1 = (bxphi / (b+ gxc*lambda)*(psi2 + cxlambda));

x3 = (b*phi*gxc*lambda / psi3*(b+g*c*lambda)* (psi2+c*lambda)) ;
x4 = (alfa*x2/b) + ((b*sigma*phixg*c*lambda)

/ (b*psi3*(b+g*c*lambda)*(psi2 + c*lambda)));

Z = [-(b+phi)-c*lambda, 0, -cxbetaO*x0, -c*betal*x0, -c*beta2*x0;
phi, (-c*gxlambda-b), -cxbetalO*g*xl, -cxbetal*g*xl, -cxbeta2*g*xl;
c*xlambda, 0, (c*betaO*x0-(b+alfa)), c*betal*x0, c*beta2+*x0;
0, cxgxlambda, c*betaO*gxxl, (c*g*betal*xl-(b+sigma)), cxbeta2*gkxl;
0,0, alfa, sigma, -b];

Meig = [Meig max(real(eig(Z)))];
Rho= [Rho rho];
A= [Aa];
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end

phi2 = linspace(0.1, 2, 1901);
plot(phi2, Meig, ’r ’)
hold omn
plot (phi2, Rho, ’b-.’);
plot (phi2(Rho<=0), Rho(Rho<=0), ’k’)
hold omn
plot (phi2, A, ’g-.7)
xlabel(’phi’)
ylabel(’ReEig’)
legend(’ReEig’ , ’Rho+’, ’Rho-’, ’a’)
hold off
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C MATLABKODER

C4: Resultater med tidsforsinkelse nar systemet av ODE blir
stabilt /ustabilt

Jeg bruker de parameterverdiene jeg fant som gjgr systemet av ODE sta-
bilt /ustabilt. (Merk at: g = 7, mu = p og d = §). Lager en matlabkode
med tidsforsinkelsen hvor jeg gnsker & se hvordan stabiliteten til systemet blir
pavirket nar jeg har innfgrt en tidsforsinkelse. Den bygger pa samme prinsipp
som C3, altsa plotting av de stgrste reelle egenverdiene for & se om disse tar
negative verdier.

phi = 0.3;

c = 2500; %2600;
g = 0.001;

betalO= 0.01;
betal= 0.0001;
beta2 = 0.005;

alfa = 0.8;

sigma = 0.8;

b = 23; %25

mu = 8;

d = 12;

vl = 1;

v2 = 1;

Meig = [];

Rho = [];

A=1[1;

for i =0.01:0.01:100

al = i; Y% Dette er a’en fra linear chain trick.
psil = b + alfa;

psi2 = ailx(b + phi) /(al + b - mu);
psi3 = b + sigma;

RO =cxbetal/ b;
ROt = c* beta2/ b;

ROV = c* betal/ b;
Rut = (b*RO / (b+alfa))+ (alfax ROt /(b+alfa));
Rvt = (b * ROv / (b + sigma)) + (sigma *ROt / (b+ sigma));

R = (b*Rut / psi2) + (g* phix Rvt/ (psi2));
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rho= R-1;
a = —((bxc 2xg*x (vl + v2))/psi2~2);

theta = g* Rut;
Rc = 1/2 * (gx(Rut-(psi2/b)) + 1);

%Funnet fra matlabkode C1:

x2 = (2839781830488044188942882376250*al

- 107452284229358138163200000%*a1

* ((29004363568735395690788183765079559000598782366405129%a1"3
+ 871012338454238933043804484669667124721463714294623125%xa1"2
+ 6539209970437914469967673224175714022977966403750546875*al
+ 82877813800756119651898172191552734375)
/(96784413443089186995808451576662589440000000000*a1)) ~(1/2)
65277860952585611556019190803*a1"2
27922615725670623592974747421875) / (128286961952070421715062740375%a1"2
3850560238762102243154343971250%al
28893837142215688761426042984375) ;

+

+ + +

lambda = psil*psi2+*x2 /(b-psil*x2);

x0 = (bx(al +b -mu) / ((al +b -mu)*psi2 + c*lambdaxal));
x1 = (phi*x0 /(c*g*lambda + b));
x3 = (b*phix*gxcxlambda*(al +b -mu)
/ psi3*(b+gxc*lambda)*((al +b -mu)*psi2+c*lambda*al));
x4 = (alfa*x2/b) + ((b*sigma*phi*g*c*lambda)*(al +b -mu)
/ (b*psi3*(b+g*cxlambda)*((al +b -mu)*psi2 + c*lambda*al)));
xalfa = (al*x0 /(al+b-mu));
xbeta = (al*x1/(al+b-mu));

Z =[-(al+b-mu), O, al, 0, 0, O, O;
0, -(al+b-mu), O, al, 0, 0, O;
-(b+phi)-c*lambda, O, 0, 0, -c*xalfaxbetaO, -c*xalfaxbetal, -c*xalfa*beta?2;
phi, (-c*gxlambda-b), 0, O, -c*g*xxbetaxbetal, -c*gxxbetaxbetal, -c*grxbetaxbeta2;
c*lambda, 0, 0, O, c*xalfax*betaO-(b+alfa), c*xalfaxbetal, c*xalfaxbeta2;
0, c*gxlambda, 0, 0, c*gxxbetaxbetal, ckxg*xbetax*betal-(b+sigma), c*grxbetaxbeta2;
0, 0, 0, 0, alfa, sigma, -b];

Meig = [Meig max(real(eig(Z)))];
Rho= [Rho rho];
A= [A al;
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C MATLABKODER

end

length(Meig)

A1 = linspace(0.01, 100, 10000);
plot(Al, Meig, ’r )

hold omn

plot (A1, Rho, ’b-.?)
hold omn

plot (A1, A, ’g’)
hold omn

xlabel(’al’)
ylabel (’ReEig’)

legend (’ReEig’, ’Rho+’, ’a’)
hold off
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D En kort oppsummering av resultatene fra [5]

I denne artikkelen bruker de teorien om senter mangfoldighet for a utfere sta-
bilitetsanalysen av det endemiske likevektspunktet x5 = F_(e). Jeg vil ikke
her komme naermere inn pa hva denne teorien gar ut pa.

Hvor F_(e) er definert som folger:

b(R — R°) —bv/D
Y1(R— ¢)

F(s)=

hvor

D=(R-R?—(R-¢)(R~—1).

x5 kommer av andregradsligningen:

V(R — 0)x3? — 20 (R — RE)as + b*(R—1) = 0.

Hvor lgsningen er definert som:

2 =Fi(R—0,R—1) = Fy(e).

Videre tar de utgangspunkt i det skalerte systemet av ODE:

&g = b— (b4 ¢)xo — cxo(Bora + Bras + Pors)

1 = ¢x0 — Ve(Boxe + P13 + Bawy)rr — by
&y = cxo(fora+ Pixs + foxa) — (b+ a)zo
3 = cyer1(Boxe + Praz + Pary) — (b+ 0)x3
T4 = awo+ oxz—bry.

Som de dekomponerer til en lineser del og en ikke lineaer del pa fglgende
mate:

h1(p) bepr beBa 0
. 11125 h¢(2) . 1!)2B 1
CYeP1 2P CYe P2
P2 P2 P2 0 0 Y2
g = o o —y 0 0 ys | +G()
b b _
R ) | O
—bcveBo  —bcyeS1 —0CYe P2 _ 5
2 P2 P2 ¢ b Y

hvor
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D EN KORT OPPSUMMERING AV RESULTATENE FRA [?]

y = (y17 ---73/5)/;
bm s + Yednayn

) = R T
b+
hap) = dnec — THELLICREL

cys(Boy1 + By + Bays)
cveys(Boyr + Bryz + Bay3)
Gy) = 0
—cys(Boy1 + Py + B2ys)
—cveys(Boyr + Biyz + Bays)

og p = R — 1 er bifurkasjonsparameteren.

De har kommet frem til at sykdommens frie likevektspunkter er linjen
(2°,0) og den lokale stabiliteten av sykdommens frie likevektspunkter endrer
seg i punktet (2°,0). De har brukt teorien om senter mangfold i [18] for & vise
at det er ikke-negativ (endemisk) likevekt nzer bifurkasjonspunktet (x°,0).

Denne prosedyren krever evalueringen av de fglgende konstantene:

i 1 &*fi = 1 8%fi
a= Z VW W (28xj8xk (z°,0) + Z 0411458%(9“ (°,0) |,  (49)

l=m+1

Av den normalformede ligningen:

i = au? + bpu + O(3)

hvor O(3) angir tredjeordens ledd og hgyere i u og p, og f;’ene er gitt av:

j=f=F -V

1y kommer av en teknikk de anvender pa problemet. De starter med a
omdefinere variablene i systemet som fglger:

v = (y1,92,93, Y4, y5) = (w2, 23,24, T0,21)".
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Videre definerer de x5 som mengden av tre smittsomme grupper som:

xs = (22,23, 24) = (Y1,Y2,¥3)-
Ved a anvende teknikken fra [I8] kommer de frem til [51} hvor

f=(f1, fo. f3, fa [5)',

Ay Y11
cYelambdays VY3y2
F = 0 og V= bys — ay1 — oy
0 CAYs + Poys — b
0 CYeAYs + bys — dya
Videre konkluderer de med at ved sykdommens frie likevektspunkt, p =
R —1 =0, s er matisen [og;] = —Q ' P gitt som:
—bcBo —bcS1 —bcBa
1 w2 ¢2 2
_ P = 2 2 2
’ ( N DUEIOREIC SUEOEEC SIUE )
P b3 by

som resulterer 1

a=- <b62%($+v2)> (w1Bo + Brwa + Faws)® <0 (51)
2
og

141 V2
i + i
Y3

Ut i fra dette kan de anvender et teorem som er gitt i [I8]. Jeg gjengir her
teoremet for enkelthets skyld.

b = w1 (bm s + Yen2t1)( ) > 0. (52)

Teorem: Huvis a and b er definert av[{9 og sa eksisterer det en 6 > 0
slik at

(i) Hvis a < 0, sa er det lokalt asymptotisk stabilt endemisk likevekt neer z°
for 0 > p >4 og

(ii) Hvis a > 0, s er det ustabilt endemisk likevekt neer 20 for —6 < p < 0.

Konklusjonen de trekker er da at lgsningen F'_(e) som eksisterer for R > 1
er lokalt asymptotisk stabilt. Fra|51|og ser de at det eksisterer endemiske
likevektspunkter naerme sykdommens frie likevektspunkt ved R = 1.

For videre utdyping eller uklarheter se [5].
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